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Introduction

Les méthodes spectrales consistent une classe de la discrétisation spatiale
des équations différentielles, elles cherchent des solutions en termes d’une
série de fonctions connues, réguliéres (les fonctions de base). A partir de ses
fonctions on peut distinguer trois types de méthodes, a savoir Galerkin, Tau
et Collocation [2].

Les méthodes spectrales sont particulierement adaptées a 1’étude des
phénomenes de bifurcation (Mc Haughlin et Orszag [4]), elles sont utiles dans
la dynamique des fluides numérique (A. Libchaber [5]), ou les grands spec-
traux codes hydrodynamiques sont maintenant utilisés réguliérement pour
étudier la turbulence et la transition (Busse [1]), la prévision numérique du
temps et la dynamique des ogéans.

une premiéres des applications des méthodes spectrales aux EDPs est celle
de Silberman (1954) pour la modélisation de la météorologie par ’approche
de Galerkin, cependant, cette méthode n’est pas devenue pratique pour la
résolution des problémes non linéaires.

Aprés Orszag et Eliasen (1960 — 1970), Machenhauer et Rasmussen (1970)
ont développé des méthodes de transformations pour évaluer la somme de
convolution (les termes non linéaires).

La méthode de Tau est une modification de la méthode de Galerkin,
qui est applicable a des problémes avec des conditions aux limites non péri-
odiques, elle peut étre vue comme un cas particulier de la méthode de Petrov-
Galerkin (Zienkiewicz et Cheung (1967), Babuska et Aziz (1972)).

Lanczos (1938) développa cette méthode (méthode de Tau), et Orszag
(1971) I’a appliquée et dans ce cas les fonctions de base sont les polynémes
de Tchebyshev qui produiset des solutions trées précises a la dynamique des
fluides.

La méthode de Collocation a été utilisée par Slater (1934) et par Kan-
torovic (1934) dans des applications spécifiques.

Frazer, Jones et Skan (1937) ’ont développée comme une méthode générale
pour résoudre des EDOs, ils ont utilisé une variété de fonctions de base et
une distribution arbitraire des points de Collocation.

Le travail de Lanczos (1938) fut le premier travail présentant un bon
choix soit pour les fonctions de base, soit pour la distribution des points de
Collocation.



La méthode de Collocation orthogonale a été reprise par Clenshaw (1957),
Clenshaw et Norton (1963) et Wright (1964). Ces études portent sur ’application
des polyomes de Tchebyshev & des problemes initiaux, les premiéres appli-
cations de cette méthode pour des problémes spatialement périodiques par
Kreiss et Oliger (1972) (appelée méthode de Fourier) et Orszag (1972) (ap-
pelée méthode pseudo-spectrale).

La premiére évaluation mathématique de la théorie des méthodes spec-
trales se trouve dans le monographie de Gottlieb et Orszag (1977).

A partir de la fin des années (1980), les méthodes spectrales sont devi-
ennent 'outil numérique prédominant de base physique, de transition et de
turbulence...[2].

Ce mémoire, basé essentiellement sur la lecture des documents [3] et [7],

est présenté comme suit:

Dans le chapitre 1, On rappelle quelques outils de base et quelques
résultats connus utilisés dans la suite de ce travail.

Dans le chapitre 2, On présente les méthodes spectrales: Galerkin,
Tau, Collocation et Tau-Collocatin.

Dans le chapitre 3, On applique la méthode de Fourier-Galerkin a deux
problémes: linéaire et non linéaire.

On montre aussi la stabilité de cette méthode.

Dans le chapitre 4, On présente la méthode de Fourier-Collocation et
ses applications, et on montre sa stabilité pour des problémes hyperboliques
et paraboliques.



Chapitre 1
Préliminaires

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus
qui nous seront utiles dans la suite de notre travail.

1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1.1 (Produit scalaire) [6]

Soit H un espace vectoriel sur C.

On dit que (.,.) est un produit scalaire sur H, si les propriétés suivantes
sont vérifiées pour tout u,v,w € H et A € C: (u,v) € C

(Au,v) = A(u,v).

(u+v,w) = (u,w)+ (v,w).
(U,U) = (Uau)
(u,u) = 0
)

= 0 u=0.

Définition 1.1.2 (Espace préhilbertien) [6]
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace
préhilbertien.

Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [6]
Soit H un espace préhilbertien, alors pour tout u,v € H on a:

[(u, )| < (u,u)2 (v, 0)

N

llu|| = (u,u)? est la norme induite par le produit scalaire (.,.) sur H
vérifiant

2 2 2 2
lu+oll” + [l = vll* = 2 (Jlull® + [l0]) -



Définitions [6]:

Soit H un espace vectoriel normé.

1. Une suite (u,,), . de H est de Cauchy si et seulement si

neN
Ve>0, 3N >0telqueV n,m>N, |u, — un| <e.
2. On dit qu’une suite (u,), .y de H converge vers u € H si

lim ||u, —ul|| =0.
n—-+00

3. On dit que H est complet si toute suite de Cauchy de H est covergente.

Définition 1.1.4 (Espace de Hilbert)

Soit H un espace préhilbertien. On dit que H est un espace de Hilbert si
il est complet par rapport a la norme associée.
1.2 Polynémes de Tchebyshev
Définition 1.2.1 Les polynémes de Tchebyshev sont définis sur [—1,1] par:

T, (z) = cos [narccos(z)], n € N.
Définition 1.2.2 Les polynomes de Tchebyshev sont encore définis par:
T, (cos ) = cosné,

T, est un polynome de degré n:

To(z) = 1.

Ti(x) = =

Ty(z) = 22° —1.
Ts(v) = 42° — 3.

Relations de récurrence[7]:

les polynémes de Tchebyshev vérifient les relations de récurrence suivantes:

n o1 () + dp1Th1(x) = 22T, (z), n € N (1.1)



et
Tl+1(f75) T/—1($>
" —dp_og————= =2T,(z), n €N 1.2
¢ n+1 2h—1 (z), (1.2)
avec
0 s?m<0 0 sim<0
Cm=1<K 2s8sim=0, d,= . )
] 1 sim>0
1 sim>0

Calcul des coefficients de Tchebyshev [7]:

Les deux relations de récurrence précédentes permettent de calculer les coef-
ficients de développement F'(u(x)) = >  b,T,(x) a partir des coefficients de

neN
u(z) = > a,Th(z).
neN
Exemples:

o F(u(x)) = zu(r)

vu(z) = BT, (x) (1.3)

n=

[e=]

par l'utilisation de la relation (1.1) et I'identification avec (1.3) on trouve

1
bL” =5 (Cn—1Gn-1 + any1), n € N.

u'(x) = Zag)Tn(x)

par l'utilisation de la relation (1.2) on trouve que at

[e.9] T/
2u/(z) = Z [C”—lag—)1 - GSJZJ Tnlz)

n=1

vérifient:

o
en identifiant avec u'(z) = > a, T} (x), on obtient implicitement les at:
n=1

2na,, = cn_la(l)1 — aﬁ}ll, n €N

n—



par récurrence, I’expression explicite est donnée par

2
(OO E . 1.4
an c pap ( )

n p=n+1
step2

o F(u(x)) = u"(z), on a:

u'(z) = Z DT, ()

n=0
on utilise la relation (1.4), on trouve Pexpression explicite:

[e.¢]

1
a?) == > p(p® —n’)a,.
n p=n-+2
step2

Remarque 1.2.3 La notation "step2" signifie que l'incrément de la som-
mation est 2.

Exemple 1.2.4 La somme Y u, est définie par:
p=3
step2

Zup:u3+u5+u7+...

p=3
step2

1.3 Polynoémes trigonométriques

Définition 1.3.1 La série de Fourier F(u) d’une fonction u € L? [0, 27], est
donnée par

F(u(x)) = ap + Z ay, cos(nx) + Z b, sin(naz)
n=1 n=1

avec
1 2m
ap = o /. u(z)dz.
1 2m
ap, = —/ u(zx) cos(nx)dzx.
T Jo

N 1 2m
b, = — / u(z) sin(nx)dz.
0

™



Définition 1.3.2 On définit F'(u) par:

= Z Uy, exp(inz)

In|<oco

ol )
1 vy

~

Uy = — u(x) exp(—inzx)dx.
2w

Les coefficients de Fourier:

eLe cas continu: Les coefficients de Fourier sont définis par:

1 2

~

U = o u(x) exp(—inzx)dx.

eLe cas discret: Pour définir les coefficients de Fourier dans ce cas, on fait
appel a la formule quadratique.

Cette formule est basée sur le choix d’un nombre de points, pair ou impair,
pour cela on définit deux expressions:

L’expression "pair": Les coefficients de Fourier u,, sont définis par:

N—
N 1 :
ln = g u(x]) exp(—inx;)

7=0

avec x; € [0, 27|, est donné par:

2T

Tj = Wj’ j=0,....,N -1
Théoréme 1.3.3 [3]
La formule quadratique
1 [ 1 3=
= [t =S f)

J=0

est exacte pour tous les polynomes trigonométriques f(x) = exp(inz),
In| < N.



Définition 1.3.4 [3]
L’interpolation de w € L* [0, 27] sur [’espace By = <{exp(z'nx), n=—
est donnée par:

N
2

Iy(u(z)) = Y i, exp(inz) (1.5)
In|<%

avec

=

1

=75 u(x;) exp(—inz;). (1.6)

Il
=)

Théoréme 1.3.5 [3]
Soit la transformation de Fourier discréte définie par (1.5) et (1.6), pour
toutes les fonction périodiques u € Cg [0,27], on a

2 .

=—J, j=0,.., N—1.
Nj?] Y Y

Inu(z;) = u(x;), x;

L’expression "impair": Les coefficients de Fourier u,, sont donnés par:

N
1
=11 ;0: u(z;) exp(—inz;)
avec
2
;= i, 7=0,...,N.
x] N+ 1]7 j ) )

Théoréme 1.3.6 [3]
La formule quadratique

1 [ R
o . f(ﬂf)dl“:N—H;f(ﬂfj)

est exacte pour toutes les fonctions f(x) = exp(inz), |n| < N.

Définition 1.3.7 On peut aussi définir l'interpolation de u par:

In(u(z)) = . u(z;)g;(x)

avec g; est le polynome trigonometrique d’interpolation de Lagrange défini
par:

1 — . .
gj(x):ﬁsin [Nx 2%] cot {a: 2%].

g oo

Y

2

1)
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Définition 1.3.8 L’approximation de la dérivée de u en x; est donnée sous
forme matricielle suivante:

d N-1 d N-1
—Inule, = >, u(@;) = 9i(@) | = > Dyu(z)),
j=0 j=0
avec
d (Gl N (5552 s i
Dii = —gi(x) |, = 2 2 J
1= 20l =1 i it

On définit la matrice de différentiation d’ordre 2 par:

1)+ . Ti—Ti\] 2 .o .
D¥ = d_QQ.(x) . = —(212? - [sin (B52)] 7 si i
) de J ? _N1;—2 SZ Z:j




Chapitre 2

Méthodes spectrales

Le but de ce chapitre est de présenter les méthodes spectrales couramment
utilisées pour résoudre des équations aux dérivées partielles.

On va considérer la formulation intrinséque de ces méthodes et ses appli-
cations pratiques pour des problémes définis sur des domaines bornés [7].

2.1 Exemples A’EDP

Voici quelques exemples d’équations sur lesquelles peuvent étre testées les
méthodes spectrales
Equation de poisson:

—Au=f.
Equation de la chaleur:
ou  0*u ny
at o '

Equation de réaction-diffusion:
ou N ou 0%u N
- aq— = V——
ot Ox Ox?
Equation de Burgers avec terme dissipatif:

f.

%—f‘ %— @+f
ot u(?a:_y&z? '

Equation de Kuramoto:

%4_ @__@_V@‘i‘f
ot uax_ 02 oxt )

11
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Equations de Navier-Stokes:
W4 uVu=—-Vp+vAu+f
divu = 0.

Equation des ondes:
0%u
— —Au=f.
ot? /
Equation de Klein-Gordon non linéaire:
0%u
— — Au = E(u).
ot? ()
Voici quelques exemples de domaines spatiaux et de condition aux limites:
a) Equation de la chaleur avec conditions aux limites périodiques:

x € I cercle unité paramétré par = € [0,27], u(0) = u(27).

Remarque 2.1.1 Les fonctions définies sur I' sont identifiées aux fonctions
d’une variable réelle 2w — périodiques.

b) Equation de la chaleur avec x € [0, 7] :

u(0) = g1, u(m) = go.

c¢) Equation de Kuramoto avec x € [—1, 1], avec quatre conditions aux
limites, par exemple:

{ 2u(—l) = u2(1) =0
g(-1) =53(1) =0

d) Equation de réaction-diffusion avec:
z € (0,7 et u(0) = g;.
Remarque 2.1.2 A noter qu’il faut ajouter une condition initiale & savoir

u(x,0) = ug(x)

pour toutes les équations données précédemment.
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Formulation du probléme:

Les équations précédentes peuvent étre écrites sous la forme générale suiv-
ante:
Du(g,t) = F(u)(z,t) + f(z,t) 2€Q,t>0
Su(x,t) = g(t) x e dt>0 (2.1)
u(z,0) = ug(x) x €
) est un domaine borné de R" de frontiére 0f2.
On cherche u(z,t) fonction du temps a valeurs dans un espace de Hilbert
H muni de sa norme]|.||.
f est un élément de H.
F' est une fonction de H dans H.
S est un opérateur de trace déterminant les conditions aux limites, on
I’omettra si le domaine est périodique.
ug est la condition initiale.

Exemple 2.1.3 On considére ’équation de réaction-diffusion:

%:_a%+y% x € |[0,7m],t>0
u(0,t) = u(m,t) t>0
u(z,0) = ug(x) z € [0,

L’espace fonctionnel est: H = L*(0,7).
Dans ce probléme, on a:
ou O
Flu) = —a28 4,28
(u) as + w
f =20
Su(z,t) = (u(0,t),u(r,t))

2.2 Principe des méthodes spectrales

Les méthodes spectrales permettent de traiter la dépendance spatiale [7], en
décomposant les éléments de H sur une base de fonctions (p,,)n>1, €t on
cherche:

N
uy(@,t) =Y an(t)p, (1)
n=1
élément de l’espace By engendré par les N premiéres fonctions de base
de telle sorte que cette fonction approche la vraie solution du probléme dans
le sens suivant:
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On définit le résidu associé a ’approximation uy par

RN:%L—;V—F(UN)—f
ce résidu est nul si uy est la vraie solution.
On impose & Ry d’étre nul en projection sur By, cette projection Py
dépend de la méthode spectrale employée.

On remplace donc le probléme initial (2.1) par le probléme approché:

trouver uy € By telle que PyRy = 0.

Cela revient a la résolution de N équations différentielles en temps dont
les inconnues sont les a,(t).

Exemples de fonctions de base utilisées

a) H = LA(T,C) : (0 (1)) = (exp(ika))sez.
b) H = L2(0,7) : (2, (2)),0) = (sin(n))z1 01 (i, (2)),,20 = (€08(nz))0-
¢) H=A(~1,1]) : (¢, (1)) ex = (Tu())nen -

2.3 Meéthodes spectrales

2.3.1 Meéthode de Galerkin

On applique la méthode de Galerkin lorsque les conditions aux limites sont
périodiques ou homogenes.

Soit B = {v € H, Sv = 0} le sous-espace des fonctions de H vérifiant les
conditions aux limites, les (¢,,),~; forment une base de B.

P5: est la projection orthogonale de H sur By engendré par les N pre-
miéres fonctions de base.

La méthode de Galerkin consiste a résoudre le probléme approché

N
Trouver uy = Z anp, dans By telle que PJ#RN =0
n=1
0
avec Ry = % — F(uy) — f.

Remarque 2.3.2 Pour des conditions aux limites non homogénes, B n’est
plus un espace vectoriel mais un espace affine.

Remarque 2.3.3 Dans le cas ou F' est linéaire, on peut se ramener au cas
homogéne en retranchant une solution particuliére.



15

Exemple 2.3.4 FEquation de la chaleur,

Ge—viut+f weloa],t>0
(ot)_u(wt)zo t>0
u(z,0) = ug(x) z € [0,7]

Soit H = L*(0,7), on considére les fonctions de base ¢, (x) = sinnx,
n > 1 qui vérifient les conditions auz limaites.

Puisque f € H alors f(z,t) an sinnx.

On cherche: N
t) = Z a,(t) sinnx.
n=1
Calculons le résidu:
(9uN 82uN
R - - _ _
N o Vo
al day,
= ;(E + vn? a,)sinnz — Z fnsinnz.

Dire que Ry est orthogonal o By revient a poser les N équations

day
In _ —vnfan+ f, n=1,...,N. (2.2)

dt
o
On pose ug(x E Osinnz, ce qui donne N conditions initiales

n=1
an(0) = a® pourn=1,..., N.

On résout alors ces N équations différentielles, soit par un schéma aux
différences finies en temps soit analytiquement lorsque cela est simple
comme 1ci:

Résolution des équations (2.2) sans second membre

da,, 9 dt da,, , dt
— = —vnfa, => ——— = —Un‘a,—
dt a, dt an,
day,
= Y p2a
Qn
= Ina,(t) = —vn* +c  avecc constante
= a,(t) = Kexp(—vn®t)  (avec ici K = a,(0) ).
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Résolution des équations (2.2) Avec second membre, en fait varier
la constante K, en posant:

an(t) = K(t)exp(—vn?t) = — = — exp(—vn’t) — vn®K(t) exp(—vn’t).

On remplace dans (2.2) on obtient

dd—l; exp(—vn’t) = f,
dd_]t{ = foexp(vn®t)
k(t) = %(exp(l/n%) -1)
d’o
an(t) = a,(0) exp(—vn?t) + Vf_:ﬂ(l —exp(—vn®t)) n=1,..,N.

o0

Remarque 2.3.5 La solution u(z,t) = ) a,sinnz se décompose avec les
n=1

mémes coefficients que ceux de la solution approchée uy, par conséquent c’est

la projection orthogonale de u sur By.

2.3.6 Meéthode de Tau

On applique cette méthode pour des conditions aux limites non périodiques.
Soit (¢,),>; une base orthogonale ne vérifiant pas les conditions aux
limites, et si F' contient des dérivations d’ordre K les conditions aux limites
sont au nombre de K.
Donc, la méthode de Tau consiste a résoudre le probléme approché

N
Trouver Uy = Z anp,, dans By telle que
n=1
Py Ry =0 N — K équations
Suy =0 K équations

P5_ ;- designe la projection orthogonale de H sur By_x-.
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Projecteur de la méthode de Tau

On cherche uy dans I'espace affine de dimension N — K des éléments By
vérifiant les K conditions aux limites.

Exemple 2.3.7 Equation de la chaleur

o yPuyf wel-1,1,t>0
u(—=1,t) = g1, u(1,t) = go t>0
u(z,0) = up(x) x € [-1,1]

H = L*(]-1,1], \/ﬁ—f7) avec comme fonctions de base les polynomes de

Tchebyshev (T,,)
On cherche

neN -

Z a,(t)T,(x) dans By

avec By de dimension N + 1 (notatzons spéciales & cet exemple).
On pose

O*un Nzl @
=) _a, (1)Tu(z)
0x? —

@) sont donnés par la formule

af):—z p(p*> —n?)

p n+2
step2

0 stn<0
ou ¢, = 2 ssin=0
1 sin>0

les coefficients ay,

d’ot

N da,
RN:Z(%_VG ) ann

n=0
Comme K = 2, on pose que la projection de ce reszdu est nulle sur By_s

dan
dt
Les conditions aux limites s’écrivent

Zan n = Z(_l)nan =0
Z Zan =9

= ya )+ £, n=20,.,N—2 : N — 1 équations.

: 2 équations.
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Ces N + 1 équations permettent de trouver les N + 1 inconnues a,(t),
en utilisant les conditions initiales

=0

3

2.4 Meéthodes pseudo-spectrales

2.4.1 Meéthode de Collocation

Les conditions d’applications pour cette méthode sont les mémes que pour
celle de Galerkin.

Pour cette méthode, les (¢,),~,; forment une base compléete de H et
vérifient les conditions aux limites.

Soit (%;),<;<n : N points dits de collocation dans €2, tels que la matrice

M = (¢, (2;))n=1,~ soit inversible.
i=1,N
La méthode de Collocation consiste a chercher

N
uyN = Zangon dans By

n=1

telle que son résidu Ry vérifie les N conditions

Ry(z;)=0 i=1,.,N. (2.3)

On peut aussi définir (2.3) comme

PSRy =0
ot P§ désigne la projection de Collocation définie comme suit:
Soit v € H et v; = v(x;), ¢ = 1,..., N les valeurs de cette fonction aux

points de collocation.
En pratique, cette projection s’effectue & condition de savoir inverser la

matrice

M = (g ()t
i=1,N

Pour comprendre le mécanisme, introduisons deux isomorphismes:

(I)Sp : BN — Sp

N
w = an(pn '—>(b1,b2,...,b]\7)
n=1
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et autre

cI)ph . B N — P h
wr— (Wi, ws, ..., wy) avec w; = w(x;)
on appelle S, " I'espace spectral " et P}, " I'espace physique ".
De ces deux isomorphismes, on déduit un troisiéme isomorphisme de .S,
dans P, défini par:

v oS5 — B,
b = (by,b2,....;bN5) — w = (w1, wa, ..., wy)
N
avec w; = an@n(%’), i=1,..,N.
n=1

Remarque 2.4.2 [7|On aura donc intérét o disposer d’algorithmes rapides
permettant d’appliquer la matrice M et son tnverse a un vecteur, par exemple;
Ualgorithme de transformée de Fourier rapide.

Etant donnée une fonction v € H, les N valeurs v; = v(z;) déterminent
la projection P (v) dans I'espace physique et en appliquant M ~!, on obtient
ces coeflicients dans ’espace spectral.

La puissance de la méthode de Collocation réside dans la simplicité de la
projection des termes non linéaires, de plus toute fonction de By se projette
en elle méme.

On calcule donc facilement la projection de Collocation du résidu Ry, en
effectuant des allers et retours entre ’espace spectral ot sont calculées les
dérivations et I’espace physique ot sont projetés les termes non linéaires.

Remarque 2.4.3 On aurait pu écrire les N équations différentielles dans

l’espace physique en utilisant le méme nombre de multiplications par M ou
M1,

Remarque 2.4.4 Dans d’autres problémes il faut étudier quel espace néces-
saire pour faire le moins d’allers et retours, par eremple les équations de
Navier-Stokes doivent étre écrites dans l’espace spectral.

Exemple 2.4.5 Equation de Burgers avec terme dissipatif périodique:

Ou T cercle unité paramétré par x € [0, 2] .
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H = L*(T",C), muni de la base (exp(ikx)), keZ.

On pose N = 2K + 1.

Soit By engendré par : (exp(ikx))_x<k<k-

SurT = [0, 27], les points de collocation sont choisis & intervalles réguliers:

2mj
X = W = 17 7N7
donc la matrice M est donnée par:
M = (exp(ikz;))k=1,n
j=1,N
2mj
— il
(exp(z N )> .
j=1,N
L’inconnue est:
K
uy(z) = Z ay exp(ikr)
k=—K

et il faut calculer la projection du résidu:

_ Ouy un Oun
BN =30 ~Vom T 1

Les deux premiers termes appartiennent & By et sont invariants par P§.

Pour projeter uNag—;V qui n’est pas un élément de By, on procéde comme
suat:

Des (ar)-k<k<k coefficients spectraux de uy,on en déduit (ikay) joepcx
coefficients spectraux de a“N

En appliquant la matmce M a ces deux vecteurs, on déduit:

[un(z:)],i = 1,..,N et [22(x;)] ;i = 1,...,N les coefficients de uy et
8{;*—;\’ dans [’espace physzque.

Les coefficients de P§ (uN 65”\’ ) dans [’espace physique sont

auN

{UN(@)%(%)} ji=1,.,N.

En appliquant la matrice M~ pour calculer les (by) _r<p<r coefficients
spectrauz de cette projection.
Le probléme approché par la méthode de Collocation s’écrit alors dans
l’espace spectral:
PSRy =0,

c.q.d.

d
%—i—bk —szak—i-fk kI—K,...,K.
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2.4.6 Meéthode de Tau-Collocation

Les conditions d’application pour cette méthode sont les méme que pour celle
de Tau.
Comme pour la méthode Tau, (¢,,),~,est une base orthogonale ne vérifi-
ant pas les K conditions. -
Comme pour la Collocation, (z;),.,. sont N points du domaine 2 et on
sait appliquer rapidement la matrice M = (ip,,(2;))n=1,n €t son inverse.
i—1,N

1= K
On calcule la projection P§ avec des allers et retours entre ’espace
spectral et ’espace physique.

La méthode de Tau-Collocation consiste & chercher uy € By telle que

Py PSRy =0
SUN =0

ol Py, est la projection orthogonale de Ry sur By_x-.

Interprétation intrinséque

La méthode de Tau-Collocation consiste & chercher uy dans ’espace affine
de dimension N — K des uy € Byvérifiant Byu = ¢ tel que le résidu Ry
annule la projection Py PS de H sur By_g.

Exemple 2.4.7 Equation de Burgers avec terme dissipatif non périodique

g—?%—ug—;:y%—i—f re[-1,1,t>0
w(=1,t) = g1, u(1,t) = go t>0
u(z,0) = up(x) x e [—1,1]

H=12 <[—1, 1], \/fl—f7>; (T),,en base des polynomes de Tchebyshev.

En choisissant comme points de Collocation les x; = cos(j NQ—L),

j=0,.,N et N pair.

On peut utiliser l’algorithme de transformation de Fourier rapide pour
appliquer la matrice

M= (Tu(z))n=1n

J=1.N
= (cos[narccos z;])y,

.27
= cosn
jN—i—l n:%
J:

Les N + 1 équations du probléme approché s’écrivent comme suit:
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By étant de dimension N + 1,

N
Trouver UyN = Z a, T, dans By telle que
n=0
(‘%—f—l—bnzuag)—i—fn n=0N—2
N
Z(_l)nan =0
n=0
Zan = g2
\ n=0
0 stn<0
aveca = —Z p—n Jap, et e, =q 2 sin=0
" =42 1 stn>0

step2

0
b, coefficients spectraux de Py (uN%) .
x



Chapitre 3

Méthode de Fourier-Galerkin

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter la méthode de Fourier-Galerkin et ses
applications pratiques, soit pour des problémes linéaires ou bien non linéaires
définis sur [0, 27] comme suit:

ot

9u(g t) = Lu(z,t) =z €[0,27],t>0
{ u(z,0) = g(x) z € [0, 27] )

ou L est une application aux dérivées partielles, et grace & un théoréme
et un résultat dus & Hesthaven et al [3], on montrera la stabilité de cette
méthode.

3.2 Principe de la méthode

Considérons le probleme (3.1).
La méthode de Fourier-Galerkin consiste a chercher des solutions ap-
prochées sous la forme:

uy (x,t) = a,(t) exp(inz),
dans 'espace

N
By = <{exp (inz),—— <n< 5 avec N pair}>

et les a,(t) sont les coefficients inconnus & déterminer par cette méthode.

23
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Remarque 3.2.1 Les coefficients a,(t) de 'approximation sont différents
des coefficients de Fourier, mais ils sont égaux si cette approximation est la
solution exacte du probléme.

Pour la méthode de Fourier-Galerkin, les coefficients a,,(t) sont déterminés
en imposant au résidu Ry (z,t) = %‘—tN (x,t) — Luy (z,t) d’étre orthogonal a
BN.

C.a.d.

PyRy =0

ou Py est la projection orthogonale sur By.
Dong, si on exprime le résidu en termes de série de Fourier:

Ry(z,t) = Y Ry(t)exp (inx)

In|<oo

et

N 1
R, <t> - %

Alors, les N + 1 coefficients a,(t) sont déterminés par la résolution de
N + 1 équations différentielles ordinaires

2m
/ Ry (z,t) exp (—inz) dx.
0

N N N
R,(1)=0 ——=<n<-=
®) g ="=7
avec les conditions initiales
N
2
uy (x,0) = ay, (0) exp (inx)
¥
et
1 21
a, (0) = %/o g(x) exp (—inx) dz.

3.3 Application

Dans cette section, on va traiter deux exemples définis sur [0, 27] de la forme
(3.1) et obtenir leurs solutions par cette méthode.
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Exemple 3.3.1 On considére I’équation de réaction-diffusion:

ou ou 0?u
e (x,t) = co (x,t) + €32 (x,1)

avec ’hypothése

g(x) =u(z,0) € CF[0,27], c et € sont des constantes.

On cherche

w|z

uy(z,t) = a,(t) exp(inx)

—__N
n=—s5

de telle sorte que le résidu

ouy oun *uy

Ry(z,t) = 5 (x,t) — . (x,t) —€ 2 (z,1)

soit orthogonal o By.
On rappelle que

N
a 2
% (x,t) = 2. ina,(t) exp(inz)
0
8:1:;\[ (x,t) = — ) n’a,(t) exp(inx)
n=—%
d’ot
N
2
da, . 9 .
Ry(z,t) = <E —inca, + en an) exp (inz) .
N

T2

La méthode de Fourier-Galerkin consiste a résoudre les N + 1 équations

dan _ . N N
% = (inc —en®) a,(t) n= IR
on obtient
day, : N N
n _ (mc—enQ) dt nz—;,...,;
an
N N
In(a, (t)) = (inc—en®)t+c n= g i€ constante

an (t) = Kexp (inc—en®)t, n=—
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avec

K =a,(0) = %/g(m) exp (—inz) dx.

D’ou, la solution est donnée sous forme

N‘Z

un(z,t) = a,(t) exp(inx)

__N
n=—s5

27
a, (t) = % g(z) exp (—inz + (inc — en®) t) dx n= —E, o %

0

Dans ce cas, les coefficients a,(t) de approximation sont égaux aux co-
efficients de Fourier.
De plus; la solution approchée est la projection de la vraie solution, c.a.d.

Pyu(x,t) = uy (z,t) .

Exemple 3.3.2 On considére I’équation de Burgers:

ou ou

—(x,t) =u(x,t) =— (x,¢

) = u e, ) S (2,1)
avec des conditions initiales périodiques et régquliéres.

On cherche la solution sous la forme

uy (x,t) = a, (t) exp (inx) .
On impose au résidu:
. 8UN 8uN
Ry (.’L’,t) - 7 (l’,t) —Uun (.I‘,t) E (.’L‘,t)

d’étre orthogonal a By .



27

Avec
y y
uy (z,t) (9au_N (x,t) = Z a; (t) exp (ilz) Z ikay, (t) exp (ikx)
x oy "
N N
2 2
= Z ikag (t) a; (t)expi (I + k) z
=N p—_ N
2 2
3 >
= Z ikay (t) Z a; (t)expi(l+ k) x
—y —y
si on pose n =1+ k, alors
l=n—k
et donc; on obtient
N N
ux @) 22wy =3 ik ()| 3 auk (t)exp ing)
n(@t) 5= (2t) = ikay an_r (t) exp (inx
k=—% n—k=—1%
Y Y

— > ikay () an_y (t) exp (inx)

k=—8 n=—0+k

le résidu Ry ¢ By.
La méthode de Fourier-Galerkin consiste a résoudre le probléme approché
survant:

( N
2
day Z ikay (t) an_y, (1) =0 n=-5 . &
iy
2
a,(0) = %/g(x) exp(—inz)dz.
( 0

Pour résumer, la méthode de Fourier-Galerkin est trés efficace pour traiter
des problémes linéaires a coefficients constants, mais elle tend a devenir com-
pliquée pour des problémes non linéaires ou bien linéaires a coefficients dépen-
dant de =z.
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3.4 Stabilité de la méthode

Nous considérons I’équation suivante:

ou

e (x,t) = Lu (z,t) (3.2)

avec

u(.,t) € L*[0,27].

D’apres [3], le probléme est bien posé si L est semi-borné dans un espace
de Hilbert muni d’un produit scalaire ( L?[0,27] ) i.e.

L+ L* <2al pour a constant,

dans ce cas, la méthode de Fourier-Galerkin est stable.

D’abord, nous allons montrer que ’équation (3.2) est bien posée avec L
semi-borné.

Pour montrer cela, nous estimons la dérivée de la norme

d, d
Sl = % () (33)

- (@) (%)
— (Lu,u) + (u, Lu)

= (u, L*u) + (u, Lu)
= (u, (L + L)u) < [[ullllL* + L]l [Ju]l < 2afjul?

on a

d
= Ulalllful) - < 2afulljul
il + ) < 2afullul
di u u u dt u ~ aj|ulljju
2||UI|%IIUII < 2afufffull
d
—llull < allull.
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Ce qui veut dire que la norme est bornée, en effet:

d d

Dol < el = AW <

dt ]

= In(|jul]) < at+c¢ (c constant)

= |ul]| < kexp (at)
d’out:

[u@)] < [lu(0)]] exp(at)

donc le probléme est bien posé.
Dans ce qui suit, on considére un exemple spécifique d’un opérateur semi-
borné dans L? [0, 27].

Exemple 3.4.1 Considérons 'operateur:

0
Ox

dans L*[0,27]; ot a(z) est une fonction périodique avec une dérivée
bornée périodique.

L’opérateur adjoint L* obtenu par une intégration par parties:

L =a(x)

27 8U
(L) = [ ale)gru(onts

_ /0 " @) [%v(:ﬁ)m(x)%] d

(@)
’ ox ox 12[0.27]

donc
. da 0
= —d(x)] — a(a:)é%.
D’ou

L+ L= —d(x)I
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et étant donné que la dérivée de a(x) est bornée | d'(z) |< 2a, on aura:
L+ L*<2al.

Remarque 3.4.2 La méthode de Fourier-Galerkin est stable si l'opérateur
L est semi-borné.

Théoréme 3.4.3 [3]
Soit le probleme:

ou

ot

ot lopérateur L est semi-borné dans L* [0, 27, alors la méthode de Fourier-
Galerkin est stable.

(x,t) = Lu (z,t)

Démonstration : D’abord, on montreque:

Py = P5.

(u, Pyv) = (u, Pyv) + (Pyu, Pyv) — (Pyu, Pyv)
= (PNU, PNU) + (U - PNU, P]\ﬂj),

le second terme de 2°¢ membre est un produit scalaire de la projection
de v sur I'espace By avec la projection de u sur le complémentaire de ’espace
By d’ou:
(u— Pyu, Pyv) =0

donc:
(u, Pyv) = (Pyu, Pyv).

De méme, en constatant que:
(Pyu,v) = (Pyu, Pyv)
on trouve:

(u, Pyv) = (Pnu,v)
(Pyu,v) = (Pnu,v)

d’ou:
Py = Py.
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Maintenant, on remarque que la méthode de Fourier-Galerkin consiste &
déterminer uy € By de telle sorte que:

0
% = Lyuy = PyLPyuy, ou Ly = PyLPy.
Car:
8uN
PyRy = 0$PN(W_LUN):O
8u 8u
= a—tN—PNLuN:O Cara—tN—LuNGBN
ouy Oun
= —— — PyLP =0= — = PyLP, .
ot NLINUN ot NLENUN
Notons que:

Ly+ Ly = PyLPy+ P;L*P}
= PyLPy+ PyL*Py
= PN(L+L*)PN SZO[PN

a condition que L soit semi-borné.
Et d’apres ’équation (3.3), on trouve:

lun(®)]] < llun(0)[ exp(at).



Chapitre 4

Méthode de Fourier-Collocation

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente la méthode de Fourier-Collocation et quelques
applications. On présentera aussi la stabilité de cette méthode pour des
problémes hyperboliques et paraboliques.

4.2 Principe de la méthode

La méthode de Fourier-Collocation consiste & remplacer I'opérateur de la
projection orthogonale Py par 'opérateur d’interpolation Iy (voir Théoréme
1.3.5).

La méthode de Fourier-Collocation consiste a rendre nul le résidu Ry en
quelques points y; appelés points de collocation.

Remarque 4.2.1 En général, les points de collocation y; sont différents des

points d’interpolation:

27
On considére le probléeme général suivant: trouver u(x,t) € L? [0, 27],

périodique telle que,

LCJ' JIO,,N—l

ot
u(z,0) = g(z) x € [0, 27]

La méthode de Fourier-Collocation consiste & chercher uy dans I’espace

N N
By = <{cosm:,0 <n< 5} U {smm,1 sns o - 1}> N pair

{ 9u(y.t) = Lu(z,t) x€[0,27],t>0

32
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L’inconnue uy est donnée sous la forme:

S

uy (x,t) = a, (t) exp (inz),

—__N
n=—s

on peut aussi exprimer uy sous la forme:

uy (x,t) = 2_: uy (z;,t) g; (x)

ou g; est le polyndme d’interpolation de Lagrange pour un nombre pair
de points.

La méthode de Fourier-Collocation consiste a déterminer uy dans By de
telle sorte que le résidu

aUN

('I7t) - LUN (ZL’, t)
vérifie les N conditions

Ry (y;,t)=0  j=0,..N—1, (4.1)

cela revient a résoudre les N équations pour déterminer les N termes
uy (z;,t) de la solution numérique.
On peut aussi remplacer le systéme (4.1) par le systéme suivant:

ou .
8—;\[(yj,t)—]NLuN (yj,t) =0, j=0,..,N—1. (4.2)

4.3 Application

Dans les exemples qui vont suivre, les points de collocation sont les mémes
points d’interpolation.

Exemple 4.3.1 On considére I’équation de réaction-diffusion:

ou ou 0%u
i (x,t) = c% (x,t) + 6@ (z,1)

avec
u(.,t) € Cp[0,27], et c, e sont des constantes.
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On cherche
5 N-1
un (@) = 3 an () exp(ing) = 3 uy (@5,4) g5 (2)
n:—% Jj=0
de telle sorte que le résidu:
8uN (9uN aQUN

Ry (z,t) = e (x,t) — . (x,t) — €z (z,t)

vérifie l'équation (4.1).
Puisque x; = y; alors (4.1) devient:

RN(l‘j,t):O jZO,,N—l

Si on travaille avec (4.2), on obtient que

du 0 02
d_év (xj,t) — In (C%UN (z),t) + € a2 UN (xj,t)> = 0
dUN 2

En utilisant le théoréme (1.3.5), on obtient:

dUN 8 62
W((L’j,t) :C]N%INUN (l’j,t)—i‘GIN@INUN ((L’j,t) (43)
ou:
d N-1 d T N-1
T Ivun (z5,1) = uy (T, 1) g;; ) oy = > Djplun (a4, ).
k=0 k=0
d2 N-1 d2 T N-1
@INUN (.Tj,t) = Un (Ik,t) 322 ) |$J = Z Dj(k)uN (l‘k,t)
k=0 j=0

Les DY et D@ sont les matrices de différentiation définies dans [3] par:

pw _ [ S cot [25] si j £k
Jk 0 si j=k

_N%42 SR
B st j==F

ik
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Donc; (4.3) devient

=2

d
% (x),t) = (cDﬁ) + eDj(.i)) un (zx, t) . (4.4)
0

B
Il

Si on note par U(t) le vecteur dont les composantes sont les inconnues
un (), 1),

U(t) = (un (w0, t), un (21, 1), un (22, 1), .oy un (xn_1, 1))
(4.4) devient

dU (t) ,
— - =Dyu® (4.5)
avec:
) (=1)itk T~y (—1)7+k [ i1 2 o
ik (1) 2 ) c cot —€ sin st j#k
Dy =cDy/+eDj = { - ]\%f =7 7 [sin (%57)] A

Et la solution de (4.5) :

U(t) = (exp(DY1))U(0)
et
UW0) = (un(zo,0),un(z1,0), uyn(2,t), ..., un(xyn_1,0)) "
= (uN(xo),uN(xl),uN(xg),...,uN(acN_l))T
d’ot

N-1
un(xj,t) = Z exp [(CDJ(»? + eDJ(.i))t un(z;,0).
k=0

Finalement, la solution du probléme est donnée par:

N-1
uy (x,t) = un (z5,t) gj ()
=0
N-1
avec uy(z;,t) = exp [(CD](-? + eDﬁ))t] U(0).
k=0

Exemple 4.3.2 On considére [’équation de Burgers:

ou ou
E (l’,t) - u(x,t) (‘3—x (xat) :
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On cherche
5 N-1
un (ZL’, t) = G, (t) exXp (an) = Z un (xja t) gj (gj)
n= A j=0
de telle sorte que le résidu
ou ou
Ry (1) = =% (#,t) —uy (2,) = (2,1)

vérifie les N équations suivantes:

Ouy
ox

Cela revient a la résolution du probléme suivant

d
Ry (2),t) = 0 & 2 (a;,1) — uy (x;,1)

o (2,t) ], = 0.

N-1
u 1
My (25, 1) = uy (2,1) Y DSun ()
k=0
un (7,0) = up(x;)

4.4 Stabilité de la méthode pour les prob-
lémes hyperboliques

Pour la méthode de Galerkin, le fait que l'opérateur L est semi-borné, a
savoir L 4+ L* < 2al, était suffisant pour garantir la stabilité de la méthode
numérique, cependant, ce n’est pas le cas pour la méthode de Collocation.

Pour établir la stabilité de la méthode pseudo-spectrale, on exploite les
propriétés des matrices de différentiation ou les régles de quadrature pour les
polynomes trigonométriques.

Pour la méthode de Collocation discréte, on définisse le produit scalaire
discret par:

1

(fw, gN)N =N L1

N1 fn(xj)gn ()

1M

et la norme associée:

I3 = (s fv )y

avec fn,gn € By, et les points z;, j = 0, ..., N sont en nombre impair,
c.a.d. N pair.
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Comme conséquence de ’application de la formule de quadrature pour
les fonctions trigonométriques (voir le théoréme 1.3.6), on a

2
1
(wsgwd = 5z [ fvavds . fsllizpan = flx
0

Donc, dans By les produits scalaires continu et discret sont les mémes.

A noter que la situation est différente pour un nombre pair de points, en
effet, si fx, gy € By et nous avons un nombre pair de points z;, le produit
scalaire discret n’est pas égal au produit scalaire continu.

En utilisant le fait que fy € L?[0,27], on peut montrer qu'il existe

K >0 tel que

K |Ifwllz2020 < Ifxlh < Kl fnlZ20.0m

par conséquent, les normes continue et discréte sont uniformément équiv-
alentes.

Dans ce qui suit, on s’interrese & la méthode de Fourier-Collocation basée
sur un nombre pair de points qui sont les points de collocation, en général ce
sont les mémes points d’interpolation y; = z; ,j =0,...,N — 1.

Considérons le probléme hyperbolique périodique suivant:

9u + a(x)2 =0
{ “u(z,0) = 9(z) (4.6)

avec
"<< i <:’ ( >’<:
a\xr K
}(

On montre la stabilité dans le cas ou a(x) est strictement positive, le
méme résultat peut étre obtenu dans le cas ot a(z) est strictement négative.

Remarque 4.4.1 On n’a pas forcément la stabilité dans le cas ou la fonction
a passe par zéro (l'orsque a(x) change de signe).

Pour cela on va discuter deux cas:

el cas: Sia(z) ne change pas de signe (a(xz) > 0 ou a(z) < 0)
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Théoréme 4.4.2 [3] Sous forme scalaire.
La méthode pseudo-spectrale de Fourier appliquée au probléme hyper-
bolique a coefficients variables (4.6) avec 0 < + < |a(z)| < K est stable:

N—-1 N-—1
D (w,t) < K2 iy (25,0)
=0 =0

Démonstration : Dans la méthode de Collocation, la solution approchée

uy € By vérifie:
aUN 8UN

ot ox

Puisque la fonction a est uniformément bornée, a™ existe. On multi-

plie Péquation (4.7) par a(z;) ‘uy(z;,t) et on somme sur tous les points de
collocation, on obtient

(xj,t) + a(z;) |, = 0. (4.7)

1

N-—1 d N-1 0UN
ZWUN(%J)%UN(%J) = —ZUN(%J)% |z,
7=0 7=0
N-1 N-1
1 1 d 2 8uN
5 ' a(xj) auN<xj7t) = - Z uN(‘Tj7t> o |Ij
7=0 7=0
N-1 N-1
1d 1 9 . auN
§E;a(xj)uN(zjat> - _;UN('IJ7t) or L’UJ'

en utilisant la forme quadratique et & cause de la périodicité de uy, on

obtient: )

N ou

: uy(z,t) = —5- [uv (x) 8_dex:O
0

N1 N1
2 2
uN(x'vt): UN(J: 7O>
2 ) ") = 2y

Enfin, on constate que puisque + < |a(z)| < K, on a

N-1 N-1 N-1 N-1
S ) <Y e = Y .0 < £ ie0
K N\*pv) = a(m) N\*p¥) — CL(I) N9 — N\

j=0 j=0 J j=0 J j=0

d’ou

N-1 N-1
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Ce qui donne
lun (2, )y < K flun (2, 0]y -

[ |
Une autre méthode permettant de prouver la stabilité est basée sur la
représentation matricielle de la méthode de Fourier-Collocation.
L’approximation de Fourier-Collocation pour des problémes hyperboliques
a coefficients variables peut étre écrite comme

U ()
dt

avec Uy le vecteur dans les composantes sont les uy(z;,1), et A la matrice
diagonale définie par A;; = a(z;).
D est la matrice de différentiation donnée par

d
Dij = +-9;(2)

avec D est antisymétrique (DT = —D), c’est le point essentiel pour prou-
ver la stabilité, et indépendamment de I'utilisation d’un nombre pair ou im-
pair des points de collocation.

La solution de I’équation (4.8) est donnée par

+ ADUy(t) = 0 (4.8)

Ty

T = —ADU(0)= s = —ADdt
= In(Un(t)) = —ADt + ¢ avec c constante
= Un(t) = Cexp(—ADt)

or C' = Uy(0), donc

UN(t) = UN<0) eXp(—ADt).

Dans ce cas, la stabilité signifié que ’exponentielle de la matrice est bornée
indépendamment du nombre de points i.e.

|lexp(—ADt)|| < K(t) dans L?

en d’autres termes

exp(—ADt) exp(—(AD)"t) < K*(t).
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Théoréme 4.4.3 Sous forme matricielle.

La méthode pseudo-spectrale de Fourier appliquée au probléme hyper-

bolique a coefficients variables (4.6) avec 0 < = < |a(z)] < K < oo est

K
stable:
|lexp(—AD?t)|| < K.

Démonstration : On a:
—AD = —A2A2DAZA 2 et donc: exp(—ADt) = A2 exp(—A2DAZt) A2

par 'utilisation de la définition de ’exponentielle d’une matrice

= 1
exp A = z% HA”.
Puisque D est antisymétrique on a
(AZDAz)T = A2DT Az = —AzDA?
donc:
Hexp(—AéDA;t)H2 = exp (—A%DA%t> exp ((—AéDA;)T t)

= exp <—A%DAé + A%DA%> t

=1
donc
‘kmx—A%DA%wH:1
don
lexp (—ADH)|| < HA%’me—AiDA%wMAf%
gWHMémﬁﬁﬂ(

Notons que cette preuve de stabilité est valable pour exp (ADt), c.a.d
pour I’équation

ou ou
— — — =0.
o~ W
La méme preuve de stabilité pour exp (—DAt), qui est la solution de:
Ou  Oa(x)u
— =0.
ot * ox
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e2"cas: Si a(x) change de signe:

En général, la méthode de Fourier-Collocation appliquée & des problémes
hyperboliques & coefficients variables, comme ’équation (4.6) avec a(z) qui
change de signe, n’est pas stable; mais on peut trouver des techniques pour
stabiliser cette méthode.

On considére la forme antisymétrique

ou 1 Ou 10(a(x)u) 1
— g, ) =0, 4.9
ot * a( )6’50 * 2 Oz 2" (z)ulz,?) (4.9)
I’approximation de Fourier-Collocation pour cette équation est stable.

Théoréme 4.4.4 La méthode pseudo-spectrale de Fourier appliquée au prob-
léme hyperbolique o coefficients variables (4.9) est stable:

luy ()l < e [lun (0]
ot
a= §max|aw (x)] .

Démonstration : Dans la méthode de Fourier-Collocation, on cherche un
polynome satisfaisant a 1’équation:
Jun 1 Jun 101y [a(z)uy] 1
W ‘xj ‘|‘§a(l’])% ‘xj +§T }l’j —§Cl(17j)UN(ZBj,t) =0. (410)
En multipliant (4.10) par ux(z;) et en sommant sur tous les points de
collocation, on obtenant

N-1 N-1

N-1
1d 1 8uN 1 Oly [a(z)uy]
7 u?v(x], —3 a(zj)un(z;)—— |wj —3 ZUN(x]>T
=0 §=0 5=0
| N1
+5 ) talw)uy(;)
5=0
dans le deuxiéme terme, on a W € By, et d’aprés le théoréeme
(1.3.6) on a
N— 2
1 ol N ol
: vl - X [t ole)utz)
= ox T x
0
2w
N ou
=~ [ Ivla(@)ux(2)] fNa—;Vda;
N-1
1 8UN
= —5 2 alz)un(z;) >~ |z,

=
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Par conséquent

1dN71 1]\[,1
5%2“?\7(%775) - 3 ag (x5 (25, t)
7=0 7=0
N-—1
1d 1
sl = 53 aulm (o0
7=0
1 N-1
< S la)] Y vl )
=0
1 N—-1
< gmaxlan(n)] Y k(1)
=0
1 2
< 5 maxfaa (@) uly
2
< allun|y
donc
1d

d
S llunlly < allunlly = —llunlly < allunlly
2 dt dt

= Nun@llx < llun (0)[]y exp(at)

d’ou la stabilité. m

4.5 Stabilité de la méthode pour les prob-
lémes paraboliques

On considére le probléme parabolique suivant:

{ u%gx,:())bgly%) (4.11)

avec b(z) > 0 et g(x) est une fonction périodique et réguliere.

Théoréme 4.5.1 [3]
L’approximation de Fourier-Collocation pour des problémes paraboliques
(4.11) est stable:

hun (@)l < ) 2P o

min b(x)
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Démonstration : Méthode 1: Sous forme matricielle.

L’approximation de Fourier-Collocation pour le probléme parabolique est
donnée par

dU(?) — BD@)w
dt dt

avec U un vecteur dans les composantes sont uy(z;,t).

B est une matrice diagonale positive définie par Bj; = b(x;).

D® est défini par

(4.12)

2
2
Dz(j) = @gj (z)

x; -

Pour établir la stabilité de la méthode de Fourier-Collocation, on définit

cette matrice comme
D®=D.D

cette définition reste valable, si la méthode est basée sur un nombre impair
de points.
On multiplie I’équation (4.12) par U B~!, on trouve

UTB*@ = U'D®U =U"DDU

dt
= (D'U)"(DU) = —(DU)"(DU) <0,

a conditions que D soit antisymétrique.

On a donc J
%UTB*U <0
et
1 2 Ty 1 Ty -1 1 2
_— t <U' OB 'U#)<U'(0)B7U0) < ——— 0
i I @I < UTOBTUE) < UTOBWO) € s a0
d’ou
max b(x)
< _ .
(Ol < S S (O]

Méthode 2: On obtient le méme résultat pour la forme scalaire.
La méthode de Fourier-Collocation consiste & chercher

un(z,t) = Z_ un(z;,t)g;(x)

telle que
Oun(x,t) Pun(z,t)

o e = @)= e (4.13)
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On multiplie I’équation (4.13) par b(z;) tuy(z;,t) et on somme sur tous
les points de collocation, nous obtenons

=2

N-1

1d — 1 2 a2UIN(.T,t)
2dt 4 b(xj)“N(Ijvt) = Z“NWQT |, - (4.14)
Jj=0 j=0
N-1 i
On réalise que la somme Z un(z;, t)auaNT(zx’t) z; est un polynoéme d’ordre
§=0

2N, et la forme quadratique basée sur un nombre pair des points x; n’est
pas exacte, donc on ne peut pas passer a l'intégrale.
Pour résoudre ce probléme, on définit la dérivée seconde par:

d d
]N%IN%IN
c.a.d. o2 (2.) 5 5
un (T,
T = [N%INa—xuN(x,t) € BNfl-

Si on remplace dans I’équation

~—~

4.14), on trouve que

=
=

) - 0 Ouy
UN(Ij,t> = 'LLN(QIj,t) [N%INﬁ__x‘zj

2
— ﬁ/uN(xat)[N ([NQINau—N> d.’L'
0

1
b(z;)

N | —
SIS

<.
I

o
<

o

2 ox ox

Puisque

on a
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et
L @l < 3 ) < 3 i a,0) luw (, )|
N ZE, ~ u .Z‘, S Uu ZL', S —— |[|Uu fL‘,
max b(z) N = b(z,;) N = b(z,;) N minb(z) " N
d’ou
max b(z)
< |22
)l < g o0}

donc, on a la stabilité. m
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Conclusion:

Les méthodes spectrales consistent a chercher les solutions d’équations
différentialles ou d’équations aux dérivées partielles en terme de séries de
fonctions réguliéres connues, ces méthodes ont montré leur fiabilité et leur
importance dans la résolution numérique des EDPs.

Ces méthodes sont particuliérement utiles dans la dynamique numérique
des fluides, en turbulence, en transition et la prédiction numérique de la
météologie.
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