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Introduction

La dynamique des fluides est 1’étude des mouvements des fluides, qu’ils soient
liquides ou gazeux.

On ne connait pas parfaitement les équations qui gouvernent les fluides, les
équations de Navier-Stokes et ses dérivées ne sont pas valables pour tous les fluides.
Le miel, le sang ou encore du cristal liquide n’obéissent plus aux équations de
Navier-Stokes en raison des coefficients de viscosité supplémentaires. A 1’heure
actuelle, le probleme reste ouvert.

Les équations les plus importantes sont : les équations de Navier-Stokes, qui
sont des équations différentielles non linéaires décrivant le mouvement des fluides.
Ces équations, lorsqu’elles ne sont pas simplifiées n’ont pas de solutions analy-
tiques et ne sont donc utiles que pour des simulations numériques. Ces équations
peuvent étre simplifiées de diverses manieres ce qui rend ces équations plus faciles a
résoudre. Certaines simplifications permettent de trouver des solutions analytiques
a des problemes de dynamique des fluides.

Pour décrire mathématiquement la cinématique d’un fluide, c’est-a-dire le mou-
vement des particules, indépendamment des propriétés du fluide, on fait appel a
la géométrie analytique. Deux systemes cohabitent, I’un et 1’autre présentant des
avantages dans des situations particulieres. Il s’agit de :

e la description lagrangienne.

e la description euclidienne.
Tandis que la premiere consiste a décrire les trajectoires suivies par les particules
au cours du temps, la seconde décrit le champ de vitesses a un instant donné. Les
deux descriptions sont alors liées mathématiquement par la relation des dérivées :

D 0

— ==+ (V-V)

Dt ot ( )
Ou le terme D/Dt dérivée totale appelée < dérivée particulaire >, ou encore
< dérivée lagrangienne >, représente la dérivée dans la description lagrangienne.
Et le terme 0/0t dérivée partielle ou < euclidienne > représente la dérivée dans la
description euclidienne.
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Un fluide est appelé compressible si les changements de la densité du fluide ont
des effets significatifs sur I’ensemble de la solution. Dans le cas contraire, il s’agit
d’un fluide incompressible et les changements de densité sont ignorés.

Les problemes dus a la viscosité sont ceux dans lesquels les frottements du fluide
ont des effets significatifs sur la solution. Dans le cas ou les frottements peuvent
étre négligés, le fluide est appelé non-visqueux. Les équations normalement uti-
lisées pour I’écoulement d’un fluide non visqueux sont les équations d’Euler.

Une autre simplification des équations de la dynamique des fluides est de considérer
toutes les propriétés du fluide comme étant constantes dans le temps. Ceci s’appelle
alors un fluide stationnaire.

En mécanique des fluides, un fluide est dit parfait s’il est possible de décrire
son mouvement sans prendre en compte les effets de viscosité et de la conducti-
vité thermique. Avec en plus I’hypothese, de validité treés générale, de conserva-
tion de la masse, le mouvement du fluide est donc isentropique. Mathématiquement
cela revient a annuler des termes dans 1’équation de Navier-Stokes, on obtient ainsi
I’équation d’Euler des fluides. Ce sont le produit des coefficients de viscosité et de
conductivité thermique (et pas seulement ces coefficients) avec respectivement les
cisaillements de vitesse et les gradients thermiques, qui doivent étre négligeables.

—Vp+p-g=p-a=DV/DLt.

e Le terme p correspond a la densité.
e Leterme p- g correspond aux forces de pesanteur subies par la particule fluide.
e Le terme —Vp correspond aux forces de pression sur les surfaces de la parti-
cule.
e Le terme DV/Dt correspond a la variation de la quantité de mouvement par
unité de volume de la particule.
e Le terme a correspond a 1’accélération du fluide, donné par 1’équation :
DV
a=—7-+ (V-V)V.
Dans notre travail on va s’intéresser a I’étude d’un fluide parfait incompressible
a une pression constante qui se traduit par les équations qui s’écrivent :

ou
E—i—(u-V)u:O (0.1)

u € RY représente la vitesse du fluide.

Le systeme précédemment mentionné est un systeéme de Burger multidimension-
nelle tel que :




On complete (0.1) en fixant les valeurs de u a I’instant initial :

Vu les résultats classiques donnés dans [5], si la condition initiale u est réguliere
alors le probleme de Cauchy définit par (0.1) et (0.2) admet localement une unique
solution.

L’étude du systeme (0.1) est déja traitée du point de vue d’existence et d’unicité
de solutions. On connait les conditions pour lesquelles on a une existence globale
dans le temps, dans la dimension deux [6], et dans la dimension trois de I’espace
[1]. Dans [10] avec des données dans I’espace de Sobolev H® avec s > 1+ d/2, on
a un résultat d’existence des solutions de classe €.

Vu les résultats de [8], le probleme de Cauchy formé par le systeme quasi-linéaire
hyperbolique (0.1) et d’une donnée initiale bornée, admet une solution de classe ¢
qui peut étre exprimée sous la forme :

u(t,z) = w(x — tu(t,z)).
Ainsi, cette solution est majorée par :

V= sup [lw(z)[ <oo,  Jw(z)| =
z €9

d
Z w;(x)2.

Ce qui permet d’établir I’existence de la solution sur des domaines de la forme :
QF ={(t,z) €[0,T] xR% |z|+tV <r}, TeR:.

Le systeme (0.1) est aussi traité avec une condition de divergence nulle de la
solution a savoir div u = 0 et des données oscillantes de la forme :

w(x) = H* (x @> . £€]0,1], H(z,0) € CH(Q x T;R?) (0.3)
€

tel que T est un tore et o une fonction de classe €*. Dans [4, 9] le systeme (0.1)

complété par div u = 0 est considéré comme une variante d’un résultat standard

dans I’optique géométrique non linéaire faible, dans [3, 7] on a une large classifica-

tion des données initiales oscillantes.

Ce mémoire est basé sur I’article [2] dans lequel on s’intéresse au systeme (0.1)
associé a une donnée initiale de la forme (0.3), I’objectif est d’identifier les familles
de la forme (0.3) qui permet de récupérer une solution ° local dans le temps et dans
I’espace du systeme (0.1) avec un temps de vie 7° satisfait la condition :

liminf 7° =T > 0.

e—0






Table des matieres

1 Etude classique du systeme de Burger multidimensionnelle . .. ....... 1
1.1 Introduction. . . ...ttt e e 1

1.2 Notions préliminaire . ............couuiuvineennnenennenenenns 1
1.2.1 Théoreme d’inversionlocale ............................. 2

1.2.2 Théoreme des fonctions implicites ........................ 4

1.2.3 Orthogonalité et opérateur de projection orthogonale .. ....... 5

1.3 Etude d’existence et d’unicité de solutions classiques .............. 6

2 Conditions de compatibilité ................... ... ... 9
2.1 IntroduCtion. . . ..o ettt e e 9

2.2 Analyse des conditions de compatibilité ......................... 10

2.3 Notion de familles compatibles ............ ... ... ... ... 12

2.4 Existence de familles compatibles ............... ... ... ... ..., 17

3 Propagation......... .. ... .. ... 25
Bibliographie . ........ ... .. .. ... . 29

vii






1

Existence et unicité de solutions classiques d’un systeme de

Burger multidimensionnelle

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse au probleme de Cauchy formé par un systeme de
Burger multidimensionnelle de la forme (1.1) et la donnée initiale « (0, x) définie
comme (1.2) avec u(t,z) = (ui(t,x), -, uq(t,z))" est une fonction vectoriel
de classe €} (R, x RLGRY), Vo= (Vi,Va,--+, V) est une fonction de classe
¢ (R RY), et h(z) = (hi(x), -, ha(z))? est une fonction de classe € (Q°; R?)
avec Q° C R? représente la boule de centre zéro et de rayon r > 0.

d

O+ Vi(u)du =0 (1.1)
=1

u(0,7) = up(z) = h(x) (1.2)

le but de ce chapitre est d’étudier 1’existence et ’'unicité des solutions classiques
pour le systeme mentionné précédemment.

Dans la deuxieme section, on va donner tous les outils que nous allons utiliser dans
ce qui suit.

Dans la troisieme section on va étudier I’existence et I’unicité des solutions d’un
systtme de Burger multidimensionnelle associ€¢ a une condition initiale réguliere
(de classe €'), lorsque cette condition est vérifiée le probléme (1.1)-(1.2) admet
une solution unique pour certains ¢t > 0.

1.2 Notions préliminaire

Dans cette section on va commencer par énoncer le théoreme du point fixe
(théoreme 1 page 2), qu’on va I’ utiliser pour expliquer la démonstration du théoreme
d’inversion locale (théoreme 2 page 2).

Définition 1 (Différentiabilité) Une fonction I' : E — E est dite différentiable en
xo si et seulement s’il existe une application linéaire L, (la différentiable) tel que :

i 1P+ ) = Flan) = Ly |lp

= 0.
||k 5 —0 | h||le
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Définition 2 (contraction) Soit E un espace normé. Une applicationT : E — E
est dite contractante s’il existe k € |0, 1] tel que :

Vaoye B [[T(@) =T lle <kllz—yle.

Théoreme 1 (Théoreme du point fixe) Soit E un espace de Banach et A une partie
fermée de E. Une application T : A — A contractante admet un point fixe unique
dans A. cela revient a dire qu’il existe un seul a € A tel que T(a) =a.

1.2.1 Théoreme d’inversion locale

Théoreme 2 (Théoreme d’inversion local) Soit E un espace de Banach et soit F -
E — E une application de classe €. On suppose que :

Ly, : E — Z(E,E)
o —r on

est inversible. Alors il existe o > 0 et 3 > 0 tel que F est bijective de B(xy, ) dans

Preuve. On sait que F est bijective si et seulement si :
Vye B, e e E: y=F(x).

soit y € E, on veut montrer qu’il existe un unique = € E tel que y = F'(z).
Ce qui revient a posé :

y=F(z)<<= F(z)—y=0.
— L '(F(z) —y)=0.
= r—- L F(z)—y) =2 (1.3)

zo
/

-~

= G(x)

L’équation (1.3) affirme que x est un point fixe pour la fonction G, et donc pour
montrer que F' est bijective il faut et il suffit de montrer que ce point fixe est unique,
on va utiliser dans cette démonstration le théoreme 1, pour cela on va passer par
deux étapes :

1. On montre qu’il existe un certain voisinage de xy qu’on le note par B(xg, o) tel
que G soit stable sur ce voisinage.
Soit B(zg, 1) un certain voisinage de z et soit B(yo, 31) un certain voisinage
de 1o, on choisit (z,y) € B(zg, a1) X B(yo, 1), alors :

G(x)—zp=2— 29 — L;OI (F(x) — F(xo) +y0 — ¥).
= Ly, (Luo (2 — w0) — (F(x) — F(x0)) + Lz, (y = bo)-
= —Ly, (F(z) = F(0) = Lay(x — 20)) + Ly, (y — o).
i} ‘d’aprés la définition 1 ‘

= L) (1o — 0| (@) + LMy — wo).
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Ce qui donne :
1 G@) =0 [| < | Loy [z =0 [ [l e@) [l + | Ly [y —wo Il (1.4)
D’apres I"’hypothese (F est de classe ¢'!) on en déduit que :

lim || e(z) ||=0.

T—T0

Ce qui traduit par :
V850,350 flz—goll<ns = || e(@) ]| <6
Ce qui tansforme (1.4) en :
| G(z) =20 | < I Ly 1| (05 6+ f1) (L.5)

D’une partona z € B(zg, ;) donc || 2 — ¢ || < «; et d’autre part on a trouvé
que || x — zo || < ns, par conséquent il suffit de prendre :

0<a; <ns (1.6)

Pour assurer que G(z) € B(xg, ay), vu la relation (1.5), il suffit de prendre :
| Loy Il (05 6+ B1) < an = B1 < =7 L T — 150

Enfin vu la relation (1.6) on a :

0< 51 — 10 (1.7)

_HL I

. On montre qu’on peut choisir o et 3, de tel sorte que G soit contractante.
Soit x, 2" € B(xg, ay),

= Ly, )= Lo(z =) = ||z —a" || Ly, e(x — )
= Loy [ Loy — Lo) (@ —a') |- [l 2 — ' || L) (e — 2)

Ce qui donne :

1 G(2) = G@) || <[l Loy 1] Lag — szllx-—a¥!|+
2 —a" ||| Ly [l Il e(@—2) ]| -
<[l —a" [ Lgy 1| (Il Loy — Lot |l + Il e = ") ]]) (1.8)

Or:



4 1 Etude classique du systeme de Burger multidimensionnelle

Vp>0,3 >0 fle—a'|[<n = [le(z=2)[[<p

(1.9)
I3 >0 |[zo—a" || <y = || Loy — Lo |[[ < p
On utilise (1.9), la relation (1.8) ce transforme en :
| Glx) = G@) || <2p || L) | 1w —a" ] .
Pour que G soit contractante il suffit de choisir :
1
0<2p|| L} |[<1=0<p< ——r
’ 20 L5 I
On choisit par exemple :
1
p=
3L
On combine ceci avec les deux relations (1.6), (1.9) et le fait que :
lz—a' || <2, |lo—a| <ar.
Alors on en déduit qu’il suffit de choisir oy tel que :
, 1
0 <a; <min (77575771,,%, ) .
Enfin vu la condition (1.7), il suffit de choisir (3, tel que :
0<p < — 75,0
2] L o
O

1.2.2 Théoreme des fonctions implicites

Théoreéme 3 soient X, Y, Z trois espaces de Banach, et F une fonction de classe €+
définie par :
F: XxY— Z

(z,y) = F(z,y)

Soit (z9, o) tel que F(xo,y0) = 0, on suppose que (OF[0Y)z,4, € L(Y,Z) est
inversible. Alors il existe B, (o, «), By(yo, B) et il existe une application unique

28 Bz(IE0,0Z) - By(yOaﬁ)

x = ()

tel que F(x,o(x)) = 0,Vx € B,(xg, @), de plus p est de classe € et

(Dap)() = = (88_1;) (; (g];) (oipla))
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Preuve. On pose :
9(z,y) = (z, F(z,y))-
En calculons le déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point (xg,yo), on
obtient :
I 0
Dy f (20, yo) DyF (2o, yo)

Par appliquation du théoréme d’inversion local on a I’existence d’un voisinage 7
de (z9,yo) dans X x Y tel que g est bijective de ¥ dans (7).

det Dg(xo,y0) = = det D, F(z9,y0) # 0

De plus vu que g(xg,yo) = (x9,0) donc (z0,0) € g(¥’). Soit mainenant % un
voisinage de xy et # un voisinage de y, contient O tel que % x # C V.

Vu que g est bijective alors pour chaque (z,0) donné on a existence d’un unique
(z,y) tel que (x,0) = g(x,y) ce qui définie une application ce classe €™ notée ¢ et
vérifiée y = p(z).

On utilise I’expression de g on obtient que :
F(a, () = 0.

On calcule la matrice jacobienne de F'(z, p(x)) cela permet d’avoir

oF oF
(a_) ; (a—) (Dai)(a) = 0.
T/ (20()) Y7 (@)

vu que (0F/9y),, ., est inversible et le fait que yo = (o) donc la matrice
(OF/0Y)(, »(z)) €St inversible dans un voisinage de zy ce qui donne que dans un
certain voisinage de xoona:

or\ * OF
oow--(5)  (5)
Y7 @e@) \ O/ ()

)

1.2.3 Orthogonalité et opérateur de projection orthogonale

Définition 3 (orthogonale d’un ensemble) soit u = (uy, uy,...,uq)! € R On
note u* ou (ut)! Uhyperplan de RY composé avec les directions orthogonales au
vecteur u, ce qui traduit par :

d
ut = (ut) = {v = (v1, V9, ., 0g) ERT v = Zvjuj =0 } .
7j=1

Définition 4 (projecteur orthogonale) On appelle projecteur orthogonal de R?
sur le sous espace vectoriel F', I’opérateur 11 définit par la condition :

uw=1Ipu+ (I —1p)u,

ou
lMpuecF, (I-THp)ueF™



6 1 Etude classique du systeme de Burger multidimensionnelle

Définition 5 (produit tensoriel de deux vecteurs) soient u et v deux vecteurs de
R? tels que :
t t
u = (ug, U, ..., uq)’, v=(v1,vs,...,0q)".

On définit le produit tensoriel de u et v par :
ULV - -+ U1Vq

u®v = (U; Vj)i<ij<d =

UqU1 * ** UqUq

1.3 Etude d’existence et d’unicité de solutions classiques

Définition 6 (solutions classiques) Soir uy € (0 ; RY), on dit que u est solu-
tion classique de (1.1) si :

o uc R, x RY).

o v vérifie (1.1).

Définition 7 (Les caractéristiques) On appelle courbe caractéristique associée a

(1.1), la courbe
(C) :R: — R

t— X(t,z).
ou X vérifie :

dX
E(t’x) = V(u(t, X(t,)))

X(0,x) = z.

Proposition 1 Soit ug € €*(Q° ; RY), siu € YR, x R ; RY) vérifie (1.1),
alors u est constante le long des caractéristiques et elle est donnée par :

u(t,z) = h(z — V(u)t).

Preuve. Le calcule permet d’avoir :

d ou ou dX
E(u(t,X(t,I))) = E(t,X(t,m)) + %(t,X(t,x))%(t,x).
ou ou
= E(t,X(t,x)) + V(u(t,X(t,x)))%(t,X(t,a:)).
=0.

Donc pour tout ¢ > 0, on obtient :

u(t, X (t,x)) = u(0,X(0,2)) = u(0,2) = up(x).
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c_a_d que u est constante le long des caractéristiques.
On montre qu’elle s’écrit sous la forme :

u(t,z) = h(zx — V(u(t,x))t).

En effet :
%(t,x) =V(u(t,X(t,z))) = X(t,z) =V (u(t,X(t,z)))t + X (0, ).
= V(u(t, X (t,2)))t + x.
Et donc :
u(t, X(t,x)) = u(0, X(0,z)).
=u(0,2) = ug(x) = h(x)
=h(X(t,x) — V(u(t, X(t, z))t)
Enfin :

O
D’apres la proposition 1, toute solution classique est constante le long des ca-
ractéristiques qui sont des droites. Le probleme est qu’en général, il n’y a pas de
solutions classiques pour tout temps méme si la condition initiale est tres réguliere.

Théoréme 4 (Existence et unicité de solutions classiques) Soith € €1(Q0 ; RY),
alors il existe T' > 0 tel que le systeme (1.1) admet une unique solution sur des do-
maines de la forme :

O = { (t,z) € [0,T] xR : [z || +VE<r} V=sup | V(h(z))]|.

z€Q0

Preuve. On a déja montrer que u s’écrit sous la forme :
u=h(x—tV(u)).

On pose :
F(t,u) =u— h(x —tV(u))

F(0,h) =h—h=0.
le calcule de la matrice jacobienne de F'(¢,u) donne :
D,F(t,u) =1 —t(Dh)(x —tV(u))D,V, D,F(0,h)=1.

on remarque que D, F'(0,h) = 1 # 0 puisque u et h sont de classe ¢!, alors F'(t, u)
est de classe ™. De plus I’application D, F(0, k) est inversible, alors en utilisant le
théoreme (3), il existe 7' > 0 et une unique solution u tel que

F(t,u)=0 VYtel0,T].
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De plus, on sait d’apres ce qui précede que u s’écrit sous la forme :
u=h(x—tV(u)).

Donc pour que u soit définie il faut que z — tV (u) € QY, on utilise la majoration
suivante :

le =tV [[ <[] +t][ V().
<|[zl[+t [[V(R)I.
<lzfl+tV, V=sup [[V(h(y)) .

yeny
Ainsi pour assurer que = — tV (u) € QY il suffit d’imposer la condition :
|z || +tV <r

Donc la solution existe dans des domaines de la forme :

QF = {(t,z) € [0, T] xR: [|z|[+tV <r}.



2

Conditions de compatibilité

2.1 Introduction

Soit ¢ €]0,1], d € N tel que d > 2 et soit la fonction V' € €*>(R% R?), on
considere le systeme de Burger définit par :

o+ (Vou -Vy)u" =0 (2.1)

On complete (2.1) a I’aide d’une famille de données initiales {u°(0,x)}.cj0,1)

3

W (0,2) = he(x) = H (x W)) 2.2)

ol

d
définie dans la boule B[0,7) = {z € RY; ||z || < r}avec || z ||:= ( xf) :
=0

He(z,0) € €1(B(0,r] x T;RY), T=R/Z, o(zx)e € (B0,r];R).
Et tel que :
H*(x,0) = H(z,0)+ Y & H(2,0)+0(™"), meN.
j=1

On fixe r > 0 et on travaille sur des domaines localisés en espace du type :
T

OF = {(t,z) €[0,T] xR : ||z +Vt <71},

On pose W := V o H. On impose de plus la condition 94 % 0 et le caractere
non stationnaire de la phase :

Vo(r) 0 Vo e Q.

La contrainte (2.1) forme un systeme hyperbolique quasi-linéaire, d’apres le Théoreme
4 page 7, ce systeme admet une vitesse de propagation finie controlée par :

V :=Sup{ |VoH (z,0)];(c,2,0) €[0,1] x Q) x T }.

D’apres le méme théoréeme on peut conclure que pour chaque £ €]0, 1], il existe
T > 0 tel que le probleme de Cauchy (2.1)-(2.2) ait une solution unique u°(¢, x)
de classe € sur Q7"
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2.2 Analyse des conditions de compatibilité

On introduit les courbes ¢ — (X (¢;z, A), u(t; x, \)) associées a ’intégration de
(2.1) le long de leurs caractéristiques. Ils sont définies par les équations différentielles
ordinaires :

d
—X =V(u), X(0;z,\) ==z
dt
d
prih 0, u(0;2, ) = A

Les solutions correspondantes sont :
Xz, \) =2 +tV(N), ult;z,\) =\

On définit :
Xe(t,x) = X(t;z, h* () = o + tW* (x, @) , We:=VoH".

Toute solution de classe ¢! de (2.1) — (2.2) doit étre soumis 2 la relation :

ut (6, X5(t, x)) = u(t,x + tV o h¥(x)) = h(x).

Fixons ¢ €]0, 1], pour t assez petit, disons pour t € [0, 7¢] avec T¢ > 0, le théoréme
3 nous garanti que 1’application :

X¢: B(0,r] = Xe(t, B(0,7])
r +— Xt )

est un difféomorphisme de classe 4. Ensuite, grace a la définition de la vitesse
maximale de propagation V, tout point (t, x) contenu dans Q7" est sur d’étre réalisé
sous la forme (¢, ) = (¢, X*(¢,y)) pour un certain unique y € B(0,r]. Nous pou-
vons définir : i

uf(t,x) == hf o (X5)"Hx), (t,z) € Q" (2.3)

Ce qui donne une solution de classe %! sur Q7 du probleme de Cauchy (2.1)_(2.2).
La relation (2.3) implique que (ou Co[M] représente la co-matrice de M) :
Co[D,Xe(t, x)]
det D, X¢(t, )

Dyuf(t,z) == D.h° o (X5) " (2) (2.4)

La solution u*(t, z) qui est de classe €™ sur Q" peut étre prolongée dans le temps
aussi longtemps que la matrice D, u®(¢, z) est bornée. Compte tenu de la formule
(2.4), pour récupérer un u¢(t, x) solution de classe € sur Q1" il est nécessaire et
suffisante d’avoir :

det D, X°(t,z) # 0 (2.5)

la matrice jacobienne des caractéristiques est exprimée par :



2.2 Analyse des conditions de compatibilité 11
D, XE(t,x) =t t OgW* (m, @) ®@Ve(z)+1+tD,W*e (x, M) (2.6)
9 €

Vu que det D, X¢(0,z) = 1 > 0 et vu la contrainte (2.5), pour prolonger la solution
a une fonction de classe %! il suffit d’impose la condition :

det D, X°(t,2) >0, V(t,z) € Q.

Par conséquent, la durée de vie d’une solution de classe 6 sur un domaine de
propagation est limitée vers le bas par :

T°:=Sup{T>0; D, X(t,z) >0, ¥ (t,x) € [0,T] x B(0,r] }.

Le terme singulier a savoir :
e 1t OpW* (:1:, @) ®@ V().
€

qui figure dans la relation (2.6) conduit généralement a la conclusion :

lim Sup 7° = 0. (2.7)

e—0

ce qui rendait I’étude asymptotique des solutions impossible.

L’ objectif de ce chapitre est de donnée les conditions nécessaires et suffisantes pour
ne pas avoir (2.7), par contre pour avoir la contrainte :

liminf 75 =T >0 (2.8)
e—0
pour cela :

— Dans la section 2.3 : au niveau de la définition 8 on va donner la notion des
données compatibles autrement dit des familles de données initiales qui per-
met d’avoir la contrainte (2.8), ensuite dans la proposition 2 on va récupérer
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un couple de deux fonctions
@ et W permet de construire une donnée initiale compatible de la forme (2.2),
et finalement au niveau de la définition 9 on va fixer la notion des couples
compatibles.

— Dans la section 2.4 : les conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité
donner au niveau de la section 2.3 proposition 2 sont difficiles a travailler
avec, pour cela on va travailler avec une sous-classe des couples compatibles
qu’on appelle couples bien préparés et qu’on les caractérise par la définition
10, ensuite dans la proposition 3 on va caractériser la structure de la phase

o pour un tel couple et dans la proposition 4 on va expliquer la structure du
profil W.
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2.3 Notion de familles compatibles

Définition 8 On consideére les oscillations :

he(z) = HE (x @) .

£

auxquelles sont associées les courbes caractéristiques de (2.1) définies par :

Xe(t,x) == X(t;z,up) = x + tW* (:c, @) , Wf:=VoH* (2.9)

On dit que la famille {h® }.cj01) est compatible, s’il existe un T > 0 et une constante
c > 0tel que :

det D, X°(t,z) > ¢ >0, V (t,x,¢e) € [0,T] x B(0,r[ x ]0,1].

Proposition 2 Etant données les oscillations suivantes :

he(x) = HF (:E 90(:)) . Wi(x,0):=VoH(x,0).

La famille {h* }.cj01) est compatible si est seulement si :
1. Vo(z) - 0gW (z,0) = 0.

2. (—1)d det { HagW(x,G)J- (I +1 DmW(l', 9))HV¢(1)J—] > 0.

Preuve.
\Montrons le sens direct\ Supposons que la famille {~°}.c)o,1) est compatible c_a_d
qu’il existe un 7' > 0 et une constante ¢ > 0 tel que :

det D, X°(t,z) > ¢ >0, V(t,x,e)€[0,T] x B(0,r[ x ]0,1].

Et montrons qu’on a 1 et 2. On utilise la relation (2.9) qui définie les caractéristique
X¢(t, x) et sachant que :

We=VoH*=Vo(H"+0()),

le développent de la matrice D,X¢(t, x) donne :
D, X(t,x) = é t W @ Vi +t DWe + 1.
=1+tD,V (DIHO + éagHO Q@ Ve + O(e)) :
=I1+tD,VD,H® + étDuvagHO ® Vo +t0(e).
I+ tD,W 4 ét@eW @ Vg +10(e).

= My + My +10(e) (2.10)
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ou My et M; sont définies par :
My = tdyW @ Vo, M, = I +tD,W.
e Etape 1 : Montrons que :
V(z) - 0sW(x,0) = 0.

1. On montre que V¢ - OyWW est nécessairement positive.
Par absurde, on suppose que Vi - 9pW < 0, et on considere la base formée par
les vecteurs {eq, e, -, €4} tel que :

€1 = 86’VV7 {627 o aed} C VQDJ—
le calcule donne :

M()el:tagW@ng(%W = thp-E)gW OgW = tho-ﬁgVV €.
Moea =t OgW @ Vp ey = t (V- ey) OpW = 0.

Moeqg =t W @ Vpes =t (Vo-eq) W = 0.

soit P la matrice de passage de la base canonique de R? vers labase {e;, - - - , 4},
on utilise la formule de changement de base on a :

tVeo-0gWO0---0 a1y @12+ - Aig
My = P! UV e e pr | p
6 OO Qq1 Qg2 *** Add
N :]/[b .
On combine ces deux expressions avec la relation (2.10) on obtient que :
1
gtvtp-aew+a11 Qy2 -+ Aid

D, X¢(t,x) = P! @21 @22 77" (ad 4 4O(e) | P

et donc dans un premier temps le calcul du déterminant de D, X*(¢, x) donne :

1
gthp-%W-{—CLn Qg - Aid
det D, X°(t, z) = det a1 (g2 *++ G2d | 4 40(e)

QAqd1 Qg2 -+ Add

On utilise la linéarité du déterminant par rapport au colonnes, et on note par :
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CNLij = a5 + tO(e’f) VZ,j € NZ

On obtient :
= M" +tO(e)
1 —
-t VQO . 89W Qig * -+ Ele aip @12 -+ - A4
S Goo - @ Qo1 Qg2 - -+ (2q
det D, X*(t,x) = det 2 2d | 4+ det
0 Gy -+ Ggg A1 Gdz -+ Qdd
-C
Ce qui peut étre simplifier en :
1 gg * -+ Qad
det D, X°(t,z) ==tV -0pWdet| + .. ¢+ | +C (2.11)
€ . -
Qqz *** Qdd
Y
On montre que pour certain 7' > O on a:
g -+ A2d
Viel0,T]: det| : .. ¢ [ >0
Adz *** Qdd
en effet :
M (t,x,0) =1 +tD,W(z,0) = M,(0,z,0) =1
—> det Ml(O, x, 9) =1
Or:

M (t,x,0) = P""M"(t,z,0)P, M(0,2,0) =1

donc M®(0, z,0) = I ce qui donne que M" (0, x,#) = I, on peut donc conclure
qu’il existe un 7" > 0 tel que

Vt e [0,T]: det MY (t,x,0) > %
Ce qui transforme (2.11) en :
det D, X°(t,z) < 2—]('5 t V- 0gW +C
Quand ¢ tend vers zeroon a :
det D, X(t,z) <0
Ce qui contredit I’hypothese de compatibilité, on obtient donc :

V- 0gW > 0. (2.12)
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2. On montre que Vi(z) - 0pW (x,0) est nul :
Vu que W (z, 0) est périodique par rapport a § on peut conclure que :

/0 V(z) - W (z,0)dd = V(z) - W(z,0) | .

=Vep(z) - W(z,1) — Ve(x) - W(z,0).
=0.

et enfin en utilisant (2.12) on obtient :
V(z) - 0pW(x,0) =0.
° Etape 2 : Montrons que
(=1)% det [ Iy, (p.0) (I + tD,W (,0))Igy(y2] > 0.

On sait que Vo - 9yW = 0, on considére la base de R? formée par les vecteurs
{ella 6/27 e 7621} tel que :

ey =W, ;= (V)
le calcule donne :
Moell =t (89W (%9 VQO) OW =1t V- OgW 0pW = 0.
Moey =t (0sW @ V) ey =t Vip - 0gW €y = 0.
Moely =1 (0gW @ V) Vo =t V- W Vo =t| Ve |? W =t| Ve |* .

Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? vers labase {e}, e}, - - - , ¢},
on utilise la formule de changement des bases on a :

00t|V<p|2 a1 A1 -+ Q14
My — P! 00--- 0 P M —p Qg1 Q22 *++ Q24 p
00--- 0 aq1 Qg2 * ** Ggd
Y

Ce qui transforme la relation (2.10) en :
U - 1 2
ap aiz - - - a1d+gt | Ve |
D, X(t,z) = P!

a1 Qg - >y

Ag Qg -+ - Qdd
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tel que :
\V/’L,j S NZ : C~Lij = Q;j + t0<€)

le calcul de déterminant de D, X*(¢, z) donne dans un premier temps :
- - 1 2
air Qi - -+ a1d+gt | V|
det D, X°(t,x) = det | Gy, doy - - - Gy

aq1 Qga - -+ aqq

On utilise la linéarité du déterminant on obtient que :

- - N . B 1 5
ai1 A2 * -+ Aig 1 Q1 - Gig—1 =t | Vo |
o1 Qg+ * Uaq a1 g+ * Aog—1 0
det DacXE(t7 ZE) = det . .. . + det
Aq1 Qg2+ Aqd Qq1 Qg2+ Add—1 0
o1 Q22 A24—1

1
= det(M® +tO(e)) + (—1)* -t | Vo |? det

— Ot (~1) é | Vo 2 det MY
On va montrer que :
M = My, wwo- (I +t D;W (2, 0)) gy
En effet en éliminant la premiére ligne et la derniére colonne de la matrice M® ce

. 5 ot Il g L
qui correspond a une projection sur e;— et ;.
On montre que pour un certain 7’ > O on a:

(—=1)%det M*" > 0.
Par absurde on suppose que :
(—1)%det M*" < 0.

Vu que :
1 11
det D,X(t,x) = C + (—=1)* = | Vg |* det M"".
g

Donc lorsque € tend vers 0 on obtient que :
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det D, X°(t,z) <0
Ce qui contredit I’hypothese de compatibilité. On conclut donc que :

(=1)% det [ g, (.0 (I + tD,W (,0))lgy()2] > 0.

\Montrons le sens indirect\ Supposons qu’'on a 1 et 2 et montrons que la famille
{h®}ccp0,1) est compatible. On sait que :

1
D, X¢(t,x) = [ +tD,W + gtagw ® (V)
En utilisant 1 on trouve :
D, X(t,x) =1+tD,W, D,X*(0,2)=1.

Vu que det D, X¢(0, ) = 1 # 0 on peut conclure I’existence d’'un ¢ > Oet 7 > 0
tels que :
det D, X(t,z) >c>0 Vtel0,T].

O

Définition 9 (couple compatible) Un couple (v, W) est dit compatible s’il vérifié
les deux conditions 1 et 2 de la Proposition 2 page 12.

2.4 Existence de familles compatibles

Dans cette section on va montrer 1’existence des couples compatibles, pour cela
on va étudier une certaine classe de couples compatibles qu’on va les caractériser
par la définition suivante :

Définition 10 (couple bien préparé) Le couple (o, W) est dit bien préparé sur la
boule B(0,r] si p € €*(B(0,7;R), W € €*(B(0,r] x T;R?) et satisfont le

systeme de contraintes suivant :

OyW (2,0) C V(z)*+
(2.13)
H@gW(mﬂ)J— D:EW(SC, H)va(x)J_ =0

Dans tout qui suit, on considere un couple (¢, W) bien préparé c_a_d satisfaisant les
contraintes (2.13).

Proposition 3 Soit o € €*(B(0,7];R) et W € €1(B(0,r] x T;R?). Et soit le
sous espace vectoriel E de RY engendré par les vecteurs OyW (., 0), avec § € T.
Alors Uapplication :x — FE(z) est constante sur les surfaces de niveau de . Plus
précisément, 1l existe un champ de sous espaces vectoriels t — E(t) C R? de
classe € tel que :

E(z) =Eog(x) Vze B(0,r].
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Preuve.
On pose :
E(z) = {9,W(z,0); 6 € T} C R

Alorsona:
N
)= {Z,ujagwxe pn€R, 6,€T, NeN}.

Cet espace vérifie les propriété suivantes :
dim E(z) = J = Cst, 0,W(x,0) € E(z), E(x) C Vp(z)*.
Soit {vj} ' la base de Vo définie comme suit :

Orp()
dasp(w)

tel que 6% est le k -me vecteur de la base canonique.
Par permutation des composantes de R?, on peut établir que :

UV = (vlia Ulccl 1) = _5(k)

oD k=1---d-1.

Vo(r)t = E(@)® < vi(z), - ,vq_51(x) > .
Soit {e;(x)}7_, une base de E(z) définie par :
d—J—1

J—
ej(x) =v4_j(x +Za (), 1<j<J
k=1

La premiere condition dans le systeme (2.13) affirme que :
oW € E(x) C V.

Ce qui donne :

En utilisant la formule :
D,a(x) e(z) = e(z) ® Va(z) + a(x)Dye(x).

On obtient que :
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J
DW =D, W + Z ej(r) ® Vw; + wj; Dye;.
j=1

Et puis en utilisant la contrainte :
H(%WJ-DﬁW HVL,OJ- = O
On trouve que :

Hagwj_ DIW HV@L
J
+)  (Mgweej(a) @ VuiTlger + willywe Doejllg,) =0 (2.14)
j=1

Or on sait que E(x) C {9,W, 6 € T} donc W+ C E(x)* on combine ceci
avec le fait que e; est un élément de £(z) on en déduit que :

Hangej(l’) =0.

Ce qui transforme I’équation (2.14) en :

J
Moyw- DeW Tgur + Y wiTlg, e Dae;llg . = 0. (2.15)

j=1
Et on utilise le fait que W+ C E(z)*, la relation (2.14) ce simplifier en :

J
HE(CC)J_DQCW HV@J_ + Z w;HE(I)J_ Dxej]:[vcpj_ =0.

j=1
Par séparation de la partie oscillante et la partie non oscillante on a :

J
> Wil DoeIg e = 0. (2.16)

J=1

Or dimE(x) = J donc il existe 67 € T avec 1 < ¢ < J tel que la famille
{W(z;67), i =1---J} soit une base de F(z), et donc :

det (w; (z, ef))lgiﬁm #0, (2.17)
la relation (2.16) peut étre mise sous la forme :

’lUT(ZE, 0%) e w}(:m 931?:) HE(:z:)il)ocell_[chL
: . : : =0 (2.18)
wfl(xv 9%) T U)ZE(ZE, 05) HE(x)J-DxedHVgoJ-

On combine (2.17) avec (2.18) on en déduit que :
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Mgy DeeTlgpr =0, Vj=1---J (2.19)

L’espace vectoriel E(z)" est de dimension d — J, il est engendré par le vecteur
eq(x) := Vpetlesd — J — 1 vecteurs :

J
ej(r) = =6V~ 4 Za,(cj_‘])(xﬁ(d_k); jelJ+1,d-1].
k=1

Ce qui transforme (2.19) en

efDxeijch:O, Vi=1,---,J Il=J+1,---,d. (2.20)
Le calcule de D,e; donne pout tout j = 1,---,J :
d—J—1
D,e; = Z Vaf(:v)vk(m)
k=1

d—

£ (328) < )]

_|_

J
k=1
pour/=J+1,---d—1ona:
el(x)' Dyej = Va7 (x).
Ce qui transforme (2.20) en :
Vol (a)lg,. =0, Vj=1---J; I=J+1,-,d-1; Voe.

On peut donc affirmer que :

Va7 (z) e Veet (V) , Vji=1---J; I=J+1--,d=1 VreQ.

Ce qui revient a dire que les a}“ sont des fonction de ¢ autrement dit, on peut tou-
jours trouver une fonction Z € ¢ (R; R) tel que :

Donc les coordonnées Oz? des vecteurs ¢; sont des fonctions de ¢, d’ou I’existence
d’une application E : R — R tel que :

E(z) =Eoyp(x), Vzell.

O

Proposition 4 soit (o, W) un couple compatible, Alors il existe deux fonctions a
valeurs vectorielles :

W, € €' (R*RY), W, € €' (R;RY)
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et une fonction scalaire :
Y € € (A x T;R)

ajustées de maniere a ce que :
W) (t,s) €E(t), W.(t) e E@t)*
et tel que le profil W se décompose de la maniére suivante :
Wiz, 0) = Wy (p(x), ¥ (z,0)) + Wi(e(x)).
Preuve. R? est un espace euclidien donc :
R? = E(p) ®E(p) "

Soit {z;(p)}7_, une base orthonormal de E(y) et soit {e,(¢)}{_, , une base or-
thonormal de E(¢)*, ce qui permet d’écrire :

J d
W= wi(@0)z(0)+ Y wil@en(s).
— W, — W,

On utilise le fait que Vi LE(p), le calcule fournit :

J
V- 0pW = Z Ogw;(z,8)Vy -e;(p) = 0.

j=1

On utilise la formule :
Dyu(p) = v'(p) ® Vi
Ona:
D.zi(¢) = zj(¢) ® Voo,  Daer(p) = e;(0) ® Vo

Ce qui permet d’exprimer la matrice jacobienne de W sous la forme :

J
D W =" z(p) ® Vw;(x,0) + w;(z,0)2}(p) ® Vi
j=1

d

+ Y elp) © V() + wi(x)el () © V.

Ce qui donne que :
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J
D Wllg,. = Z zi(p) ® Vw;(z,0)g,. + w;(z, 0)23((;3) V@Dtnv@L
——

j=1 0

+ Z ek(QO) ® va(xﬂ_IVgoJ- + wk(x>€;c(90> V(ptHVgoJ- .
k=J+1 —

=0
J
Zz] ® Vw;(z, 0)llg,.
7j=1
d
+ ) enlp) ® Vur(n)Ig,e (2:21)
k=J+1

Soit (z,0) € Q% x T tel que 9yW = 0 sans perte de généralité on peut supposer que
0pW; # 0, on remarque que :

aGWL = Vect <6J+1(§0)7 e 76d(90)7f17 T 7fJ71> .

fi = Opwy(,0)2;(¢) — Ogw;(x,0)z;(p), i=1---J—1.

On combine ceci avec la relation (2.21) cela permet d’avoir que :

d
HangDxWHV@J_ = Z HaewJ_ek(QO) & Vwk(x, G)HV¢L

k=J+1
- Z My,w2i(p) @ Vwj(z) g, (2.22)
7j=1
Or on sait que :
d J—1
Mogweu= Y (ex-wex+ Y (fe- ) fi
k=J+1 k=1
Ce qui donne que :
d J—1
Moweei(0) = Y (ex-ei(@)er+ > (fr-ei(@)fe =€
k=J+1 k=1
d J—1
Mowea(e) = D (en-zalp))ex+ > (fi- 2(9)f
k=J+1 k=1
J—1
(fx - 21(0)) f-
k=1

De plus la valeur de f;, - z;() peut étre exprimer par :
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fe - 2(p) = Ogw s (x,0) 21 () - 21(p) — Dowi(z,0)25(0) - z1().
Ogwy(x,0) sik =1

0 stk #1.

On utilise ces informations, la contrainte (2.22) se simplifier en :

d
Hoywe DaWigye = > en(p) @ Vy(x, 0)llg,.
k=J+1
J-1
+ Z 89’[1}] (l’, e)f] (@) ® ij('r)HVgol .
j=1
d
= Z ek(go) X Vwk(:zc, Q)val
k=J+1
J-1
+ Z 8911)] (ZE, ‘9) [aQU)J (l‘, 0)'%(@)
j=1

—0pwi(x,0)2;(p)] @ Vw;(z)g,L.

On utilise le fait que {z;()}7_, est une base orthonormal du sous espace vecto-
riel E(¢p) et que {ex(¢)}{_,,; est une base orthonormal du sous espace vectoriel
E(p)*, on obtient que :

Vul(z,0)lg,. =0, Vk=J+1-d (2.23)
Opw(z,0)Vw;(z,0) — Opw;(z,0)Vw,(x,0) =0, Vj=1---J—-1 (2.24)

La relation (2.23) affirme que Vwy, € E(¢p), donc :
wi(x) = We(p(z)), Ye=J+1---d
Maintenant on considere I’ensemble :
G={ze): o) =t}.

Et I’application :
Ft . gt X T — RJ
('ra‘9> %(wh”"w‘])t

La relation (2.24) affirme que I'; est du rang un ce qui permet de conclure qu’il
existe une fonction ¢ € C*(Q2 x T;R) tel que :

Ly(x,0) = Ty(¢(x, 0)) = T(t, ¢(x,0)).
Donc :

wj(x,0) = w;(t,(z,0)), Yji=1---J,  V(z,0)e€ G xT.
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Donc :

w;i(x,0) = w;(p(x),¥(x,0), Vji=1---J, V(z,0)€Q) xT

W= 1b(p(x), (2, 0)z(0) + Y dilep(z))ex(y)
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Propagation

Le but de ce chapitre est d’expliquer comment la donnée initiale oscillante h°(x)
est transformée par I’équation d’évolution (2.1). Ci-dessous, nous considérons cette
question dans un contexte simplifiée, en ne regardant que des solutions d’ondes
simples.

Définition 11 Soit e € ]0, 1]. Nous disons que u® € €*(QL"; R) est une onde simple

si elle peut étre mise sous la forme suivante :

(t, )

£

u®(t, ) :H<t,m, ) , HG‘KI(QTTE XT;Rd), XS (Qfs,R).

Théoreme 5 Supposons que le couple :
(0, W) € €%(B(0,7];R) x €*(B(0,r] x T;RY), W =VoH (3.1

est bien préparé, alors le probleme de Caushy formé par le systéme (a priori
surdéterminé) :
oH+VoH-V,H=0
0o+ (VoH) V,0=0 (3.2)
(VoH)*-V,0=0

avec la donnée initiale :
H(0,z,0) = H(x,0), ¢(0,2) = ¢(x) (3.3)

admet une solution unique sur Q7 x T pour certains T > 0. Ve € |0,1] 'onde

simple
= H (tvm, ¢(t,w)> ‘
€

ainsi récupérée est solution de (2.1) sur Q. De plus, V t € [0,T], le couple
(o(t,.),H(t,.)) est compatible.

Preuve. Composez 1’équation premiere de (3.2) avec D,V o H afin d’extraire :

OW + VoW V,W =0
Od+ (W -V,)p =0 W=VoH (3.4)
W* -V, =0

Avec :

25
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(Wh(z) =W(x) = /TW(:C,9>d(9, W*(x,0) :=W(x,0) — W(x,0).

Celle-ci doit étre associée a la donnée initiale :
W(0,z,0) =W(x,0), ¢(0,x)=p(x).
Et puisque le couple (¢, W) est bien préparé, on peut écrire W sous la forme :
W(z,0) = W) (o(x), ¢ (z,0)) + WL(p(z)).

Résolvons localement dans le temps, disons sur Q7 pour certains 7' > 0, la loi de
conservation scalaire :

Od+Wi(9) Vep=0 (3.5)
Rappelons que E(x) = E o ¢(x) est engendré par les J vecteurs :
ej(r) = Zj o p(x).
Fixons j € [1, J] et calculons :

[0+ Wi(9) - Va|(Zj 0 ¢ - Vudp) = [0 + Wi(9) - Vu](Z;() - V).
= [0:Z;(¢) + Wi(9) - VaZi(9)] - Vo
+Z(¢) - [0V 20 + Vo (V)WL (0)).
= [0:0 + W1(®) - Vud|Z;(®) - Vb
+Zi(®) - [0:V2d + Vo (Vo) Wi(0)]  (3.6)

On utilise la relation (3.5) pour remplacer 0,¢ par — W (¢) - V. ¢, on trouve :

Vo = Vo (=WL(9) - Vod) = =(Vad @ W1 (9))Vat — Vi (V) Wi(0).
On combine ceci avec la relation (3.5), cela transforme la contrainte (3.6) en :

[0, + W1 () Vu)(Zjod- Vi) + (Vud- W, 09) (Zjop-Vup) =0 (3.7
En utilisant I’information suivante :

#(0,2) = p(x) et Vo(r)€ E(x)", Vael
On obtient :
(Zjod-V,0)(0,2) =0, V(j,x)€][l,J]] x B(0,r].

On combine ceci avec 1’équation (3.7) cela permet de conclure que cette identité de
polarisation se propage dans le temps autrement dit :

Z; o (t.x)  Vad(t,x) =0, Y(t,z) € [0,T] x B(0,r].

Ce qui est équivalent a dire que :
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V.0(t,x) CEog(t,x)*, V(t,z) € [0,T] x B(0,7].
Introduisons la fonction :
W(t,s) :=W(t,s) + Wi(t), (ts)€R%:
Et la loi de conservation scalaire :
O + W(p(t,z), W) -V, ¥ =0. (3.8)
On associé (3.8) a la condition initiale :

U(0,2,0) =(x,0), e (B0O,r]xT;R). (3.9)

Dans (3.8), la variable 6 joue le role d’un parametre. Pout 7" > 0 petit, le probleme
de Caushy (3.8)-(3.9) a une solution locale sur Q7. Finallement definons le profile
W par:

W(t,x,0) = W(o(t,x),¥(t,z,0), W(0,z,60)=W(z6).
Par construction, on a :
W (t,2,0) = W) (8(t,), U(t, z,0))"

Et puisque W) € E(t) et V,¢(t,2) C Eo ¢(t, x)* alors :

W*(t,2,0) - V,o(t,x) =0, Y(t,z)e Q.
En utilisant (3.5), on obtient :

0+ W -V,0=00+W,00¢-V,¢=0.
Et par (3.8), on peut déduire :

OW +W .-V, W =9,W(OV+W. -V, 0)=0, W(0,z0)=W(xb).

Pour résumer, nous avons construit des fonctions ¢ et W satisfaisant (3.4).
Maintenant on va s’itéresser a (3.2). Tout d’abord, résoudre séparément (sur Q7
avec T' > 0) le probleme de Cauchy :

OGH+VoH -V,H=0 H(0,z0) = H(z,0) (3.10)

Notons que I’expression W := V' o H est par construction soumis 2 :

OW +W.-V,W =0, W(0,z,0) =W(z,6) (3.11)

Les problemes de Cauchy (3.8) et (3.11) sont faits des mémes contraintes quasi-
lin€aires et les mémes données initiales. donc les solutions de classe ¢! correspon-
dant doit coincident, et nous avons nécessairement W =V o H = W on Q7.
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Brievement, I’équation premiere de (3.2) est vérifié car c’est précisément (3.10) tan-
dis que les deux autres conditions de (3.2) sont satisfi€s car ils correspondent exac-
tement aux deux dernieres conditions de (3.4). Ceci explique pourquoi le systeme
(3.2) - (3.3) a une solution unique sur Q7 pour certains 7' > 0.

Finalement définons 1’onde simple :

u®:=H (t,x, (b(t,a:)) )
€

o +V(u) - Veus = (0 H+VoH -V, H) (t, x, @)

Et calculons :

+é (0,6 +V o H-V,0)0H ] (m@)

Le fait que u®(¢, z) est une solution de (2.1) devient une conséquence directe des
équations de (3.2). En outre, la définition de W indique clairement que la structure
(3.1) est conservée pour t € [0,7]. Par conséquent, pour tout ¢ € [0,7, la trace
(o(t,.), W(t,.)) est toujours bien préparé. O
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Résumé
Dans ce document on va étudier le systeme de burger multidimensionnelle.

(B) ou® + (v -V)u = 0.

associé a une condition initiale u*(0,2) = h(z, @) avec ¢ €]0,1]. le but est de
chercher des conditions de compatibilités sur la donnée initiale pour avoir existence
et unicité de solutions pour (B) lorsque ¢ tend vers zéro.

Abstract
In this documents we study the burger multidimentionnel system.

(B) ou® + (u*-V)u = 0.

associated with an initial condition u*(0,z) = h(z, @) The goal is to fixe a
compatibilities conditions to have the existence and uniqueness of the solutions of

(B) when ¢ tend to zero.
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