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Introduction

Un modele écologique est caractérisé par 'interaction de plusieurs individus et especes au
sein d'un environnement soumis a plusieurs parametres. La modélisation mathématique a large-
ment contribué a la compréhension des phénoménes écologiques, notamment 'interaction proie-
predateurs. Un élement crucial dans cette modélisation est la fonction réponse qui a suscité
I'interét de plusieurs auteurs. Cette section présente une revue des modéles les plus classiques.
Dans le cas d'une population isolée, x(t) est la densité de cette population a un instant t.

La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante :

Le Modele de Malthus

En 1798, I’économiste britannique Thomas Malthus a proposé le premier modele décrivant
I’évolution d’une population dans le temps. Soit n le taux de natalité par unité de temps et
par individu. Soit de méme m le taux de mortalité. Les taux de natalité et de mortalité sont

supposeés étre constants, ce qui conduit au modele linéaire suivant :
/

x (t) =nx—mz=rx

La solution de cette équation différentielle sera de la forme :

2(t) = xpe™
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Le signe de r (taux de croissance) détermine si la population est en croissance (r > 0) ou en
extinction (r < 0). Le cas r = 0 correspond & une population dont la taille reste constante et
égale a sa valeur initiale.

Dans un environnement ou les ressources sont limitées le modele de Malthus ne peut étre ap-
pliqué .

Modele de croissance logistique

Ce modele a été élaboré par le mathématicien belge Pierre-Francois Verhulst en 1838. il a sup-
posé que le taux de natalité n’est pas constant mais diminue avec 'effectif. En effet, lorsque
le nombre d’individus d’'une population augmente, les ressources étant limitées, on peut penser
que la natalité va diminuer. Dans le cas le plus simple on choisit pour le taux de natalité une

fonction linéaire décroissante de Deffectif :

n(zr) =a — Pz

ou « et 3 sont des constantes positives. De la méme maniere, il est raisonnable de supposer que

le taux de mortalité va, au contraire du taux de natalité, augmenter avec 'effectif, par exemple :

m(x) =+ ox

ou 7y et d sont des constantes positives.
La substitution des taux de natalité et de mortalité dépendants de l'effectif dans 1’équation

précédente conduit a I’équation de croissance suivante :

avec r = o — 1y, qui est le taux de croissance intrinseque de la population.on suppose que a > 7,
c’est-a-dire que le taux de croissance intrinseque r est positif. K > 0 s’appelle la capacité limite

du milieu et est égal a :
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Cette équation différentielle s’appelle 1’équation logistique. Elle admet deux points d’équilibre,

I'origine est instable et K est un équilibre stable. Pour toute condition initiale positive, on a :

limx(t) =k

t—+00

Modeles avec deux populations
Dans la nature, deux populations peuvent étre influencées I'une par I’autre ainsi lorsque 'effec-
tif d’une population varie, ceci peut avoir des répercussions sur l'effectif de I'autre. Parmi ces
interactions, il y a la prédation qui est comptée positivement pour 'une des deux especes,
la compétition qui est négative pour chacunes des deux especes. Enfin, le mutualisme dans
lequel chaque population favorise la croissance de I'autre.
Les modeles proie-prédateur
Dans la dynamique des populations, on décrit sous le nom proie- prédateurs le fait qu’un étre
vivant capture un autre étre vivant, dans le but de se nourrir .
Il y a eu de nombreux modeles proie-prédateur, depuis le modele original de Lotka-Volterra
(1926 ) ; tels que Tanner Holling Type I (1959 );Modele Rosenzweig-MacArthur (1963 ); le
modele Yodzis(1989); Modele Leslie-Gower,...

Modéle de Lotka-Volterra

z'(t) = ro — ary
y (t) = —my + bxy
Modele généralisé :
Le modele de Lotka-Volterra a permis de développer d’autres modeéles proie-prédateur de facon

a s’approcher de plus en plus de la réalité du vivant, en prenant en considération les conditions

environnementales qui influencent la croissance.
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La forme assez générale (standard) d’un modele proie-prédateur est la suivante :

@' (t) = Fa(x(t)) — Fa(z(t), y(1))y(t)

y (t) = —my(t) + eFa(x(t), y(t) .y(t)

ou x(t) et y(t) désignent les densités de proies et de prédateurs respectivement, a l'instant t.

— F représente le taux de croissance de proies en 1'absence de prédateur.

— m est le taux de mortalité du prédateur par unité de biomasse.

— e est une constante positive qui représente le taux de conversion de la proie en prédateur.
— F5 c’est le nombre de proies consommées par un prédateur et par unité de temps. Elle est

appelée réponse fonctionnelle du prédateur.

Le modele de Lotka-Volterra n’est pas réaliste, pour trois raisons :

e en absence de prédateur, la croissance des proies est illimitée ( loi malthusienne).

e les solutions périodiques correspondant les effectifs des proies et des prédateurs ne sont pas
conservées en général pour de petites perturbations de ce modele.

o[y (x,y) = ax (de type I) si x est trés grand un prédateur consomme une quantité trés grande
(plus que sa capacité)

La réponse fonctionnelle du prédateur :

La fonction réponse a été modifiée & maintes reprises par plusieurs chercheurs. Il est donc plus
réaliste de concevoir une fonction réponse présentant un effet de saturation avec la densité des

proies, cette fonction dite de Holling de type II est la suivante [3] :

Fg(fﬁ,y) =

En 1989, P. Arditi propose une équation qui prend en compte le nombre de prédateurs. Il montre

qu'une telle réponse ajuste mieux les données de nombreuses expériences de laboratoires. La
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forme de cette réponse est donnée par I’équation suivante :

)

7+B<x> vy + B

F2<.T,y) =

Y

avec x et y représentent la population de proies et de prédateurs ,

e o : le taux d’ingestion maximum

e 3 : constante de demi-saturation

e v : le coefficient de dépendance au nombre de prédateurs dans le milieu.
Cette réponse fonctionnelle est dite ratio-dépendante (dépendant du rapport ).

Ceci conduit au modele avec une réponse dépendant du rapport :

/ axry
t) = x(1 — —

’ bx
t) = —d

y(> y( +my+x>

Ici, x(t) et y(t) représentent la population des proies et des prédateurs a linstant t, respec-
tivement ; d> 0 est le taux de mortalité des prédateurs, a et b sont des constantes positives
représentant le taux de capture et le taux de conversion des prédateurs.

Pour les lecteurs intéressés , nous nous référons a Arditi [2] , Abrams [1] . Les modeles de rapport
dépendant sont capables de produire des dynamiques plus riches et plus raisonnables. Cela a
été bien documenté dans 1'étude de Kuang et Beretta [7] et par Hsu et Huang [0].

En introduisant la compétition entre prédateurs on obtient le modele suivant :

azxy
my +x

’ bl'
t)y=y|—d — hy?
y() y( +my+x> Y

ce modele a été étudié dans Bazykin [/]

z'(t) =2(1 — ) —




Chapitre 1

Outils mathématique fondamentaux

Nous présentons quelques définitions et résultats utiles pour la suite de ce mémoire.
Théoréme d’existence et d’unicité de solutions

Considérons le systeme différentiel a retard suivant :

z'(t) = f(t,z;) pour t >0
(1.1)

Ty =@ pour t =0

ot f : RxC — IR? est une fonction donnée, C = C([—,0], IR*) 'espace de Banach des fonctions

continues sur l'intervalle [—7, 0] & valeurs dans R* muni de la norme de la convergence uniforme,

7> 0, 24(0) = x(t +0).

Théoréme 1.1. Supposons que la fonction f est continue. Alors pour toute donnée initiale
¢ € C, le systeme (1.1) admet au moins une solution locale. De plus, si la fonction f est

localement lipschitzienne par rapport a x; , alors la solution est unique.

Définition 1.1. (Notions sur la stabilité dans R? )
La notion de stabilité permet de savoir le comportement de la solution lorsque le temps devient

grand.
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Soit le systeme décrit par I’équation différentielle a retard , il est non linéaire et autonome

() = flat), x(t 7)) (1.2)

Définition 1.2. (Point d’équilibre)

Un vecteur z* est dit point critique ou point d’équilibre pour (1.2) si f(z*,2*) =0

Définition 1.3. (Stabilité)

La fonction initiale de I’équation (1.2) est donnée par z(f) = ®(0) >0 60 € [-7,0] .
L’équilibre x = z* de I’équation (1.2) est dit stable si pour tout € > 0,il existe 6 > 0 tel que
|D(t) — a*||lge < 0Vt € [—7,0] implique que toute solution x de (1.2) avec fonction initial ®

sur [—7, 0] satisfaisant ||z(t) — 2*||ge < & vVt >0

Définition 1.4. Un point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable si en plus il existe

do > 0 tel que

|D(t) — 2*||gz < 09 Vt € [—7,0] = limz(t) = a*

t——+o0

Définition 1.5. Le point d’équilibre z* est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.6. (Attractivité)
On dit que 'origine x = 0 est :

e un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de Iorigine U(0), tel que

Vaog € U(0),limz(t) =0

t——+o0

e un point d’équilibre globalement attractif si :

Vzo € R* limz(t) =0

t——+o0

Stabilité de Lyapunov

Stabilité locale -
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soit €2 une région autour de l'origine, L’état d’équilibre z* = 0 est stable s’il existe une fonction
V(z): Q — R de classe C* vérifiant :

- V(0)=0;

— V(z) >0Yx #0,2 € Q;

~V'(z) <0Vz #0,2 €
Stabilité asymptotique :
Si la derniére condition était plutot, V'(z) < 0 pour z € Q, 2 # 0 alors 1'état d’équilibre est
asymptotiquement stable.
Proposition 1.1. Si z* est un équilibre asymptotiquement stable et que V() tend vers I'infini
lorsque = tend vers 'infini, toutes les trajectoires, méme celles qui démarrent loin de x* tendent

vers x* : on dit alors que le point z* est globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 1.1. bifurcation de Hopf [3]
Ce théoreme de bifurcation valable en dimension n > 2 qui permet de demontrer l'existence

d’un cycle limite. Soit le systeme d’équations différentielles sous la forme générale suivante :

v’ = f($ay>7-)

y =g(x,y,7)

ol 7 est un parametre réel strictement positif. Supposons que (z*, y*) est un point d’équilibre
du systeme pour toute valeur du parametre 7.

Soient A1 (7) et Ao(7) les racines de 1'équation caratéristique de systeme linéaire :

A2(T) = a(r) £ip(1)

Le théoreme de Hopf s’énonce ainsi :
supposons que les trois hypotheses suivantes soient vérifiées :
1. la partie réelle des racines s’annulent pour une valeur 7y du parametre, a(ry) = 0.
2. pour T = Ty, la partie imaginaire des racines est différente de zéro, 5(79) # 0. Cela revient

a dire que les racines sont imaginaires pures.
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d
3. Supposons de plus que d—a(m) > 0.
T

Alors on peut conclure :

— 7 =Ty est une valeur de bifurcation du systeme.
— il existe 7, < 79 tel que pour tout 7 € [7,, 70| le point (z*,y*) est un foyer stable.
— il existe 7, > 7 tel que pour tout T € [y, 7[le point (z*,y*) est un foyer instable

entouré d’'un cycle limite .

Théoréme 1.2. (Comparaison des solutions)
Soient f, g : R x R — R deux fonctions localement lipschitziennes. On considere les solutions

z(.) et y(.) des problemes de Cauchy

2'(t) = f(t, (1)) y'(t) = g(t,y(t))
x(0) = xo y(0) = wo

Supposons que f(t,z) < g(t,x) pour tout (t,z) € R xR et que zg < yo Alors z(t) < y(t)

pour tout ¢t >0



Chapitre 2

Comportement asymptotique d’un

modele proie-prédateur avec retard

Ce travail constitue une synthese de l'article [5].

Dans ce memoire nous considérons la fonction de réponse dépendant du rapport.

2.1 Présentation du modele

Le modele que nous allons étudier dans ce document prend en compte a la fois le retard et
la compétition entre prédateurs.

Sa forme est la suivante :

By()z(t —7)
x(t—71)+y(t—r71)

— py(t)

x(t) et y(t) représentent la population des proies et des prédateurs a l'instant t.
Dans ce modele, le retard représente le temps nécessaire pour que le prédateur consomme des
proies et puisse reproduire la prochaine génération .

La quantité py? représente la compétition entre prédateurs.



CHAPITRE 2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN MODELE PROIE-PREDATEUR AVEC
16 RETARD

k = 1 est la capacité limite du milieu, 0 est le taux de mortalité des prédateurs, o le taux
maximum de consommation de proie, 5 le taux de conversion des prédateurs, Tous les para-
metres sont strictement positifs.

Avec :

z(0) = x(t +0) , 2o(0) = P1(0) > 0 et yo(0) = P2(0) >0 VO € [—7,0], z(0) > 0,y(0) >0,

tel que (®1, P2) € C([—7,0], R%)

La dynamique du systéeme sans retard a été traité dans Saleh [9] , dans Nindjin [3], les auteurs
é¢tudient la stabilité globale des équilibres intérieurs d’'un modele Leslie - Gower modifiée avec
une fonction réponse de Holling.

Il est clair que d’apres le théoreme (1.1), le systeme décrit par (2.1) admet une solution unique,
en fait, comme la fonction F est de classe C'; de ce fait elle est localement lipschitzienne sur
Bi, on en déduit I'existence et 'unicité de la solution.

Lemme

Le quadrant positif est positivement invariant pour le systeme (2.1).

Preuve

Vt € [—T,+00), la solution de (2.1) est donnée par

ay(s)
/1 EOre

t Br(s — 1)
e/o —0 — py(s) + P P —|—y(s—7-)d8

on a
z(0) >0 et y(0) >0

donc :z(t) >0 et y(t) >0 Vt € [0,+00)

car la fonction exponentielle est positive
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2.2 Existence des points d’équilibre

La recherche des points d’équilibre du systeme (2.1), se traduit par la résolution du systeme

suivant :
x(l—z— y )=
r+y
Bx
—0 — puy + =0
y( Y+ o y)
L’origine O est un point d’équilibre.
On considére la fonction F définie dans IR*? — (0,0)
ay
fl(xay) 1’(1—5(7— )
par : F(x,y) = — m%‘qj}
5 — o
fa(z,y) y( uy+x+y)
. . ay
lim fi(z,y) = lim x(1—x—
(3;7yj)(‘1_>((070?)J) (x’y)*)(ovo) ( x + y)
, axy , o 4o
= lim — = lim ————. Or(z,y)— (07,0
(@y)—00) T+Yy (@y-00 L ! () = ( )
y T
Et donc
o
lim fi(z,y) = ——— =0
(2:4)—+(0,0) 00

De méme, nous prouvons aussi que

. 5
lim fo(x,y) = — = 0.
(@y)—(00) T

donc F(z,y) admet un prolongement par continuité en (0, 0)
(1,0) est trivialement un point d’équilibre. Il existe aussi d’autres points d’équilibres qui véri-

fient le systeéme suivant :
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Les points d’équilibre intérieurs sont donnés par Ey = (a7, y7) et Ey = (23, y5)

ou

26+ a(d+ p—25) ia\/(é—u)Q +4p(B + ad — ap)
2(8 + ap)

Lo =

et

* *
Y, = x1,2(1 - x1,2)
1,2 .TiQ + o — ].

Lemme 2.1. si (6 — p)* + 4u(8 + ad — aff) < 0 alors le systéme (2.1) n’admet pas d’équilibre
dans le quadrant positif .
si(0—p)?+4p(B+ad—af) >0eta >1,0<z; <1 pour i =1,2 alors le systéme (2.1) admet

deux points d’équilibres dans le quadrant positif .

2.3 La bornitude et permanence de la solution

Définition 2.1. le systéme (2.1) est dit permanent s'il existe deux constantes M, m (0 < m <

M) tel que toute solution de (2.1) vérifie :

min{liminf z(¢), liminf y(¢)} > m (persistance)
t—+o00 t—4o00

et

max{limsup z(t),limsupy(t)} < M (dissipativité)

t——+o00 t——+4o00
Proposition
sia<1let >3+ puM alors le systeme (2.1) est permanent

| (1—a)(B—(0+ MM))e_(5+“M)T
(0 + uM)

M:maX{l,(§—1)657}>0 et m=inf{l — q, >0

2.3.1 Dissipativité

Cette propriété fournit une base théorique afin d’étudier le comportement asymptotique des

solutions de ce systeme.
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Soit (z(t),y(t)) la solution de (2.1), elle satisfait ’équation suivante :

La majoration implique que

/

v () <a(t)(1 - (1))

Par I'application du principe de comparaison, on a :

x(t) <z(t) Vte[0,400)

ou T(t) est la solution de probléme avec valeur initiale suivant :

Par passage a la limite

limsupz(t) =1

t——+400
Ce qui implique

limsupz(t) <1

t—+00

pour la seconde équation de systeme (2.1)
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L’intégration entre O et t, donne :

y(t) < y(0)e™

Ainsi,pour ¢t > 7 'intégration de (1) sur [t—7 , t], donne :

y(t)

y@—T)SBT

In

Ce qui implique :

y(t)e P <yt — 1)

et donc
1 < 1
[ ]
y(t —7) = y(t)e s"
e on a limsupz(t) < 1 donc IT( assez grand) tel que Vi > T + 7 x(t) <1

t——+o0

Ce qui implique :

ainsi

Ce qui implique pour > 0 :

Conclusion :

Ce résultat signifie bien que les solutions sont bornées, autrement dit, le systéme (2.1) est

dissipatif.
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2.3.2 Persistance

Proposition
Sia<1let >0+ uM alors le systeme (2.1) est persistant.
Preuve

soit (z(t),y(t)) la solution de (2.1), elle satisfait I’équation suivante :

La minoration implique que

2 (t) > x(t)(1 = 2(t) —a)
Par 'application du principe de comparaison, on a :

x(t) > z(t) Vt € 0,+00)

ou z(t) est la solution de probléme avec valeur initiale suivant :

£ (t) = z(H)(1 - a) (1 - 1"’”“) )

—

Et donc, z(t) s’écrit sous la forme suivante

B (1 — a)z(0)elt )t
$<t) - 1 — SL’(O) — a4+ x(())e(l—a)t

si a < 1 alors par passage a la limite

liminfe(t)=1—-a >0
t——+o00
Ce qui implique

liminfa(t) >1—a >0

t—+00
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Soit V > 1, il existe Ty (assez grand) tel que V¢ >Ty +7 ona:

x(t)zl—a>Ta>O et yit) <M <VM

pour la seconde équation du systeme (2.1)

() = —oy(t) + 2(t
y (1) y(t) w—1) gl 7) py” (1)
La minoration implique que
y () > (=6 — pV M)y(t) (2)
L’intégration de (2) sur [t — 7,t], donne
y(t —7) < y(t)eHHVAnT
Du fait que
(0+pV M)T l-a
y(t —7) < y(t)e" ™ et x(t —71) > %
on obtient

11—«
z(t —7) Vv
t t > 1l -«
.T( - T) + y( - T) + y(t)e(5+MVM)T
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donc

51 -
>y(t) | ;= —§—uVM
7 + y(t)e(5+,ttVM)T
y(t) (64+uV M)
e — (B=0—pVM)——— (0 +pVM)y(t)e
+ y(t)e((5+MVM)T

sif >0+ puVM et a<1 onobtient :

o (1—a)(B— (8 + pVM))e Etuvinr
imint i) 2 (=TT )

pour V — 1

liminf y(t) >

t——+o0

(1—a)(B— (6 4 pM))e= CruM)
( (6 + puM) ) =0

Ce résultat signifie bien que le systeme (2.1) est persistant .

On pose :
(1= )(8 — (5 + ph)e= 0"

(0 + M) >0

m = inf {1 — «,

corollaire :
si B>0,Va>0 alorsle systeme (2.1) est dissipatif.

si a<1,B>0+puM alors le systéme (2.1) est persistant.

Définition 2.2. le systéme (2.1) n’est pas persistant si :

min(liminf z(¢), liminf y(¢)) = 0

t—+00 t—-+o0
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Proposition
Si > 1+ 0 alors le systeme (2.1) n’est pas persistant.

Preuve

st a>1406 alors de >0 tel que 104 =1+
€

Soit (z(.),y(.)) la solution du systeme (2.1), prenons les conditions initiales z(0) et y(0) tel que

x(0) _ )
y(0) 0+ py(0)

e<e

on souhaite montrer que

ng; <eVt>0
La preuve se fera par I’absurde
Supposons qu’il existe ty > 0 tel que ZE;; <e Vtel0,tp),
J](to) .
. y(to)
z (t) = x(t) (1 — x(t) x(;fﬁg(t)) Vt € [0, t]
= z(t) (1 —a(t) - —2
x(t)
0
a x(t)
S:L’(t)<1—:1:(t)—1+8 carwga vt € [0, to]

gx(t)(1 O‘) (1)

Cl+4e

L’intégration de (I) entre 0 et t donne :

R T

z(t) < (0)e T Wt € [0, ]

Du fait que 1 — = —¢ mnous obtenons :

1+e¢
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z(t) < 2(0)e™° Vt € [0, t]

Pour la seconde équation du systeme (2.1)

Du fait que

y()(6 + py(t)) — oy(t)  0(6 + py(t))

Nous obtenons

y () oy ()

— > -0 (I1
TORREITC
L’intégration de (II)entre 0 et t donne
oy(0)
1) > I om0ty e 0.t
y( ) - 5+/~Ly(0)e [ 0]
et on a posé
x(0) _ J
y(0) 6+ py(0)
donc
ﬂngmW+umm<€
y(t) — y(0) 0
t t
implique que @ <e Vte[0,t)] contradition avec z(to) =¢
y(t) y(to)
Conclusion :
pour z(0) <e

y(0)
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z(t)

st a>14+6 alors —-<e VE>0

y(t)

ainsi
z(t) < z(0)e™ Vt >0
Ce qui implique

limz(t) =0 (le systeme (2.1) n'est pas persistent)

t——+o00
Proposition

sia>1+49, B< alors il existe une solution (x(.),y(.)) de (2.1) tel que :

0
a—1-9
(lim z(¢),limy(¢)) = (0,0) ie (0,0) est attractif

t—-+o0 t—+00

Preuve :
soit (z(.),y(.)) la solution de (2.1)
0
sia>1+06et xEO; < e alors (d’apres Proposition précédente) :
Yy
t
limz(t) =0 et @gg Vit >0
t—r+00 y(t)
or
a a
R S |
l+e¢ - : +0
donc
t t—
20 L) oy MO oy wltoT) —1 V>
y(0) y(t) y(0) ~ 1+ y(t—7) =~ 1496
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Ce qui implique

1 <<a—(1+5)> (1)

y(t —7) - oY
wt—n !

d’autre part la solution (x(.),y(.)) vérifie '’équation suivante :

o Ba(t — )
710 =10 (5 =0 o)
implique que
o 8
y () =y(t) yi—n 0 m
1+
2t =)

on utilise le résultat (II)

0 <o) (P15 <o )

do <o (M= 2a)
L’intégration de (III) sur [0,t], donne

y(t) < y(0)el 50N

. ad
S1 /B < m alors
limy(t) =0
t——+00
Conclusion
ad

si 5<7Q_1_5

et a > 1+ 0 alors l'origine O est un point d’équilibre attractif
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Simulation numérique :

(a) la solution numérique (b) portrait de phase

(1)
—y®
0.8 T 0.8
0.6 T 0.6
= ] =
s 0.4 g 04
X
0.2 k 1 0.2
0 k o
-0. I I I I I 0. I . . . .
0 50 100 150 200 250 300 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
temps t x(t)

(a)la solution tend vers le point d’équilibre (0.0)  (b) I’évolution vers l'origine correspond a la solution

FIGURE 2.1 — Attractivité de point (0,0) pour o = 1.55, 3 = 0.566,6 = 0.4, u = 0.05,
T=15



Par la suite , nous allons parler de I'attractivité et de la stabilité des équilibres

2.4 Attractivité de (1,0)
Soit (z(.),y(.)) la solution de (2.1), on a

o Py(t)z(t —7)
y (1) = —oy(t) + x(t—71)+ylt—r1)

— iy (t)

La majoration implique que
Y (t) < y(t)(B - 9)

L’intégration de (2.2) sur [0,t], donne

y(t) < y(0)el o

si 0 < ¢ alors

limy(t) =0

t—+o00
on a montré dans le chapitre précédent que si « < 1 alors liminfz(t) >1—a >0

t——+o0

donc si @ <1 et § < § alors il existe T'(¢) > 0 (assez grand), e > 0 tel que

z(t) >e(l—a) Vt>T(e)

(2.2)

(2.3)
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or
az(t)y(t)
2(t) = z()(1 —x(t) — ——
z(t) +y(t)

On utilise (2.3) et (2.4), la minoration implique que

'(t) = x(t)(1 — z(t) —€)
Par 'application du principe de comparaison, on a :

x(t) > x(t) Vt >0

ou z(.) est la solution de I’équation logistique :

' (t) = z(t)(1 - z(t) —¢)
Et donc, z(.) s’écrit sous la forme suivante

1— (1—e)t
() = c(l—¢e)e
1—c—e+cell=o)t
Par passage a la limite
limz(t) =1—¢
t—4o00
1 .
on pose £, = — (une suite)
n
Ce qui implique
limz(t) >1 (2.5)
n—-+oot—-+00

d’autre part

La majoration implique que
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Par I'application du principe de comparaison, on a :
z(t) < BVt >0
ou Z(.) est la solution de I’équation logistique :
T (t) =z(t)(1 - z(t))
Et donc, T(t) s’écrit sous la forme suivante
t
ce
() —
7(t) 1 —c+cet
Par passage a la limite
limz(t) =1
t—+o00
Ce qui implique
limz(t) <1 (2.6)
t—+o0
En combinant les inégalités en (2.5) et (2.6)
limz(t) =1

t——+00

conclusion

sif<det a<lalors

(limz(t),limy(t)) = (1,0)

t—+o0 t—+o00

donc (1,0) est attractif

Simulation numérique :

On constate que les proies se rapprochent de la capacité limite, par contre les prédateurs tendent

vers 'extinction (a) . Le portrait de phase montre que la solution tend vers le point



CHAPITRE 2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN MODELE PROIE-PREDATEUR AVEC

32

RETARD

d’équilibre 4 = (1.0) (b).

(a) la solution numerique

P
i

X
—0)|

-
N

[

o
o

[

x(®).y(t)

I o
s =)

o
n

o
o

50 100 150 200 250 300
temps t

(a)

(b) portrait de phase
0.1 T T T

0.09F
0.08F
0.07[
0.06[-
g 0051
0.04F

0.031

0.01-

0 L L L L L L
0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05

(v

(b)

FIGURE 2.2 — Attractivité de point (1,0) pour o = 0.95, 5 =0.36, = 0.4, u = 0.05, 7 = 15

2.5 Analyse de stabilité du point d’équilibre E}

Soit la fonction V(z,y) définie, différentiable et continue sur R .

V(z,y) = (x —z*) — x*ln(ai) +Cy—y*) — Cy*ln(gj{k)

ou C est une constante & determiner

La fonction V(z,y) est définie positive sur IR*> .

Cette fonction admet un extremum en E* = (z*,y*). En effet;
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et

1
HessVigs oy = C
0 =
Yy

Les valeurs propres de cette matrice sont positives

Cela signifie donc que la fonction V' (z,y) présente un minimum au point d’équilibre intérieur
positif (z*,y*). avec V(z*,y*) =0

donc V(z,y) > 0 sur R% — (2*,y")

Calculons la dérivée par rapport au temps de la fonction V(z,y) :

av_ov, o
it~ oz 8yy

Bx
=(x—2")|1—2— Cly—y*)[—0—
(z x)( T = >+ (y y)< Wt
Du fait que
ay* Bx*
l=2a2"+ —0 = -

nous obtenons

i =) [~ S ) o) (—uly - )+ P
oV (g gy Y @2 —aat(y — ) e
— (o) (o -y LEZEZAT O gy - )
e (B =) = Bat(y —y)
sew-n ()
on poseC':ﬁy*

ﬂ_ . Oéy* fL'—iL’*Q 047.77* o _ 6‘7:* o *\2
w"<1+Kw+yﬂ@+yJ< )+Bw< g @ﬁ+wa+w>@ V)

sia<let§>0+4 puM alorsil existe T'> 0 (assez grand) tel que

m<zt)<Met m<ylt)<M Vt>T
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La majoration implique que

*

dv ay* o QT px* 02
ik (‘”Wm) @ By (‘“‘2M<x*+y*>) v

*

< 1 alors ﬂ <0
dt

donc le point d’équilibre E* est localement asymptotiquement stable .

on peut vérifier facilement que si



Chapitre 3

Bifurcation de Hopf

Le systeme (2.1) est sous la forme :

T _ Fa(o). )
dilit) = Gzt — 1), y(t — 1), y(1))
F(a(t),y(t) = x()(1 — (1) — xog>(t+)y;2)
et
GOttt — )] — () 5 x(tﬁij(j;xfyz;) = py(t)
tel que

F(z*,y") =0, G(z",y",y") =0

On linéarise le systeme (2.1) au voisinage du point d’équilibre intérieur positif £* = (z*, y*)

pour la fonction F'(x(t),y(t)), définissons des nouvelles variables locales
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u(t) =z (t) = F(u(t) + 2*,0(t) + y*)

= F(u(t) + z*,v(t) + y*) — F(z*,y%)
oF oF

= %(x*,y*)u(t) + Fy(x*’ y ) u(t) + ...

pour la fonction G(z(t — 7),y(t — 7), 2(t)), définissons des nouvelles variables locales

ult=7) =a(t—7) =", ot-7)=ylt—7)—y" z(t)=ylt) =v(t)+y

’

v(t)=y () =Gut—"1)+z" vt —T1)+y"0(t)+y")

=Gu(t—71)+a" vt —7)+y50)+y") — Gy, y")
oG

%(ﬂf,y,y)U(t T)+ay(w,y,y)v(t T)+6Z($,y,y)v(t)+~~

En négligeant les termes d’ordre supérieurs a 1 dans le développement de Taylor, nous obtenons
le systeme linéarisé suivant :

u'(t) = anu(t) + av(t) (3.1)

V'(t) = anu(t — 7) + anu(t — 1) — py*o(t)

avec
= —a* _oatyr . (A-af)@ e
(z* +y*)? o
ax*? (" +a—1)2
12 = — * *)2 -
(z* +y*) o
. _ By*Q _ 6(1 _ l’*)2
21 (x* + )2 2
By —pl-a) ta-1)
22 — (1:* +y*)2 - 2

supposons que la solution de (3.1) est sous la forme

u(t) cret
v(t) coet
donc
A(t—T) A(t—T)
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on remplace u et v dans (3.1) :

)\cle)‘t = CLHCle)\t + &12028>\t

/\cle)‘t = ancle’\t + CL12€2€/\t

donc

()\ - Cln)Cl — 1203 =0
—agc1 + (A —an + pyre )y = 0

pour que la solution non nulle existe il faut que :

A —aq 12

AT

—as1€” A — age™ + puy*

d’ou I’équation caratéristique suivante :

A+ (My* - a11>)\ + (a11a22 — Qg — (121@12)6_’\7 —py* —an =0

on pose :
A=—an +py*, B=—anpy”
C = —a22, D = ajia9 — 12021,

On obtient
M4+ AN+ B+ (CA+ D)e™™ =0

1" cas si 7 = 0 alors (3.3) devient :

M4+ (A+C)N+B+D=0

(3.2)

(3.3)
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Le discriminant

A= (A+0)*—4(B+ D)

elle admet deux valeurs propres :

—(A+C) = \J(A+C)2 - 4(B + D)

2 9 2

(A+C)+/(A+C)2 - 4(B + D)
2

1

A1,2 ont une partie réelle négative si et seulement si A+C >0, B+ D >0

Dans ce cas , E* est localement asymtotiquement stable

2¢me cag 7 £ 0

on pose A = iw avec (w > 0) on remplace dans 1'équation(3.3)

—w? +iAw + (iCw + D)(coswT — isinwr) + B =0

Ce qui implique

—w? 4+ iAw + iCwcoswt + Cwsinwt + D coswT — iDsinwr + B = 0

donc
Cwsinwr —w? + B + D coswr + i(Cw coswT — Dsinwr + Aw) = 0 (3.4)

de (3.4) on obtient :

Cwsinwr + Dcoswr + B —w?=0

et
CwcoswT — Dsinwt + Aw =0

donc
Cwsinwr + Dcoswt = w” — B (1)
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et
Cwcoswt — Dsinwr = —Aw  (2)

En utilisant (1) et (2) , on obtient

W'+ (A2 = C? —2B)w? + B>~ D*=0 (3.5)

si A2—(C?—-2B>0et B>~ D?>> 0 alors I’équation (3.5) n’a pas de solution positive .

Théoréme 3.1. si les conditions A+ C >0, B+ D >0 et
A?—C?*—-2B >0, B— D > 0 sont satisfait alors les solutions de I’équation (3.3) ont une partie
réelle négative V.7 > 0

donc E* est localement asymtotiquement stable V. 7 > 0 (pas de bifurcation).
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simulation numérique :

les figures (3.1) et (3.2) représentent la coexistence des deux especes

(a) la solution numerique (b) portrait de phase

o
©

x(t)
— Y]

o
o

o
~

I3

IS

x(1),y(0)
< o o
(%2 o
y(®
o g
o &

=}
>
I
N
o

)
w

o

[N

o
N
o
i
o

o
[

. . . . .
.1
50 100 150 200 250 300 0.55
temps t

(a) (b)
FIGURE 3.1 —a=1.05,5=0.566,0 =0.2, u =0.6,7 =05

0.9

(a) la solution tend vers le point d’équilibre E*,(b) Portrait de phase d'un foyer stable. Les
trajectoires spiralent en s’approchant de 1’équilibre E* .

Le point d’équilibre E* est un foyer stable pour toute valeur du retard.

(a) la solution numerique (b) portrait de phase

o
©

X(t)
i— )

o
@

o e

=) ~
=§
b4

x(1),y(t)
o
n

o
IS

o o
N w
°

o
o

. . . . . . " . .
500 1000 1500 2000 05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
temps t x(t)

(a) (b)

FIGURE 3.2 — o = 1.05, 8 = 0.566, § = 0.2, i = 0.6, 7 = 19
(a) la solution tend vers le point d’équilibre £*,(b) Portrait de phase d’'un foyer stable. Les
trajectoires spiralent en s’approchant de 1’équilibre E* .
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Cas: B2—D?<0

on pose :§ = w? l'équation (3.5) devient

P+ (A2 -C*-2B)§+B*-D*=0

Le discriminant A = (4% — C? — 2B)? — 4(B* — D?) > 0

admet deux racines :

—(A% = C? —2B) + /(A2 — C? — 2B)* — A(B2 — D?)
(50 = 5 >0

—(A? - C? —2B) — /(A2 — C% — 2B)? — 4(B2 — D2
5 = )= : I ) 4

Donc I'équation (3.5) admet une solution unique positive :

—(A? = C? = 2B) + /(A% — C2 — 2B)2 — 4(B2 — D?)

Du fait que

Cwy sin Towp + Dwy cos Towy = wi — B

Cwy cos Towy — Dwg sin Towg = — Awy
nous obtenons
1 (D— ACw? — BD 2nmw
Tp = — arccos + our n=20,1,2,.....
0 Wo CZWS + D? Wo p

La derivée de I’équation (3.3) par rapport a 7 est

d\ d\ d\ d\
20—+ A = MNCA+D)e ™ — = 7(CA+D)e™+ C—e =0
dr dt dr dr
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ZA (2A+ A —7(CAX+ D)e™ +Ce™) = \(CA + D)e ™"
.
donc :
AN\ "' 20+ A= 7(CA+ D)e ™ + Ce ™
dr B AMCX+ D)e
B 20+ A N C T
T MCA+D)e>@ " ANCA+D) A
A2+ A) L0 7
 X2(CA+D)e>  X2(CA+D) A
Du fait que

2A2 + AN =X — B — (CA+ D)e ™™

nous obtenons

A\ N =B (CA+D)e Lo T
T X2(CA+ D)e T A (CA+D) A

M-B 1, Ox 7
XN(CA+ D)™ X2 X(CA+D) A

Du fait que
MN(CA+ D)e™ = = X)(\? + A\ + B)

nous obtenons

A X - B D 7
dr) — NN+ AN+B) N(CA+D) A

pour A = iwy
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(

d\
dr

)

-1

A=iwo

implique

re

or,d’apres I’équation (3.5) :

donc

@ -1
dr

A=iwo

remarque

donc

implique

w2+ B D T

(@ — B) —iAwg) _ (iw0)(iCao + B)  wo

wi+ B (w} — B) +i(Awp) D D —iCuwy N it
|wi((w§ — B) —tAwy) (wi — B) 4+ iAwy wg(iCwo+ B) D —iCwy|  wp

[w? — B% + iAwd + i ABuwy N D?* — iC'Duwy N it
| wi((w§ — B)? + (Awy)?) w3 (D24 C2wd)  wo

- —

d\\ " W2 — B X D2
s OB — B+ (Awg)?) T wB(D? + C%up)

or,d’apres I’équation (3.5) :

D? + C*wi = wy + B* + A%wi — 2Buw;

= (wj — B)* + A%}

_ ws — B+ D?
wi((wg — B)? + (Awp)?)

D? — B2 =wj + (A? = C* — 2B)w?

A7) = ReA(T) + iImA(7)

d\) ! 2w + A2 — C% - 2B
Re () = w02+ 5 ¢ - > 0
dr Ao (wi — B)? + (Awy)
dA d . d
%(7) = %Re/\(T) + Z%IM/\(T)
I 1
d\ T d d

%(7) ER(B)\(T) + i%Im)\(T)
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on pose
&(r) = CZ_Re)\(T) et (1) = CZ_]m)\(T)
implique
1 _ £(70) —in(m)
@(7) (€(10) + in(70))(§(70) — in(70))
dr A=iwq
1 . 5(7'0)
B v I SR
dr A=iwo
donc

CZ_R@)\(TQ) = 5(7'0) >0

les hypotheses de théoreme de Hopf sont vérifiées
e Rel(1g) =0 et ImA(1p) #0

d
) %Re(z\(m)) >0

Théoréme 3.2. si A+ C >0,B+ D >0et B— D <0 alors V7 € [0,7) le point I"équilibre
intérieur positif £* = (z*, y*) est localement asymptotiquement stable , instable pour 7 > 7.

avec 7y la valeur de bifurcation

(a) la solution numerique (b) portrait de phase
T T T T T

0.9 0.35

: ; o
08 —y®
0.3F

0.251

o o
o N

x(),y(t)
o
&
y()

0.2r

o
~

o
w

0.151

o
i

I
o

. . . . . .
50 100 150 200 250 300 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
temps t X(t)

(a) (b)

FIGURE 3.3 — E* est un foyer stable (7 <75) «a=1.05,5=0.566,6 =04, u=0.05,7=05
On constate que dans ce cas, la solution tend vers le point d’équilibre E* ~ (0.7166,0.2749).
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Dans le cas du théoreme précédent, il y a une bifurcation de Hopf avec I'apparition d’un cycle
limite pour des valeurs de 7 > 7 .

(b) portrait de phase
0.9 T T T

0.8
071
0.6

0.5

X(0).y(t)
y(t)

0.4r

0.3

02r

0.1

. . . . . . .
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(v

(b)

FIGURE 3.4 — apparition d’un cycle limite (7 > 75) a =1.05, 8 = 0.566, 6 = 0.4, u = 0.05,
T=15

(a) oscillations genérées,(b) 1’évolution vers un cycle limite correspondant a la solution
numérique en (a)




Perspectives

Il est interessant de considerer l'influence de l’environnement sur les interactions proie-
prédateur.
Dans ce cadre nous nous adressons la question suivante : est ce que les résultats obtenus dans
ce mémoire demeurent vrais lorsque nous introduisons une variation dans les caractéristiques
de I'habitat des deux especes? Nous comptons ramener des éléments de réponse pour ce genre

de questions.
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