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Partie I

Introduction
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Les mathématiques sont un outil indispensable pour la résolution de problèmes concrets,

en particulier ceux relatifs à la dynamique des populations.Il existe diverses méthodes pour

approcher les phénomènes réels.Ces méthodes se sont développées et améliorées et ceci pour

permettre de concevoir ces phénomènes réels d�une façon plus rigoureuse et plus précise.

Di¤érentes applications au vivant sont données par la communauté scienti�que, essentielle-

ment centré sur l�analyse et la théorie des systèmes dynamiques dissipatifs réels régis en parti-

culier par des équations di¤érentielles ordonaires (EDO).Les outils utilisés sont ceux de l�étude

qualitative des équations di¤érentielles ordinaires,

Dans ce qui suit, on focalise essentiellement notre étude sur la notion de la persistence

uniforme des systèmes dynamiques.

Dans le premier chapitre,on rappelle les dé�nitions de base concernant l�existence et l�unicité

de solution du système considéré.Nous introduisons aussi, la notion de la stabilité au sens de

Lyapunov,l�ensemble invariant,l�ensemble limite, leurs propriétés...

Le second chapitre est consacré à un théorèmes qui caractérise la persistence uniforme d�un

système dynamique.

Le troisième chapitre est consacré à l�application de cette notion sur quelques modèles des

systèmes dynamiques.

Le but de ce paragraphe est d�introduire quelques notions fondamentales dans l�étude qual-

itative des systèmes dynamiques modélisés par des équations di¤érentielles ordinaires.
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Chapitre 1

Rappels de quelques notions de base

Le but de ce paragraphe est d�introduire quelques notions fondamentales dans l�étude qualitative

des systèmes dynamiques modélisés par des équations di¤érentielles ordinaires, pour plus de

details voir [7]

1.1 Equations di¤érentielles et �ot

Dé�nition 1.1 On note E = Rn, n � 1 et x = (x1; :::; xn) un élément de E: Sa norme

k x kEsera l�une quelconque des normes usuelles sur Rn. Soit 
 un ouvert de R�E et f : 
! E

une fonction continue. Pour tout (t;x) 2 
, on notera f(t;x) = (f1(t;x); :::; fn(t;x))où chaque

fonction fi est continue de 
 dans R:On s�intéresse ici à la description des solutions d�un

système dynamique modélisé par une équation di¤érentielle du premier ordre

dx
dt = f(t; x(t)); x 2 Rn; t 2 R (1.1)

Dé�nition 1.2 Une solution de (1.1) est un couple ('; J) où J est un intervalle de R et ' =

('1; :::; 'n) est une fonction dérivable sur J à valeurs dans E telle que (t;'(t)) 2 


pour tout t 2 J et '0i(t) = fi(t; '(t));8t 2 J;8i = 1; :::; n:

Remarque 1.1 On remarque que f et ' étant deux fonctions continues, par composition '0 =

('01; :::; '
0
n) est également continue sur Jet ' est de classe C

1 sur J:
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Dé�nition 1.3 Soit (t0;x0) 2 
: Résoudre le problème de Cauchy :8<: dx
dt = f(t; x(t));

x(t0) = x0;
(1.2)

consiste à déterminer un couple ('; J) où J est un intervalle de Rcontenant t0 et ' une fonction

dérivable de Jdans E telle que (t;'(t)) 2 
 pour tout t 2 J; '0(t) = f(t;'(t)) pour tout t 2 J

et '(t0) = x0.

En intégrant l�équation di¤érentielle du problème de Cauchy entre t0 et t et en tenant compte

de la condition x(t0) = x0; on obtient :

'(t) = x0 +
R t
t0
f(s; '(s))ds; (1.3)

Réciproquement, toute fonction 'véri�ant (1.3) est bien une solution de classe C1 de l�équation

(1.2).

1.2 Existence et unicité de la solution du problème de Cauchy

(1.2)

Dé�nition 1.4 On dira que f est lipschitzienne en x uniformément par rapport à t;si il existe

k > 0 tel que :

k f(t; x1)� f(t; x2) kE< k k x1 � x2 kE ;8(t; x1); (t; x2) 2 
 (1.4)

Théorème 1.1 On suppose que I0 est de la forme [t0; t0 + �]; (� > 0);et que f est continue

6



sur I0 � Rn et qu�il existe une fonction g 2 L1(I0) tel que:

8t 2 I0;8y; z 2 Rn; < f(t; y)� f(t; z); y � z >� g(t) k y � z k2; où <;> est le produit scalaire

alors le problème de Cauchy (1.2) admet une solution locale et une seule.

Théorème 1.2 Soit f(t; x) une fonction continue en t sur [t0; t0+�]; (� � 0) et pour tout t 2

[t0; t0+�];elle véri�e la condiition de Lipschitz locale en x;et il éxiste des constantes c; k tel que

k f(t; x) k� c;

k f(t; x1)� f(t; x2) kE< k k x1 � x2 kE ;
(1.5)

pour tout t 2 [t0; t0 + �];et 8x; x1; x2 2 Br(x0);ou Br(x0) = fx 2 Rn tel que k x� x0 k� rg

alors il existe une unique solution au problème de Cauchy (1.2) sur l�intervalle [t0; t0 + �1], où

�1 < minf rc ;
1
k ; �g:

Théorème 1.3 On considère le problème de Cauchy (1.2), où la fonction f(t; x) est continue

sur

B := f(t; x) 2 R� Rn tel que j t� t0 j� � � t0; k x� x0 k� rg; avec t0 > 0; l�instant initial
(1.6)

et

@f
@x : B ! Rn

7



est aussi continue sur B:On dé�nie les ensembles:

M := max
(t;x)2B

k f(t; x) k

L := max
(t;x)2B

k @f
@x (t; x) k

et on choisit un nombre réel � tel que

0 < � � r; �M � r; q := �L < 1

alors

le problème de Cauchy (1.2) possède unique solution sur B.

On considère le problème de Cauchy (1.2), où la fonction f(t; x) est continue sur B;et soit

� 2 R tel que:
0 < � � r

�M � r

alors le problème de Cauchy (1.2) admet au plus une solution sur B.

Dé�nition 1.5 (solution locale)On note (J; x) une solution de (1.2) où J � I interalle

contenant t0

On dit (J; x) solution locale si (J; x) solution et J voisinage

Dé�nition 1.6 (solution maximale) une solution locale (J; x)est dite maximale si elle n�a

pas d�autre prolongement qu�elle même .

Dé�nition 1.7 (solution globale) une solution locale (J; x) est dite globale si elle est d´ e�nie

partout, i.e. si I = J:
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1.3 Notion de �ot

Soit U un ouvert de Rn, un champ de vecteurs f de classe Ck sur U est la donnée d�une

application

f : x = (x1; :::; xn) 7�! (f1(x); :::; fn(x)): (1.7)

On lui associe le système di¤érentiel

dxi
dt = fi(x1; :::; xn); i = 1; :::; n (1.8)

où les fonctions x = (x1; :::; xn) 7! fi(x1; :::; xn);sont appelées composantes du champ de

vecteurs f .Ce sont des fonctions de classe Ck sur l�ouvert U:

D�après les théorèmes précédents, il existe une solution maximale unique x(:) de (1.8) telle

que x(0) = x0:

Dé�nition 1.8 La correspondance � qui associe à une donnée initiale x0 la valeur de la solution

maximale x(t)au temps t; qui correspond à cette donnée initiale, est appelée le �ot au temps

t du de vecteurs f: Le �ot du champ de vecteurs est l�application qui associe à (x; t) la solution

maximale x(t)au temps t qui correspond à la donnée initiale x0 :

(x; t) 7�! �(x; t) = �t(x) = x(t)

et vérife :

(i) d
dt �(x; t) = f( �(x; t))

(ii) �(x; 0) = x; 8x 2 U

(iii) �(�(x; t); s) = �(x; t+ s) pour tout x 2 U et s; t 2 R

Introduisons quelques notations : si x est un point de U ;on note 
(x) la trajectoire issue

de x et 
+(x) la demi trajectoire correspondant aux temps positifs:


(x) := f�(x; t); t 2 Rg;


+(x) := f�(x; t); t 2 R+g;
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Dans ce qui suit, on rapelle les dé�nitions de l�ensemble invariants, ses propriétés ainsi que

le théorème qui caractérise la notion de persistance uniforme pour plus de détails, voir [6]

1.4 Ensemble invariant

Dé�nition 1.9 Un ensemble M � U est dit invariant par un champ de vecteurs si toute so-

lution du système di¤érentiel associé au champ de vecteurs issue de M véri�e x(t) � M;pour

tout t pour lequel cette solution est dé�nie.

Si cette propriété est satisfaite uniquement pour t > 0 (resp. t < 0), l�ensemble M est un

ensemble invariant positif càd 8t > 0; �(M; t) �M:

(resp. invariant négatif càd 8t < 0; �(M; t) �M:).

Une partie invariante piège donc les trajectoires : si une trajectoire rentre dans M , elle n�en

sort plus.

M � U s�appelle invariant ssi �(M;R) =M

M � U s�appelle positivement invariant ssi 
+(M) =M

M � U s�appelle négativement invariant ssi 
�(M) =M

On note par :

@M est le bord de M (M � U )

M la fermeture de M
�

M l�interieur de M

8� > 0 et M � U ,on dé�nit:

S(M; �) = fx : x 2 U; d(x;M) < �g ;

S[M; �] = fx : x 2 U; d(x;M) � �g ;

H(M; �) = fx : x 2 U; d(x;M) = �g ;
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1.5 Les proprietés de l�ensemble invariant

Dans tout ce qui suit U est un voisinage d�un espace localement compact noté par X:

Théorème 1.4 Soit Mi; i = 1; ::; k des ensembles positivement invariants ou négativement

invariants ou bien sous ensemble invariants de U; alors leurs intersections et leurs réunions ont

la même propriété .

Preuve: On suppose que les Mi ; i = 1; :::; k sont positivement invariants,

On note par:

M 0 =
k
[
i=1

Mi

M 00 =
k
\
i=1
Mi

Pour tout x 2 M 0, on a x 2 Mi0 pour certain i0 donc �(x; t) 2 Mi0 pour tout t 2 R+; puisque

Mi0 est positivement invariant alors on déduit que �(x; t) 2 M 0 pour tout t 2 R+ et Mi0 �

M 0 donc M 0 est positivement invariant.

Soit x 2 M 00 alors x 2 Mi pour chaque i = 1; :::; k et puisque chaque Mi est positivement

invariant on a �(x; t) 2Mi pour chaque i = 1; :::; k et pour tout t 2 R+donc �(x; t) 2 M 00

pour tout t 2 R+ alors M 00est positivement invariant.

La preuve pour le cas négativement invariant et invariant est analogue.

Théorème 1.5 Soit M � U � X

(i)Si M est invariant alors M est invariant.

( ii)Si M est positivement invariant alors M est positivement invariant.

(iii)Si M est négativement invariant alors M est négativement invariant.

Preuve: i)Soit x 2 M alors il éxiste une suite fxngn2N dans M tel que xn ! x qd n !

+1:Par l�invariance de M on a �(xn; t) 2 M; pour tout n, puisque �(xn; t) ! �(x; t);qd n !

+1 par continuité de � on a

�(x; t) 2M . Donc M est invariant.
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ii)Soit x 2 M et t 2 R+ alors il éxiste une suite fxngn2N dans M tel que xn ! x qd

n! +1;or M est positivement invariant par hypothèse donc �(xn; t) 2M;pour tout t 2 R+et

pour tout n et puisque �(xn; t) ! �(x; t);qd n ! +1 on a �(x; t) 2 M;8t 2 R+;donc M est

positivement invariant.

iii)Soit x 2 M et t 2 R�alors il éxiste une suite fxngn2N dans M tel que xn ! x qd

n ! +1:or M est négativement invariant on a �(xn; t) 2 M;pour tout t 2 R� et pour tout

n

et puisque �(xn; t)! �(x; t);qd n! +1; on a �(x; t) 2 M;8t 2 R�;donc M est négative-

ment invariant.

Théorème 1.6 Soit M � U

i) M est positivement invariant si est seulement si l�ensemble X �M est négativement in-

variant.

ii)M est négativement invariant si est seulement si l�ensemble X �M est positivement in-

variant.

iii)M est invariant si est seulement si l�ensemble X �M est invariant.

Preuve: i) raisonnons par l�absurde et supposons queM est positivement invariant et queX�

M n0est pas négativement invariant ie9x0 2 X �M tel que �(x0; t) =2 X �M; 8t 2 R�

donc �(x0; t) 2 M; et puisque �t 2 R+on a �(�(x0; t);�t) = �(x0; t � t) = �(x0; 0) = x0 2 M

par l�invariance positivité de M;ceci contredit l�hypothèse x0 2 X �M , donc X �M est

négativement invariant.

Réciproquement montrons que si X �M est négativement invariant alors M est positive-

ment invariant.c-à-d 8x 2M et t 2 R+ ) �(x; t) 2M;8t 2 R+:

raisonnons par l�absurde et supposons que X�M est négativement invariant et queM n0est

pas positivement invariant ie 9x0 2M tq �(x0; t) =2M pour tout t 2 R+alors �(x0; t) 2 X�M

et puisque �t 2 R� on a �(�(x0; t);�t) = �(x0; t� t) = �(x0; 0) = x0 2 X�M puisque X�M

est négativement invariant .Contradiction avec le fait que x0 2M; d�ou le résultat.
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les preuves de ii) et iii) sont analogues à celle de la preuve de i).

Théorème 1.7 Soit M � U

i)M est positivement invariant alors
0
M est positivement invariant.

ii)M est négativement invariant alors
0
M est négativement invariant.

Preuve: i) On suppose que M est positivement invariant alors X � M est négativement

invariant par le théorème 1.6 et X �M est aussi négativement invariant par le théorème 1.5.

Donc
0
M = X �X �M est positivement invariant d�aprés le théorème 1.6

ii) SiM est négativement invariant alorsX�M est positivement invariant d�aprés le théorème1.6

et X �M est positivement invariant d�aprés le théorème 1.5, alors
0
M = X�X �M est néga-

tivement invariant d�aprés le théorème 1.6.

Dé�nition 1.10 Pour tout x 2 U ,on dé�nit les ensembles suivant:

�+(x) = fy 2 U; ftng � R+; tn ! +1; et �(x; tn)! y; qd n! +1g est

l�ensemble limite positif ou bien Omega limite :

��(x) = fy 2 U; ftng � R�; tn ! �1; et �(x; tn)! y; qd n! +1g est

l�ensemble limite négatif ou bien Alpha limite :

1.6 Les proprietés de l�ensemble omega limite

Lemme 1.1 L�ensemble Omega limite est fermé.
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Preuve: Soit une suite fxng � �+(x);tel que xn ! x par dé�nition de l�ensemble oméga

limite il existe une suite ftn;kgk2N � �
+(x); tn;k ! +1 avec �(x; tn;k)! xn;

pour tout n , on choisit k(n) de telle sorte que :

k �(x; tn;k)� xn k< 1=n 8k > k(n)

alors pour tout � � 0;on choisit N assez grand de telle sorte que :

k x� xn k< �=2 si n > N

ceci implique que:

k �(x; tn;k(n))� xn k�k �(x; tn;k(n))� xn k + k xn � x k

< 1=n+ �=2

< � si n > max(N; 2=�)
donc x est dé�ni dans l�ensemble oméga limite.

Dé�nition 1.11 un sous -ensemble non vide M � X s�appelle ensemble isolé s�il existe � � 0

tel que pour toute ensemble invariant N est contenu entièrement dans S[M; �] ,et N �M .

où S[M; �] := fx : x 2 U; d(x;M) � �g ;

1.7 Notions de la stabilité au sens de Lyapunov

Reprenons le système non linéaire autonome de la forme suivante :

�
x = f(x(t)) (1.9)
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avecf : Rn ! Rn une fonction continue en t, localement Lipchitzienne en x de sorte qu�une

solution maximale locale du problème de Cauchy associé à ce système existe et on suppose que

f(0) = 0; pour tout t � 0;

Les points d�equilibre (ou ´etats stationnaires, ou points �xes, ou points singuliers) d�un système

jouent un rôle important dans la description des propriétés qualitatives du système.

Dé�nition 1.12 Un point x0 est un dit point d�́ equilibre du système (1.9) ,s�il satisfait f(x0) =

0:

Dé�nition 1.13 (Stabilité) On dit que x0 = 0;est un point d�équilibre stable, si

8� � 0;8t0 � 0;9� = �(t0; �) > 0; tel que k x0 k< � )k x(t) k< �; 8t � t0:

En d�autres termes, pour tout t � t0, une petite perturbation de la condition initiale x0

autour de l�origine donne naissance à une solution x(:) qui reste proche de l�origine.

Notons que la stabilité du système n�implique pas la convergence des solutions vers l�origine,

c�est pourquoi la notion de stabilité toute seule est insu¢ sante pour l�étude du comportement

des solutions.

On dé�nit alors la notion d�attractivité.

Dé�nition 1.14 (Attractivité).On dit que l�origine x0 = 0 est

-un point d�équilibre attractif, s�il existe un voisinage de l�origine V (0); tel que:

8x0 2 V (0); lim
t!+1

x(t) = 0:

-un point d�équilibre globalement attractif si :

8x0 2 Rn; lim
t!+1

x(t) = 0:
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Dé�nition 1.15 (Stabilité asymptotique) On dit que l�origine x0 = 0 est

-un point d�équilibre asymptotiquement stable , s�il est stable et attractif.

-un point d�équilibre globalement asymptotiquement stable, s�il est stable et globalement attractif.

Dé�nition 1.16 (Bornitude uniforme).Les solutions du système (1.9) sont dites uniformé-

ment bornées, si : 9a � 0 et une fonction croissante c :]0; a[! R telles que 8� 2 ]0; a[;

k x0 k< �)k x(t) k< c(�); 8t � t0;

Les solutions sont dites globalement uniformément bornées, si la propriété précédente est vraie

pour a = +1

Dé�nition 1.17 (Stabilité uniforme) On dit que

- l�origine x = 0 est un point d�équilibre uniformément stable (noté US) si :

8� > 0; 9� = �(�) > 0; tel que 8t0 � 0; k x0 k< � )k x(t) k< �; 8t � t0 � 0:

-l�origine est un point d�équilibre globalement uniformément stable , s�il est uniformément stable

et les solutions du système sont globalement uniformément bornées.

Dé�nition 1.18 (Attractivité uniforme) On dit que

- l�origine x0 = 0 est un point d�équilibre uniformément attractif, si :

9c > 0; tel que,8 k x0 k< c; 8� > 0;9T := T (�; c) tel que, k x(t) k< �; 8t � T + t0;

- l�origine x0 = 0 est un point d�équilibre globalement uniformément attractif, si

8c > 0; 8� > 0;9T := T (�; c) tel que, k x(t) k< �; 8t � T + t0;
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Dé�nition 1.19 (Stabilité asymptotique uniforme) On dit que

-l�origine x0 = 0 est un point d�équilibre uniformément asymptotiquement stable, s�il est uni-

formément stable et uniformément attractif.

-l�origine x0 = 0 est un point d�équilibre globalement uniformément asymptotiquementstable,

s�il est globalement uniformément stable et globalementuniformément attractif.

Dé�nition 1.20 (Stabilité exponentielle) On dit que

l�origine x0 = 0 est un point d�équilibre exponentiellement stable, s�il existe un voisinage de

l�origine noté U(0);9�1 > 0 et 9�2 > 0 tels que

k x(t) k� �1 k x0 k e��2(t�t0); 8x0 2 U(0); 8t � t0 � 0:

l�origine x = 0 est un point d�équilibre globalement exponentiellement stable, si U(0) = Rn:

Remarque 1 Etant donné le système ( 1.9) et le �ot associé��(x; t) sur U; l�orbite d�un point

x0 2 U est l�ensemble


(x0) = fx 2 U : 9t 2 R tel que x = �(x0; t)g

De la dé�nition de l�orbite d�un point x0; on déduit que l�orbite d�un point d�́ equilibre est

réduite au point lui-même :


(x0) = fx0g

Par contre l�orbite d�un point ordinaire est une courbe au moins de classe C1qui admet en

chaque point x le vecteur f(x) comme vecteur tangent.
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1.8 Variété stable, instable et centre

Considérons toujours un système
�
x = f(x) où f au moins de classe C1sur son ensemble de

dé�nition et soit x0 un point d�́ equilibre ( f(x0) = 0). Le système linèaire:

x0 = Ax avec A = @f
@x (x0) = (

@fi
@xj
(x0)) (1.10)

s�appelle le linéarisé du système au point d�équilibre x0.

Etant donné un système linéaire
�
x = Ax dans Rn, on considère les valeurs propres de

la matrice A, qui sont complexes et non distinctes en général, et les sous espaces vectoriels

carractéristiques associés E� .

Théorème 1.8 Soit x0 = Ax un système linéaire et soitent �1; :::; �r les valeurs propres dis-

tinctes de A. Alors :

i) Si 8i Re(�i) < 0;alors x0 est un équilibre uniformément asymptotiquement stable de (1.10).

ii) S�il existe i0 tel que Re(�i0) > 0 alors x0 est un équilibre instable de (1.10).

iii) Si 8i ; i = 1::r � 1 Re(�i) < 0 et il existe i0tel que Re(�i0) = 0 cas critique.

On d´e�nit:

la variété stable Es =
�
x : eAtx! 0; qd t! +1

	
la variété instable Eu =

�
x : eAtx! 0; qd t! �1

	
Par conséquent toutes les solutions issues de conditions initiales dans le sous espace stable

sont attirées vers l�origine tandis que celles issues de conditions initiales dans le sous espace

instable sont repoussées par l�origine. En particulier, lorsque Es = Rn toutes les solutions

tendent vers l�origine qui est appelée un puits, et lorsque Eu = Rn , toutes les solutions

proviennent de l�origine qui est appelée une source.
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Dé�nition 1.21 Le point d�equilibre x0 du système x0 = Ax est dit hyperbolique si toutes les

valeurs propres de la matrice A sont a une parties réelles non nulles.

Dé�nition 1.22 Fonction dé�nie positive On appelle fonction dé�nie positive (respective-

ment négative) une fonction V : 
 ! R continue sur un ouvert 
 non vide de Rn (n 2

N�) contenant l�équilibre x0 et véri�ant les propriétés suivantes :

i) V (x0) = 0;

ii)8x 2 
n fx0g ; V (x) > 0 (respectivement V (x) < 0).

Elle est dite semi-dé�nie positive (respectivement semi-défnie négative) si�il véri�e les pro-

priétés suivantes::

i) V (x0) = 0;

ii) V (x) � 0 (respectivement V (x) � 0), 8x 2 


Théorème 1.9 Soit x0est un point d�équilibre du système8<:
�
x = f(x);

x(0) = x0;
(1.11)

et D � Rn un domaine contenant l�origine.S�il existe une fonction de Lyapunov V dé�nit

sur D;alors le point d�equilibre x0 = 0 est stable si en plus
�
V (x) < 0;8x 2 D � fx0g;alors

x0 = 0 est asymptotiquement stable.

Théorème 1.10 Soit x0est un point d�équilibre pour le système (1.11).Soit V : Rn ! R une

fonction de classe C1véri�ant:

V (x) > 0 8x 6= 0; V (0) = 0:
�
V (x) < 0 8x 6= 0;

k x k! +1) V (x)! +1
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alors x0 = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Lemme 1.2 Soit f une fonction positif dé�nie sur ]0;+1[

i) Si f est intégrable au sens de Lesbegue et uniformément continue alors

lim
t!+1

f(t) = 0:

ii) Si f est intégrable au sens de Lesbegue et
�
f est uniformément continue alors

lim
t!+1

�
f(t) = 0

Lemme 1.3 Soit le problème de Cauchy8<:
�
x = f(t; x(t));

x(0) = x0;
(1.12)

où f : R+ � Rn ! Rn une fonction continue de classe C1 et supposons que sa solution x(:)est

défnie pour tout t � 0

Soit l�inégalité di¤érentielle 8<:
�
u � f(t; u(t));

u(0) = u0
; (1.13)

avec u0 � x0
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Alors la solution u(:)de 1.13 est dé�nie pour tout t � 0 et véri�e

u(t) � x(t);8t � 0

Théorème 1.11 Soit le système (1.12), avec x(t) = (x1(t); :::; xn(t)); f(t; x) = (f1(t); :::; fn(t)) tel

que f est dé�nit pour tout t � t0; x 2 Rn; t0 � 0:

Si pour tout i = 1; ::; n; t � 0 : fi(t; x1; :::; xi�1; 0; xi+1; :::; xn);8x0 2 [0;+1[n ;alors x(t) 2

[0;+1[n pour tout t � t0 � 0:

Dé�nition 1.23 [6] Le système (1.12) est dit persistent uniformement si 9 � > 0 tel que tout

x la solution de (1.12), avec x(0) > 0 véri�e:

lim
t!+1

inf x(t) > � (1.14)

Dé�nition 1.24 On dit que (1.12) est dissipatif ,s�il existe M > 0tel que

lim
t!+1

supx(t) < M (1.15)

Théorème 1.12 La positivité des solutions:On considère le système (1.11) avec f : Rn !

R si 8i = 1; :::; n , fi(x1; :::; xi�1; 0; xi+1; :::; xn) � 0;alors les solutions de système (1.11) sont

dé�nit positives dans leurs dmaine de dé�nition
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Chapitre 2

Notions de persistance d�un systeme

dynamique

Dans ce chapitre, on présente la notion de la persistance ainsi que le théorème caractérisant

cette propriété pour les systèmes dynamiques modélisés par:

�
x = f(x; t) (2.1)

où
x : I � R! Rn

f : Rn � R! Rn

on suppose que f satisfait des hypothèses du théorèmes de Cauchy-Lipschitz qui assure

l�existence et l�unicité de la solution locale maximale dé�nie sur un intervalle maximale de R+:

2.1 La persistence faible et la persistence uniformément faible

soit X un espace métrique, muni d�une distance d et soit f un champ de vecteur continue

dé�nie sur X:Soit E un sous-ensemble fermé de X, avec @E et
�
E non vide.

Dé�nition 2.1 Le système (2.1) est dit :
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1-Persistent faiblement si pour tout x 2
�
E on a:

lim
t!+1

sup d(�(x; t); @E) > 0 (2.2)

2-Persistent si pour tout x 2
�
E on a:

lim
t!+1

inf d(�(x; t); @E) > 0 (2.3)

3-Persistent uniformement faible s�il existe �0 � 0 tel que pour tout x 2
�
E on a:

lim
t!+1

sup d(�(x; t); @E) > �0 (2.4)

4-Persistent uniforme s�il existe �0 � 0 tel que pour tout x 2
�
E on a:

lim
t!+1

inf d(�(x; t); @E) > �0 (2.5)

Dé�nition 2 Un sous-ensemble non vide M de X, invariant par (2:1), est appelé un ensemble

invariant isolé si il est l�ensemble invariant maximal dans certain voisinage de lui même. Le

voisinage est appelé un voisinage isolé.

Un ensemble invariant isolé est nécessairement fermé.

Dé�nition 3 La variété stable W +(M) d�un ensemble invariant isolé M est dé�ni par :

W +(M) = fx 2 X : �+(x) 6= ;;�+(x) �Mg :

où �+(x) = fy 2 X; ftng � R+; tn ! +1; et �(x; tn)! y; qd n! +1g

De la même manière on dé�nie l�ensemble instable W �(M) de M par:

W �(M) = fx 2 X : ��(x) 6= ;;��(x) �Mg :

Notons que si M est compact :x 2 W +(M) est équivalent à lim
t!+1

d(�(x; t);M) = 0; et si
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x 2W �(M) est équivalent à lim
t!�1

d(�(x; t);M) = 0:

Dé�nition 4 L�ensemble faiblement stable W +
w (M) d�un ensemble invariant isolé M est

dé�ni par :

fx 2 X : �+(x) \M 6= ;g

:

et de même on dé�ni l�ensemble faiblement instable W �
w (x) d�un ensemble invariant isolé

M par:

fx 2 X : ��(x) \M 6= ;g

Dé�nition 5 SoitM;N deux ensembles invariant isolés (pas nécessairement distincts), On dit

queM est enchainé à N;(et on écritM ! N ) s�il éxiste x =2M[N tel que x 2W �(M) \W +(N):

Dé�nition 6 Une suite �nieM1;M2; :::Mk d�un ensemble invariant isolé est appelé une chaine

si M1 !M2 ! ::: !Mk (M1 !M1 si k = 1), cette chaine est appelée un cycle siMk =M1

Lemme 2.1 Soit M ensemble compacte, invariant isolée,supposons que W +
w (M) n M 6= ;

alors W +(M)nM 6= ;: (cet résultat est similaire pour les ensembles instables et faiblement in-

stables.)

Lemme 2.2 Soit M ensemble compact, invariant isolé F est un champ de vecteur continue

sur un espace localement compact E. Alors: pour tout x 2W +
w (M)nW +(M) véri�e que:

�+(x) \W +(M)nM 6= ;:

�+(x) \W �(M)nM 6= ;:

Théorème 2.1 Soit F un champ de vecteur continue sur un espace localement compact E avec

@E invariant.On suppose que le �ux F est dissipatif et le @Fest isolé et acyclique avec recou-

verement acyclique �;alors F est uniformément persistent si seulement si:

(H) Pour chaque Mi 2 �;W +(Mi) \
0
E = ;:
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Preuve: 1) Si (H) n�est pas satisfaite, alors il existe Mi 2 � tq W +(Mi) \
0
E 6= ;:c.à.d il

existe x 2
0
E tel que �+(x) �Mi � @E;et dans ce cas, F n�est pas faiblement persistent.donc

n�est pas uniformément persistent, et par suite (H) est nécessaire.

2) Raisonnons alors par l�absurde et supposons que (H) est satisfaite et que F n�est pas unifor-

mémént persistant càd il existe x 2
0
E tel que �+(x) \ @E 6= ;:

Par la compacité et l�invariance ona �+(x) \ 
(@F) 6= ;:Par conséquent, on peut choisir i1de

tel sorte que �+(x) \Mi1 6= ;:

Par (H) on a W +(Mi1) � @E et que x 2 W +
w (Mi1)nW+(Mi1):Par le lemme 2.2 �

+(x) \

W +(Mi1)nMi1 6= ;:

Soit pi1 2 �+(x) \W +(Mi1)nMi1 , puisque Mi sont disjoints:Par la compacité et l�invariance,

on a ��(pi) sous ensemble compact non vide de �+(x) \ @E:Alors �+(��(pi)) est un sous

ensemble non vide de 
(@F):

Il en résulte que ��(pi1) \ ([
i
Mi ) 6= ;:. Il ya deux cas à considérer :

Cas 1:on suppose que ��(pi1) ne se trouve pas dans les Mi::

Choisissons i2de tel sorte que ��(pi1) \Mi2 6= ;:Alors pi1 2 W �
w (Mi2)nW �(Mi2) .Par le

lemme 2.2 il existe qi2 2 ��(pi1) \W�(Mi2)nMi2 :

Maintenant qi2 2 @E et �+(qi2) � 
(@F) � ([
i
Mi):Puisque �+(qi2) est compact , il existe

i3 de tel sorte que �+(qi2) �Mii3
:

Si on a qi2 2 Mi3 ; alors �
�(qi2) � Mi3 ; et par l�invariance ce qui implique que Mi3 = Mi2et

qi2 2M i2 ;contradiction.

Par conséquent, on a qi2 2W �(Mi2) \W +(Mi3); qi2 =2Mi2 [Mi3 ; c.à.d Mi2 !Mi3 :

Maintenant, qi2 2 �(pi); et par la compacité et l�invariance, on a �+(qi2) � ��(pi1); c.à.d

pi1 2W �
w (Mi3)nW �(Mi3):

On répète la procédure precedente,on trouve qi3et Mi4 tel que: qi3 2W �(Mi3)\W +(Mi4); qi3 =2

Mi3 [Mi4 ;c.à.d nous avons Mi2 !Mi3 !Mi4 :

On continue avec cette procédure jusqu�a arriver à un cycle, puisqu� on a un nombre �ni de

l�ensembles Mi:
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Cas 2:Supposons que ��(pi1) � Mj1 pour un certain j1 puisque pi sont disjoints par rap-

port au Mi , on a Mj1 !Mi1 :Par la compacité et l�invariance �
+(x) \Mj1 6= ; et

x 2W +
w (Mj1)nW +(Mj1) et d�aprés le lemme 2.2, on trouve pj1 2 �+(x) \W+(Mj1)nMj1 ;

Reprenant les arguments précèdent, nous devons �nalement parvenir à un cycle

L�existence d�un cycle contredit le fait que M est un recouverement acyclique.

2.1.1 Exemple d�application

Pour plus de détails sur le modèle voir [6]

On considère le système dynamique suivant:

8>>>>>><>>>>>>:

�
x = x(t)(a� bx(t)� cy(t))

�
y = �y(t)(x(t)� �)

x(0) = x0;

y(0) = y0

(2.6)

où a; b; c; �; � sont des paramètres strictement positifs.

1. On dé�nit le demi plan positif:

R2+ = f(x; y) 2 R2 tq x � 0; y � 0g

dans lequel les inégalités suivantes sont vérifées:

dx
dt jx=0= 0;
dy
dt jy=0= 0;

d�aprés le théorème de la positivité des solution cité dans le chapitre 1,On aura R2+ est

positivement invariant pour le système (2.6).

2. Pour la bornitude superieure des solutions, puisque cy(t) � 0;8t � 0 on aura d�aprés la

première équation du système (2.6):
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dx(t)
dt � ax(t)(1� b

ax(t)) (2.7)

Cherchons la solution de:
:
x = ax� bx2

:
xx�2 � a�1x = �b

(2.8)

on pose u = x�1

l�equation (2.8) devient:
:
u+ au = b; (2.9)

la solution gérérale de l�equation di¤érentielle (2.9) est:

u(t) = b
a + c0e

�at (2.10)

on remplace u(t) par x�1(t) dans (2.10) on trouve :

x(t) = 1
b
a
+c0e�at

(2.11)

on determine la valeur de c0 a partir de la condition initiale x(0) = x0;on aura:

c0 =
1
x0
� b

a

on remplace c0 dans l�equation (2.11) on obtient:

x(t) = ax0eat

a+(eat�1)x0b

par le lemme de comparaison on arrive à:
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lim
t!+1

x(t) � a
b

donc il éxiste M� et T1tel que 8t � T1 on a x(t) �M�:

Maintenant, on pose:

w(t) = x(t) + c
�y(t) (2.12)

On dérive (2.12) par rapport au temp on trouve:

�
w(t) =

�
x(t) + c

�

�
y(t) (2.13)

Par le système (2.6) ,on aura:

�
w(t) = ax(t)� bx2(t)� c�y(t) (2.14)

on ajoute ��w(t) dans les deux coté on obtient:

�
w(t) + ��w(t) = (a+ ��)x(t)� bx2(t);

or f(x) = (a+ ��)x � bx2 est une fonction concave qui est majoré par m1 où m1 =

Max
R+

((a+ ��)x� bx2) = a+��
2b ;

Multipliant des deux coté par exp(��t) on aura

(
�
w(t) + ��w(t)) exp(��t) � a+ ��

2b
exp(��t)

d

dt
(w(t) exp(��t)) � a+ ��

2b
exp(��t)
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intégrant entre 0 et t on déduit que :

w(t) � m;

où m = a+��
2b��

Donc, il éxiste m et T2tel que 8t � T2 on a y(t) � m::

on conclut que le système (2.6) est dissipatif.On déduit que l�ensemble des solutions positives

de système (2.6)est compact noté par

D = f(x; y) 2 R2+ tq 0 � x �M�; 0 � y � mg

3. Déterminons des états d�équilibre de (2.6)

Pour trouver les états d�équilibre de (2.6), on doit résoudre le système suivant:

8<: x(a� bx� cy) = 0 (1)

�y(x� �) = 0 (2)

(2)) y = 0 dans l�equation (1) ona x(a� bx) = 0) x = 0 ou x = a
b

Donc E1 = (ab ; 0)

Etude de la stabilité des point d�equilibre E0; E1

a)stabilité du point E0(0; 0)

calculons la matrice jaccobien au point E0 on trouve:

JE0 =

0@ a 0

�y ���

1A
on a deux valeurs propres:

�1 = a > 0

�2 = ��� < 0
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alors E0 = (0; 0) est instable.

b) stabilité du point E1(ab ; 0) :

JE1 =

0@ �a �cab
0 �(ab � �)

1A
on a deux valeurs propres:

�1 = �a < 0

�2 = �(
a
b � �)

si a� b� < 0; alors le point E1est stable.

4. On dé�nit les ensembles suivants:

M = f(x; y) 2 R2+ tq x � 0; y � 0g

M1 =
�
M

M2 = @M = f(x; y) 2 R2+ : x = 0, ou y = 0g

On a M = M1 [M2 et M1 \M2 = ;;Notons par $(x0; y0) l�ensemble limite des solutions

de (2.6).

soit p0 = (x0; y0) 2M;

A@ = [
p02Y

!(p0) où Y = fp0 2M2; �(p0; t) 2M2;8t > 0g

Dans lequel �(p0; t) représente le �ot solution de (2.6)

Y = f(x0; y0) 2M2; tel que, soit x0 = 0; y0 quelconque, soit x0 6= 0 et y0 = 0g

Maintenant, soit p0 = (x0; y0) 2 Y;

1. Cas 1: x0 = 0 on aura, �(p0; t)! (0; 0) donc !(p0) = fE0g:

2. Cas 2: x0 6= 0 et y0 = 0 on aura, �(p0; t)! (ab ; 0) donc !(p0) = fE1g:

Au �nal,cela veut dire queA@ = fE0g[fE1g:Par conséquent, les ensembles fE0g etfE1g forment

un recouvrement isolé et acyclique de A@ ; isolé et acyclique parce qu�il n�y a aucune solution
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non triviale de M2qui relie E0 et E1 à lui même .

En e¤et, considérons la fonctionnelle M = 1
xy ;

on a

L = @
@x(M

dx
dt ) +

@
@y (M

dy
dt ) < 0 sur

�
D

puisque @
@x(M

dx
dt ) = �

b
y < 0 et

@
@y (M

dy
dt ) = 0

Donc d�après le critère de Bendixon-Dulac on conclut que
�
D n�a pas de cycle limite.

Si (a � b�) > 0; on al0emergence d�un seul point endemique et E0est hyperbolique et instable

ceci implique alors que le systeme consideré qui n�a pas de cycle limite dans
0
D il s�ensuit que

l�hypothèse (H) est véri�ée et donc le système (2.6) est uniformément persistant.
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Chapitre 3

Analyse de la persistance uniforme

d�un système dynamique en

dimension trois

Ce travail est une synthèse de l�article [10]

Dans ce chapitre nous étudions la persistance uniforme d�un système dynamique de dimen-

sion trois, le modèle à étudier est basé sur le modèle de Lotka-Volterra.

8>>><>>>:
�
x1(t) = ax2(t)� r1x1(t)� bx1(t);
�
x2(t) = bx1(t)� b1x22(t)�

a1x2(t)y(t)
my(t)+x2(t)

;
�
y(t) = y(t)(�r + a2x2(t)

my(t)+x2(t)
);

(3.1)

avec :
x1(0) > 0;

x2(0) > 0;

y(0) > 0;

(3.2)

où a; a1; a2; b; b1;m; r; r1 sont des paramètres strictement positifs.

Où x1(t);x2(t) et y(t) sont les densités respectives de la proie juvénile , du proie adulte et

du prédateur au temps t.

a
b : est la capacité de charge de la proie.

32



d : est le taux de mortalité de prédateur.

c : le taux de capture de la proie par le predateur.

m : la constante moyenne de saturation.
f
c : le taux de conversion du prédateur.

Lemme 3.1 Les solutions de système (3.1) avec les conditions initiales (3.2) sont positives.

Preuve: 1. Considérons le cone positif

R3+ =
�
(x1; x2; y) 2 R3tq x1 � 0; x2 � 0; y � 0

	

dans lequel, les inégalités suivantes sont véri�ées:

f1(0; x2; y) = ax2 � 0; pour x2 � 0

f2(x1; 0; y) = bx1 � 0; pour x1 � 0

f3(x1; x2; 0) = 0

D�aprés le théorème (1.11) cité dans le chapitre 1 , donc le cone positif est bien positivement

invariant par le système (3.1)

Lemme 3.2 Les solutions du système (3.1) avec les conditions initiale (3.2) est dissipatif sur

D =
�
(x1; x2; y) 2 R3+tq x1 + x2 + y �M�	 où M� = (a+�)2

4�b1
et � = min(r; r1)

Preuve: Soit (x1(:); x2(:); y(:)) une solution du système (3.1), les hypothèses d�existence d�une

solution maximale locale du théorème étant véri�ées dans ce cas

Considérons la fonction:

w(t) = x1(t) + x2(t) +
a1
a2
y(t) (3.3)
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On dérive la fonction w(t) par rapport au temps:

�
w(t) =

�
x1(t) +

�
x2(t) +

a1
a2

�
y(t) (3.4)

multiplions la 3�eme équation du système (3.1) par a1a2 et rajoutons membre à membre :

�
w(t) = ax2(t)� r1x1(t)� b1x22(t)� a1r

a2
y(t); (3.5)

Notons par � = min(r; r1)

�
w(t) � ax2(t)� �x1(t)� b1x22(t)�

a1�
a2
y(t);

�
w(t) � ax2(t)� �x1(t)� b1x22(t)�

a1�
a2
y(t) + �x2(t)� �x2(t);

�
w(t) � ��x1(t)� �x2(t)� a1

a2
�y(t) + ax2(t) + �x2(t)� b1x22(t);

(3.6)

d�aprés l�équation (3.3),on obtient:

�
w(t) � ��w(t) + (a+ �)x2(t)� b1x22(t); (3.7)

Posons:

g(x2) = (a+ �)x2 � b1x22; (3.8)
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Le maximum de la fonction g(.) sur R+est

max
x22R+

g(x2) =
(a+�)2

4b1
;

L�inégalité (3.7) devient
�
w(t) � ��w(t) + (a+�)2

4b1
�
w(t) + �w(t) � (a+�)2

4b1

on multiplie les deux membres de cette inégalité par exp(�t)

(
�
w(t) + �w(t)) exp(�t) � (a+�)2

4b1
exp(�t)

ie

d
dt(w(t) exp(�t)) �

(a+�)2

4b1
exp(�t)

intégrant entre 0 et t :

tZ
0

( dds(w(s) exp(�s)))ds �
tZ
0

(a+�)2

4b1
exp(�s)ds

w(t) exp(�t)� w(0) � (a+�)2

4b1

h
1
� exp(�s)

it
0

w(t) exp(�t) � (a+�)2

4�b1
exp(�t)� (a+�)2

4�b1
+ w(0)
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multiplions l�inégalité par exp(��t)

w(t) � (a+�)2

4�b1
� (a+�)2

4�b1
exp(��t) + w(0) exp(��t)

Passons à la limite sup quant t tend vers +1;on aura:

lim sup
t!+1

w(t) � (a+�)2

4�b1
:=M�

donc il existe une constante positive M� et T1 > 0 tel que 8 t � T1 ; on a

w(t) �M�

et comme x1(:); x2(:); y(:) sont positives dans ce cas on aura le resulat.

ceci implique que les solutions sont dé�nies pour tout t � 0 , donc le système (3.1) est dissipatif.

Proposition 7 Si les hypothèses suivantes sont véri�ées:

(H1) a2 > r;

(H2) ab
r1+b

> a1
m ;

alors le système (3.1) est uniformément persistant.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes
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Considérons une solution (x1(t); x2(t); y(t)) du système (3.1) avec les conditions initiales ( 3.2),

on s�interesse en premier lieu au sous système en x1et x2 :

étape 1

La 2�eme équation de système (3.1) donne8><>:
�
x2(t) = bx1(t)� b1x22(t)�

a1x2(t)y(t)
my(t)+x2(t)

;
�
x2(t) = bx1(t)� b1x22(t)�

a1x2(t)
m ( y(t)

y(t)+
x2(t)
m

)

Or
y(t)

y(t)+
x2(t)
m

� 1;8t 2 R+

multiplions cette inégalité par (�a1x2(t)
m ) :

(�a1x2(t)
m )( y(t)

y(t)+
x2(t)
m

) � �a1x2(t)
m

On ajoute bx1(t)� b1x22(t) des deux cotés:

bx1(t)� b1x22(t) + (�
a1x2(t)
m )( y(t)

y(t)+
x2(t)
m

) � bx1(t)� b1x22(t)�
a1x2(t)
m

on trouve
�
x2(t) � bx1(t)� b1x22(t)� a1

mx2(t);
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On a alors: 8<:
�
x1(t) = ax2(t)� r1x1(t)� bx1(t);
�
x2(t) � bx1(t)� b1x22(t)� a1

mx2(t);

étape 2: a) Faisons une analyse de stabilité locale du système suivant:

8<:
�
u1(t) = au2(t)� r1u1(t)� bu1(t);
�
u2(t) = bu1(t)� b1u22(t)� a1

mu2(t);
(3.9)

cherchons les points d�équilibre et la matrice Jacobienne au points d�équilibre pour trouver

les points d�équilibre de système (3.9) on doit résoudre le système suivant:

8<: au2(t)� r1u1(t)� bu1(t) = 0;

bu1(t)� b1u22(t)� a1
mu2(t) = 0;

il ya deux points d�équilibre :

E0(0; 0);

E1(u
�
1; u

�
2)

où
u�1 =

au�2
r1+b

u�2 =
1
b1
( ab
r1+b

� a1
m )

b 1) analyse de stabilité locale de E0:
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Calculons la matrice jacobienne du système (3.9)au point d�équilibre E0(0; 0) :

JE0 =

0@ �(r1 + b) a

b �a1
m

1A

son déterminant est:

det JE0 = (r1 + b)
a1
m � ab;

Par hypothèse (H2) on a

ab

r1 + b
>
a1
m
) (r1 + b)

a1
m
� ab < 0

donc det JE0 < 0

et la trace vaut:

tr JE0 = �(r1 + b)� a1
m < 0

Alors le système (3.9)est un instable au point E0(0; 0).

b 2) analyse de stabilité locale de E1(u�1; u
�
2)

la matrice jacobienne du système (3.9)au point d�équilibre E1(u�1; u
�
2) est:

JE�1 =

0@ �(r1 + b) a

b �2( ab
r1+b

� a1
m )�

a1
m

1A
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Le déterminant de JE�1
det JE�1 = 2(r1 + b)(

ab
r1+b

� a1
m ) +

a1
m

= 2ab� 2(r1+b)a1
m + (r1+b)a1

m

= 2ab� (r1+b)a1
m > 0 par (H2)

et la trace vaut:

tr JE�1 = �(r1 + b)� 2(
ab
r1+b

� a1
m )�

a1
m < 0;

Alors le point E�1(u
�
1; u

�
2) est stable.

étape 3: écrivant le système (3.9) en fonction de u�1; u
�
2

On a le système (3.9)

8<:
�
u1(t) = au2(t)� r1u1(t)� bu1(t);
�
u2(t) = bu1(t)� b1u22(t)� a1

mu2(t);

La première équation de ce système donne

�
u1(t) = au2(t)� r1u1(t)� bu1(t);
�
u1(t) = au2(t)� (r1 + b)u1(t);
�
u1(t) = a

h
u2(t)� (r1+b)

a u1(t)
i
;

Or

u�1 =
au�2
r1+b

) r1+b
a =

u�2
u�1

On remplace r1+b
a par sa valeur dans l�expression de

�
u1(t) on trouve

�
u1(t) = a

h
u2(t)� u�2

u�1
u1(t)

i
�
u1(t) =

a
u�1
[u2(t)u

�
1 � u�2u1(t)]
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rajoutant et retranchons u2(t)u1(t) dans le deuxième membre de l�équation de
�
u1(t)

�
u1(t) =

a
u�1
[u2(t)u

�
1 � u�2u1(t) + u2(t)u1(t)� u2(t)u1(t)]

On aura

�
u1(t) =

a
u�1
[�u2(t)(u1(t)� u�1) + u1(t)(u2(t)� u�2)]

La deuxième équation de système (3.9) est

�
u2(t) = bu1(t)� b1u22(t)� a1

mu2(t);
�
u2(t) = bu1(t)� b1u2(t)

�
u2(t) +

a1
m

�
;

Or

u�2 =
1
b1
( ab
r1+b

� a1
m ))

a1
b1m

= �u�2 + ab
b1(r1+b)

donc
�
u2(t) = bu1(t)� b1u2(t)

h
u2(t)� u�2 + ab

b1(r1+b)

i
(3.10)

On a

u�1 =
au�2
r1+b

) a
r1+b

=
u�1
u�2

On remplace dans l�équation (3.10), on trouve:
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�
u2(t) = bu1(t)� b1u2(t)

h
u2(t)� u�2 +

bu�1
b1u�2

i
�
u2(t) = bu1(t)� b1u22(t) + b1u2(t)u�2 �

bu�1u2(t)
u�2

�
u2(t) = bu1(t)� bu�1u2(t)

u�2
� b1u22(t) + b1u2(t)u�2

�
u2(t) =

bu�2u1(t)�bu�1u2(t)
u�2

� b1u2(t)(u2(t)� u�2)
�
u2(t) =

b
u�2
(u�2u1(t)� u�1u2(t))� b1u2(t)(u2(t)� u�2)

rajoutant et retranchons u1(t)u2(t) dans le premier terme du deuxième membre de l�expression

de
�
u2(t)

�
u2(t) =

b
u�2
(u�2u1(t)� u�1u2(t) + u1(t)u2(t)� u1(t)u2(t))� b1u2(t)(u2(t)� u�2)

On trouve

�
u2(t) =

b
u�2
[�u1(t)(u2(t)� u�2) + u2(t)(u1(t)� u�1)]� b1u2(t)(u2(t)� u�2)

Le système (3.9) devient

8<:
�
u1(t) =

a
u�1
[�u2(t)(u1(t)� u�1) + u1(t)(u2(t)� u�2)]

�
u2(t) =

b
u�2
[�u1(t)(u2(t)� u�2) + u2(t)(u1(t)� u�1)]� b1u2(t)(u2(t)� u�2)

(3.11)

étape 4:Cherchons une fonction de Lyapunov pour le système (3.11)

soit:
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V (t) =
2X
i=1

ci(ui(t)� u�i � ln
ui(t)
u�i
)

Où ci; i = 1; 2 sont des constantes positive à determiner

V(.) est dé�nie positive

on a:

dV (t)
dt =

2X
i=1

ci(ui(t)� u�i )
�
ui(t)
ui(t)

Par le système (3:11); on obtient

dV (t)
dt =

c1a(u1(t)�u�1)
u�1u1(t)

[�u2(t)(u1(t)� u�1) + u1(t)(u2(t)� u�2)]

+
c2b(u2(t)�u�2)

u2(t)u�2
[�u1(t)(u2(t)� u�2) + u2(t)(u1(t)� u�1)]

�c2b1(u2(t)� u�2)2

Posons
c1 =

bu�1
au�2
;

c2 = 1;

dV (t)
dt = � b1

u�2

hq
u2(t)
u1(t)

(u1(t)� u�1) +
q

u1(t)
u2(t)

(u2(t)� u�2)
i2
� b1(u2(t)� u�2)2

On a

� b1
u�2

hq
u2(t)
u1(t)

(u1(t)� u�1) +
q

u1(t)
u2(t)

(u2(t)� u�2)
i2
< 0

On aura

dV (t)
dt � �b1(u2(t)� u�2)2 < 0;8t

Donc le système (3.11) est globalement stable au point d�equilibre E�
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intégrant dV (:)dt entre 0 et t

V (t) + b1

tZ
0

(u2(s)� u�2)2ds � 0;

ceci implique que (u2(t) � u�2)2 2 L1 ]0;+1[ ;et u2(:) � u�2 et
�
u2(:) sont uniformément con-

tinue; alors d�aprés le lemme (1.2) (de Chapitre 1), on conclut que

lim
t!+1

(u2(t)� u�2)2 = 0;

lim
t!+1

�
u2(t) = 0;

ceci implique que

lim
t!+1

u2(t) = u
�
2;

lim
t!+1

u1(t) = u
�
1

(d�aprés l�expression de
�
u2(:))

Pour � > 0 assez petit, il existe T2 � T1tel que t � T2

Nous avons donc
u1(t) � u�1 � �;

u2(t) � u�2 � �

Par le lemme (1.3) on trouve alors que la solution (x1(:); x2(:)) du sytème (3.1) véri�e

lim
t!+1

inf x1(t) � u�1 � �

lim
t!+1

inf x2(t) � u�2 � �
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Pour � > 0 assez petit il existe T2 � T1 tel que t � T2 on a

x1(t) � u�1 � �

x2(t) � u�2 � �

étape 5:Calculons maintenant la limite inferieure de y(:);quand t tend vers +1

On a

x2(t) � x2(t)
2 ;

et pour � > 0; x2(t) � u�2 � �)
x2(t)
2 >

u�2
2 � �

On a la troisième équation de système (3:1)

�
y(t) = y(t)(�r + a2x2(t)

my(t)+x2(t)
);

Par ailleurs

x2(t)
2 � u�2

2 �
�
2
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On aura
�
y(t) � y(t)

�
�r + a2

u�2
2

my(t)+
u�2
2

�
�
y(t) � y(t)

0@�r
�
my(t)+

u�2
2

�
+a2

u�2
2

my(t)+
u�2
2

1A
�
y(t) � y(t)

my(t)+
u�2
2

h
�r
�
my(t) +

u�2
2

�
+ a2

u�2
2

i
�
y(t) � y(t)

m

�
y(t)+

u�2
2m

� h�r �my(t) + u�2
2

�
+ a2

u�2
2

i
�
y(t) � y(t)�

y(t)+
u�2
2m

�
24�r�my(t)+u�2

2

�
+a2

u�2
2

m

35

Or
y(t)

y(t)+
u�2
2

� 1;

On obtient �
y(t)

y(t)+
u�2
2

�24�r�my(t)+u�2
2

�
+a2

u�2
2

m

35 �
24�r�my(t)+u�2

2

�
+a2

u�2
2

m

35
�
y(t) �

24�r�my(t)+u�2
2

�
+a2

u�2
2

m

35
�
y(t) � �rmy(t)+(a2�r)

u�2
2

m
�
y(t) � �ry(t) + (a2�r)u�2

2m
�
y(t) + ry(t) � (a2�r)u�2

2m

y(t) � y(0) exp(�rt) + (a2�r)u�2
2m

Passons à la limte infèrieure quant t tend vers +1; on trouve

avec �2 � r > 0 d�aprés (H1)

lim inf
t!+1

y(t) � (a2�r)u�2
2m
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Conclusion: Le système (3.1) est donc uniformément persistent sur sont domaine D.
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