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Partie 1

Introduction



Les mathématiques sont un outil indispensable pour la résolution de problémes concrets,
en particulier ceux relatifs a la dynamique des populations.Il existe diverses méthodes pour
approcher les phénomeénes réels.Ces méthodes se sont développées et améliorées et ceci pour

permettre de concevoir ces phénoménes réels d’une facon plus rigoureuse et plus précise.

Différentes applications au vivant sont données par la communauté scientifique, essentielle-
ment centré sur ’analyse et la théorie des systémes dynamiques dissipatifs réels régis en parti-
culier par des équations différentielles ordonaires (EDO).Les outils utilisés sont ceux de ’étude
qualitative des équations différentielles ordinaires,

Dans ce qui suit, on focalise essentiellement notre étude sur la notion de la persistence

uniforme des systémes dynamiques.

Dans le premier chapitre,on rappelle les définitions de base concernant I’existence et 'unicité
de solution du systéme considéré.Nous introduisons aussi, la notion de la stabilité au sens de

Lyapunov,I’ensemble invariant,’ensemble limite, leurs propriétés...

Le second chapitre est consacré & un théorémes qui caractérise la persistence uniforme d’un
systéme dynamique.

Le troisieme chapitre est consacré a 'application de cette notion sur quelques modeles des
systémes dynamiques.

Le but de ce paragraphe est d’introduire quelques notions fondamentales dans ’étude qual-

itative des systémes dynamiques modélisés par des équations différentielles ordinaires.



Chapitre 1

Rappels de quelques notions de base

Le but de ce paragraphe est d’introduire quelques notions fondamentales dans ’étude qualitative
des systémes dynamiques modélisés par des équations différentielles ordinaires, pour plus de

details voir [7]

1.1 Equations différentielles et flot

Définition 1.1 On note E = R", n > 1 et x = (x1,...,2) un élément de E. Sa norme
| = ||[zsera l'une quelconque des normes usuelles sur R™. Soit Q@ un ouvert deRxE et f : 0 — E
une fonction continue. Pour tout (t;x) € , on notera f(t;x) = (fi(t; ), ..., fn(t;x))ot chaque
fonction f; est continue de ) dans R.On s’intéresse ici a la description des solutions d’un

systéme dynamique modélisé par une équation différentielle du premier ordre
& =rftzt), zeR" teR (1.1)

Définition 1.2 Une solution de (1.1) est un couple (@, J) ot J est un intervalle de R et p =
(@155 p,) est une fonction dérivable sur J a valeurs dans E telle que (t;¢(t)) € Q
pour tout t € J et @l(t) = fi(t,o(t)),Vt € JVi=1,...,n.

Remarque 1.1 On remarque que f et ¢ étant deux fonctions continues, par composition @' =

(), -, o) est également continue sur Jet ¢ est de classe C1 sur J.



Définition 1.3 Soit (to; x0) € 2. Résoudre le probléme de Cauchy :

& = ft.a(),

x(ty) = xo,

(1.2)

consiste a déterminer un couple (@, J) ou J est un intervalle de Rcontenant ty et v une fonction

dérivable de Jdans E telle que (t; p(t)) € Q pour tout t € J, ¢'(t) = f(t; p(t)) pour tout t € J

et p(to) = zo.

En intégrant I’équation différentielle du probléme de Cauchy entre tg et t et en tenant compte

de la condition x(ty) = xo, on obtient :

o(t) =m0+ [1 f(s,0(s))ds, (1.3)

Réciproquement, toute fonction guérifiant (1.3) est bien une solution de classe Ct de I’équation

(1.2).

1.2 Existence et unicité de la solution du probléme de Cauchy

(1.2)

Définition 1.4 On dira que f est lipschitzienne en x uniformément par rapport & t,si il existe

k>0 tel que :

| f(t,21) — f(t,22) |[E< k|| 21 — 22 [|B, V(¢ 21), (t,22) € (1.4)

Théoréme 1.1 On suppose que Iy est de la forme [tg,to + ], (o > 0),et que f est continue



sur Ip x R™ et qu’il existe une fonction g € L*(Iy) tel que:

Vt € In,Vy,z € R, < f(t,y) — f(t,2),y —2><gt) | y— 2z ||?, ot <,> est le produit scalaire

alors le probléme de Cauchy (1.2) admet une solution locale et une seule.

Théoréme 1.2 Soit f(t,x) une fonction continue en t sur [to,to+ ], (o > 0) et pour tout t €

[to, to + a,elle vérifie la condiition de Lipschitz locale en x,et il éxiste des constantes ¢, k tel que

| f(t,z) [[< e,
| f(t, 1) — f(t,22) |[E< K || 21 — 22 || s

pour tout t € [tg, to + af,et Va,x1,x2 € By(xg),0u By(xg) = {x € R™ tel que || x — ¢ [|[< 1}
alors il existe une unique solution au probléme de Cauchy (1.2) sur Uintervalle [to,to + 1], ot

o1 < min{Z, },a}.

Théoréme 1.3 On consideére le probléme de Cauchy (1.2), ou la fonction f(t,x) est continue

sur

B :={(t,x) e RxR"™ tel que |t —ty|< a<ty, | z—x0|<r},avecty > 0;l'instant initial
(1.6)

et



est aussi continue sur B.On définie les ensembles:

M = t
e | f(t,z) |

L= 9f t,
(e | 55t z) |l

et on choisit un nombre réel a tel que

O<a<r,aM<r g:=alL <1

alors

le probléme de Cauchy (1.2) posséde unique solution sur B.

On considére le probléme de Cauchy (1.2), ou la fonction f(t,x) est continue sur B,et soit

a € R tel que:
O<a<r

aM <r

alors le probléme de Cauchy (1.2) admet au plus une solution sur B.

Définition 1.5 (solution locale)On note (J,x) une solution de (1.2) ou J C I interalle
contenant tg

On dit (J,x) solution locale si (J,x) solution et J voisinage

Définition 1.6 (solution maximale) une solution locale (J,x)est dite mazimale si elle n’a

pas d’autre prolongement qu’elle méme .

Définition 1.7 (solution globale) une solution locale (J,x) est dite globale si elle est d “efinie

partout, i.e. si I = J.



1.3 Notion de flot

Soit U un ouvert de R™, un champ de vecteurs f de classe C* sur U est la donnée d’une

application

Fia= (@ mn) — (@), fula)). (L.7)
On lui associe le systéme différentiel

djf = fi(x1,..,xn),i=1,..,n (1.8)

ou les fonctions z = (x1,...,x,) — fi(z1,...,2,),50nt appelées composantes du champ de
vecteurs f .Ce sont des fonctions de classe C* sur 'ouvert U.
D’apres les théorémes précédents, il existe une solution maximale unique z(.) de (1.8) telle

que z(0) = xo.

Définition 1.8 La correspondance w qui associe & une donnée initiale xq la valeur de la solution
mazximale z(t)au temps t, qui correspond & cette donnée initiale, est appelée le flot au temps
t du de vecteurs f. Le flot du champ de vecteurs est l’application qui associe o (x;t) la solution

mazximale x(t)au temps t qui correspond a la donnée initiale g :

et vérife :
(i) 4 n(w,t) = [( m(z,1))
(13) m(z,0) =2, Ve e U
(tit) 7w(m(x,t),s) =m(z,t+s) pourtoutx € U et s,t € R
Introduisons quelques notations : si x est un point de U ,on note y(x) la trajectoire issue

de x et yT(z) la demi trajectoire correspondant aux temps positifs:

{m(x,t), t € R},
7+($) = {7(@:775)’ te R+}7

=
B
I



Dans ce qui suit, on rapelle les définitions de ’ensemble invariants, ses propriétés ainsi que

le théoréme qui caractérise la notion de persistance uniforme pour plus de détails, voir [6]

1.4 Ensemble invariant

Définition 1.9 Un ensemble M C U est dit invariant par un champ de vecteurs si toute so-
lution du systéme différentiel associé au champ de vecteurs issue de M vérifie x(t) C M,pour
tout t pour lequel cette solution est définie.

Si cette propriété est satisfaite uniquement pour t > 0 (resp. t < 0), l’ensemble M est un
ensemble invariant positif cad ¥t > 0, w(M,t) C M.

(resp. invariant négatif cad Yt < 0,m(M,t) C M.).

Une partie invariante piege donc les trajectoires : si une trajectoire rentre dans M, elle n’en
sort plus.
M C U s’appelle invariant ssi m(M,R) = M

M C U s’appelle positivement invariant ssi y* (M)

M
M

M C U s’appelle négativement invariant ssi 7~ (M)
On note par :
OM est le bord de M (M C U )
M la fermeture de M

M Tinterieur de M
Ve > 0 et M C U,on définit:

S(M,e) = {zx:zxeUdx,M)<ce},
SM,e] = {z:zeUd(z,M)<ce},
H(M,e) = {z: zeUd(z,M)=¢},

10



1.5 Les proprietés de I’ensemble invariant

Dans tout ce qui suit U est un voisinage d’un espace localement compact noté par X.

Théoréme 1.4 Soit M;,i = 1,...k des ensembles positivement invariants ou négativement
mvariants ou bien sous ensemble invariants de U, alors leurs intersections et leurs réunions ont

la méme propriété .

Preuve: On suppose que les M; ,i = 1,..., k sont positivement invariants,

On note par:

k

M = U M;
=1
k

M"= N M;

=1

Pour tout z € M’ on a € M, pour certain ig donc 7 (z,t) € M;, pour tout t € RT, puisque
M, est positivement invariant alors on déduit que m(z,t) € M’ pour tout t € R* et M;, C

M’ donc M’ est positivement invariant.

Soit x € M" alors x € M; pour chaque i = 1,...,k et puisque chaque M; est positivement
invariant on a w(z,t) € M; pour chaque i = 1,...,k et pour tout t € R*donc n(z,t) € M"
pour tout t € R* alors M”est positivement invariant.

La preuve pour le cas négativement invariant et invariant est analogue. m

Théoréme 1.5 Soit M C U C X
(i)Si M est invariant alors M est invariant.
(1)Si M est positivement invariant alors M est positivement invariant.

(111)Si M est négativement invariant alors M est négativement invariant.

Preuve: i)Soit z € M alors il éxiste une suite {zp}, oy dans M tel que z, — z qd n —
+oo.Par l'invariance de M on a 7(xy,,t) € M, pour tout n, puisque m(zy,,t) — 7(z,t),qd n —
400 par continuité de 7 on a

7(x,t) € M. Donc M est invariant.

11



ii)Soit € M et t € R alors il éxiste une suite {z,}, .y dans M tel que z, — = qd
n — +oo,or M est positivement invariant par hypothese donc 7(z,,t) € M,pour tout t € R et
pour tout n et puisque 7 (z,,t) — m(x,t),qd n — 400 on a w(x,t) € M,Vt € RT ,donc M est
positivement invariant.

iii)Soit € M et t € Ralors il éxiste une suite {z,}, .y dans M tel que z, — z qd
n — +oo.or M est négativement invariant on a m(z,,t) € M,pour tout ¢ € R~ et pour tout
n

et puisque 7(zy,t) — w(x,t),qd n — 400, on a 7(z,t) € M,Vt € R~ ,donc M est négative-
ment invariant.

Théoréme 1.6 Soit M C U

i) M est positivement invariant si est seulement si 'ensemble X — M  est négativement in-
variant.

ii)M  est négativement invariant si est seulement si l’ensemble X — M est positivement in-
variant.

i11)M est invariant si est seulement si l’ensemble X — M est invariant.

Preuve: i) raisonnons par 'absurde et supposons que M est positivement invariant et que X —
M n’est pas négativement invariant iedzg € X — M tel que w(xo,t) ¢ X — M, Vi € R~
donc 7(xg,t) € M, et puisque —t € RTon a m(n(xg,t), —t) = 7(xo,t — t) = w(70,0) = 29 € M
par I'invariance positivité de M,ceci contredit I’hypothése g € X — M , donc X — M est
négativement invariant.

Réciproquement montrons que si X — M est négativement invariant alors M est positive-

ment invariant.c-a-d Vo € M et t € RT = 7(x,t) € M,Vt € RT.

raisonnons par ’absurde et supposons que X — M est négativement invariant et que M n’est
pas positivement invariant ie 3zg € M tq 7(xo,t) ¢ M pour tout t € RTalors 7(xg,t) € X — M
et puisque —t € R~ on a m(m(xo,t), —t) = w(zo,t —t) = m(x0,0) = 29 € X —M puisque X — M

est négativement invariant .Contradiction avec le fait que xg € M, d’ou le résultat.

12



les preuves de ii) et iii) sont analogues a celle de la preuve de i).

Théoréme 1.7 Soit M C U
0
i)M est positivement invariant alors M est positivement invariant.

0
i1)M est négativement invariant alors M est négativement invariant.

Preuve: i) On suppose que M est positivement invariant alors X — M est négativement

invariant par le théoréme 1.6 et X — M est aussi négativement invariant par le théoréme 1.5.
Donc ]\04 =X — X — M est positivement invariant d’aprés le théoréme 1.6

ii) Si M est négativement invariant alors X —M est positivement invariant d’aprés le théorémel.6

et X — M est positivement invariant d’aprés le théoréme 1.5, alors ]\04 =X—-X — M estnéga-

tivement invariant d’aprés le théoréme 1.6.

Définition 1.10 Pour tout x € U ,on définit les ensembles suivant:

At(z) ={y € U,{tn} C R, t, — +o00, et w(x,t,) — y,qd n — +oo} est
l’ensemble limite positif ou bien Omega limite .
A () ={y e U {t,} C R ,t, — —00, et w(x,t,) — y,qd n — 400} est

Uensemble limite négatif ou bien Alpha limite .

1.6 Les proprietés de ’ensemble omega limite

Lemme 1.1 L’ensemble Omega limite est fermé.

13



Preuve: Soit une suite {z,} C A" (z),tel que z,, — x par définition de I'ensemble oméga
limite il existe une suite {t,x},oy C AT (), tyk — +o0 avec T(x, ty k) — Tn,

pour tout n , on choisit k(n) de telle sorte que :

| m(z,thi) —zn ||<1/n VE>k(n)

alors pour tout € > 0,on choisit N assez grand de telle sorte que :

| ©—xn [[<€/2 st n>N

ceci implique que:
H W(x7tn,k(n)) — Tn HSH W(x7tn,k(n)> — Tn H + H Tn — T H
< 1/n+e€/2

< € si n>max(N,2/e)
donc x est défini dans I'ensemble oméga limite.

Définition 1.11 un sous -ensemble non vide M C X s’appelle ensemble isolé s’il existe € > 0

tel que pour toute ensemble invariant N est contenu entiérement dans S[M, €| ,et N C M .

ot S[M,e] := {z:xzeUdx,M)<e},

1.7 Notions de la stabilité au sens de Lyapunov

Reprenons le systéme non linéaire autonome de la forme suivante :

&= f(a(t)) (1.9)

14



avecf : R" — R™ une fonction continue en ¢, localement Lipchitzienne en x de sorte qu’une
solution maximale locale du probléme de Cauchy associé & ce systéme existe et on suppose que
f(0) =0, pour tout ¢t > 0,

Les points d’equilibre (ou “etats stationnaires, ou points fixes, ou points singuliers) d’un systéme

jouent un roéle important dans la description des propriétés qualitatives du systéme.

Définition 1.12 Un point xo est un dit point d’“equilibre du systéme (1.9) ,s’il satisfait f(xg) =
0.

Définition 1.13 (Stabilité) On dit que xo = 0,est un point d’équilibre stable, si

Ve = 0,Vto = 0,35 = d(to,€) > 0, tel que || zo ||[< 0 = z(¢) ||< €, ¥t > to.

En d’autres termes, pour tout ¢ > tg, une petite perturbation de la condition initiale xg
autour de l'origine donne naissance & une solution z(.) qui reste proche de l'origine.

Notons que la stabilité du systéme n’implique pas la convergence des solutions vers ’origine,
c’est pourquoi la notion de stabilité toute seule est insuffisante pour ’étude du comportement
des solutions.

On définit alors la notion d’attractivité.

Définition 1.14 (Attractivité).On dit que Uorigine xo = 0 est

-un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de l'origine V(0), tel que:

Vzg € V(0), lim z(t) = 0.

t——+o0
-un point d’équilibre globalement attractif si :
Voo € R, lim z(t) = 0.
t—+00

15



Définition 1.15 (Stabilité asymptotique) On dit que l'origine xog = 0 est
-un point d’équilibre asymptotiquement stable , s’il est stable et attractif.

-un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il est stable et globalement attractif.

Définition 1.16 (Bornitude uniforme).Les solutions du systéme (1.9) sont dites uniformé-

ment bornées, si : Ja > 0 et une fonction croissante c :)0,a[— R telles que Ya € 10, al,

[ zo < a =) |< c(a), VE=to,

Les solutions sont dites globalement uniformément bornées, si la propriété précédente est vraie

pour a = +00

Définition 1.17 (Stabilité uniforme) On dit que

- lorigine © = 0 est un point d’équilibre uniformément stable (noté US) si :

Ve >0, 36 =d(e) > 0, tel que Vtg >0, o ||[<d = z(t) [[<e€ VE>1to>0.

-lorigine est un point d’équilibre globalement uniformément stable , s’il est uniformément stable

et les solutions du systéme sont globalement uniformément bornées.

Définition 1.18 (Attractivité uniforme) On dit que

- Dorigine xo = 0 est un point d’équilibre uniformément attractif, si :

de > 0, tel que,Y || zo ||< ¢, Ve > 0,3T :=T(¢,c) tel que, || z(t) ||< e, Vt>T +to,

- Dorigine xo = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément attractif, si

Ve >0, Ve > 0,37 :=T(e,c) tel que, || z(t) ||[<e€, VEt>T + 1o,

16



Définition 1.19 (Stabilité asymptotique uniforme) On dit que

-lorigine xg = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable, s’il est uni-
formément stable et uniformément attractif.

-lorigine xg = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément asymptotiquementstable,

s’il est globalement uniformément stable et globalementuniformément attractif.

Définition 1.20 (Stabilité exponentielle) On dit que
Uorigine xog = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable, s’il existe un voisinage de

Dorigine noté U(0),3A1 > 0 et INg > 0 tels que

| 2(t) |< A1 || zo || e22010), Vg € U(0), VE > to > 0.

Dorigine x = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable, si U(0) = R™.

Remarque 1 Etant donné le systéme ( 1.9) et le flot associé’n(x,t) sur U, Uorbite d’un point

xg € U est l’ensemble

Y(zo) ={x € U: 3t € R tel que x = w(xo,t)}

De la définition de lorbite d’un point xgy, on déduit que l'orbite d’un point d’ equilibre est

réduite au point lui-méme :

Y(xo) = {zo}

Par contre Uorbite d’un point ordinaire est une courbe au moins de classe Ctqui admet en

chaque point x le vecteur f(x) comme vecteur tangent.

17



1.8 Variété stable, instable et centre

Considérons toujours un systéme x = f(x) ot f au moins de classe C'sur son ensemble de

définition et soit ¢ un point d’“equilibre ( f(zg) = 0). Le systéme lineaire:

' = Az avec A = g—ﬁ(azo) = (2Li(z0)) (1.10)

ox;

s’appelle le linéarisé du systéme au point d’équilibre xg.
Etant donné un systéme linéaire x+ = Ax dans R", on considére les valeurs propres de
la matrice A, qui sont complexes et non distinctes en général, et les sous espaces vectoriels

carractéristiques associés F) .

Théoréme 1.8 Soit ¥’ = Az un systéme linéaire et soitent A1, ..., \, les valeurs propres dis-

tinctes de A. Alors :
i) Si Vi Re(\;) < 0,alors xg est un équilibre uniformément asymptotiquement stable de (1.10).
i) S’il existe ig tel que Re(\;,) > 0 alors xo est un équilibre instable de (1.10).

iii) SiVi ,i=1.r —1 Re(N;) <0 et il existe iptel que Re(Xi,) = 0 cas critique.

On d’efinit:

la variété stable B = {z : ez — 0,qd t — 400}

la variété instable E% = {:c cefly —0,gd t — —oo}

Par conséquent toutes les solutions issues de conditions initiales dans le sous espace stable
sont attirées vers l'origine tandis que celles issues de conditions initiales dans le sous espace
instable sont repoussées par l'origine. En particulier, lorsque E®* = R” toutes les solutions
tendent vers l'origine qui est appelée un puits, et lorsque E* = R™ |, toutes les solutions

proviennent de 'origine qui est appelée une source.

18



Définition 1.21 Le point d’equilibre xo du systéeme x' = Ax est dit hyperbolique si toutes les

valeurs propres de la matrice A sont a une parties réelles non nulles.

Définition 1.22 Fonction définie positive On appelle fonction définie positive (respective-
ment négative) une fonction V. : @ — R continue sur un ouvert @ non vide de R™ (n €

N*) contenant ’équilibre xo et vérifiant les propriétés suivantes :

i) V(zo) =0,

w)Ve € Q\{zo}, V(x) >0 (respectivement V(z) < 0).

Elle est dite semi-définie positive (respectivement semi-défnie négative) si’il vérifie les pro-
priétés suivantes::

i) V(zo) = 0;

1) V(x) <0 (respectivement V(x) <0), Vo € Q

Théoréme 1.9 Soit xgest un point d’équilibre du systéme

z = f(x),
z(0) = xo,

(1.11)

et D C R™ un domaine contenant l’origine.S’il existe une fonction de Lyapunov V définit
sur D,alors le point d’equilibre xo = 0 est stable si en plus V(:z:) < 0,Vx € D — {xo},alors

xg = 0 est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.10 Soit zgest un point d’équilibre pour le systéme (1.11).Soit V : R™ — R une

fonction de classe Clvérifiant:

V(z) >0Vx #0, V(0)=0.
V(z) <0 Va0,

| z ||— 400 = V(z) = 00

19



alors xg = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Lemme 1.2 Soit f une fonction positif définie sur |0, +o00|

i) Si f est intégrable au sens de Lesbegue et uniformément continue alors

lim f(t) =0.

t——+o00

1) Si f est intégrable au sens de Lesbegue et f est uniformément continue alors

lim f(t) =0

t—-+o0

Lemme 1.3 Soit le probléme de Cauchy

x = f(t,x(t)),
x(0) = xo,

(1.12)

ot f : RT x R™ — R™ une fonction continue de classe C* et supposons que sa solution x(.)est

défnie pour tout t > 0
Soit linégalité différentielle

u < f(t,u(t)), (1.13)
u(0) = o ,

avec ug < T
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Alors la solution u(.)de 1.13 est définie pour tout t > 0 et vérifie

u(t) < x(t),vt >0

Théoréme 1.11 Soit le systéme (1.12), avec x(t) = (z1(t), ..., zn(t)), f(t,2) = (f1(t),..., fn(t)) tel

que f est définit pour tout t > tg,x € R™,tg > 0.

Si pour tout i = 1,..,n,t > 0 : fi(t,z1,...,2i—1,0,%i11, ..., Tp), Vo € [0,+00[" ,alors x(t) €

[0, +00[" pour tout t >ty > 0.

Définition 1.23 [6] Le systéme (1.12) est dit persistent uniformement si 3 6 > 0 tel que tout
x la solution de (1.12), avec x(0) > 0 vérifie:

lim infxz(t) >§ (1.14)

t——+oo

Définition 1.24 On dit que (1.12) est dissipatif ,s’il existe M > Otel que

lim supz(t) < M (1.15)

t——+o00

Théoréme 1.12 La positivité des solutions:On considére le systéme (1.11) avec f : R™ —

Rsi Yi=1,...,n, fi(x1,....,xi—1,0,Tit1, ..., xy) > 0,alors les solutions de systéme (1.11) sont

définit positives dans leurs dmaine de définition
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Chapitre 2

Notions de persistance d’un systeme

dynamique

Dans ce chapitre, on présente la notion de la persistance ainsi que le théoréme caractérisant

cette propriété pour les systémes dynamiques modélisés par:
&= f(o,1) (2.1)

ou
z: ICR—-R"
f:R" xR —R"
on suppose que f satisfait des hypotheéses du théorémes de Cauchy-Lipschitz qui assure
lexistence et I'unicité de la solution locale maximale définie sur un intervalle maximale de R™.
2.1 La persistence faible et la persistence uniformément faible

soit X un espace métrique, muni d’une distance d et soit f un champ de vecteur continue

o
définie sur X.Soit £ un sous-ensemble fermé de X, avec OF et F non vide.

Définition 2.1  Le systéme (2.1) est dit :
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1-Persistent faiblement si pour tout x € E on a:

lim supd(n(z,t),0F) >0 (2.2)

t——+oo

[¢]
2-Persistent st pour tout x € E  on a:

lim infd(n(x,t),0F) >0 (2.3)

t——+o0

o
3-Persistent uniformement faible s’il existe g = 0 tel que pour tout x € E on a:

lim supd(w(z,t),0F) > ey (2.4)

t——+o0

o
4-Persistent uniforme s’il existe ey = 0 tel que pour tout x € E on a:

lim infd(w(x,t),0F) > e (2.5)

t—+o00

Définition 2 Un sous-ensemble non vide M de X, invariant par (2.1), est appelé un ensemble
tnvariant isolé si il est I’ensemble invariant maximal dans certain voisinage de lui méme. Le
voisinage est appelé un voisinage isolé.

Un ensemble invariant isolé est nécessairement fermé.

Définition 3 La variété stable W (M) d’un ensemble invariant isolé M est défini par :
WHtM)={xeX: AT (z)#0,AT(x) Cc M} .

ou At(z)={ye X, {tn} C R",t, — +o0, et w(z,ty) — y,qd n — +oo}

De la méme maniére on définie ’ensemble instable W — (M) de M par:
W (M)={xeX: AN (z)#0,A (z) C M} -

Notons que si M est compact :x € W T (M) est équivalent & lim d(n(z,t), M) =0, et si

t——+oo
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x €W (M) est équivalent a . lim d(m(z,t), M) = 0.
——00

Définition 4 L’ensemble faiblement stable W, 7 (M) d’un ensemble invariant isolé M est
défini par :
{re X :At(z)N M # 0}

et de méme on défini l'ensemble faiblement instable W,,~(x) d’un ensemble invariant isolé
M par:
{reX A (z)n M # 0}

Définition 5 Soit M, N deux ensembles invariant isolés (pas nécessairement distincts), On dit

que M est enchainé a N, (et on écrit M — N ) s’il éxistex ¢ MUN tel que o€ W —(M)NW T(N).

Définition 6 Une suite finie My, M, ... My, d’un ensemble invariant isolé est appelé une chaine

st My — My — ... — M;, (Mi— My sik =1), cette chaine est appelée un cycle si My, = M,

Lemme 2.1 Soit M ensemble compacte, invariant isolée,supposons que W, *(M) \ M # ()
alors W +(M)\M £ (). (cet résultat est similaire pour les ensembles instables et faiblement in-

stables.)

Lemme 2.2 Soit M ensemble compact, invariant isolé F est un champ de vecteur continue

sur un espace localement compact E. Alors: pour tout x € W,,*(M)\W (M) vérifie que:

A+ (z) N W +(M)\M % 0.
AH@) W —(M)\M # 0.

Théoréme 2.1 Soit F un champ de vecteur continue sur un espace localement compact E avec
OF invariant.On suppose que le flux F est dissipatif et le OF est isolé et acyclique avec recou-

verement acyclique p,alors F est uniformément persistent si seulement si:

0
(H) Pour chaque M; € u, W T(M;)NE = .
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Preuve: 1) Si (H) n’est pas satisfaite, alors il existe M; € p tq W +(M;) N EO # (.c.ad il
existe = € E0 tel que AT (z) C M; C OF et dans ce cas, F n’est pas faiblement persistent.donc
n’est pas uniformément persistent, et par suite (H) est nécessaire.

2) Raisonnons alors par ’absurde et supposons que (H) est satisfaite et que F n’est pas unifor-
mémént persistant cad il existe x € EO tel que AT (xz) NOE # 0.

Par la compacité et I'invariance ona A" (z) N Q(OF) # 0.Par conséquent, on peut choisir ijde
tel sorte que AT (z) N M;, # 0.

Par (H) on a W *(M;,) C OE et que x € W, T(M;,)\W*(M;,).Par le lemme 2.2 AT (z) N
W+ (M, )\ M, # 0.

Soit p;, € AT (z) N W T(M;,)\M;,, puisque M; sont disjoints.Par la compacité et I'invariance,
on a A~ (p;) sous ensemble compact non vide de AT (x) N OE.Alors AT (A~ (p;)) est un sous
ensemble non vide de Q(9F).

I1 en résulte que A~ (p;;) N (LlJMz ) # .. Tl ya deux cas a considérer :

Cas 1:o0n suppose que A~ (p;,) ne se trouve pas dans les M;..

Choisissons isde tel sorte que N~ (p;,) N My, # 0.Alors p;;, € W,,~(M;,)\W ~—(M,,) .Par le
lemme 2.2 il existe q;, € A~ (pi,) N W™ (M;,)\M,,.

Maintenant q;, € OFE et A (q;,) C QOF) C (LZJMi).Puisque At (gi,) est compact , il existe
iz de tel sorte que A" (gi,) C M;,, .
Si on a qi, € My, alors A (qi,) C Mi,, et par linvariance ce qui implique que M;, = M;,et
Gis € M ,,contradiction.

Par conséquent, on a qi, € W ~(M;,) "W T(My,), qi, & Mi, U My, c.a.d M;, — M,,.
Maintenant, q;, € A(p;), et par la compacité et linvariance, on a A*(q;,) C A~ (pi,), c.a.d
piy € W, (M) \W ~(M,,).

On répéte la procédure precedente,on trouve q;, et M, tel que: qi, € W — (M )OW (M), qis ¢
M;, U M;, ,c.a.d nous avons M;, — M;, — M;,.

On continue avec cette procédure jusqu’a arriver o un cycle, puisqu’ on a un nombre fini de

l’ensembles M;.
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Cas 2:Supposons que A~ (p;;) C M;, pour un certain j; puisque p; sont disjoints par rap-
port au M; , on a Mj, — M;, .Par la compacité et 'invariance AT (z) N M, # 0 et

z € W,H(M;,)\W T(Mj,) et d’aprés le lemme 2.2, on trouve pj, € A*(xz) N W (M;,)\M;,,
Reprenant les arguments précédent, nous devons finalement parvenir & un cycle

L’existence d’un cycle contredit le fait que M est un recouverement acyclique.

2.1.1 Exemple d’application

Pour plus de détails sur le modele voir [6]

On consideére le systéme dynamique suivant:

ou a, b, ¢, o, B sont des paramétres strictement positifs.

1. On définit le demi plan positif:
Ri = {(z,y) e R? tq z > 0,y > 0}

dans lequel les inégalités suivantes sont vérifées:

dx

dt ’r:O: 0>
d
% ’yZO: 07

d’aprés le théoréme de la positivité des solution cité dans le chapitre 1,0n aura Ri est
positivement invariant pour le systéme (2.6).
2. Pour la bornitude superieure des solutions, puisque cy(t) > 0,Vt > 0 on aura d’aprés la

premiére équation du systéme (2.6):
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dt
Cherchons la solution de:
= = ax — bx?
zx 2 —alx=—-b
on pose u=zx !
I'equation (2.8) devient:
U+ au = b,

la solution gérérale de I'equation différentielle (2.9) est:

u(t) = & 4 cpe=®

T a

on remplace u(t) par x~1(t) dans (2.10) on trouve :

x(t) = L

b —at
a+006

on determine la valeur de ¢y a partir de la condition initiale x(0) = zg,on aura:

1
zQ

Qo

Co =

on remplace ¢y dans I'equation (2.11) on obtient:

at

IL‘(t) = a+(zf’?f1)xob

par le lemme de comparaison on arrive a:
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donc il éxiste M* et Titel que V¢ > T on a z(t) < M*.
Maintenant, on pose:

w(t) = e(t) + Ey() (2.12)

On dérive (2.12) par rapport au temp on trouve:
w(t) = z(t) + Sy(t) (2.13)
Par le systéme (2.6) ,on aura:
w(t) = ax(t) — bx?(t) — cBy(t) (2.14)
on ajoute afw(t) dans les deux coté on obtient:

w(t) + afuw(t) = (a+ af) z(t) — bz(t),

or f(z) = (a+aB)x — bx? est une fonction concave qui est majoré par m; ot m; =

ato
J\H{gx((a +af)x —ba?) = “408,

Multipliant des deux coté par exp(aft) on aura

() + aBu®) exp(ost) < T explap)
St ep(asn) < L% explas)
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intégrant entre 0 et ¢ on déduit que :

N _ atap
oum =

Donc, il éxiste m et Totel que V& > T on a y(t) < m..
on conclut que le systéme (2.6) est dissipatif.On déduit que I’ensemble des solutions positives

de systéme (2.6)est compact noté par
D={(z,y) eERItq0 <z < M*,0<y<m}

3. Déterminons des états d’équilibre de (2.6)

Pour trouver les états d’équilibre de (2.6), on doit résoudre le systéme suivant:

z(a—br —cy) =0 (1)
oyl — ) =0 )

a

(2)= y = 0 dans I'equation (1) ona z(a —br) =0=z=0o0uz = §
Donc Ey = (%,0)

Etude de la stabilité des point d’equilibre Ey, F1

a)stabilité du point E(0,0)

calculons la matrice jaccobien au point Ey on trouve:

a 0
JE, =
ay —af
on a deux valeurs propres:
AM=a>0
Ao =—af <0
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alors Ey = (0,0) est instable.

b) stabilité du point E1(%,0) :

—a —cf
Jg, =
0 aff —5)
on a deux valeurs propres:
AM=-a<0
A2 =a(f —B)

si a — bB < 0, alors le point Ejest stable.

4. On définit les ensembles suivants:

M = {(z,y) € RZ tq x > 0,y > 0}
Mi=M
My =0M = {(z,y) € RZ :2=0,0uy=0}

On a M = M; U My et My N My = 0, Notons par w(zg, yp) 'ensemble limite des solutions
de (2.6).
soit po = (0, ¥y0) € M,

Ay = Uyw<p0) ounY = {po € MQ,W(pg,t) € Mo, Vt > 0}
po€
Dans lequel 7(po, t) représente le flot solution de (2.6)
Y = {(zo,y0) € Ma, tel que, soit xg = 0,yp quelconque, soit zg # 0 et yo = 0}

Maintenant, soit pg = (zo, y0) € Y,

1. Cas 1: 9 = 0 on aura, 7(po,t) — (0,0) donc w(po) = {Eo}-
2. Cas 2: g # 0 et yo = 0 on aura, 7(po,t) — (%,0) donc w(po) = {E1}.
Au final,cela veut dire que Ay = { Ep }U{ £ }.Par conséquent, les ensembles { Fp } et{ £ } forment

un recouvrement isolé et acyclique de Ay, isolé et acyclique parce qu’il n'y a aucune solution
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non triviale de Maqui relie Fy et E7 & lui méme .

En effet, considérons la fonctionnelle M = xiy,

on a
d (0]
L= M%)+ &(M%Y) <0sur D

puisque %(M‘fl—f) = —g <0 et (%(M%) =0

Donc d’aprés le critére de Bendixon-Dulac on conclut que D n’a pas de cycle limite.
Si (a — bB) > 0, on al’emergence d’un seul point endemique et Egest hyperbolique et instable
0
ceci implique alors que le systeme consideré qui n’a pas de cycle limite dans D il s’ensuit que

Ihypothese (H) est vérifiée et donc le systéme (2.6) est uniformément persistant.
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Chapitre 3

Analyse de la persistance uniforme
d’un systéme dynamique en

dimension trois

Ce travail est une synthese de I'article [10]
Dans ce chapitre nous étudions la persistance uniforme d’un systéme dynamique de dimen-

sion trois, le modeéle a étudier est basé sur le modéle de Lotka-Volterra.

azy(t) — rizi(t) — bxy(t),

Ta(t) = bar (t) — bad(t) — el (3.1)

az2x2(t
Y(8) (—r + 2 ),

8
—

~
~—

I

< -
—~
~~
S—
I

avec
z1 (0) > 07
xQ(O) >0
y(0) >0,

ol a,ay,as,b, by, m,r,r1 sont des paramétres strictement positifs.
Ou z1(t); x2(t) et y(t) sont les densités respectives de la proie juvénile , du proie adulte et
du prédateur au temps t.

7 :est la capacité de charge de la proie.
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d : est le taux de mortalité de prédateur.
c: le taux de capture de la proie par le predateur.

m : la constante moyenne de saturation.
{ : le taux de conversion du prédateur.

Lemme 3.1 Les solutions de systéme (3.1) avec les conditions initiales (3.2) sont positives.

Preuve: 1. Considérons le cone positif

R} = {(21,72,9) € R¥g 21 > 0,32 > 0,y > 0}

dans lequel, les inégalités suivantes sont vérifiées:

f1(0,22,y) = axe > 0, pour zg >0
fa(x1,0,y) = bxy > 0, pour z1 > 0
f3(x17x2,0) — 0

D’aprés le théoréme (1.11) cité dans le chapitre 1 , donc le cone posilif est bien positivement

invariant par le systéme (3.1) m

Lemme 3.2 Les solutions du systéme (3.1) avec les conditions initiale (3.2) est dissipatif sur

2
D = {(z1,22,y) ER3tqz1 + 20 +y < M*} ot M* = (‘Z;bﬁl) et 8 = min(r,r1)

Preuve: Soit (z1(.), z2(.), y(.)) une solution du systéme (3.1), les hypotheses d’existence d’une
solution maximale locale du théoreme étant vérifiées dans ce cas

Considérons la fonction:

w(t) = :I?l(t) + mg(t) + Z—;y(t) (3.3)

33



On dérive la fonction w(t) par rapport au temps:

w(t) = z1(t) + 22(t) + 2y(t)

ai

eme a1
3 o

multiplions la équation du systéme (3.1) par

w(t) = awa(t) — ria1(t) — brad(t) — Ly(t),

Notons par 3 = min(r,71)

) ) = B (1) — biad(r) — “oy(8),
w(t) < awa(t) — Bai(t) — biad(t) — L2y(t) + Baa(t) — Baa(t),
w(t) < —fwi(t) — Baa(t) — L By(t) + axa(t) + Bra(t) — braj(t),

d’aprés 'équation (3.3),on obtient:

w(t) < —w(t) + (a + B)za(t) — b3 (t),

Posons:

g(x2) = (a + B)ay — bya3,

34

et rajoutons membre & membre :

(3.5)

(3.6)

(3.7)



Le maximum de la fonction g(.) sur R*est

L’inégalité (3.7) devient

&%9@2) Tor

. a /8 2
w(t) < —Pu(t) + G2
w(t) + fult) < “H°

on multiplie les deux membres de cette inégalité par exp(fSt)

ie

intégrant entre 0 et ¢ :

Jie

w(t) exp(Bt) —

(w(t) + Bu(t)) exp(Bt) < “H2" exp(Bt)

4 (w(t) exp(B1)) < “H exp(t)

s) exp(fs)))ds

0
w(0) < @2 (1 exp(ss)]|

w(t) exp(Bt) < GE exp(Bt) — ©ED 1 w(0)
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multiplions l'inégalité par exp(—/t)

a 2 a 2
w(t) < G — 8B exp(—Bt) + w(0) exp(—pt)

Passons a la limite sup quant t tend vers +o0o,0on aura:

: )
lim supw(t) < ((Zﬁbl) = M*
t—+o00
donc il existe une constante positive M* et 171 > 0 tel que V¢ > 17 , on a

w(t) < M*

et comme x1(.), z2(.),y(.) sont positives dans ce cas on aura le resulat.

ceci implique que les solutions sont définies pour tout ¢ > 0, donc le systéme (3.1) est dissipatif.

Proposition 7 Si les hypothéses suivantes sont vérifiées:
(HI) ag >,

(H2)

ab al
r1+b > m’

alors le systéeme (3.1) est uniformément persistant.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes
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Considérons une solution (z1(t), z2(t),y(t)) du systéme (3.1) avec les conditions initiales ( 3.2),
on s’interesse en premier lieu au sous systéme en zjet s :

étape 1

La 2¢™m¢ équation de systéme (3.1) donne

2a(t) = by (t) — byad(t) — iz @y

, — a2 (t) (®)
ra(t) = b (1) — bua(t) — w20 (0 )

m

Or
y(t) < +
JO+228 = 1L,vteR
e SR TP a1za(t)y .
multiplions cette inégalité par (—=-2=) :

- alxg(t)

_a1ma(t) y(t)
(-2 () > 2

On ajoute bz (t) — byz3(t) des deux cotés:

by (1) = baa (1) + (= 20) () > b (1) — b () — 20
mn y(t)+27 m

on trouve

To(t) > by (t) — b1a3(t) — Laa(t),

m
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On a alors:
i’l(t) = CLZEQ(t) — 7‘11‘1(25) — bl‘l(t),
To(t) > by (t) — bia3(t) — Las(t),

étape 2: a) Faisons une analyse de stabilité locale du systéme suivant:

ﬂl(t) = G,U,Q(t> — rlul(t) — bul(t),

| (3.9)
UQ(t) = bu1 (t) — blug(t) — %UQ(t),

cherchons les points d’équilibre et la matrice Jacobienne au points d’équilibre pour trouver

les points d’équilibre de systéme (3.9) on doit résoudre le systéme suivant:

aug(t) — riug(t) — buy(t) =0,
bul(t) — blu%(t) — %UQ(t) = 0,

il ya deux points d’équilibre :
E0(07 0)7

El(u; ’LL;)

ou
% _ auj
U ri+b
* _ 1 ab _ a1
Ug = b1 (7“1+b m)

b 1) analyse de stabilité locale de Ey:
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Calculons la matrice jacobienne du systéme (3.9)au point d’équilibre Ey(0,0) :

—(r1+b) a
JE, =
b _a1
m
son déterminant est:
det J Eo
Par hypothese (H2) on a
ab

a1 a1
7 B ab
r1+b> = (r1 +b) ab < 0

donc det Jg, <0

et la trace vaut:

tr Jg, = —(r1+b) — % <0

Alors le systéme (3.9)est un instable au point E(0,0).
b 2) analyse de stabilité locale de Eq(uj, u3)

la matrice jacobienne du systéme (3.9)au point d’équilibre E4(uj, ud) est:

—(r1 +b) a
JEI =
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Le déterminant de J fors

det Jg: = 2(r1 +b)( ab_ _ a1y 4 a1

r+b m m

— 2(r1+b) (r1+b)
— 9%ab — r1m a1+ ri+b)ai

m

= 2ab— a5 g par (H2)

m

et la trace vaut:

tT’JETZ—(Tl-i-b)—Q( ab _ﬂ)_a71<07

Alors le point Ef(uf, u3) est stable.
étape 3: écrivant le systéme (3.9) en fonction de uj, u}

On a le systéeme (3.9)

Y.Jq (t) = (LUQ(t) — rlul(t) — bu1 (t),
up(t) = buy (t) — bru3(t) — Lus(t),

La premiére équation de ce systéme donne

ﬂl (t) = CLUQ(t) — rlul(t) — bu1 (t),
Z.Ll (t) = (IUQ(t) — (7"1 + b)u1 (t),
m(t) = a |us(t) - Oy 1))

a

% __ auj ri+b __ ﬁ
1 r1+b a uf

e

r1+b

-2 par sa valeur dans l'expression de u1(t) on trouve

On remplace

() =a [uQ(t) - %ul(t)]

ur(t) = o [ua(t)ui — ujua (t)]

Uy
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rajoutant et retranchons us(t)u1(t) dans le deuxiéme membre de 1’équation de wu (t)

On aura

up(t) = % [ug(t)uf — ubug (t) + uz(t)ur (t) — uz(t)us (t)]

Uy

uy(t) = % [—ug(t) (ur(t) — ul) + w1 (t)(ua(t) — uj

U

La deuxiéme équation de systéme (3.9) est

donc

* _ 1 _ab_ _ a1 a1 _ _ % _ ab
Ug = bl(r1+b m) = bom — U + b1(r1+b)

iLQ(t) = bm(t) — bﬂtz(t) ug(t) — uy + ﬁﬂb)

% _ auj a _ﬁ
Uy = r1+b = ri+b T ul

On remplace dans 1’équation (3.10), on trouve:
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’LLQ(t) buy(t) — brua(t) [U2(t) —uz + bbff;]
uy () — brud(t) + brua(t)us — buiggz(t)

ur () = 2220 — byud(t) + brus(t)uy

us(t) = w brua(t)(uz(t) — u3)

up(t) = %(uzul(t) — ujua(t)) = brug(t)(us(t) — u3)

~

rajoutant et retranchons wuj(¢)uz(t) dans le premier terme du deuxiéme membre de 'expression

de iLQ (t)

ua(t) = g (uhur (t) — ujua(t) +ua (t)uz(t) — ur(Bua(t)) — brua(t)(ua(t) — u)

On trouve

up(t) = g [ua (t)(ua(t) — u3) + uz(t) (ur () — uf)] — brua(t) (ua(t) — u3)

2

Le systéeme (3.9) devient

. (3.11)
un(t) = g [~ua(t)(uz(t) — ub) + uz(t) (ur () — ui)] — brua(t) (ua(t) — u3)

étape 4:Cherchons une fonction de Lyapunov pour le systéme (3.11)

soit:
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Ou ¢;,7 = 1,2 sont des constantes positive & determiner

V(.) est définie positive

on a:

—

’l'l,l' (t
Uj (t

N

2
WO =N ci(ui(t) — uf)
=1

Par le systéme (3.11), on obtient

WA = ool lOu) [ (1) (un (£) — uf) + ua (£) (uat) — )]
2 [ (1) (u2(t) — u3) - un(8) (a (£) — )

ua(t)uj
—coby (ug(t) — u§)2

Posons
_ buj
C1 au§ )
Cy = 1,

2
DO — b 2B () - u) + 2D (wat) - w3)] - bi(ua(t) — up)?
On a
2
o[ (1) — ) + /2B (s (t) — wg)| <0
On aura
WO <y (ug(t) — uh)? < 0,V

Donc le systéme (3.11) est globalement stable au point d’equilibre E*
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intégrant %ﬁ') entre 0 et ¢

V(t) + bl/(u2(5) —u})?ds <0,
0

ceci implique que (ua(t) — u3)? € LY]0,4+o00[,et uz(.) — u} et ua(.) sont uniformément con-
tinue; alors d’aprés le lemme (1.2) (de Chapitre 1), on conclut que

: )2 —
i (us(t) —u3)* = 0

lim wug(t) =0,

t—4o00

ceci implique que
li t) = u3
t—g‘rnooqm( ) Y2

tlégloou1 (t) - U,T

(d’aprés I'expression de us(.))
Pour € > 0 assez petit, il existe To > Titel que t > 15

Nous avons donc

ui(t) > uj —e,
ug(t) > ub — e

Par le lemme (1.3) on trouve alors que la solution (z1(.),z2(.)) du sytéme (3.1) vérifie

lim inf > ul —
,Jim in z1(t) > uj —e

tE_FmOO inf zo(t) > uj —€
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Pour € > 0 assez petit il existe To > T tel que ¢ > 15 on a

z1(t) > uj —e€
xo(t) > ub — ¢

étape 5:Calculons maintenant la limite inferieure de y(.),quand ¢ tend vers 400

On a

et pour € > 0, xg(t)zug—e:mg(t) > F —€

On a la troisiéme équation de systéme (3.1)

azx2(t)

y(t) =y(O) (= + miiemm )

Par ailleurs

&
(V)
BN
o~
N3
vV
[\Slfe}
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On aura

y@)Zy@)<—T+ %
my(t)+ -2
(o) + 2 ) +ar
y(t) > y(t &
my(t)+-2
i) 2 M [ (my() +F ) + @
m 2

y - uk m
y(t)+ﬁ>
Or
y(t)u* <1,
y(t)+-2
On obtient . . X
—r(m 22 ) pap2 —r(m
[ y(t)u*] (oo ) +as'5 § (o
y(t)+-2 m "
—r y(t)—‘rﬁ +ag—2
y(t) > ( m2 ) 273
: —rmy(t)+(az—7) "%
y(t) > R
y(t) > —ry(t) + 27
y(t) + ry(t) > 20
y(t) > y(0) exp(—rt) + {21

Passons a la limte inférieure quant ¢ tend vers +oo, on trouve
avec ag —r > 0 d’aprés (H1)
lim infy(¢) > (as r)u

t——4o00 2m
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Conclusion: Le systéme (3.1) est donc uniformément persistent sur sont domaine D. m
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