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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Modélisation épidémiologique

1.1.1 Le pourquoi et le comment [18]

La définition littérale du mot "épidémiologie" dont I'origine provient du grec (définition clas-
sique) :
epi="sur"
demo="peuple"

logos="science"

La définition modérne de I’épidémiologie est I’étude de la distribution des états ou des événe-
ments liés & la santé dans des populations spécifiques, et 'utilisation de cette connaissance pour
le controle des problémes de santé .

Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une population. Elle est dite épidémique
si elle apparait pendant une période relativement courte dans une population (moins d’une an-
née). L’épidémiologie s’occupe aussi bien des facteurs comme les agents infectieux, le mode de
transmission, la période de latence, la période infectieuse, la susceptibilité, la vaccination et la
résistance que des facteurs sociaux, culturels, démographiques, économiques et géographiques liés
a cette maladie. La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de comprendre et controler,
dans la mesure du possible, la propagation d’une maladie infectieuse transmissible. Elle consiste en
particulier, a construire un modéle mathématique qui permet de rendre compte de la dynamique de
la maladie en question a I’échelle macroscopique, i.e. a ’échelle de la population, a partir de don-

nées et d’hypothéses de nature microscopique sur la population, i.e. a I’échelle de I'individu, ainsi



que sur 1’agent pathogéne. L’approche compartimentale est trés souvent utilisée dans la construc-
tion des modéles épidémiologiques. Elle consiste a partitionner la population en compartiments
disjoints dont la taille varie en fonction du temps. Chaque compartiment regroupe les individus
qui se trouvent dans le méme état vis- a-vis de la maladie. Les différentes connaissances dont on
dispose en ce qui concerne la maladie sont ensuite utilisées pour déterminer les taux de transfert
entre les différents compartiments. Par exemple, dans un modéle de type SEIR, la population est
divisée en quatre compartiments, a savoir les susceptibles S, les exposés E, les infectieux I et les
immunisés R. Un individu dans le compartiment S est susceptible, c¢’est-a- dire il peut contracter
la maladie par contact avec ceux du compartiment I. Il est alors transféré au compartiment E
qui contient les individus infectés mais pas encore infectieux. Aprés une période de latence, qui
dépend de la maladie, un individu dans le compartiment E devient infectieux & son tour et il est
transféré au compartiment des infectés. A la fin de sa période d’infectiosité, qui elle aussi dépend
de la forme de la maladie, I'individu rejoint le compartiment R des individus ayant acquis une

immunité permanente contre la maladie .

1.1.2 Un bref historique de I’épidémiologie

L’épidémiologie mathématique, depuis sa naissance au XVIIle siécle, a pris une importance
considérable & partir des années 1980.En effet,un certain nombre de problémes importants sont
posés pour lesquels ’épidémiologie mathématique est la seule facon d’apporter des réponses ra-
tionnelles :elle permet d’utiliser I’ensemble des connaissances actuelles afin de prédire quelle sera
I’évolution d’une maladie émergente,d’étudier quelles sont les stratégies de controle les plus ef-
ficaces face a une épidémie,et d’évaluer 'impacte éventuel d’une attaque en utilisant des agents
biologiques.

De nos jours,l’épidémiologie mathématique fait référence a I’étude de la dynamique de la pro-
pagation des maladies infectieuses,et les outils utilisés sont ceux de la théorie des systémes dyna-
miques.La recherche épidémiologique est par nature la discipline scientifique dont les résultats sont

les plus rapidement utilisables pour les décisions de la santé publique.

Pour comprendre ce qu’est I’épidémiologie,il faut connaitre & quand remonte son existence est
quels sont les repéres historiques que I'on a.Ainsi,]’épidémiologie est une science qui existe depuis
I’antiquité et dont le champs d’intérét a évolué avec le temps.A travers quelque dates clés, elle s’est

imposée comme une discipline a part entiére dans la santé publique :



Aux origines de I’épidémiologie :

e Hippocrate(470-400 av.JV) :
C’est Hippocrate qui exprima pour la premiére fois I'idée que I’air,I’eau et les lieux pouvaient
influer sur la survenue des maladies.Il étudia les caractéristiques des populations au sein

desquelles elle se développe.

e John Graunt(1620-1674) :
Il a été le premier qui a remarqué que le nombre de naissances et de déces des hommes étaient
supérieur a celui des femmes.Il a remarqué aussi,que malgré une plus grande mortalité, les
hommes avaient une morbidité inférieure a celle des femmes. Il quantifia pour la premiére
fois le taux de mortalité élevé chez les enfants, en notant que le tiers décédait avant 1’age de
cinqg ans. Il est a l'origine de la 1™ table de mortalité.

e Daniel Bernoulli(1700-1782) :
Le premier des modélisateurs en épidémiologie. Célébre pour ses travaux en hydrodynamique,
I’astronomie, la philosophie et la médecine ;C’est donc naturellement qu’il s’intéressa a la
prévention de la variole (dite alors petite vérole).
A T’époque,on estimait qu’'une grande partie de la population anglaise avait été infectée par
la variole et qu'un enfant qui en était atteint avait entre 20 et 30 de chances sur 100 de mou-
rir.En un temps ot la variolisation était cependant fort controversée car,dans une proportion
non négligeable des cas,les enfants étaient contaminés et mouraient.Bernoulli a compris qu’il
fallait mettre en avant ce que ’on appelle aujourd’hui une approche cotit-bénéfice.
Il a construit un modéle fondé sur des hypothéses simples.
Le modéle de Bernoulli :
Evaluant d’une part le nombre total de morts attribuables & la variole , et d’autre part le
nombre de morts qui seraient observés si l’on pratiquait la variolisation, en supposant que
celle-ci tue un inoculé sur 200.Bernoulli trouva que I’espérance de vie progresserait de trois
ans (passant de 26 a 29 ans), en effectuant une analyse de sensibilité mettant en cause I'es-
timation du risque de l'inoculation (comme on dirait aujourd’hui). La variolisation, montra-
t-il, Pemporterait de loin par son bénéfice sur son risque puisqu’il faudrait qu’elle cause 1

mort sur 10 variolés (chiffre invraisemblable) pour que les deux situations soient équivalentes.

Les grands chapitres de I’épidémiologie moderne s’ouvrent au XIX¢ siécle avec des contribu-



tions ou les scientifiques francais-en particulier-et les britanniques jouent un role majeur :
naissance de 1’épidémiologie clinique.

L’épidémie clinique :

Pierre-Charles-Alexandre Louis (1787-1872) :

Médecin, eut le courage de contester une pratique médicale dominante de I’époque : la sai-
gnée,souvent pratiquée grace a des sangsues (en 1833, la France importait 42 millions de
sangsues pour usage médical). L’idée était a I’époque que toutes les fiévres avaient la méme
origine, étant la manifestation d’une inflammation des organes, et qu’appliquer des sangsues
était efficace. Pour la remettre en cause, Louis établit une observation rigoureuse sur un
groupe de malades ayant tous une forme bien caractérisée de pneumonie et conclut — au
mieux — & une trés faible efficacité de la pratique. Si ce qu'on a appelé la « méthode numé-
rique » de Pierre Louis était révolutionnaire, parce qu’il cherchait a tirer des conclusions a
partir de données numériques recueillies systématiquement au lit du malade et non & partir
d’opinions, fit-ce celles des «maitresy, il lui manquait le support de ce qu’on appelle aujour-

d’hui la statistique.

L’épidemie de surveillance

Wiliam Farr(1807-1883) :

Il était un médecin épidémiologique britannique de premier plan,considéré comme 'un des
pionniers dans le domaine des statistique médicales.Il contribua a établir le premier registre
des naissances et des décés aprés sa nominations a 'office de registre général(1839).11 y déve-
loppa son intérét pour la production et 'utilisation des statistiques médicales.Sa contribution
la plus importante a été la mise en place d’un systéme national d’enregistrement des causes

de décés.

John Snow (1813-1858) :

Ses travaux sur l’épidémie de choléra a Londres (1854) — étude du nombre de cas de cho-
léra et du nombre de décés selon la provenance de I’eau ont conduit Snow & incriminer les
fontaines publiques contaminées et a faire 'hypothése que le choléra se transmettait par de
'eau polluée. Il émit cette hypothése 17 ans avant I'identification du germe (vibrio cholorea)

en 1883 par Robert Koch



Le XXe siécle s’ouvre sur le prix Nobel de Ross(1902), le modélisateur pilote de ’épidémio-
logie du paludisme; .

En effet,les fondations de 1’épidémiologie mathématiques basées sur les modéles comparti-
mentaux sont l'oeuvre de Ronald Ross. En 1911, Ronald Ross donna le premier modéle

mathématique de la transmission du paludisme.Ce modéle s’écrit :

%1 = maby (1 — x1) — vy (L.1)

Xo = abo(1 — o) — py

Avec x; représente la proportion des humains infectieux,et x, la proportion des moustiques

infectieux.

Depuis lors, la modélisation mathématique est devenue un outil incontournable dans 1’ana-
lyse de la dynamique des maladies infectieuses. En effet, Ross utilisera le modéle ci-dessus
pour montrer que pour éradiquer le paludisme, il suffit de ramener la quantité de moustiques

infectieux en dessous d’un certain seuil.

Plus tard, Alfred Lotka (1925) et Vito Volterra (1926) proposaient indépendamment le mo-

déle proie-prédateur qui s’écrit comme :

X1 = ax — bxy

V2 = cxy —dy

Ou x et y représentent respectivement les proies et les prédateurs.

Ce modéle proie-prédateur ou encore modéle de Lotka-Volterra, joue encore aujourd’hui un
role déterminant en dynamique des populations et est considéré comme un modéle conceptuel
de base.

En 1927, W.O. Kermack et A.G. McKendrick ont appliqué les idées de Ronald Ross pour étu-
dier la dynamique de la transmission des maladies infectieuses humaines. Plus précisément,
Kermack et Mckendrick ont appliqué les idées de Ross pour les maladies dont la dynamique
de transmission dépend de la fréquence et de l'intensité des interactions entre individus sus-

ceptibles (sains) et individus infectés et infectieux. Leur résultat fondamental publié en 1927



continue a jouer, comme le modéle de Lotka-Volterra en dynamique des populations, un role
central dans la théorie mathématique des maladies infectieuses. En notant S la population des
susceptibles, T celle des infectées et par R la population des guéris ou "removed /recovered",

le modéle de Kermack et McKendrick de base s’écrit alors :

—BSI
S= =&
R= ~vI

Dans les années 1930, la démarche du test d’hypothése, indispensable a la recherche des facteurs
de risque est mise au point par Neyman et Pearson. A’aprés la Seconde Guerre mondiale verra
naitre et croitre I’épidémiologie analytique ; les années 1980 verront renaitre la crainte des maladies
infectieuses; les années 1990 seront celles des promesses du décryptage du génome.Mais surtout
depuis les années 1990, la puissance des moyens de calculs et de recueil de I'information permet de
développer a un tout autre niveau les recherches des causes génétiques et environnementales des
maladies qui avaient été initiées par les pionniers des siécles passés

L’objectif de ce mémoire est d’étudier un systéme de type SEIR et analyser la stabilité locale
et globale des points d’équilibre sans maladie et endémique.

Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a quelques rappels et définitions sur la notion de stabilité locale et
globale au sens de Lyapounov ,ainsi que des outils mathématiques dont nous aurons besoin.Dans
le deuxiéme chapitre On procéde a formuler le modéle mathématique SEIR,a calculer leur points
d’équilibre,et démontrer ’existence des solutions localement et globalement.Une attention trés par-
ticuliére sera accordée sur la notion du "taux de reproduction de base".On introduit une définition
générale ,les méthodes de calcul,ensuite on calcule ce nombre & travers la méthode de "la matrice
de la next génération".

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de la stabilité locale du point d’équilibre sans maladie
et le point endémique .On montre que le point sans maladie est localement asymptotiquement
stable si Ryp<<1,et instable si Ry>1. Lorsque I’équilibre sans maladie est instable, c’est-a-dire la
maladie peut proliférer dans la population.Plusieurs situations peuvent se présenter, en particu-

lier,’apparition d’un point endémique qui est stable si Rg>1 ,et instable si Ryo<1.

10



Dans le quatriéme chapitre,on étudie la stabilité globale des deux états d’équilibre suivant deux
techniques distinctes : La méthode directe de Lyapounov et I'approche géométrique de Muldow-
ney.La méthode directe de Lyapounov est bien connu comme 'un des outils les plus puissants pour
I’analyse de la stabilité globale.Un autre outil puissant pour régler ce probléme est la méthode

géométrique de Li et Muldowney en utilisant la mesure de Lozinski.
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1.2 Théorémes d’existence locale et globale de la solution [15]

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

%O?i(t g (-

ouf:Ix D— R

IC R", DC R™ un ouvert .

Théoreme 1 :

Si f(t,x) une fonction mesurable par rapport a t sur lintervalle [to,to+0],(0 > 0), continue par
rapport a x,et si f est Lipschitzienne ie : || f(t,z1) — f(t,22) ||< Ly || 1 — 22 || avec Ly > 0 est
dite la constante de Lipschitz
Alors pour tout t€ [tg, to+0)], et pour tout ;11,25 € B.(x0) ,telle que B,.(xg) ={x € X/ || x — xo ||< 1}

le probleme de Cauchy (1) admet alors une unique solution.

Théoreme 2 Picard-Lindeldf, 1890
Considérons le Probléme (1),telle que la fonction f(t,x) est continue sur :
S={(t,x) e "™/ |t —to |< 0,]| x — xo ||< r},avec r>0
En plus, la dérivée partielle de f : % : S — R" est aussi continue.Alors ,le probléme de Cauchy

(1) admet une solution unique z(t).

Définition 1.2.1 Dans le probleme (1.4),f est dite une fonction de carathéodory si elle est mesu-

rable par rapport a t,et continue par rapport a x.

Théoreme 3 Soit le probléme (1),avec f :[a,b]— R™ x R™ une fonction de carathéodory
Supposons qu’il existe une constante c tel que si z(t) est une solution ,alors | x(t) |< ¢ sur tout

sous intervalle de [a,b].Alors le probléme (1) admet une solution globale x(t) sur [a,b].

Théoreme 4 La positivité des solutions : On considére le systéme suivant (1.4)
z(t)=(z1(t), ...,z (1)), flt,x)=(fi(t,x),. .., [u(t,x)) telle que f est définie pour tout t> to,z€ R™,ty >
0. Si,pour tout j=1...n,t> 0 :

12



fitt,zq, ., 25,0, 241, ..., 2,) > 0,quelque soit zy € [0, +oo["

alors z(t)e [0, 4+o00[" pour tout t> ty > 0.

Définition 1.2.2 :
Matrice de Metzler : On appelle matrice de Metzler ou matrice quasi-positive ou matrice
non négative,la matrice qui a les éléments hors diagonaux positives.
A=(ai),ai; 20 i#j
Si A est une matrice de Metzler alors les propriétés suivantes sont équivalentes
o A est asymptotiquement stable.

o A est inversible et A7 est définie positive.

Définition 1.2.3 :

M-matrice :

On dit qu’une matrice A est une M-matrice si :
e Les éléments diagonauzr sont négatifs.

e Les éléments hors diagonaux sont positifs.

o A est inversible(det(A)#£0) et A™' est définie positive.

Définition 1.2.4 : On appelle rayon spectrale d’une matrice A,la valeur mazimum du mo-

dule des valeurs propres de A :  p(A)=mazres,(a) | A |

1.3 Notions de stabilité

La notion de stabilité correspond a lidée d’un comportement qui dure dans le temps et per-
met de formaliser la question suivante :supposons que [’on initialise le systéme dynamique
autonome suivant £=f(z), en un voisin d’un point d’équilibre xo,qu’advient-il de la trajectoire
solution ?

Une maniere naturelle d’aborder cette question consisterait a résoudre I’équation différentielle
et a examiner le comportement des solutions. Cependant ,en général on ne sait pas résoudre
les équations différentielles non linéaires.

La réponse a la question nécessite donc une description qualitative des trajectoires du systéme

sans passer nécessairement par le calcul effectif de la solution.

13



On considére le probleme (1.4) avec

z:CR — R, f:DC R — R" est supposée au moins de classe C*

Définition 1.3.1 L'état x. est appelé état d’équilibre ou point d’équilibre pour le systéme

(1.4) s’il vérifie f(x.)=0.

Un point d’équilibre x. est dit stable si Ve > 0,il existe r(p) > 0 tel que si

| xo — xe || < 7 alors || x(t) — x. ||< p.Sinon le point d’équilibre est instable,ot || . || est une
norme définie dans R".

Cette définition signifie que quelque soit la boule d’existence de rayon p,il est toujours possible
de choisir une certaine boule de rayon r telle que pour toute condition initiale comprise dans
cette sous boule,la trajectoire résultante sera en tout temps comprise dans la boule d’existence

de rayon p.
e Stabilité asymptotique :

le point d’équilibre x. est dit asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.ie s’il existe

B li = T,.
r >0 tel que Vx, € (xe,r),t_}inoox(t) Te
e stabilité exponentielle :

I’équilibre x, est dit exponentiellement stable s’il existe deux scalaires strictement positifs

ket o tels que Yt > 0,|| z(t) |[< k|| zo || e .

Remarque 1.3.1 Dans chacune des définitions précédentes,la stabilité est définie de ma-

niere locale puisqu’elle est reliée a la notion de voisinage.

1.3.1 Etude de la stabilité locale pour les systémes linéaires
Théoreme 5 On considere le systéme linéaire suivant :
de __

14



u

u

U,

(a) stabilité (b) stabilité asymptotique

avec det(A)# 0.
AX=0 implique que X=0 car A est inversible et dans ce cas X=0 est le seul point d’équilibre

de (1.5)

e L’origine est un équilibre asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de A sont

de partie réelle strictement négatives.

e Si A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors l'origine est

instable.

e Si les valeurs propres de A sont tous a partie réelle négatives,sauf une valeur propre qui a

une partie réelle nulle ,on dit que c’est un cas critique.

1.3.2 Etude de la stabilité locale pour les systémes non linéaires

On considére a présent les systémes non linéaires de type : (1.4) avec fe C*, ze R"

On suppose que le systéme (1.4) admet un point d’équilibre z.,ie il vérifie f(x.)=0 , tel que
det A, # 0 ot A. est la matrice jacobienne associée au systéme (1.4) auw point x., définie

par :

_ [ Ofs
A=)

On introduit la variable locale "u" tel que : u=z-z,

On effectue un développement de Taylor d’ordre 1 de f au voisinage de x, :

15



CC% = f(xe) + Ac(r — 2) +0(|| 2 — 2 ||) (1.6)
ot 0(|| ¢ — x ||)=|| * — ze || e(x) —> 0 quand || x — z. ||— 0
On obtient ainsi un systéme linéaire qui approzime le systéme de départ non linéaire locale-

ment au voisinage du point d’équilibre x, donné par :

du __
at T Aeu (17)
Théoreme 6 Si le systéme linéaire (1.7) est stable,alors le systéme non linéaire (1.4) est

localement stable, et si le systeme linéaire est instable,alors le systéme non linéaire est instable

Théoreme 7 Soit f est de classe C*.On suppose que les valeurs propres de A, sont toutes a
partie réelle non nulles. Alors il existe un voisinage G de 0 tel que les systéemes (1.4) et (1.7)

soient topologiquement équivalents dans G.

Définition 1.3.2 Un point d’équilibre du systéme (1.4)est dit hyperbolique, si les valeur
propres de A ont toutes une partie réelle non nulle. Dans le cas contraire,il est dit non hyper-

bolique.

1.4 Fonction de Lyapounov

L’idée directrice des théoréemes de Lyapounov consiste a évaluer [’évolution d’une fonction
définie positive sur les trajectoires du systéme afin de conclure a la stabilité des systémes par

la décroissance de l’énergie qu’elle représente.

Définition 1.4.1 Si un systéme est stable asymptotiquement(exponentiellement)pour n’im-
porte quelle condition initiale dans R, on dit que le point d’équilibre x. est asymptotiquement

stable au sens large.On dira aussi qu’il est globalement asymptotiquement stable.

Définition 1.4.2 Soit une fonction V une fonction de classe C* V :R" — R .On dit que

V est une fonction de Lyapounov si elle a les propriétés suivantes :

16



V(z)est définit positive ie : V(z)>0Vz #0 et V(0)=0 si et seulement si =0
La dérivée de V est définie négative ie : V(x} <0Nz € R™.

Remarque 1.4.1 Un résultat fondamental de la stabilité au sens de Lyapounov affirme que
si une fonction de Lyapounov existe pour un systéeme donné alors ce systéeme est stable.Si
la fonction de Lyapounov est strictement décroissante,c’est a dire V(x)<0 YV # 0,alors la

stabilité est en plus globale et asymptotique.

Méthode de Castillo chavez :[12]

On considere le systéeme de type :

yi=gi(x.y)  j=1l.m
Ce type de systéme rencontré en biologie ,tel que il existe n compartiments des infectés, et
m compartiment des susceptibles .Soit z€ R" et y€ R™ .On note F; la vitesse d’apparition

des nouveaur infectés,et V; ce qui provient ou sort d’un compartiment.On peut écrire alors

le systéme (1.8) sous la forme :

= —Ax—f(x, ) (1.9)
?J: gi(xa y)

Avec -A=-(f-v), f la jacobienne de F,et v la jacobienne de V au point d’équilibre sans maladie.
OF; N el
f— v=\| =—
4 <8xj ) (0,30) <8xj ) (0,30)

On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 8 Si A est une M-matrice ,f>0,Ro<1,si de plus les deuz hypothéses suivantes

sont vérifiées :

1) F;(0,y)=V;(0,y)=0 pour tout y>0.

2) 4=g(0,y) admet un unique point d’équilibre sans maladie qui est globalement asymptoti-
quement stable ie :pour toute solution sous la forme (0,y) tend vers le point (0,yo) lorsque

t tend vers l'infini. Alors le point d’équilibre sans maladie du systéme (1.9) est globalement
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asymptotiquement stable.
Définition 1.4.3 :
Domaine positivement tnvariant :
Un domaine D C R" est dit positivement invariant si quelque soit la condition initiale

xo € D,la trajectoire correspondante reste dans D.

Définition 1.4.4 Domaine attractant : On appelle domaine attractant une région du plan

D compacte tel que toute trajectoire partant du bord de D entre a ['intérieur de D.
Définition 1.4.5 Systeme coopératif et systéme compétitif :

Le systéme(1.4) est dit coopératif si :

gﬁ >0, pour tout i j

On dit qu’il est compétitif si :% < 0 ,pour tout i# j

Définition 1.4.6 Systeme dissipatif :
On dit qu’un systeme est dissipatif s’il est borné dans le sens ot toute solution du systéme

qui commence dans D, est définie sur D et elle reste bornée.

Définition 1.4.7 Soit A=(a;;) € R™*".La matrice AP = (b;;) est définie par :

Pour n=2 : A2 = a1 + asn

a1 + g2 a23 —a13
o A2 _
Pour n=3 :A% = ass ail + ass a12
—asy 21 Qo9 + Q33

L’additive matrice composée est utilisée pour étudier les propriétés de la stabilité pour les

systemes non linéaires.

Définition 1.4.8 L’incidence :[1]

En épidémiologie,l’incidence désigne le nombre de cas nouveaur d’une maladie apparue durant

une période de temps déterminée. Une augmentation de l'incidence permet de constater [’apparition

d’une épidémie,le nombre de nouveaur cas d’une pathologie observée pendant une période donnée,

et permet aussi de mesurer la vitesse d’apparition d’une pathologie.
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Chapitre

2

Analyse d’un systéme de type SEIR

On considére le

modeéle épidémiologique suivant d’une maladie infectieuse avec vaccination

donné dans Particle [1] :

ds — N — 209 gy () — 200 51y 1(1) — (5a + p)S(t)

dt T+arl(t) T+arl(?)

4B — ZLS(I(1) + A psS(I() — (n+e)E(t)

2.1
U —eB(t)— (a+ B+ It 1)

IR — §aS(t) + BI(t) — pR(t)

La population totale est divisée en quatre compartiments :

e S :désigne la densité des individus susceptibles de contracter une maladie

immunisés)

E :les exposés(qui portent la maladie mais ils n’en pas encore les signes)
I :densité des individus infectés

R :les réfractaires(qui ne sont plus infectés et qui ne peuvent étre infectés,ils sont en générale

i : taux de mortalité naturelle

a :taux d’incidence saturée non linéaire

¢ : le taux de passage de compartiment E au compartiment I
[ :taux de guérison

a(0<a<1) :taux de vaccination
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0(0 <6 < 1) :taux d’efficacité du vaccin
« :taux de mortalité a cause du maladie.
A :taux de transmission de la maladie

A :les nouveaux nés(sont supposés susceptibles)

#ﬂ(t) :désigne l'effet du changement du comportement des susceptibles lors de ’'augmenta-
tion de leur densité,ou bien effet de ’encombrement des infectés(c’est une fonction décrois-

sante lorsque la densité des infectés est trés large).

A(1— , . . .. ., .
il +(a1 Ia&) :désigne le nombre des individus non vaccinés porteurs de la maladie.

A(1-d)a
1+a1l(t)

S(t)I(t) :désigne le nombre des individus vaccinés mais porteurs de la maladie a cause

du non efficacité du vaccin(1 — ¢).
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Les modéles mathématiques de transmission d’une maladie infectieuse sont généralement mo-

délisés par des systémes d’équations différentielles.

Le systéme étudié est de type proie-prédateur avec fonction de réponse de type Holling 2 ou la
premiére équation correspond au phénoméne de contamination :lorsqu’un individu infecté contacte

un individu sain.En effet,la probabilité A pour qu’un individu sain soit contaminé par le virus est

proportionnelle a I(t) et au taux d’incidence on obtient alors le terme S(t)I(t).

1 D, S
1+a1I(t)’ 1+aiI(t)

D’une part,il y a des individus qui sont vaccinés mais porteurs de la maladie a cause de la non

A1=6)a
1+a1[(t)

efficacité du vaccin,donc on introduit le terme S(t)I(t) ,et sile vaccin est fiable les individus

sortent du stade S,pour aller directement vers le stade R avec une proportion daS. D’autre part,il

A1—a)

e .Ce terme

y a des individus qui ne sont pas vaccinés,ils sont représentés dans le terme
est associé a un signe (-) qui signifie que ces individus nouvellement porteurs de la maladie sont
supprimés du stade S et entrent alors dans la catégorie des exposés.

Puisque cette maladie considérée(comme Choléra polio et Hépatite A,ect) ne se transmet pas
aux bébés,tous les nouveaux nés viennent s’ajouter au groupe S.

Un individu donné quelque soit son état peut mourir d’autre chose que la maladie,ie de mort
naturelle.On considére qu’il y a un taux de mortalité fixé p pour toutes les populations considérées
qui sortent du compartiment avec un signe(-), il est proportionnel a S,E.T et R.Il peut aussi mourir

a cause de la maladie avec un taux « ce que 'on voit dans I’équation(3).
Aprés une certaine période,les individus porteurs de la maladie auront les signes de 'infec-
tion,ils se regroupent alors dans le stade I avec un taux de passage ¢ et les autres sont guéris, ils

passent du compartiment [ au compartiment R avec un taux (—S1).

Dans le schéma ci-dessous, les fleches entre les différents états représentent les transitions pos-

sibles pour un individu donné, avec les taux correspondants.
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FIGURE 2.1 — Schéma représentatif du modéle de type SEIR

AQ1-a)sI
I 1+al MI uy
" —ls ] e L

Al1-8)asr
1+al

=

da B

2.1 Positivité de la solution

Observons que la population totale donnée par notre systéme vérifie I’équation
¥ = A — uN(t) — al(t) < A — pN(t),o0 N=S+E+I+R.

Donc on introduit le domaine biologique suivant :

A= {(S,E,I,R) 0<S EIRS+E+I+R< %}

Pour la positivité des solutions on utilise le théoréme des barriéres rappelé dans le chapitre 1 :

ona:SiS=0, ...... S=A >0 VteJ.
. - AM1l—a A(1-9)a
Si E=0, ...... E=Z0SMI(1) + tr s S(MI(t) >0, vt € J
Sil=0, ...... [=cE(t)>0,Vt € J
SiR=0, ...... R=6aS(t) + BI(t)>0 ,Vt € J
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On en déduit alors que la région A est positivement invariante dans R*.

2.2 Existence locale de la solution

En appliquant le théoréme rappelé en chapitre (1), I'existence locale de la solution du sys-

téme(2.1) est vérifiée.

2.3 Existence globale de la solution
On a la population totale du notre systéme vérifie :
N=A — uN(t) — ad(t)

Et donc N< A — uN (1)

Ce qui implique N—HLN(t) <A

Posons :y(t)=N(t)e*.

On trouve :y—(N+uN)e#

Et donc :y(t)< Aet

Ce qui implique :y(t)< %e“t + Yo

Et donc :N(t)< % + yoe M.

On obtient : || N(¢) ||< %, lorsque t— +00

Et supien+ || N(8) [|[< %
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Donc la population totale est majorée par %

Puisque La somme des solutions positives est bornée (on travaille dans le cadrant positif), donc
chaque solution S,E,I et R est bornée ,d’ou 'existence globale de la solution du systéme(2.1) .

On déduit alors que notre systéme (2.1) est dissipatif.

2.4 Taux de reproduction de base [6]

Définition 2.4.1 :

Etant donnée une maladie,une question fondamentale se pose :est de savoir comment elle se propage
dans la population. Ceci revient a calculer le nombre moyen d’individus qu’une personne infectieuse
pourra infecter tant qu’elle sera contagieuse,ce nombre est appelé :le taux de reproduction de base

,il est noté Ry.

C’est le nombre moyen d’individus infectés engendré par un seul individu infecté durant sa pé-

riode d’infectiosité dans une population totalement saine.

En réalité :
Si Ry > 1 : alors en moyenne, un individu infecté engendre plus d’individus infectés( ie la maladie
va s’installer dans la population).
A Dopposé si Ry < 1 : un individu infecté engendre en moyenne moins d’individus infectés,ce qui

signifie que la maladie va disparaitre dans la population a terme.

2.4.1 Historique :[6,8]

Le concept de seuil a été utilisé par Ross dans [21].I1 recevra le prix Nobel en médecine en
1902.Au début du XX™¢ siécle.Ross a mené une compagne acharnée pour faire accepter par la

communauté médicale,ce qu’il appelé son théoréme de moustique[21].
Ce théoréme montrait que la réduction de la population anophélienne était un moyen de pré-

venir le paludisme.En 1911,Ross dans " prevention of malaria "[21] affirme que I’éradication du

paludisme est possible dans une zone,a condition de faire baisser la densité de moustiques dans cette
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zone.Si la transmission du paludisme par les anophéles a été immédiatement acceptée,l’affirmation

de Ross a été combattu.Les arguments contre Ross s’articulaient de la facon suivante :

e [l est possible d’éradiquer complétement les moustiques d’une zone donnée.

e [l restera toujours quelque moustiques
La fausseté de cet argument est maintenant bien connu.Mais réfuter ce raisonnement nécessite
des arguments quantitatifs.Ross développe un modéle de calcul du nombre de nouvelles infections
par mois comme un produit de certains facteurs,il en déduit qu’il existe une densité critique des
moustiques. La seconde étape est le fameux théoréme du seuil de Kermack et McKendrick donné
en 1927[2].McKendrick était comme Ross un médecin militaire,il a servi sous les ordres de Ross

qui a incité McKendrick a appliquer les mathématiques pour I'analyse des problémes médicaux.

Kermack et McKendrick ont poursui les travaux de Ross et Hudson et ont proposé la notion

de seuil aux maladies transmissibles.

Ni Ross ni Kermack et McKendrick n’ont attaché un nom a leur concept de seuil.A partir
de 1911 Ross et Hudson ont développé une théorie des épidémies .Ross 'appella pathometry ou

théorie des <happening >>. Lotka a résolu plusieurs problémes posés par Ross en 1919 [3].

George McDonald introduit en 1950 la notion de reproduction :taux de reproduction de base

du paludisme.
McDonald baptisera ce taux Rg.La connexion avec le concept démographique n’est pas faite.Il
faut attendre 1974 pour voir redécouvert en épidémiologie ce concept par K.Dietz et H.Hetcht[9].Le

terme de taux de reproduction de base est définitivement établit dans le workshop prodecting [9].

Alors il faut attendre Dieckman et Heesterbeak [8] pour avoir une définition mathématique

précise[9].Cette définition s’étendra aux systémes de dimensions finis quelconques.
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2.4.2 Meéthodes de calcul :

2.4.2.1 1" méthode(Anderson et May)[6,7]

R():B*C*D

avec :

[ :la probabilité de transmission de la maladie.
D :le nombre de contacte.

C :temps moyen de la période d’infectiosité

Exemple 2.4.1

% = —aST +bl

(2.2)
. — ST — bl

dt

f=a c¢=N D=1/b
Ro:aN/b

Ro=(taux de transmission de la maladie x le nombre de contacte) x 1/taux de guérison

2.4.2.2 2" méthode(Définition de Bockh 1886)

[6] Soit F(a) la probabilité de survie d’une femme jusqu’a 'age a, [(a) le taux de naissance

d’age a.Donc :

Ro— [, F(a)f(a) da

2.4.2.3 3" méthode(Next generation matrix)[6] :

On considére un systéme dynamique de type (1.4),avec x=(x1,X3,,,X,)" On note les comparti-
ments de telle sorte les p premiers soient constitués des individus "non infectés" (non porteur de la
maladie).Dans ces compartiments ,on a les susceptibles vaccinés qui ne peuvent pas transmettre

la maladie.Le reste des compartiments est constitué des "infectés".On note
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e F;(x) :la vitesse d’apparition des nouveaux infectés dans le compartiment "i" horizontale(d'un

individu & un autre) ;ou verticale(de la maman a son bébé).

o VI (z) :lavitesse de ce que provient des autres compartiments par toutes causes(déplacement, vieillisse
e V. (x) :la vitesse de ce qu'on quitte le compartiment(déplacement,mortalité,changement de

statut,,,) de telle sorte :

On note X, I’état sans maladie X;={x/ x,41=%,+1=...=x,=0}

On fait les hypotheses suivantes :

1- x>0 et F;(x)>0, VI (x)>0, V: (z)(x)>0.

2- Si x;=0 alors V;"(x)=0 S’il n’y a rien dans un compartiment,rien ne peut en sortir.C’est la
propriété essentielle d'un modéle compartimentale.

3- Sii<p alors F;(x)=0. Les compartiments d’indice inférieur a "p" sont des "non infectés". Par
définition,il ne peut apparaitre dans ces compartiments des infectés.

4- Si xeX; on x ;=F;(x)+V/ (x)-V; (z),alors F;=0 et pour i>p,on a V] (x)=0. S’il n’y a pas

(2

des porteurs de germes dans la population,il ne peut apparaitre des nouveaux infectés.

Le systéme (1.4) se réécrit :
%(t)=Fi(2)+ Vi (2)-V; ()

(2

La jacobienne autour du point d’équilibre sans maladie du systéme (1.4) xq s’écrit :

J(XQ):DF(X0)+D(V+-V7) (XQ)

Ou :
g 0 v 0
DF(x¢)= et D(VT-V7)(x0)=
00 Ji Sy
vy — dVi
Avec v = dt 1<i,j<m
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dF;
dt 1<i,j<m

et g =
ol g>0 est une matrice positive et v est une matrice de Metzler inversible .

Définition 2.4.2 : On définit Ry par : Ry = p(—gv™?') tel que p est le rayon spéctrale de la
matrice -gu ! (chapitre (1))

Remarque 2.4.1 Soit un individu infecté introduit dans le compartiment j, le terme (i,j) de (-v™"')
donne son temps moyen passé dans i, le terme (i,5) de (-gv™') correspond au nombre d’infectés

engendrés dans le compartiment i par un infecté introduit dans j pendant sa période d’infectiosité.

2.4.3 Calcul de taux de reproduction du modéle(2.1) :
2.4.3.1 Calcul des points d’équilibre :
Proposition 2.4.1 Le systéme (2.1)) admet deuz points d’équilibre :un point sans maladie(DFE)

donné par (5°,0,0,0), tel que SO:&I/}FM .

Un point endémique donné par(S*,E*,I',R*) tels que :

k) A a1(Ro—1)(da+p) (a+B8+p)(Ro—1)(da+p) (Ro—1)(da+p) daS*+pI*
(S*’E*’[ ’R )7<R0(6a+u) (1 + A(l—éa)—al(&z-l—u)) e[AM1-da)—ai(datp)]  A(1—da)—an (da+u)’ I )

preuve 2.4.1 Pour déterminer les équilibres du systéeme(2.1),0n résout alors le systéme :

— 0
=0 (2.3)
-
R=0
\
Ceci implique :
A — 28-S0 1() — 2D S(1)I(1) — (9a+ p)S(t) = 0
2SI (1) + DS (1)1(E) — (u+ ) E(t) =0
(2.4)

eE() —(a+B+p)I(t)=0

0aS(t)+ pI(t) — pR(t) =0
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a)On a d’abord I’équilibre sans maladie(DFE) :
Ey=(8°,0,0,0)=(52,0,0,0)

1l représente le nombre des susceptibles a 'absence de la maladie.

b)Ensuite I’équilibre endémique :

De la troisiéme équation du systéme (2.4),0on obtient : E* = %ﬁﬂ‘]*

On remplace dans la deuxieme équation on trouve :

_ (pte)(otp+p)(I+an I7)
g =5 /\s(lfu&t) :

,Donc :

o A(1+CM1]*)
&= (da+p)Ro

On somme la premiére et la deuziéme équation du (2.4) on trouve :

A(Sa+p)(1+ar I*)  (a+BHp(pte) 7+
A— (5a+u)R01 - € I

On obtient alors :

I = (Ro—1)(da+p)
A1—éa)—a1 (da+p

) Donc :

_ __A o1 (Ro—1)(da+p)
St = Ro(da+p) <1 + A1-éda)—a1 ((Sa—l—u))

D’apres la 8éme équation du systéeme (2.4) : :

— (atB+p)(Ro—1)(batp)
B = e[A(1—da)—a (da+p)]
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On remplace dans la 4éme équation du systeme (2.4),0on obtient alors :

R* — JaS*+ﬁI*
n

2.4.3.2 Calcul du taux de reproduction

Proposition 2.4.2 Le tauz de reproduction pour le systéme (2.1) est donné par :

Ra — AeA(1—da)
0 ™ (atp)(pte)(a+pB+pu)

preuve 2.4.2 Appliquons la méthode de next generation.On a par définition Ry = p(—fv~!)

Soient :

A1—a) Aa(1-9)
14+an 1 SI + 1+aq 1 SI

0

v (u+e)E
—eE+ (a+ 8+ p)l

Notons par f la dérivée de F et v la dérivée de 'V :

0 A1-a)S°+ Aa(l—4§)S°
0 0

f(5°,0,0,0) =

+ ¢ 0
-0(5°,0,0,0) = a

—& a+f+u

det(-v)=(p+e)(a+B+p)

com (-v)= R D (com(-v) )t = atbtp 0

0 n+e € n+e
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—v_l:—det(l_v) com(-v)!
Donc :
. o 0
vy p—
£
Graeisry “tBtH

Calculons -fv™" :

e[A(1—a)S%+a(1-8§)AS°
fot = | (o)t Frn) L (a4 84 1) M1 — )80 + aASO(1 — 8)

0 0

e(1—a)S°+ae(1-8)AS°

Ry = p(—fv™") par définition ,donc Ry = *Cteses

En remplacant S° par sa valeur on aura :

Ro = AeA(1—da)
0™ (Ga+p)(pte)(atB+pu)
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Chapitre 3

Etude de la stabilité locale

Dans ce chapitre on propose une étude de la stabilité locale de points d’équilibres sans maladie

et endémique :

3.1 Etude de la stabilité locale du point d’équilibre sans ma-

ladie

Proposition 3.1.1 Le point d’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable si

Ry<1, il est instable si Ry>1

preuve 3.1.1 La matrice jacobienne associée a (2.1) au point d’équilibre sans maladie Ey=(S°,0,0,0)

est donnée par :

—(da + p) 0 —“AM1—-a)S°—(1—-48)ars® 0
Jo = 0 —(e+pn) AM1-=a)S°+ (1—=10)arS* 0
0 £ —(a+ B+ p) 0

da 0 B —u

cherchons les valeurs propres de Jy en faisant la réduction du Gauss.Soient Ri,Ro,R3,R, les
lrgnes de la matrice jacobienne au point d’équilibre sans maladie,et R;,R;,RZ les nouvelles lignes :

Ry =cRo+ (u+e)Rs

Ril = 5&R1 — (a + M)R4
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’

Ry, = —(da+ p)Ry — daR,

On obtient a la fin la nouvelle écriture de Jy :

—(da+ p) 0 A1 —a)S%— (1 —§)as® 0
gy = 0 —(e+pn) A1—-a)S°+ (1 —0d)arS® 0
0 0 Q1 0

0 0 0 p(da + 1)@

Avee : @y = —(a+ B+ p)(p+e) + A1 —a)S®+ Xa(l —§)S°)

En remplacons S° par sa valeur on trouve :

_ XeA(1—=ba)(Ro—1)
Ql o Ro(5a+,u;)

Donc les valeurs propres de Jy sont :
e N\ =—(da+p)<0

o \y=—(u+e)<0

°* Ay =G

o \y = p(da+ p)Qy

On remarque que le signe de \3 et Ay dépend du signe de Q.

Dans ce cas :
A3 <0...8t Rg—1<0 e st Ry < 1

A3>0...8tRy—1>0 e st Ry > 1

)\4<0...8iR0—1<O 1e st Ry < 1
AM>0...80Ry—1>0 e st Ry > 1

Donc si Ry <1,Jy admet quatre valeurs propres négatives,donc l’équilibre sans maladie est
localement asymptotiquement stable.

Et pour Ry>1,Jy admet au moins une valeur propre positive ,donc ce point est instable.
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3.2 Etude de la stabilité locale du point endémique

Pour étudier la stabilité du point endémique,il est préférable,en un premier temps de réduire

la dimension du systéme puisque les trois premiéres équations ne dépendent pas de R

On consideére alors le sous systéme SEI :

(S — 2029 g () — 2099 Gy 1(4) — (§a + 11)S(t)

1+a1I(¢) 1+aiI(t)
- —a —8a
E=ZUhS(0)I() + 2 S(I() — (n+e)B(1) (3.1)

[=eE(t) — (a+ B+ p)(t)

\

Proposition 3.2.1 Si Ry>1 alors I’équilibre endémique est localement asymptotiquement stable

pour le systéme (3.1),sinon il est instable.

preuve 3.2.1 Soit la matrice jacobienne du systéme (3.1)autour du point endémique :

AM1l—a) 7% Aa(1-9) 7x A1—a) Aa(1-9)
_(5a+'u> - 1+CM1[*I - 1+oq I'* [ O _(1+a11*)2 - (1+a1l*)2
 __ A1—a) 7% Aa(1-9) 7% A(1—a) Aa(1-94)
J o 1+a1I*I + 1+a1I*I _(/‘L +6) (1+CM1[*)2 + (1+a11*)2
0 5 —(a+ B+ n)
-7 0 —Z3
=12y —(n+e) Zs
0 £ —(a+ 5+ p)
Avec :
—a * a 76 *
o 7= (0a+p)+ 24 34y

_ )\(1—61) * >\a(1—6) *
° Zy= 1+a1[*I + 1+a1[*I

Aa(1-96)
1+CM1[*)2

— _AMl-a)
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Faisons la réduction de Gauss on trouve :

—-Z; 0 —Z3
J = 0 0 —(ILL + €)Zl Zg(Zl — Zg)
0 0 Zy

Avec Zy = —(a+ B+ p)(u+e)Zy + €Z5(Zy — Zs)

En remplacant dans 7, la valeur de I* :

= _(Bo=1)(batp)
A1—da)—a1(da+p)

Zy = FE2{N1—da)(Ry — 1) + eAC}

Avec :

C=IA(1 - a) — a1 (a + ) + a1 (Ro — 1)(6a + )

K=\1-a) — ay(da+ u)

Donc les valeurs propres sont :

e )\ =—71<0

o )\ = —(/L+€)Z1<0

o \3= =S {\(1—6a)(Ry—1)+eAC}

3 — K2
Si Ro>1 alors la matrice J* admet trois valeurs propres a partie réelle négative.

De plus :

R=—pR+6aS+B1
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I R(t) || ke +8a [ (1 S(t) | dt+ 5 [, 11 1(2) || at
Et comme || S(t) ||[— 0 et || I(t) ||[— O lorsque t — +00

Donc || R(t) ||—> 0 lorsque t — +00.D 0w la stabilité locale du point endémique pour le

systeme (2.1).
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Chapitre 4

Etude de la stabilité globale

Dans ce chapitre on propose une étude de la stabilité globale des points sans maladie et endé-

mique :

4.1 Etude de la stabilité globale du point sans maladie

On utilisant le théoréme de Castillo chavez [20],on étudie la stabilité globale d’équilibre sans
maladie.
On définit le systéme (3.1) comme suit :

% =F(X,2)

2 — (X, 7)

dt

(4.1)

O X=S représente le nombre des individus sains(non infectés)et Z=(E,I) représente le nombre

des individus infectés.

Théoreme 9 On note l'équilibre sans maladie T° = (X°,0).0n considére les deuz hypothéses sui-
vantes.

(Hy) pour %:F(X, 0),Xo est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre (Xo,0)
(Hy) G(X,Z)=BZ-G(X,Z) ,G(X,Z)=(i1,42) ot §;>0i=1,2; et B=D,G(X,,0) est une M-matrice.
le systeme (4.1) est globalement asymptotiquement stable au point (X°,0)

Appliquons ce théoréme a notre systéme :
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Lemme 4.1.1 Le point d’équilibre sans maladie du systéeme (4.1) To=(Xo,0)est globalement asymp-

totiquement stable si les conditions (Hy) et H(y) sont vérifiées,et si Ry<1.

preuve 4.1.1 Considérons le systéme (3.1) qui se réécrit sous la forme du systéme (4.1) avec :

X=(8),2=(B,I), To=(X0,0), Xo=52-.

F(X,Z)=A — 22 gy 20D g1 (50 + 1)

14+an 1 1+aq [

Donc :lorsque t— 0o, X— Xo(lorsqu’il y a pas des infectés).
Donc X=F(X,0) s’écrit :
X=A — (0a + p)X, est globalement asymptotiquement stable au point d’équilibre (Xo,0).

Le systéme (3.1) s’écrit sous la forme :

ASI(6a—
Gz [TETE) A= 0S el =0)st) (B} (M1L—a)S' +da(l - 6)S - Sl
£ _(a+ﬁ+ﬂ) I 0

G(X,Z)=BZ-G(X,Z)

; A1 —a)I(S° — =2=) + Xa(l — 6)I(S° — =2
telle que :G(X,Z)= (1 —a)I( 1+a11) af ) ( 1+a1[>)
0
—(u+e) M1—a)S®+ a(l —6)S°

Et B=
€ —(a+B8+np)

1l est clair que les composantes de C:*(x,Z)sont tous positives,puisque S,E,I<S° et So>ﬁ,3
est une M-matrice(d’aprés la définition dans le chapitre 1)Donc les 2 hypothéses (Hy) et (Hy) sont

vérifiées,donc E° est globalement asymptotiquement stable d’apres le théoréeme de Castillo chavez .

38



4.2 Etude de la stabilité globale du point endémique

4.2.1 La mesure de lozinski(la norme logarithmique)[10]

Pour étudier la stabilité globale du point endémique,on utilise la méthode basée sur la norme

de Lozinski.Rappelons tout d’abord le principe de cette méthode.

Définition 4.2.1 Soit le systéeme :

i(t)= At)x(t) (4.2)

Soit M une matrice carrée n X n telle que | Mx ||<|| M |||| = || pour tout z€ R,et applica-

tion g : Myy, — R est appelé "mesure de lozinski” ,et elle est définie par :

M) = lim lthM]-1
pM) = i, T

On considére la solution x(t) du systéeme (4.2),utilisons la norme || . ||,et soit Dy la dérivée a

droite de z(t) définie par :

Dy | z(t) ||= lim @l

h—0t

3 X hA(t)x —lx
Dy | =(t) ||= lim l=(0)+h A=) - =)

Dol () 1< T Le@UU+hA@ -1~ lla(0)]
P () f|< lim 2
Done Do || =(t) [|< p(A@)) || =(t) ||

Qi oy D | () 1< (A()

Intégrons les deuz cotés de 0 a t on trouve :
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t
I z(t) [[<| 2(0) || exp(fy n(A(s))ds
done :si fOJrOO w(A(t))dt = —oo ,alors toute solution x(t) de (4.2)tend vers 0.
Done ,d’une maniére générale une condition suffisante pour obtenir la stabilité du systéme (4.2)

est que :

36 tel que p(A(t)) < -6 <0Vt >0

On considére la mesure de lozinski associée aux normes de L!, 1.2 et L™ telle que M=[m;;] € My,x, :

Norme || || || I M | p(M)

L' PN TN max; {7 my | max;{my; + >, [ mi |}
L D175 NG A

Lo max| z; | maxi{d;_y [ mi; [} | maxi{mi; +3,, | my [}

Théoreme 10 Considérons le systéme :

= f(x) (4.3)

ot f est supposée de C* sur son domaine de définition D
(H') D simplement conneze .

(H?) Il existe un compacte KC D.

(H?) Le probleme (4.3)admet un unique point d’équilibre dans l'intérieur de D .

n n
Soit z— P(x) X une matrice diagonale telle que P~1 eriste .
2 2

Et soit la quantité :

¢= lim sup  supyex?t [y p(B(x(s), z0))ds

t——+o0

tel que B=P;P~'+ PJEPp-1

¢
Avec Py est donnée par : (Pij(:p))ff<moé+év(x)) f(x) = Vp,, - f(2)

J? :est la seconde matrice composée rappelée en chapitre (1),elle doit étre une matrice de Metzler.
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La quantité u(B) est appelée la mesure de Lozinski :

B) = lim Bt
uB) =l =5
Si la quantité q<0 ,alors la stabilité globale du point d’équilibre considéré du systéme(4.3) est

vérifice.

Remarque 4.2.1 La mesure de Lozinski est généralement utilisée pour estimer les valeurs propres
des matrices. Elle est utilisée aussi dans [’étude de la stabilité globale des systemes linéaires lorsque
certain vecteur norme est utilisé comme fonction de Lyapounov.La stratégie consiste a construire

une fonction de Lyapounov,et une norme pour montrer la stabilité globale

La condition :pu(PpP~ + A%[;]A_l) < 0 est équivalente a dire que v(x,y)=| P(x)y | est une

fonction de Lyapounov.

Reprenons notre systéme :x=f(x),avec f au moins de C! sur son domaine de définition D supposé
simplement connexe et contenant un compacte K C D,de plus notre systéme admet un seul point
d’équilibre a l'intérieur de D,

et x(t,Xg) une solution locale de ce probléme tel que x(t,0)=xg,il reste a définir la quantité q

de telle sorte que q<0
I’équation variationnelle linéaire est donnée comme suit :
y(t):wty(t),telle que 2EL10) o6t 15 jacobienne de f au point x(t,%o).

ox

Et soit la seconde équation composée :W(t)z(%)w(t) tel que w(t)=(X(¢),Y (¢), Z(t))

et %[:](x(t, xg))est la seconde matrice composée.

Appliquons cette méthode a notre systéme (3.1), on trouve la seconde matrice composée :
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All )\(17&%25_*_ )\a(lfé) S /\(17a) S_I_ (/\a(lfzS) S

(1+CM1] (1+a1l)2 (1+a1[)2 1+CM1[)2
Jel = € Aoy 0
A(1—a) Aa(1-4)
0 (1+o¢1I)[ + (1+o¢1[)] Ass
Avec :
_ A1—a) Aa(1-9)
A11 = —(5@ +,M) — (1+a1[)] -+ (1+a1[)I — (,LL +5)

A1l—a Aa(1—6
Az = _(6a+’u) N (1$alf))j+ (1-1(—211))1 N (Q+B+N)

Agg=—(p+e)—(a+pB+p)

Soit le systéme linéaire associé a J@& :

X=A; X + ( Mi-a) g | Aa(l-9) S) (Y + 7)

(1-‘,—041[)2 (1+O¢1[)2
YZEX -+ AQQY
7 [ AM1l—a) Aa(1-4)
Z7<(1+a11)1 + (I4a1l) I) Y o+ A2

On considére la fonction de Lyapounov suivante :

V(X,Y,Z,8,E)=| P(S,E,1).(X,Y,Z) |

telle que la matrice P=diag(1,%, £) et | . | est la norme dans %* définie comme :

| (XY, 2Z) [=sup{| X [, [ Y [+ [ Z [}

V(t) =sup{| X(&), 7 (| Y () [ +] Z(t) )}

Calculons maintenant la dérivée a droite de V :

D, V(t) < SUP{D+ | X |7D+% (Y |+|Z D}

D, [ X [<AnX + <(1)‘J(r1(;1“[§25 + éi(;j))z S) Y+ 2)
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DJr | Y ‘S 8X-|-A22Y

(1—a) Aa(1-9)
Dy | Z]< < 1+a1[)I+ (I+on 1)) Y+ ApZ

DLE(Y@) [ +]20) ) < (BEL) (1Y) |+ Z0) )+ 2D (1Y (1) |+ Z(t) ])
<S(Z-D)Z(y@) |+ 20 )+ ED, | Y ()| +2Ds | Z(t) |

<E-DE(vym) 1 +120))

TR X(0) | ~(at ) | V(1) | —3L2T | Y(0) | =201 1Y (@) | ~(at 6 40) | V() ]

2 [ty 280 0) | Y () | (ot ) | Z(0) | (ot 5+ ) | 200 |
S(E-IYE(Y@) | +]Z0) )+ L | X(0) | ~Gatm)E | Y(0) | ~(0+ B +mE | V(1) | -
(48| Z(0) | ~(a+B+mE | 2(t)

DLE(YW) |+ 20 )< (4 —(at B+ )

~lE

(Y@ +120) D+ 1X(0) |-

(ba+p) 7 [Y(E) | —(nte)T | Z(t)]

Par définition on a 2V < u(A) < sup(gi, g2)

Telle que :

AMl—a Aa(1=46 Al—a Aa(1-6
1= = (Gat ) = HSH - RGP - Go+9) + 5 (F5555) + 5 (F5arr)

=2 L _(a+B+p)+L—(a+p)—(u+e)
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A1l—a) Aa(1-96) I Al—a I [ Aa(1-6
g1 <—(Batp) - To795— Tar S —(te)+ 5 ((1+a1[)5> +x ((1+a11)>
D’aprés la deuxiéme équation du systéme(3.1) on a :

E=aU=tgr 4 A9 — (4t e)E

VE' _ Ml—a) ST A1—08)a ST
Donc : 5 = 4ol B T ivail B (n+e)

On obtient alors :
g1 < % — (0a + p)
g <Z -y

Pour g5 :

De la troisiéme équation du systéme (3.1) on a :

[=eB(t) — (a+ B+ p)l(t)

Donc : & =eZ — (a+ B+ p)

On obtient alors :

g2 =" —(ba+p) — (u+e)

g2 < & — (ba+p)

8 < T — 1

On a dit auparavant que la condition : u(PpP~! + A%Ail) < 0 est équivalent a proposer

V(.) comme fonction de Lyapounov.Donc on peut trouver ces résultats en utilisant cette condition

(elle est introduite par Li et Muldowney).
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Soit la matrice : B=P;P~! + PJA P,

P~'=diag (1, 3, 1)

P, —diag(0, E I;QEI E I;QEI )

PsP~=diag (0, (5 - £5) 4. (5 - 57) £)
PP l=diag (0,Z - L & _ )

On calcule maintenant PJ2P-1 :

A1—a) Aa(1-96) A1—a) Aa(1-96)
100 An (1+a1[)25 + (1+a11)25 (1+a11)25 + (1+a1[)25 10 0
PP =0 & o || Ag 0 0 5 0
E A1l—a) Aa(1-9) I
0 0 T 0 1+a1[[+ T+ail 1 Ass 0 0 E
A1—a) Aa(1-9) A1—a) Aa(1-96)
An (1+a1[)25 + (1+a11)25 (1+a11)25 + (1+a1[)25 L0 0
PJPIp~1= | Z¢ £ Ay 0 0 £ 0
E ( M1l—-a) Aa(1-9) E
0 T <1+a1ll+ T+ail [> 7A33 0 0 é
Finalement on a :
B=P,P~1+PJ2Ip-!
I A(1—a) Aa(1-6) I A(1—a) Aa(1-95)
0 0 0 An E ((1+a11)25 + (1+a11)25> E ((1+a1])28 + (1+a1[)25>
B=10 % — IT/ 0 + %6 Ag 0
E I A(1—a) Aa(1-95)
0 0 E 1 0 1+a1l I+ 1+anl I A33
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I A1—a) Aa(1-9) I A1—a) Aa(1-9)
An E <(1+a11)25 + (1+a1[)25) E <(1+a11)25 + (1+a1[)25)
— | E E I
B— 78 7 + A22 0
A(1—a) Aa(1-46) E' I’
0 1+a11[ + e I T T T Ass
B B
On pose B= oo
By Bay
e By =Ay
(I A1—a) Aa(1-9) I A1—a) Aa(1-9)
* Bi= <E <(1+all>257L (1+a1l)? ) 'E <(1+a I)QSJr <1+a11)25>>
E
6_
o By — !
0
E _r
o By A22 + T 0
/\( S )\al 5 S A [/
(1+a11 + (1+a 1)2 33 + T

Soit 11 : la mesure de Lozinski dans L'. On a u(B) < sup (g1, g2)

Avec : g1=p1(B11)+ | Bz | go=111(Ba2)+ | Bay |

telles que :| Bys | et | By | sont des normes des matrices dans L.

g1—p1(B1)+ | Bz |

A1—a) Aa(1-9) I Aa(1-9)
g1 (5a’+lu) 1+aI[_ 1+a11[_('u+€)+E<(1+0‘1 S+(1+O‘I) S)

AMl—a Aa(l-46 (1—a Aa(l-46
g1 < —(da+p) — 1(+a11)[ - l-i(-ozlf)[ —(n+e)+ é (1+a1[)S + 1—l(—a1]) S)

De la deuxiéme équation du systéme (3.1) on a :

E = 14+a1l E 14011

E k(l—a)ﬂ + Aa(1-4) S[ (,U +5)

Donc on obtient :
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E’ A(1—a) Aa(1-4)
81 S F_((sa—i_'u)_ 1+o¢1II_ 1+aq [l I

g1 < T — 1
Maintenant g :
go =| Bay | +p1(Ba2)

| By |= £

0 (Be) = mae { A+~ 35T+ DL~ A

On a utilisé le faite que : w(M) = maz; {mjj + D iz | Mg |}

/ ’ AM1l—a Aa(1-9
,U(B22>:EF_IT_(:U+€)_(5G+M)_ 1(.:041[)]_ 1&11)]—(04+ﬁ+u)

Donc on obtient :

g = F 5 =~ (ute) = (ot ) = TTH — FTH = (a+B+p)
Dans le systéme (3.1) on a :

[=eFE — (a+ B+ p)l donc :

T=F—(a+f+p

On obtient :

, M1l—a Aa(1-6
g = 2 — (u+e) — (da+ p) — Ay dela)

g <L —p
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pu(B) < sup(gr,g2) < & — pu

Donc :

q:tlg—noo SUPSUDzeK T f(fu(B)ds ou KC int A
4< Hin — s

a< L(InE(t) — ut — InE(0))  B(0)#£0

q< %ln(%) — Jla quantité ln% est bornée dans K
Donc : q< —pu <0 quand t— +o00 Donc d’aprés le théoréme le point endémique

(S*, E*, I*, R*) est globalement asymptotiquement stable.

4.3 Conclusion générale

Dans ce mémoire,nous avons proposé une étude générale sur un modéle de type SEIR.Nous
avons consacré une partie de notre travail a un concept central en épidémiologie :le taux de re-
production de base qui est un seuil qui donne des informations sur la propagation de la maladie;
ensuite on présente un résultat principal sur la stabilité globale des points d’équilibre sans maladie
et endémique.On obtient des résultats par deux méthodes différentes :la méthode directe de Lya-

pounov,et, I'approche géométrique du Li et Muldoney en utilisant la mesure de Lozinski.
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