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Résumé 

Résumé 

Les processus démographiques et de dispersion spatiale de Triatoma dimidiata, une espèce de 
triatomines vecteurs de la maladie de Chagas, sont modélisés par des équations intégro-
différences. Ceci permettra d’estimer la capacité d'invasion de cette espèce dans différentes 
conditions écologiques. L'application de la théorie des polynômes orthogonaux et de la 
méthode du point selle à ces équations, permettent une bonne approximation des abondances 
des femelles adultes et de la vitesse d'invasion. Nous montrons que: (1) dans les mêmes 
conditions moyennes de démographie et de dispersion, une dispersion spatiale périodique 
conduit à une vitesse d'invasion 2.5 fois plus élevée que celle obtenue quand la dispersion est 
continue c'est-à-dire qu'elle a lieu régulièrement au cours de l'année; (2) la vitesse d'invasion 
associée à dispersion spatiale périodique corrélée à des conditions démographiques 
défavorables est 34.7% plus élevée que celle calculée pour une dispersion périodique corrélée à 
de bonnes conditions démographiques. A partir de nos résultats, nous concluons en matière 
de lutte contre ces vecteurs, que le succès invasif de l'espèce T. dimidiata serait plus sensible 
à la probabilité de transition du stade juvénile au stade adulte. Nous discutons nos 
principales prédictions théoriques à la lumière des données observées chez différentes espèces 
de triatomines recueillies dans la littérature. 

Mots clés: Dispersion; Triatomines; Equations intégro-différences; Méthode de la descente 
rapide; polynômes de Chebyshev 

Abstract 
Demographic processes and spatial dispersal of T. dimidiata, a triatomine species vector of 
Chagas disease, are modeled by integrodifference equations to estimate invasion capacity of 
this species under different ecological conditions. The application of the theory of orthogonal 
polynomials and the steepest descent method applied to these equations, allow a good 
approximation of the abundance of the adult female population and the invasion speed. We 
show that: (1) under the same mean conditions of demography and dispersal, periodic spatial 
dispersal results in an invasion speed 2.5 times larger than the invasion speed when spatial 
dispersal is continuous; (2) when the invasion speed of periodic spatial dispersal is correlated 
to adverse demographic conditions, it is 34.7% higher as compared to a periodic dispersal 
that is correlated to good demographic conditions. From our results, we conclude in terms of 
vector control, the invasive success of the species T. dimidiata may be most sensitive to the 
probability of transition from juvenile to adult stage. We discuss our main theoretical 
predictions in the light of observed data in different triatomines species found in the 
literature. 
Keywords: Dispersal; Triatomines; Integrodifference equations; Steepest descent method; 
Chebyshev polynomials 
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Introduction 

Introduction 

La maladie de Chagas, également connue sous le nom de 

trypanosomiase américaine, est une maladie mortelle causée par le parasite 

protozoaire, Trypanosoma cruzi (T. cruzi). La maladie, endémique en 

Amérique latine où T. cruzi est principalement transmis par des insectes 

hématophages suceurs de sang (Gourbière et al., 2012), s’étend maintenant à 

l'extérieur de son aire de répartition géographique ancestrale en raison de 

l'augmentation de la mobilité humaines et des échanges internationaux 

(Pinto Dias, 2013; Tanowitz et al., 2011). La prévalence dans les pays non 

endémiques a été estimée à environ 300 000 individus infectés aux Etats-

Unis, 5 500 au Canada, 80 000 en Europe, 3000 au Japon et 1500 en 

Australie (Schmunis, 2007; Schmunis and Yadon, 2010). 

La lutte anti-vectorielle et de dépistage sanguin sont les principales 

stratégies de lutte contre la maladie en raison du manque d’un vaccin 

efficace et de la difficulté d’administrer des médicaments médicinales 

pendant la fenêtre de temps efficace, c'est-à-dire, pendant et juste après la 

phase aiguë de la maladie. Malgré les succès importants des programmes 

nationaux et internationaux de contrôle des vecteurs lancés dans les années 

1990 (Abad-Franch et al., 2013), ni l'objectif de 2005 de l'interruption de la 

transmission de la maladie fixé par l’Organisation Mondiale de la Santé en 

1998, ni l’objectif de 2010 pour son élimination n’ont été atteints (Gürtler et 

al., 2008). 

En fait, l'évolution de la transmission de la maladie a conduit à de 

nouveaux défis, qui comprennent actuellement (1) l'émergence de la maladie 

de Chagas dans les régions précédemment considérées comme indemnes, 

comme le bassin de l'Amazone (WHO, 2010); (2) la réémergence de la 

maladie dans les régions où les contrôles des espèces domiciliés clés, telle que 

Triatoma infestans, avaient été antérieurement atteints (Gurevitz et al., 

2012; Gürtler et al., 2009), et (3) la prise de conscience croissante que les 

espèces non-domiciliées, comme T. dimidiata  ou Rhodnius prolixus (Guhl et 

al., 2009; Hashimoto and Schofield, 2012) peuvent contribuer à des niveaux 

substantiels de prévalence de l'infection chez l'homme (Nouvellet et al., 

2013; Rascalou et al., 2012). 

Faire face à ces défis nécessite une bonne compréhension des potentiels 

démographiques et de dispersion des triatomines, et leurs réponses aux 
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changements environnementaux en cours. La dispersion des triatomines 

apparaît comme l'un des traits les moins étudiés, bien que des facteurs 

influençant le taux d'initiation de vol et sa direction ont été étudiés dans le 

passé (Galvão et al., 2001; Minoli and Lazzari, 2006; Pacheco-Tucuch et al., 

2012; Schofield et al., 1991). Les distances de dispersion ont été récemment 

estimées avec d’avantage de précision en combinant les données sur la 

distribution et la modélisation spatiales de T. dimidiata (Barbu et al., 2010; 

Barbu et al., 2011; Levy et al., 2008). Cependant, il reste à quantifier 

certaines relations entre les traits d'histoire de vie de 

démographie/dispersion et la capacité d'invasion des vecteurs qui se 

propagent dans de nouvelles zones géographiques et/ou leur vitesse 

d’invasion. 

Une telle étude nécessite une modélisation spatiale structurée pour 

tenir compte des spécificités démographiques et de dispersion des juvéniles 

et adultes des triatomines. Pour une revue des modèles mathématiques 

concernant la maladie de Chagas et ces vecteurs, le lecteur pourra consulter 

la synthèse de Nouvellet et al. (2015). L'habitat géographique peut être 

modélisé de manière discrète ou continue. Parmi les modèles spatio-

temporelles discrets, citons par exemple, les automates cellulaires (Cissé et 

al., 2016; Crawford et al., 2013; Slimi et al., 2009) et les modèles individu-

centrés (Devillers et al., 2008; Yong et al., 2015) qui ont été utilisés pour 

étudier l’invasion des triatomines ou de T. cruzi des zones domestiques (ex., 

(Barbu et al., 2011; Slimi et al., 2009))  et sylvestres (Crawford et al., 2013). 

Les modèles continus largement utilisés pour étudier la propagation des 

populations et les épidémies sont basés sur les équations de réaction-

diffusion (Petrovskii and Li, 2005; Skellam, 1951), intégro-différentielles 

(Medlock and Kot, 2003; Mollison, 1977) et intégro-différences (Kot and 

Schaffer, 1986; Shigesada and Kawasaki, 2002). 

Les équations intégro-différences structurées (EIDS) offrent un cadre 

mathématique idéal pour modéliser les invasions biologiques dans un 

environnement constant (Li et al., 2005; Lui, 1989a; Lui, 1989b; Neubert 

and Caswell, 2000), périodique ou stochastique (Caswell et al., 2011; 

Schreiber and Ryan, 2011). Le fait intéressant, est que sous certaines 

hypothèses (en s’appuyant sur la conjecture linéaire), la vitesse d'invasion 

d’une EIDS non-linéaire peut être approchée par la vitesse d’invasion 
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(donnée par une formule explicite) d’une EIDS linéaire obtenue par 

linéarisation de l’EIDS non-linéaire autour des faibles densités (Caswell et 

al., 2011; Neubert and Caswell, 2000; Schreiber and Ryan, 2011). Cette 

formule peut aussi être obtenue pour une EIDS linéaire constante en 

utilisant une méthode d'approximation, appelé méthode du col ou du point 

selle ou de la descente rapide (Radcliffe and Rass, 1997). La méthode du 

point selle est une méthode utilisée pour approximer des intégrales 

spécifiques en fonction d'un paramètre lorsque ce paramètre est grand 

(Murray, 1984). 

Récemment, elle a été utilisée dans (Kot and Neubert, 2008) pour 

analyser l’équation intégro-différence linéaire non structurée (EIDL) qui 

modélise la croissance et la propagation des populations relâchées à l'origine 

dans des espaces à une et deux dimensions: des solutions formelles ont été 

écrites pour le modèle à l'aide de la transformation exponentielle et, par la 

méthode du point selle, le comportement asymptotique des solutions pour 

les longues périodes a été déterminé. En outre, à partir de cette 

approximation, une paire d'équations qui caractérise la vitesse d'invasion et 

qui est équivalente à la formule antérieure donnée par Weinberger 

(Weinberger, 1982) est déduite. Kot et Neubert (2008) ont conclu que 

l’approximation par la méthode du point selle était excellente non seulement 

pour les longues périodes, mais aussi pour tous les temps, sauf (peut-être) les 

premières itérations. La méthode du point selle a également été appliquée à 

des équations intégro-différence à structure de dimension infinie (Powell et 

al., 2005), et utilisé pour obtenir la vitesse de propagation pour certains 

modèles en temps continu lorsque l'aspect spatial est décrit par des 

distributions de contact, par exemple (Radcliffe and Rass, 1984). Cependant, 

contrairement au cas non structuré, le calcul des abondances en fonction du 

temps et de l'espace à partir du modèle structuré n’a pas été traité. 

Le premier objectif de ce travail est d'étudier la capacité d'invasion de 

T. dimidiata par le calcul de sa vitesse d'invasion et de son abondance dans 

le temps et l'espace. Nous avons choisi cette espèce car des données à la fois 

démographiques et de dispersion spatiale sont disponibles dans la littérature 

et pour l'importance en termes de santé publique des triatomines vecteurs 

de la maladie de Chagas (voir les références ci-dessus). 
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Notre deuxième objectif est de proposer une méthode mathématique 

qui s’appuie sur les polynômes orthogonaux pour permettre le calcul des 

abondances et de la vitesse d'invasion dans le cas d'un modèle structuré. 

Nous mettons en place une modélisation par une EIDS linéaire 

déterministe à deux stades (adultes et juvéniles) qui représente la 

démographie et la dispersion des triatomines (dans les situations biologiques 

considérés, il est supposé que seuls les adultes dispersent) dans un habitat 

unidimensionnel et homogène. Comme la densité des triatomines et leur 

vitesse d'invasion sont des informations importantes, par exemple pour gérer 

le contrôle des vecteurs, nous suivons ici les étapes proposée par (Kot and 

Neubert, 2008) pour ce modèle qui constituera aussi, une extension 

théorique des idées de (Kot and Neubert, 2008) à une EIDS linéaire à deux 

stades. Cette extension théorique est présenté au Chapitre 2 et elle est 

illustrée en considérant deux cas: "dispersion constante (= continue dans le 

temps)" et "dispersion périodique». Les résultats généraux ainsi que les 

analyses détaillées de ces deux cas sont présentées dans le Chapitre 3. Les 

densités d'organismes en fonction du temps et de l'espace peuvent être 

représentées formellement par une transformation exponentielle et un 

ensemble de polynômes spécifiques, appelés polynômes orthogonaux qui se 

caractérisent par une relation de récurrence à trois termes (RRTT), 

(Chihara, 1978; Szegö, 1975). Par le comportement asymptotique de ces 

polynômes orthogonaux et la méthode du point selle, nous déterminons les 

approximations des densités pour les temps grands et où, à partir desquelles 

les formules de la vitesse peuvent être obtenues. Les conditions d'application 

à l'espèce T. dimidiata sont données dans le Chapitre 3. Plus précisément, 

un gradient de situations biologiques, allant de la plus favorable aux pire 

conditions démographiques est pris en compte dans l'estimation des 

abondances et vitesses d'invasions dans le cas d'une dispersion constante et 

périodique. Dans le Chapitre 4, nous présentons les résultats obtenus en 

utilisant les données disponibles sur la démographie et la dispersion de T. 

dimidiata pour notre modèle. Nous avons choisi le noyau de dispersion de 

Laplace en fonction d'un paramètre, la moyenne des distances de dispersion, 

estimée à partir des travaux de la littérature. Nous avons calculé la vitesse 

d’invasion des triatomines sous les deux types de dispersions citées ci-dessus. 

Dans chaque cas, la densité des adultes est approchée et leur vitesse 
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d'invasion est calculée. Nous comparons les approximations des solutions 

aux solutions exactes dans le cas constant. La fin du chapitre 4 est consacrée 

à l'analyse de sensibilité de la vitesse d'invasion aux paramètres 

démographiques et de dispersion. Les résultats originaux sont discutés et 

quelques perspectives pour affiner l'étude sont données dans la dernière 

partie du manuscrit. 
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Chapitre1 

1 Outils mathématiques pour l’étude de la 

dispersion spatiale des populations 

biologiques 
 

Ce chapitre décrit les principaux modèles continus et discrets, par 

rapport au temps et/ou l’espace, de la dispersion spatiale des populations 

biologiques. A travers cette revue, les principales notions comme les ondes 

progressives la vitesse d’invasion et les noyaux de dispersion sont définies. 

En particulier, l’accent est mis sur les deux méthodes (de majoration et 

d’approximation) utilisées pour calculer la vitesse d’invasion des équations 

intégro-différences non structurées. La méthode d’approximation est celle 

utilisée dans ce travail traitant le cas structuré à deux stades. 

1.1 Equations aux dérivées partielles (EDP) 
 

En 1937 Fisher (Fisher, 1937)a proposé l’équation de réaction-

diffusion suivante 

     
���� = � ������ + 	
�1 − 
�						�0 ≤ 
 ≤ 1�                                 (1.1) 

pour modéliser la propagation d’un gène mutant avantageux dans une 

population. Le D est un paramètre de diffusion et 	 est le taux de croissance 

per capita maximal. Fisher a montré que l’équation (1.1) admet des 

solutions positives de la forme 

                      
��, �� = ��� − ���                                     (1.1a) 

avec les conditions aux limites 

           ��−∞� = 1 et ��+∞� = 0                                       (1.1b) 

si et seulement si � ≥ 2√	�. 
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La fonction � vérifie l’équation différentielle ordinaire 

                 �� ′′ + �� ′ + 	��1 −�� = 0.                            (1.1.c) 

Définition 1.1 

a) La solution (1.1.a) est appelée onde progressive ou front 

progressif. Elle se déplace en direction de l’axe des � positifs avec une 

vitesse � constante positive et sans changer de forme. Fig. 1.2. 

b) Cette forme est le graphe de la fonction ����, appelée profil 

d’onde. Voir Fig. 1.1. 

c) La variable� = � − �� est appelée variable d’onde. 

d) La quantité � ∈ ℝ est la vitesse d’onde ou vitesse du front ou 

vitesse de propagation ou vitesse d’invasion (dans la théorie des 

invasions biologiques). 

 

 

 

 

Fig. 1.1.  Profil d’onde ����, vérifiant ��−∞� = 1 et ��+∞� = 0. 

Fig. 1.2.Ondes progressives entre 2 temps ��et ��	��� > ��� dans le cas où � > 0. La 

droite ! = 
", appelée niveau, qui intersecte les ondes progressives en deux points. 

La distance entre ces deux points est ��� − ���� , divisée par le temps écoulé ��� − ��� donne la vitesse �. 
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Rappelons que la vitesse s'obtient par la division d'une mesure d'une 

variation (de longueur, poids, volume, etc.) durant un certain temps par une 

mesure du temps écoulé. En particulier, en cinématique, la vitesse est une 

grandeur qui mesure pour un mouvement, le rapport de la distance 

parcourue au temps écoulé.  

On distingue deux types de vitesses, la vitesse moyenne et la vitesse 

instantanée. La vitesse moyenne se calcule en divisant la distance parcourue 

par le temps de parcours; elle a un sens sur une période donnée. La vitesse 

instantanée est obtenue par passage à la limite de la définition de la vitesse. 

Elle est définie à un instant précis, via la notion de dérivation. Lorsque la 

distance et le temps sont continus (resp. la distance et/ou le temps ne sont 

pas continus), on sous-entend par vitesse la vitesse instantanée (resp. la 

vitesse moyenne).  

Dans le modèle (1.1), la vitesse du front, � , est la dérivée de la 

distance par rapport au temps. En effet, fixant une quantité (appelée aussi 

niveau) 
",  0 < 
" < 1, on résout l’équation ��� − ��� = 
" pour trouver la 

distance parcourus parle front suivant le niveau
" durant le temps �. On 

trouve alors 

���, 
"� = �� +�$��
"� 
et on voit bien que � = %� %�⁄ . Dans ce cas, �$� est la fonction inverse de �. 

Fisher (Fisher, 1937) a prédit que le gène initialement présent dans le 

domaine spatial '−∞, 0( et absent dans '0, +∞(, occupera au cours du temps 

tout le domaine '−∞, +∞(  avec la vitesse minimale 2√	� . 

Mathématiquement, on se pose les questions: est ce que les solutions 
��, �� 
(qui ne sont pas nécessairement des fronts) s’approche du front progressif �)� − 2√	��* et est ce que la vitesse instantanée %� %�⁄  ou la vitesse 

moyenne � �⁄  suivant le niveau 
"  tendent vers 2√	� , quand �  tend vers 

l’infini ? 

La distance ���, 
"� = 
$���, 
"�  est définie par la relation 

implicite 
)�, 
$���, 
"�* = 
" . Kolmogorov, Petrovskii et Piscounov 
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(Kolmogorov et al., 1937), noté KPP, démontrèrent cette conjecture pour 

l’équation 

                
���� = � ������ + +�
�   (� ∈ ℝ, � ≥ 0)                           (1.2) 

avec la condition initiale de type Heaviside 

               
�0, �� = ,1				si	� ≤ 00				si	� > 0/                                          (1.2a) 

et + telle que 

        0 +�0� = +�1� = 0, +1�1� < 0 < +1�0�+�
� > 0	et	+1�
� ≤ +1�0�	pour	0 < 
 < 1./                      (1.2b) 

Théorème1.1(Kolmogorov et al., 1937) Soit l’équation de réaction-

diffusion suivante : 

                 
���� = � ������ + +�
�      (� ∈ ℝ, � ≥ 0) 

où +vérifie (1.2b) et de condition initiale de type Heaviside (1.2a). 

Si 8���  est telle que 
��, 8���� = ��   alors : 
         lim�→<∞ =���� = �=>? = 2@+ ′�0��                                (1.2c)             

et 

         lim�→<∞ 
��, � + 8���� = �ABCD���                             (1.2d)             
où �ABCD�� − �=>?�� est la solution front progressif avec la vitesse �=>?. 

La distance 8��� définie par 
��, 8���� = �� est unique dans ce cas, car 

les 
��, �� sont monotones. Elle représente l’emplacement du point de 
��, �� 
suivant la droite ! = 1 2⁄ , ou suivant le niveau 1 2⁄ . Les résultats du 

Théorme1.1 sont aussi valides pour d’autres niveaux 
", 0 < 
" < 1. C'est-à-

dire que pour 
$���, 
"�, qui peut être un ensemble dans d’autres cas, on a 

lim�→<∞ �EF��,�G�� = lim�→<∞ ��� 
$���, 
"� = 2@+ ′�0��                   (1.3a) 

et 
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lim�→<∞ 
)�, � + 
$���, 
"�* = �ABCD���                                   (1.3b) 

uniformément par rapport à � ∈ ℝ et uniformément par rapport à 
" dans 

des sous intervalles de �0,1�. Où �ABCD��� est le profil d’onde avec la vitesse �=>?. 
Les résultats de KPP ont été étendus et généralisés par plusieurs 

auteurs pour d’autres fonctions + et d’autres conditions initiales (Aronson 

and Weinberger, 1975; Fife and McLeod, 1977; Hamel and Roques, 2010; 

Kanel, 1960; Uchiyama, 1978) ainsi qu’aux cas multidimensionnels (Aronson 

and Weinberger, 1978) et EDP paraboliques semi linéaires d’ordres 

supérieurs à deux (Galaktionov, 2013). La question sur la forme de 

l’ensemble 
$���, 
"� a été étudié par Bramson (Bramson, 1983; Bramson, 

1978) par des méthodes probabilistes et revisitée par (Lau, 1985) et (Hamel 

et al., 2013) analytiquement. Bramson a donné une classification des 

données initiales pour lesquelles une relation de la forme (1.3a) est vérifiée. 

En particulier, pour le cas d’une condition initiale de type Heaviside, le 
$���, 
"� possède le comportement asymptotique suivant 

            
$���, 
"�~�=>?� − IABCD ln	���        quand � → +∞. 

Donc il n’y a pas que la partie linéaire en t, mais il y’a aussi un terme 

logarithmique. Remarquons que ce shift logarithmique apparait aussi pour le 

modèle étudié ici, voir la relation (2. 39). 

 

1.2 Equations intégro-différentielles 
 

En écologie, les équations de réaction-diffusion sous-estiment la vitesse 

d’invasion (Clark, 1998; Kot et al., 1996). Une solution à cette sous-

estimation des vitesses d'invasion a été l'utilisation des opérateurs intégraux 

à la place des opérateurs de diffusion, résultant en des équations intégro-

différentielles ou intégro-différences (Kendall, 1965; Kot and Schaffer, 1986; 

Lee et al., 2001). Ces modèles intègrent des informations détaillées sur le 

contact à petite échelle et le processus de dispersion pour prédire les effets à 



11 
Chapitre 1.Outils mathématiques pour l’étude de la dispersion spatiale des populations biologiques 

grands échelles avec plus de précision. Comme exemple, (Aronson, 1977; 

Kendall, 1965; Mollison, 1977) étudièrent l’équation 

         
�K�� = L�M − N� O P��, !�N�!, ��%!Q                                  (1.4) 

qui modélise la propagation d’une infection par contact d’un individu sain 

susceptible d’être infecté, par un individu infecté d’une population de taille 

constante M = R��, �� + N��, ��. Où, 

R��, �� : représente les susceptibles au point x et au temps t. 

N��, �� : représente les infectés au point x et au temps t. 

P��, !�: est la fonction densité de probabilité exprimant que la 

proportion des infectés en y contacte les susceptibles en x. 

L : le taux constant de transmission de l’infection. 

 

1.3 Equations différentielles ordinaires (EDO) 
  

Avec un temps continu et un espace discret, ex. des patchs, on peut 

modéliser le mouvement des individus entre patchs par des équations 

différentielles ordinaires. Par exemple, les modèles proie-prédateur ou hôte-

parasite, pour une vue d’ensemble on peut voir par exemple (Briggs and 

Hoopes, 2004; Taylor, 1990). 

Les types de modèles précédents sont à temps continu et à espace 

continu ou discret. Remarquons que la modélisation de la dispersion et la 

démographie par les équations de réaction-diffusion (1.2) suppose que les 

individus dispersent dans les différentes directions avec des probabilités 

égales conduisant à une distribution normale des distances parcourues. De 

plus, les deux processus (la dispersion et la démographie) se déroulent en 

même temps et interviennent de manière continue. Comme la plupart des 

organismes se reproduisent et dispersent durant des périodes de temps 

différentes et de manière discrète  (insectes, plantes annuelles, …), il est plus 

naturel dans ces cas d’utiliser des modèles à temps discret. Il est aussi 
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intéressant de noter que les vitesses de propagations, et dans certains cas, 

l’existence des ondes progressives des équations (ou systèmes) de réaction-

diffusion, peuvent être étudiées dans le cadre d’un modèle à temps discret 

(Weinberger, 1982; Weinberger, 2002; Weinberger et al., 2002).  

 

1.4 Modèles matriciels 
 

Soit une population distribuée sur S patches discrets de coordonnées �T, U = 1,2, … , S. Soit 
�)�T* la population (nombre ou densité) sur le patch U 
et au début de la �è=W phase sédentaire. L’intervalle de temps (�, � + 1' est 
divisé en deux phases : la phase sédentaire sur (�, � + X', 0 < X < 1, où la 

population se multiplie (naissance et mortalité) et alors 
�)�T*  devient + Y�T , 
�)�T*Z. Pour la simplicité, on supposera que + est indépendante de la 

coordonnée du patch et donc on omettra le �T. La deuxième phase, la phase 

dispersion qui se passe sur (� + X, � + 1', où les proportions P)�> , �T* de la 

population dispersent du patch U au patch [. On dit aussi que P)�> , �T* est la 
probabilité qu’un individu se déplace, pendant la phase de dispersion, du 

patch U au patch [. Le résultat final est le système discret suivant 


�<���>� = ∑ P)�> , �T*?T]� + Y
�)�T*Z                                 (1.5) 

où [ = 1,2, … , S. 
Pour deux patchs identiques (S = 2) dans lesquels les individus ont 

une probabilité 1 − ^  de rester dans leur patch et une probabilité ^  de 

rejoindre le patch voisin, le système (1.5) prendra la forme 

  _
�<����� = �1 − ^�+)
�����* + ^+)
�����*
�<����� = ^+)
�����* + �1 − ^�+)
�����*/                           (1.5a) 

Ces modèles ont été utilisés, par exemple, pour la modélisation de 

l’interaction hôte-parasite (Hassell et al., 1991; John M and Barlow, 2001), 

contrôle biologique (Rees and Paynter, 1997; Rees and Hill, 2001), 

dispersion des arbres (Jiang and Zhang, 2008), le calcul de la vitesse 

d’invasion d’un système structuré avec application à la dispersion de la 
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camomille inodore (de-Camino-Beck and Lewis, 2009), et l’effet des 

insecticides et leurs dispersion (par la diffusion et/ou le vent) sur la 

dispersion des insectes (Rodrigues et al., 2014). 

 

1.5 Equations intégro-différences (EID) 
 

Quand l’espace est continu, la variable �  varie dans un intervalle �`, a�. 
���� représente la densité à la position �  et au début de la �è=W 
phase sédentaire. De la même manière que précédemment (Modèles 

matriciels), et en vertu de la continuité de l’espace, la sommation devient 

une intégration et on obtient l’équation intégro-différence (EID) suivante 

     
�<���� = O P��, !�+�
��!�, !�bc %!.                             (1.6) 

où P��, !�%! est la probabilité qu’un individu, durant la phase de dispersion, 

se déplace de l’intervalle (!, ! + %!' à la position �. 
Définition 1.2 

a) Un espace (ou habitat) est dit homogène si les propriétés 

démographiques et de migrations sont les mêmes en tout point de 

l’espace. 

b) Un espace (ou habitat) est dit isotrope si les propriétés de 

migrations sont les même pour toutes les directions de l’espace. 

Dans le cas où l’espace est homogène et isotrope, la fonction 

démographique + dans (1.6) ne dépend pas de la position y et le noyau de 

dispersion P est symétrique, i.e. P��, !� = P�!, ��, et dépend de la distance 

entre � et !, i.e. P��, !� = P�� − !�. Dans ce cas, le modèle (1.6) s’écrit 

               
�<���� = O P�� − !�+)
��!�*bc %!.                          (1.6a) 

Remarque 1.1 On peut toujours prendre a = −` = +∞  dans 

L’équation (1.6a) en utilisant la fonction de Heaviside d�!� = 1 si ` ≤ ! ≤a et d�!� = 0 sinon. 
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La fonction démographique dans le modèle (1.6a) décrivant la 

dynamique locale par l’équation 
�<� = +�
�� peut prendre plusieurs formes,  

- linéaire (croissance exponentielle, pas de facteurs limitant la 

démographie) 

+�
� = ef
. 
- logistique 

+�
� = �1 + 	�
 − 	g 
�. 
- de type stock-recrutement de Beverton-Holt (Beverton and Holt, 

1957) 

+�
� = ef
1 + (�ef − 1� g⁄ '
. 
- de type Ricker (Ricker, 1954) 

+�
� = 
ef��$� h⁄ �. 
Dans les fonctions précédentes, 	 est le taux de croissance intrinsèque 

(sans compétition) et g est la capacité d’accueil du milieu. 

Pour le noyau de dispersion P���, on trouve dans la littérature trois 

principaux types (Kot et al., 1996) : 

a) Le noyau P��� à une fonction génératrice des moments, qu’on note Pi�j�, définie par l’intégral 

Pi�j� = k P���el�%�<m
$m  

qui existe pour j dans un voisinage de zéro. Pi�j� est aussi la transformée 

exponentielle de P���. 
Ces noyaux sont à queues exponentiellement bornées. Par exemple les 

noyaux de Gauss 

P��� = 1n√2o e$�� �p�⁄  

et de Laplace 
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P��� = 12q e$|�| s⁄ . 
Les EID construites à l’aide de ces noyaux, moyennant des conditions 

sur	+ et la condition initiale, possèdent des ondes progressives (Kot, 1992; 

Lui, 1989a; Lui, 1989b; Weinberger, 1982). 

 

b) Le noyau P��� possède des moments finis, 

t? = k P����?%�<m
$m  

de tous les ordres S, mais pas de fonction génératrice des moments. 

Ces noyaux sont appelés les noyaux à queues épaisses (fat-tails, en 

anglais). Par exemple 

P��� = q�4 e$s@|�|. 
c) Le noyau P���  possède des moments infinis. Ils sont à queues 

extrêmement épaisses comme le noyau de Cauchy défini par 

P��� = 1o LL� + ��. 
L’estimation du noyauP���, à partir des données de terrain, a montré 

que le noyau n’est pas toujours normal mais qu’il peut être dans la plupart 

des cas leptokurtique (voir définition ci-dessous), ex. le noyau de Laplace, 

(Kot et al., 1996). En général les données, pour estimer le noyau P���, sont 

collectées de deux façons. La première, consiste à capturer un ensemble 

d’individus de la population pour les marquer, les libérer puis les recapturer 

après un certain temps (méthode de capture-marquage-recapture). Ici les 

données sont des distances parcourues. La deuxième, consiste à définir 

certains sites (ex. pièges pour insectes et graines) de distances connues (par 

rapport à une source de la population) dans la zone de travail et, après un 

certain temps, d’aller collecter les individus se trouvant dans ces sites. Ici les 

données sont des densités (par unité d’espace), typiquement en fonction des 

distances d’une certaine source. (Lewis et al., 2006). 
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A partir de ces données ainsi collectées, on disposera d’effectifs (ou de 

fréquences) en fonction des distances. Si on trouvait, par exemple, que la 

distribution exponentielle 
�s e$� s⁄  ( � > 0 ) constituait une bonne 

approximation (par les moindres carrées) des données collectées; alors en 

supposant que les individus se déplacent sur l’axe des réels à gauche et à 

droite avec la même probabilité, le noyau de dispersion serait donc le noyau 

de Laplace 
��s e$|�| s⁄ . 

Remarquons que pour ce noyau le paramètre q est une approximation 

de la moyenne des distances collectées, car on a : 

k �q e$� s⁄ %� = q.<m
"  

Définition 1.3 

Le kurtosis (ou coefficient d’aplatissement), v , d’un noyau de 

dispersion est la quantité 

v = 8w8��. 
Où 8�  et 8w  sont les moments centrés d’ordres deux et quatre 

respectivement. 

Définition 1.4 

a) Si v > 3  on dit que le noyau de dispersion est 

leptokurtique. (Lepto=mince, Kurtique=courbe). 

b) Si v = 3  on dit que le noyau de dispersion est 

mesokurtique. (meso=intermédiaire). 

c) Si v < 3  on dit que le noyau de dispersion est 

platykurtique. (platy=aplatie). 

Le kurtosis est un paramètre qui mesure à quel point une distribution 

des fréquences est concentrée autour de la moyenne. En prenant trois types 

de noyaux centrés et de même variance on peut dire que : un noyau 

leptokurtique est plutôt pointue (ou mince) en sa moyenne, et a des queues 

épaisses comparé à un noyau mesokurtique, ex. noyau de Laplace. Un noyau 

platykurtique est relativement « aplatie », son centre et ses queues étant 
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appauvries au profit des flancs, ex. la distribution uniforme. Un noyau 

mesokurtique est intermédiaire, ex. distribution de Gauss. Voir figure 1.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les EID de type (1.6a) construites à l’aide de noyaux exponentiellement 

bornés, moyennant des conditions sur	+ et la condition initiale, possèdent 

des ondes progressives comme le montre le théorème suivant (Weinberger, 

1982) : 

 

 

Fig. 1.3. Noyaux de dispersion de Laplace (leptokurtique), de Gauss (mesokurtique) 

et uniforme (platykurtique). Ces noyaux centrés (moyennes=0) et réduits 

(variances=1) sont définis par : 

Laplace : Py��� = exp	�−|�|√2� √2⁄  

Gauss : P{��� = exp	�−�� 2⁄ � √2π⁄  

Uniforme : P|��� = 1 )2√3*⁄  si −√3 < � < √3  et nul sinon 
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Théorème1.2.(Weinberger, 1982) Si on a : 

i) +1�
� > 0 pour tout 
 ≥ 0. 
ii) +�
� ≤ +1�0�
 pour tout 
 ≥ 0. 
iii)  Pi�j� = O P���el�%�<m$m  existe pour s dans un voisinage de zéro. 

Alors l’EID (1.6a) admet comme solutions des ondes progressives de 

vitesse minimale 

           �}∗ = min"�l�lG �l ln Y+1�0�Pi�j�Z.                               (1.7) 
De plus, si la donnée initiale 
"���  est à support compact, alors la 

vitesse �}∗  est asymptotique. 

Comme on l’a déjà mentionné ci-dessus, quand on considère les 

différents types de noyaux, la condition iii) du théorème signifie que le 

noyau est à queues exponentiellement bornées. Par exemple, les noyaux de 

Gauss et de Laplace qu’on trouve souvent en pratique (Kot et al., 1996). 

La condition i) signifie que la fonction démographique croît en 

fonction de la densité et ii) veut dire que la population ne présente pas un 

effet Allee, i.e. que +�
�/
 est maximal quand la population est faible (
 
tend vers zéro). 

L’effet Allee (Allee, 1931), chez certaines espèces, est le fait qu’un 

faible effectif peut réduire la croissance alors que l’agrégation peut avoir un 

effet positif. Pour une dynamique locale décrite par une équation de type 
�<� = +�
��, l’effet Allee se traduit par l’existence d’un intervalle de (0, g' 
dans lequel +�
� 
⁄ > +1�0� . L’effet Allee est dit fort si 0 ≤ +1�0� < 1  et 

faible si +1�0� ≥ 1. 
Le théorème1.2 est un cas particulier d’un résultat plus général établie 

par (Weinberger, 1982) concernant l’équation 

                
�<���� = �(
�'���.                                       (1.8) 

Où le temps � est discret, la variable spatiale � ∈ ℝ� peut être continue ou 

discrète et � est un opérateur qui vérifie certaines conditions, comme par 

exemple : 
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• L’opérateur � préserve l’ordre, i.e. 
 ≥ � ⟹ �(
' ≥ �(�'. 
• L’opérateur �  commute avec les translations (l’habitat est 

homogène) et les réflexions (l’habitat est isotrope). 

Les résultats de Weinberger ont été généralisés à un système 

d’opérateurs de la forme (1.8) par Lui (Lui, 1989a; Lui, 1989b). Dans le cas 

d’un habitat périodique, on peut trouver des résultats pour le modèle (1.8) 

dans (Weinberger, 2002) et pour (1.6) dans (Weinberger et al., 2008).  

Remarquons que dans le Théorème1.2, une fonction démographique +�
� et sa partie linéaire+1�0�
  donnent la même vitesse. Ceci est aussi 

observé pour les équations de réaction diffusion. En général, lorsque cette 

propriété est vraie pour un modèle non-linéaire quelconque, on dit que la 

conjecture linéaire est vérifiée (Bosch et al., 1990; Mollison, 1991; 

Weinberger et al., 2002). Cette conjecture linéaire repose sur les deux faits 

suivants : 

i) Le taux moyen de reproduction d'un individu tout au long de sa 

vie dans un environnement occupé par une certaine population est toujours 

inférieur à son taux de reproduction lorsqu’il est dans un environnement 

"vierge" (ex. absence d’effet Allee). 

ii) L’influence d’un individu sur l’environnement loin de sa position 

(présente) est négligeable. 

D’après la supposition i) on s’attend à une vitesse asymptotique du 

modèle non-linéaire inférieur à celle du modèle linéaire associé (par 

linéarisation).  La supposition ii) nous permet de dire que la dynamique de 

la population aux positions avancées des fronts est bien décrite par le 

modèle linéaire. Donc, on prévoit que la vitesse asymptotique du modèle 

non-linéaire ne peut pas être plus petite que celle du modèle linéaire. Ainsi, 

les deux suppositions i) et ii) sur la propagation spatiale d’une population, 

nous ramène à conjecturer que la vitesse asymptotique du modèle non-

linéaire et celle de son modèle linéaire associé par linéarisation sont égales 

(Bosch et al., 1990; Mollison, 1991). 

La condition ii) du théorème1.2 qui signifie que la supposition i) de la 

conjecture linéaire est vérifiée permet de majorer les solutions de l’EID non-

linéaire (1.6a) par les solutions de son linéarisation. Par conséquent, la 
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vitesse du non-linéaire est majorée par celle de son linéarisation. Cette 

méthode utilisée de façon générale, par exemple, dans (Neubert and Caswell, 

2000) pour majorer la vitesse du cas structuré non-linéaire, est présentée ci-

dessous pour l’EID (1.6a).  

 

1.5.1 EID linéaire (approche majoration) 

 

Pour une population qui croit de façon exponentielle, on a	+)
��!�* =�
��!�  avec � > 1 . L’équation (1.6a) devient (avec un P  symétrique 

exponentiellement bornée et a = −` = +∞) 

        
�<���� = � O P�� − !�
��!�<m$m %!.                                  (1.9) 

Une onde progressive de (1.9) s’écrit 
���� = ��� − ���, on remplace 

dans (1.9) et on pose � et ! à la place de � − �� et ! − �� respectivement 

pour avoir 

   ��� − �� = � O P�� − !���!�<m$m %!.                                   (1.9a) 

Comme (1.9a) est linéaire on envisage des solutions exponentielles 

       ���� = `e$l�, �`, j ≠ 0�.                                             (1.9b)              

En remplaçant dans (1.9a) et en faisant le changement de variable � = � − ! 
on obtient 

elA = �O P���<m$m el�%! = �Pi�j�,   j ∈ �−j�, j��\�0�                   (1.9c) 

Donc avec � ≡ ��j� = �l ln Y�Pi�j�Z, les fonctions 

         
���� = `e$l��$A��                                                    (1.9d) 

sont des ondes progressives de (1.9). Pour les vitesses positives �� > 0�, i.e. 
les ondes se déplacent suivant l’axe des � positives, la vitesse minimale est 

donc 

      �=>? = min"�l�lF �l ln Y�Pi�j�Z.                                         (1.10) 
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Remarquons que 
���� = `e$l��$A�l��� sont solutions de (1.9) pour la 

donnée initiale  

                      
"��� = `e$l� .                                           (1.10a) 

En réalité, une invasion biologique ne commence pas par une donnée 

de la forme (1.10a), mais commence par une densité finie dans un espace 

limité. Donc, en termes mathématiques, à support compact. 

Le fait remarquable est qu’on peut toujours choisir un j librement 

(0 < j < j�) et ajuster le ` pour majorer une donnée à support compact par 

une donnée de la forme (1.10a). Ainsi on déduit de l’équation (1.9) que 

          
���� ≤ `e$l��$A�l���.                                             (1.10b) 

Où 
����  est la solution de (1.9) avec une donnée initiale à support 

compact. 

Maintenant, on prend un niveau � et on résout l’inégalité (1.10b) pour 

trouver � �⁄  avec 
���� = �. On trouve alors 

          
�� ≤ ��j� − ��l ln Yc�Z.	                                                (1.10c) 

L’inégalité (1.10c) est valide pour tout j, 0 < j < j�, et � ≥ 1. Donc 

           lim�→m �� ≤ min"�l�lF ��j�.	                                   (1.10d) 

D’autre part, on déduit que la vitesse asymptotique d’une population 

gouvernée par une EID non-linéaire du type (1.6a), avec +�
� ≤ +1�0�
 et 

commençant par une donnée à support compact, est majorée par la vitesse 

minimale de l’EID linéaire (1.9), avec � = +1�0�, obtenue par linéarisation de 

l’EID (1.6a) autour de 
 = 0. 
La vitesse peut aussi être calculée en utilisant une bonne 

approximation des densités. La représentation des densités à l’aide de la 

transformation exponentielle et l’utilisation de la méthode du point selle 

permettent d’approximer les densités et ensuite déduire la vitesse de l’EID 

linéaire (1.9). Pour les détail on peut consulter (Kot and Neubert, 2008). 

Dans ce qui suit, on donne un bref aperçu de cette méthode qui sera utilisé 

dans notre modèle biologique. 
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1.5.2 EID linéaire (approche approximation) 

Cette section est présentée comme annexe A dans (Mesk et al., 2016). 

1.5.2.1 Transformation exponentielle 

 

La transformée exponentielle d’une fonction +  est définie par (voir, 

(Kot and Neubert, 2008) et les références cités) 

          +��j� = O +���el�%�<m$m                                               (1.11) 

et son inverse est donné par 

+��� = 12o[ k +��j�e$l�%j�<>m
�$>m .		 

Où � est choisi de sorte que l'intégrale soit convergente.  

On a la propriété de convolution 

+ ∗ ���j� = +��j����j� 
où 

�+ ∗ ����� = k +�! − ����!�%!<m
$m . 

Pour S  un nombre naturel, on pose +∗�?<�� = + ∗ +∗�?�  et par 

convention +∗�"� = �. 
 

Remarque 1.2 

Si +��0� existe, alors +��[j� est la transformée de Fourier de +��� 
+��[j� = k +���e>l�%�<m

$m . 
Donc la transformée inverse de la transformée exponentielle peut être 

écrite sous la forme 
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+��� = ��� O +��[j�e$>l�%j<m$m = ���> O +��j�e$l�%j>m$>m                     (1.11a) 

et on a les propriétés, 

• �+��[j�� ≤ +��0� pour j ∈ ℝ. 

• lim|l|→<m�+��[j�� = 0. 
En particulier pour un noyau symétrique P��� , on a Pi�0� = 1 (car 

c’est une densité de probabilité) et pour j ∈ ℝ on a aussi 

• Pi�[j� = 2O P���cos	�j��%�<m"  

• Pi�[j� ∈ ℝ. 

• �Pi�[j�� ≤ 1. 
• Pi�j� est paire. 

• lim|l|→<m�Pi�[j�� = 0. 
• Pi 11�0� est la variance. 

 

1.5.2.2 Méthode du point selle 

 

La méthode de la descente la plus rapide, méthode du col, ou méthode 

du point selle représente un développement naturel de la méthode de 

Laplace pour l'estimation asymptotique (l’approximation) des intégrales des 

fonctions analytiques. La méthode du col s’est développée grâce aux travaux 

de Cauchy, Riemann, Peter Debye et Pavel Alexeevich Nekrasov. Dans 

(Petrova and Solov'ev, 1997) on trouve une étude bien détaillée de la 

méthode du point selle. Pour les détail de la méthode on peut consulter 

(Murray, 1984). Pour pouvoir parler d’approximation, on a besoin des 

définitions suivantes. 

 Définition 1.5 On dit que +���� est équivalente à ����� quand � → +∞ 

et on note +����~����� si 
lim�→<m+���� �����⁄ = 1, 

ou bien 
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∀� > 0, ∃�" ∈ ℕ: � ≥ �" ⇒ |+���� − �����| < �|�����|. 
L’équivalence est uniforme si  �" est indépendent de �. 

Définition 1.6 

a) On dit que +� = ����� quand � → +∞,  s’il existe des constantes 

positives �� et ��	telles que |+�| ≤ ��|��| pour � ≥ ��. 
b) On dit que +� =  ����	 quand � → +∞ , si pour tout � > 0 , il 

existe une constante �� telle que |+�| ≤ �|��| pour � ≥ ��. 
Remarque 1.3	+� =  ���� implique que +�/�� → 0 quand � → +∞, mais +� = ����� implique que +�/�� est bornée. 

On peut écrire +�~�� de cette façon +� = ��)1 +  �1�*. 
La méthode du point selle permet d'évaluer le comportement 

asymptotique d'une intégrale complexe du type 

                   +��� = O e�¡�¢�ℎ���%�¤                                      (1.12) 

lorsque �  tend vers l’infini (i.e, une expression équivalente au sens de la 

définition 1.3). Le ¥  est un chemin dans le plan complexe, �  et ℎ  sont 

analytiques en � dans un certain domaine du plan complexe qui contient ¥, 

et � est un nombre réel positif. L’idée de la méthode consiste à déformer le 

chemin d’intégration ¥ en un autre chemin ¥1, en utilisant le théorème de 

Cauchy, pour que la plus grande contribution pour l’intégrale vient du 

voisinage d’un point. Le chemin ¥1qui passe parce point (qui est un point 

selle) est le chemin de la descente la plus rapide au voisinage de ce point. 

On donne dans ce qui suit une brève description de cette méthode pour 

l’intégrale (1.12). 

Pour � = � + [!on écrit  ���� = 
��, !� + [���, !� ce qui donne 

e�¡�¢� = e����,��e>����,��. 
Comme le module de e�¡�¢� dépend de �	et 
��, !�, on cherchera les 

points critiques de 
��, !�, i.e. les points ou les dérivées partielles  
� et 
� 
de 
 s’annules. 

On a pour la dérivée de ���� 
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�1��� = 
� + [�� 
avec les conditions de Cauchy-Riemann 

                             
� = �� et �� = −
�. 
On aura : �1��� = 0 si et seulement si 
� = �� = 0. Donc, � = � + [! 

est un point critique de ���� si et seulement si la paire ��, !� est un point 

critique de 
��, !�. 
La nature de ce point critique est déterminée en examinant le hessien, 

d��, !� = ¦
�� 
��
�� 
��¦ = 
��
�� − 
��� = −
��� − ���� . 
Un point critique est non-dégénéré si son hessien est non nul. Ceci 

équivaut à dire aussi que �11��� ≠ 0car �11��� = 
�� + [���. On conclut aussi 

qu’un point critique non-dégénéré est un point selle car son hessien est 

négatif 

 

 

 

Le chemin ¥ dans (1.12) est déformé de façon à passer par un point 

critique non-dégénéré de ����, de sorte que 
��, !� devient maximale en ce 

point et qu’elle décroit le plus rapidement possible au voisinage de ce point. 

Point selle 

Fig. 1.4. Point selle de la surface 
��, !�. 
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C’est-à-dire qu’on veut le contour déformé soit le chemin de la descente la 

plus rapide qui va concentrer la contribution de l’exponentielle de l’intégrale 

dans une petite région du chemin. 

Il ne faut pas oublier ���, !�, la partie imaginaire de ����, qui va 

contribuer à l’intégrale par des oscillations, surtout quand � augmente. Pour 

éliminer ces oscillations, on doit choisir un chemin de façon à rendre ���, !� 
constante. Donc, pour un point critique �" = �" + [!", le chemin déformé est 

caractérisé par 

���, !� = ���", !"� 
et 


��, !� < 
��", !"�, sauf au point �". 
Si on développe ���� en une série de Taylor au voisinage de �"  on 

trouve 

���� = ���"� + 12�11��"��� − �"�� +⋯ 

Au voisinage de �" la quantité 

���� − ���"� = 
��, !� − 
��", !"� ≈ 12�11��"��� − �"�� < 0 
est réelle négative. 

On introduit une nouvelle variable réelle, X, telleque 

X� = −)���� − ���"�* ≈ −12�11��"��� − �"��. 
En résolvant, on a 

� ≡ ��X� et � − �" ≈ @−2 �11��"�⁄ X, 
où la détermination de la racine est liée au sens d’intégration.  

 L’intégrale (1.12) devient 

     +��� = e�¡�¢G� O e$�©�ℎ)��X�* �¢�©©�$©F %X,                                 (1.13) 
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où X� > 0 et X� > 0 sont les extrémités du chemin ¥ après transformation à 

la nouvelle variable X. 
On développe ℎ��� (avec ℎ��"� ≠ 0 ) en une série de Taylor au 

voisinage de �" et on remplace X� et X� par l’infini pour avoir 

+��� = e¡�¢G�ℎ��"�ª− �¡««�¢G�O e$�©�m$m %X + ⋯                          (1.13a) 

Alors on a, pour � → ∞, l’approximation 

        +���~ℎ��"�ª− ���¡««�¢G� e�¡�¢G�.                                       (1.13b) 

 

1.5.2.3 Application à l’EID linéaire  

 

On applique maintenant cette méthode pour approximer la densité de 

l’EID (1.9). 

On commence par appliquer la transformation exponentielle à l’EID 

(1.9) pour avoir 

      
��<��j� = �Pi�j�
���j�.                                                   (1.14) 

En prenant 
"��� = S"����, et donc 
�"�j� = S", on trouve 

        
���j� = S"��Pi�j�� .                                                    (1.14a) 

On utilise la transformation exponentielle inverse pour écrire les 

densités sous la forme 

        
���� = ?G¬­��> O Pi�j��e$l�%j�<>m�$>m .	                                   (1.14b) 

On écrit (1.14b) de la façon suivante 

    
���� = ?G¬­��> O e�Y®¯Y°i �l�Z$l±­Z%j�<>m�$>m                                     (1.14c) 
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pour approximer les 
���� par la méthode du point selle. Ici, en comparant 

avec (1.13), on a ��j� = Yln YPi�j�Z − j ��Z, ℎ�j� = 1 et le chemin ¥ est une 

droite parallèle à l’axe imaginaire. 

Les points critiques sont solutions de l’équation �1�j� = 0, i.e. 
            

°i «�l�°i �l� = ��.                                                            (1.14d) 

Cette équation admet une seule racine réelle dans le domaine de 

convergence de la fonction génératrice des moments Pi�j�, (Daniels, 1954). Le 

point critique j"est une fonction de � �⁄  et le comportement asymptotique de 
���� est de la forme 

       
����~ ?G¬­°i �lG�­WE²G±@���|¡««�lG�| .                                                   (1.15) 

De cette approximation on déduit une approximation des distances ���, ��, suivant le niveau � , solutions de l’équation 
���� = � . On trouve 

alors les vitesses ���, �� �⁄ , 

         
�� = �lG ³ln Y�Pi�j"�Z − �� ln Y �?G@2o�|�11�j"�|Z´                   (1.15a) 

Si cette vitesse converge à une constante, alors j" et |�11�j"�| comme 

fonction de j" convergent à des constantes. La vitesse asymptotique est donc 

        � = lim�→m �� = �lG ln Y�Pi�j"�Z                                      (1.15b) 

qui est équivalente à 

        � = Wµ²G°i �lG�.                                                                 (1.15c) 

Toujours quand � → ∞, on déduit aussi de l’équation (1.14d) que 

        � = °i «�lG�°i �lG� .                                                               (1.15d) 

De ces deux dernières relations on déduit la paire d’équations 

paramétriques 

           � = W²G¶·«�²G� ¶·�²G�¸°i �lG�  et � = °i «�lG�°i �lG� ,                                      (1.16) 
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desquelles, pour un � donné, on résout la première équation pour avoir le j" 
et après remplacer dans la deuxième équation pour trouver la vitesse �. En 

pratique, on peut tracer �  en fonction de � , en faisant varié le j" . Voir 

figure1.5. 

 

 

 

 

 

Les deux équations (1.16) sont aussi équivalentes à la formule de 

Weinberger suivante 

       � = minl¹" �l ln Y�Pi�j�Z                                               (1.16a) 

qu’on a trouvée précédemment dans l’approche par majoration. 

  

Fig. 1.4. La vitesse asymptotique � en fonction du taux de croissance � de 

l’EID (1.9) avec un noyau de Laplace de paramètre q = 1. La vitesse est 

une fonction croissante du taux de croissance �. 

V
it

es
se

 � 

� 
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NoyauP��� 

Fonction 
des 

momentsPi�j� 
Point selle j", solution 

de Pi 1�j�Pi�j� = �� 
Comportement 

Asymptotique des 
densités 

Pair d’équations 
paramétriques 
 de la vitesse� 

 
La vitesse � 

Gauss e$�� �p�⁄n√2o  
ep�l� �⁄  

�n�� S"��n√2o� e$ ±��º�­ � = ep�lG� �⁄  � = n�j" �= n√2 ln � 
 Laplace e$|�| s⁄2q  

11 − q�j� 
− ��
+ »���� + 1q� 

S"���1 − q�j"��2q@o��1 + q�j"�� × 

× e$lG��1 − q�j��� 
� = �1 − q�j"�� × × exp	 ½ 2q�j"�1 − q�j"�¾ � = 2q�j"1 − q�j"� 

implicite 

 

 

 

Tableau 1.1. Exemples avec le noyau de Gauss et de Laplace. Pour le noyau de Gauss, 

le comportement asymptotique des densités coïncide avec la valeur exacte des 

densités. 
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Chapitre 2  

2 Application des polynômes orthogonaux à 

la résolution d’un système d’EID linéaire  

Dans ce chapitre la notion de polynômes orthogonaux est introduite et 

la méthode théorique pour faire le lien entre ces polynômes et les solutions 

des EID linéaires non autonomes (paramètres dépendent du temps) est 

présentée. Cette approche est illustrée en traitant le cas constant et le cas 

périodique. Pour ces deux cas, les densités sont exprimées via les polynômes 

de Chebyshev de deuxième espèce, et ensuite approximées en utilisant le 

comportement asymptotique de ces polynômes et la méthode du point selle. 

Enfin, ces approximations sont utilisées pour calculer la vitesse d’invasion.  

 

2.1 Importance de la structure d’une population 
 

L'importance de la structure de la population en démographie est bien 

connue (ex., (Caswell, 2001; Caswell et al., 1997)). Les individus diffèrent 

dans leurs taux démographiques et leurs réponses à l'environnement. Une 

grande partie de cette différence est déterminée par l'âge, la taille ou le 

stade de développement. La combinaison de ces réponses individuelles 

détermine le taux de croissance de la population, sa sensibilité et son 

élasticité et de nombreuses autres statistiques démographiques. 

Dans les études d'invasion, à ces paramètres démographiques viennent 

s'ajouter des variations individuelles dans les caractéristiques de dispersion. 

Certaines espèces présentent des stades de dispersion particuliers (graines, 

larves) tandis que le reste du cycle de vie est sédentaire. D’autres espèces 

peuvent être mobiles tout au long de leur cycle de vie, mais dispersent plus 

loin quand ils sont jeunes (par exemple les oiseaux) ou vieux (par exemple 

les mammifères). Différents stades peuvent présenter différentes adaptations 

pour la dispersion (par exemple, le polymorphisme des graines). Même des 

propagules identiques produits par différents stades peuvent montrer des 
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caractéristiques de dispersion différentes (par exemple, les graines d’un 

grand arbre pourraient disperser plus loin que les graines identiques d'un 

petit arbre). 

Des exemples pratiques (Neubert and Caswell, 2000) ont montré que 

le modèle non structuré surestime la vitesse de propagation par rapport au 

modèle structuré. Cette surestimation est le résultat de l’absence de la 

dispersion de certains stades. Notons que les équations (1.10) et (1.16a) 

impliquent que la vitesse d'invasion augmente de façon monotone avec le 

taux de croissance. Cependant, ce n’est pas le cas dans un modèle structuré ; 

les facteurs qui augmentent le taux de croissance peuvent conduire à une 

invasion lente (voir le modèle de la plante Dipsacus (teasel en anglais) dans 

(Neubert and Caswell, 2000)).Cependant, inclure la structure d’une 

population n’est pas seulement, ni même principalement, une façon 

d'augmenter l'exactitude du calcul de la vitesse. C’est aussi une façon 

d’associer un résultat (la vitesse dans ce cas) à des processus se produisant 

dans le cycle de vie de l'individu et étant responsable de ce résultat. En tant 

que tel, sa valeur fournit beaucoup plus de compréhension, ainsi qu’un peu 

de précision. 

 

2.2  Solutions analytiques de certaines classes 

d’EID 
 

Les solutions des EID linéaires à deux stades peuvent être exprimées 

formellement par les polynômes orthogonaux et la transformée exponentielle 

inverse. Un bref aperçu sur les polynômes orthogonaux est donné ci-dessous.  
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2.2.1 Polynômes orthogonaux 
 

On peut consulter par exemple ((Chihara, 1978), Chapitre I). 

 

Définition 2.1 

Soit �t?�?¿" une suite de nombres complexes. La fonctionnelle linéaire ℒ qui agit sur l’espace vectoriel des polynômes à coefficients complexes et à 

une variable réelle (noté Á) définie par 

                             ℒ�Â?� = t?                                     (2.1) 
est appelée la fonctionnelle des moments associée à �t?�?¿". Les t? sont les 

moments. 

Définition 2.2. ((Chihara, 1978), Th.3.4,p.15; Déf.3.2, p.16). 

ℒ  est définie (resp. quasi-définie) positive si ces moments sont des 

réels et Δ? > 0  (resp. Δ? ≠ 0 ) pour S ≥ 0 . Où Δ? = %e�)t><T*>,T]"?
 sont 

appelés les déterminants de Hankel. 

Définition 2.3. ((Chihara, 1978), Déf.2.2,p.7) 

Dans Á , les polynômes �^?�?¿"  avec %e�	é	�^?� = S  pour S ≥ 0 sont 

des polynômes orthogonaux (PO) par rapport à une fonctionnelle des 

moments ℒ, si pour tout entiers non négatifs S et 8 on a : 

            ℒ�^?^=� = ℒ�^?���?= et ℒ�^?�� ≠ 	0.                        (2.1a) 
Où �?= est le symbole de Kronecker.  

Remarque 2.1 

a) Si ℒ�^?�� = 1	∀S ∈ ℕ , les �^?�?¿" sont appelés des polynômes 

orthonormaux. 

b) Si ^?�Â� = Â? +⋯ , pour S ≥ 0 , les (PO) �^?�?¿" sont appelés 

des polynômes orthogonaux unitaires (POU). 

c) Si on écrit ^?�Â� = P?Â? +⋯, pour des (PO), alors �^? P?⁄ �?¿" 
sont des  (POU). 
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L’une des plus importantes caractéristiques des (PO) est la relation de 

récurrence à trois termes (RRTT). Le théorème de Favard si dessous donne 

cette caractérisation. 

Théorème 2.1. ((Chihara, 1978), Th4.4, p.21). Si une famille de 

polynômes �p¯�¯¿" satisfait cette (RRTT) 

          0^?�Â� = �Â − �?�^?$��Â� − �?^?$��Â�,			S ≥ 1^$��Â� = 0, ^"�Â� = 1 /                     (2.2) 
Alors il existe une unique fonctionnelle des moments ℒ telleque 

  ℒ�1� = ��,  ℒ�^?^=� = 0   pour  8 ≠ S, 8, S ≥ 0. 
La fonctionnelle ℒest quasi-définie et �^?�?¿" sont des (POU) si seulement si λ¯ ≠ 0  tandis que ℒ  est définie positive si seulement si �?  est réelle et �? > 0	�S ≥ 1�. 

Remarque 2.2. 

a) Il est aussi vrai que toute famille de (POU), �^?�?¿", satisfait à 
une (RRTT). (Chihara, Th.4.1, p.18).  

b) Une famille de (PO) définit par (2.2) est indépendante de ��, 
((Chihara, 1978), Remarque, p.24). Donc, dans le Théorème 2.1 on peut 

choisir ℒ�1� > 0 et remplacer �S ≥ 1� par �S ≥ 2� pour �? > 0 et �? ≠ 0. 
c) Le théorème original de Favard concerne juste le cas définit 

positif et la fonctionnelle ℒa été représenté par une intégral de Stieltjes 

((Chihara, 1978), p.22 et Chapitre 2) 

ℒ�^� = k ^%tℝ . 
Remarque 2.3. 

Dans le cas général, si une famille de polynômes �^?�?¿" satisfait à 
une (RRTT) 

0Â^?�Â� = q�,?^?<��Â� + q�,?^?�Â� + qI,?^?$��Â�,			S ≥ 0^$��Â� = 0, ^"�Â� = 1 /           (2.3) 
alors la famille �^̅?�?¿" , où ^̅? = ^? P?⁄  et P? = q�,?P?<� , satisfait à la 

(RRTT) 
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      0Â^̅?�Â� = ^̅?<��Â� + q�,?^̅?�Â� + q�,?$�qI,?^̅?$��Â�,			S ≥ 0^$��Â� = 0, ^"�Â� = 1 /        (2.3a) 
  

En comparant (2.3a) avec (2.2) on a �? = q�,?$�qI,?$� pour S ≥ 2 et �^̅?�?¿" sont des (POU) par rapport à la fonctionnelle ℒ qui est quasi-définie 

(resp. définie positive) si seulement si q�,?qI,?<� ≠ 0 (resp. q�,?est réel et q�,?qI,?<� > 0) pour S ≥ 0. 
La famille orthonormée des (PO) � Æ̂?�?¿" , où Æ̂? = ℒ�^?��$� �⁄ ^? , 

satisfait à la (RRTT) 

_Â Æ̂?�Â� = @q�,?qI,?<� Æ̂?<��Â� + q�,? Æ̂?�Â� + @q�,?$�qI,? Æ̂?$��Â�,			S ≥ 0Æ̂$��Â� = 0, Æ̂"�Â� = 1 /     (2.3b) 
Pour obtenir (2.3b) on multiplie (2.3) par ℒ�^?��$� �⁄ , et après par Æ̂?<��Â�  et Æ̂?$��Â� . Ensuite en appliquant ℒ  on trouve ℒ�^?<�� �/ℒ�^?�� =qI,?<�/q�,?, d’où on en déduit (2.3b). 

 

2.2.2 Polynômes orthogonaux et EID : approche 

générale 

 

Un système à deux stades (J pour juvéniles et A pour adultes) d’EID 

linéaire non autonome (les paramètres démographiques et/ou les noyaux de 

dispersions dépendent du temps �) s’écrit sous la forme (voir le modèle des 

triatomines (3.2a) chapitre 3,  (Mesk et al., 2016)) 

Ç È�<���� = a��,� O P��,��� − !�È��!�%!<m$m + a��,� O P��,��� − !�É��!�%!<m$mÉ�<���� = a��,� O P��,��� − !�È��!�%!<m$m + a��,� O P��,��� − !�É��!�%!<m$mÉ"���	et	È"���		donnés																																																																																	
/         (2.4) 

La connexion entre les polynômes orthogonaux et les solutions de (2.4) 

s’établie en utilisant la RRTT satisfaite par les transformées exponentielles 

des É� (ou des È�) et le résultat suivant : 
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Proposition 2.1. 

Soit �Ì���¿" une suite définie par: 

         0Ì�<� = ÍÍ�Ì� + ÎÎ�Ì�$�								pour	� ≥ 1Ì"	et	Ì�	donnés /                            (2.5) 

avec Í , Î des nombres réels et �Í���¿" , �Î���¿" des suites réelles telles que ÍÎÍ� ≠ 0 pour � ≥ 0, alors: 
 Ì� = �−[��Î� �⁄ ÏÌ"Ð�)[ Í @Î⁄ * + [�Ì� − ÍÍ"Ì"�Î$� �⁄ Ñ�$�)[ Í @Î⁄ *Ò         (2.5a) 
où [� = −1, �Ð���¿" et �Ñ���¿" sont des polynômes définies par : 

0Í�ÂÐ��Â� = Ð�<��Â� + Î�Ð�$��Â�Ð$��Â� = 0, Ð"�Â� = 1 /                           (2.5c) 

et 

0Í�<�ÂÑ��Â� = Ñ�<��Â� + Î�<�Ñ�$��Â�Ñ$��Â� = 0, Ñ"�Â� = 1 /                           (2.5d) 

avec %e�	é�Ð�� = %e�	é�Ñ�� = �. 
De plus, si Î� ≠ 0 pour � ≥ 1, alors les polynômes �Ð���¿"  et �Ñ���¿" 

sont orthogonaux. 

Preuve. 

On procède par récurrence sur �. Pour � = 0 on voie facilement que 

l’assertion (2.5a) est satisfaite. Supposons que (2.5a) est vraie jusqu’à � et 
montrons la pour �� + 1�. 

On substitue Ì� et Ì�$�dans (2.5) pour obtenir: 

Ì�<� = ÍÍ��−[��Î� �⁄ ÏÌ"Ð�)[ Í @Î⁄ * + [�Ì� − ÍÍ"Ì"�Î$� �⁄ Ñ�$�)[ Í @Î⁄ *Ò+ ÎÎ��−[��$�Î��$�� �⁄ ÏÌ"Ð�$�)[ Í @Î⁄ *+ [�Ì� − ÍÍ"Ì"�Î$� �⁄ Ñ�$�)[ Í @Î⁄ *Ò 
= �−[��<�Î��<�� �⁄ ³Ì" YÍ�[ Í @Î⁄ Ð�)[ Í @Î⁄ * − Î�Ð�$�)[ Í @Î⁄ *Z

+ [�Ì� − ÍÍ"Ì"�Î$� �⁄ YÍ�[ Í @Î⁄ Ñ�$�)[ Í @Î⁄ *
− Î�Ñ�$�)[ Í @Î⁄ *Z´ 
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Maintenant,  on utilise (2.5b) et (2.5c) pour avoir: 

Ì�<� = �−[��<�Î��<�� �⁄ ÏÌ"Ð�<�)[ Í @Î⁄ * + [�Ì� − ÍÍ"Ì"�Î$� �⁄ Ñ�)[ Í @Î⁄ *Ò, 
qui est la relation cherchée. 

Les �Ð���¿" et �Ñ���¿" sont des polynômes tels que %e�	é�Ð�� =%e�	é�Ñ�� = �. Ceci peut être vérifié par récurrence des équations (2.5b) et 

(2.5c). 

Comme Í� ≠ 0  pour � ≥ 0  et Î� ≠ 0 pour � ≥ 1 , on conclut que �Ó­ Ô­ÕFÓ­ÕF ≠ 0 pour � ≥ 0. Donc, de (2.3a), les polynômes �Ð���¿" et �Ñ���¿" sont 

orthogonaux. 

Remarque 2.4. 

On a Ð��−Â� = �−1��Ð��Â� et Ñ��−Â� = �−1��Ñ��Â�. C’est-à-dire que 

si � est pair (resp. impair) les polynômes sont pairs (resp. impairs), on dit 

qu’ils sont symétriques. Voir ((Chihara, 1978), Th.4.3,p.21). Ceci implique 

qu’on peut écrire Ð��Â� et Ñ��Â� sous la forme: 

Ð��Â� = ∑ +�,ÖÂ�$�Ö(�/�'Ö]"                                     (2.6a) 

et 

Ñ��Â� = ∑ ��,ÖÂ�$�Ö(�/�'Ö]"                                     (2.6b) 

où +�,Ö  et ��,Ö des coefficients réels. Ces expansions sont utilisées 

ultérieurement pour écrire les densités des populations (voir (2.20) et 

(2.29)). 

 

Remarque 2.5. 

Les polynômes �Ñ��  sont appelés les polynômes associés et sont 

obtenus des polynômes �Ð�� par un shift sur les coefficients �Í� , Î��. ((Van 

Assche, 1987), p.8). 

 

Remarque 2.6. 

Si Ð��Â�sont orthogonaux sur Ï– 1/`, 1/`Ò, ` > 0, alors les polynômes ÐØ��Â� définies par 
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ÐØ��Â� = Ð��Â/`� Ù�⁄  

où Ù� = @Î�Î�⋯Î�/Í�, avec Ù" = 1, sont orthonormés sur Ï– 1,1Òet vérifient: 

ÚÂÐØ��Â� = `ª Ô­ÕFÓ­Ó­ÕFÐØ�<��Â� + `ª Ô­Ó­EFÓ­ ÐØ�$��Â�ÐØ$��Â� = 0, ÐØ"�Â� = 1 /   (2.7) 

Maintenant, en appliquant la transformation exponentielle à (2.4), 

supposant que É�"�j� , È�"�j�  et ÛPiÖ=,��j�Ü�¿"  existent pour j ∈ N ⊂ ℂ , on 

obtient le système suivant: 

Ç È��<��j� = a��,�Pi��,��j�È���j� + a��,�Pi��,��j�É���j�É��<��j� = a��,�Pi��,��j�È���j� + a��,�Pi��,��j�É���j�È�"�j�	et	É�"�j�		donnés	 /        (2.8) 

Remarquons que PiÖ=,��0� = 1 (car sont des densités de probabilités), 

et que, s’est raisonnable de supposer que È�"�0� et É�"�0� soient finis car ils 

sont les densités dans tout l’habitat du premier et du second stade 

respectivement. Donc, 0 ∈ N , et ceci implique qu’on peut prendre l’axe 

imaginaire comme chemin d’intégration dans la transformation exponentielle 

inverse (remarque 1.2). 

Notons que pour j = 0, la quantité É���0� est la population des adultes 

à l’instant � dans tout l’habitat. On note par �� le taux de reproduction à 

l’instant � des adultes dans tout l’habitat. On a: 

      �� = É��<��0�/É���0�                               (2.9a) 

Sa moyenne géométrique est: 

     ��"����…��$���/� = YÉ���0�/É�"�0�Z�/�                      (2.9b) 

et sa limite est: 

     �:= lim�→m��"����…��$���/� .                       (2.9c) 

Maintenant, on établit la RRTT (de la forme (2.5)) des É�� et È��. 
Pour simplifier les calculs on pose: 

`��j� = a��,�Pi��,��j�             (2.10a) 
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a��j� = a��,�Pi��,��j�            (2.10b) 

���j� = a��,�Pi��,��j�            (2.10c) 

%��j� = a��,�Pi��,��j�             (2.10d) 

Le système (2.8), où on a omit le j, prend la forme 

         ÚÈ��<� = `�È�� + a�É��É��<� = ��È�� + %�É��É�"	et	È�"		donnés /              (2.11) 

On remplace � par �� − 1� dans les équations (2.11) : 

        _È�� = `�$�È��$� + a�$�É��$�É�� = ��$�È��$� + %�$�É��$� /               (2.12) 

L‘élimination de È��$�  (resp. É��$� ) de la première (resp. deuxième) 

équation nous donne le système: 

        _��$�È�� = `�$�É�� + ���$�a�$� − `�$�%�$��É��$�a�$�É�� = %�$�È�� + ���$�a�$� − `�$�%�$��È��$� /       (2.13) 

Enfin, l‘élimination de É��  et É��$�  (resp. È��  et È��$� ) de la première 

(resp. deuxième) équation de (2.13) en utilisant la deuxième (resp. première) 

équation de (2.13), on obtient, pour � ≥ 1, les deux RRTT: 

_a�$�È��<� = �a�$�`� + a�%�$��È�� + a����$�a�$� − `�$�%�$��È��$�È�"		et		È�� = `"È�" + a"É�"				donnés /   (2.14a) 

et 

_��$�É��<� = �`�$��� + %���$��É�� + �����$�a�$� − `�$�%�$��É��$�É�"	et	É�� = �"È�" + %"É�"				donnés /   (2.14b) 

Les relations (2.14) sont de la forme (2.5). Par exemple, pour (2.14b) 

on a: 

            ÍÍ� = c­EFA­EF �� + %�                      (2.15a) 

          ÎÎ� = �� Ya�$� − c­EFA­EF %�$�Z                            (2.15b) 

            Ì" = É�"                                                              (2.15c) 
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            Ì� = �"È�" + %"É�"                                                  (2.15d) 

La proposition 2.1 et les équations (2.14) permettent d’écrire les É�� 
par des polynômes orthogonaux pour une large classe de systèmes de type 

(2.8). Donc, les É���� peuvent être exprimés par des polynômes orthogonaux 

et la transformation exponentielle inverse. Par conséquent, le comportement 

asymptotique des É���j�  est obtenu en utilisant le comportement 

asymptotique des polynômes orthogonaux, et ensuite, par l’application de la 

méthode du point selle à l’intégrale (1.11a), on déduit le comportement 

asymptotique des É����. 
 

2.2.3 Le cas du modèle constant 

 

Ci-dessous, on montre que le système (2.4), avec ß� = ß et à� = à, est 

lié aux polynômes de Chebyshev de deuxième espèce notés �á���¿" et définis 

par la RRTT: 

   02Âá��Â� = á�<��Â� + á�$��Â�á$��Â� = 0, á"�Â� = 1 /                (2.16) 

Ils possèdent aussi les expressions, voir ((Magnus et al., 1966), p.257): 

      á��Â� = ∑ �−1�Ö)�$ÖÖ *�2Â��$�Ö(�/�'Ö]"                      (2.17a) 

et 

       á��Â� = )â<√â�$�*­ÕF$)â$√â�$�*­ÕF�√â�$� .             (2.17b) 

 

Dans ce cas constant, la RRTT des É���j� est déduite de (2.14b) 

comme suit: 

_ É��<��j� = 2Í�j�É���j� + Î�j�É��$��j�																		� ≥ 1É�"�j�	et	É���j� = a��Pi���j�È�"�j� + a��Pi���j�É�"�j�	donnés/    (2.18) 

où 
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2Í�j� = a��Pi���j� + a��Pi���j�      (2.19a) 

et 

Î�j� = a��a��Pi���j�Pi���j� − a��a��Pi���j�Pi���j�.    (2.19b) 

 

Proposition 2.2. 

La densité des adultes est: 

É� =ãä� − åå æ çÉ" ∗ �a��P�� + a��P��� + � − 2å� − å �a��P�� ∗ È" − a��P�� ∗ É"�è
³­�´
Ö]"  

∗ �a��P�� + a��P���∗��$�$�Ö� ∗ �a��a��P�� ∗ P�� − a��a��P�� ∗ P���∗�Ö�  

(2.20) 

où la variable �est omise pour simplifier la notation et )�Ö*:= �!Ö!��$Ö�! sont les 

coefficients binomiaux. 

Preuve. 

En appliquant la proposition 2.1 à (2.18) avec �Í, Í� , Î, Î�� =�Í�j�, 2, Î�j�, 1�, on obtient l’égalité suivante: 

É���j� =Î­��j��−[�� çÉ�"�j�á� Y >Ó�l�@Ô�l�Z ++[ Ya��Pi���j�È�"�j� − a��Pi���j�É�"�j�Z Î$F��j�á�$� Y >Ó�l�@Ô�l�Z´                    (2.21) 

Où les �á�� sont les polynômes de Chebyshev de deuxième espèce. 

De (2.17a) et sachant que )�$�$ÖÖ * = �$�Ö�$Ö )�$ÖÖ *, la relation (2.21) (où le j est omit pour simplifier la notation) devient 

É�� =ãä� − åå æ ç2ÍÉ�" + � − 2å� − å )a��Pi��È�" − a��Pi��É�"*è
³­�´
Ö]" �2Í��$�$�ÖÎÖ 
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Maintenant on applique la transformée exponentielle inverse et la 

propriété du produit de convolution pour avoir (2.20). 

Remarque 2.7. 

En utilisant (2.17b), É���j� dans (2.21) peut s’écrire sous la forme: 

É���j� =¥�j�)Í�j� + @Í��j� + Î�j�*� + YÉ�"�j� − ¥�j�Z )Í�j� − @Í��j� + Î�j�*�(2.22) 
avec 

     ¥�j� = êiF�l�$êiG�l�YÓ�l�$@Ó��l�<Ô�l�Z�@Ó��l�<Ô�l� .                   (2.22a) 

 

2.2.4  Le cas du modèle périodique 

 

Supposons que l’environnement est cyclique, avec une période T, à 

travers un ensemble de T phases distinctes (ex., saisons). Pour chaque phase U, U = 1,… , ë, les matrices de démographie, de dispersion  et les matrices de 

projection des ondes sont ßT, àT et ìT respectivement. Sur un cycle complet, 

de �  à � + 	ë , la matrice de projection des ondes est le produit des ìT , 
(Caswell et al., 2011): 

           ì�j� = ìí�j�ìí$��j�…ì��j�       (2.23) 

En fait on a: 

   îï�<í�j� = ì�j�îï��j�.       (2.24) 

 

Soit 	 le temps du début du recensement pour chaque phase (		 =	0	. . . ë − 1), en posant �ë + 	 à la place de � dans (2.24) donne, pour un pas 

de temps ë et une condition initiale îïf�j�, le système 

               îï��<��í<f�j� = ì�j�îï�í<f�j�.       (2.25) 
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Le système (2.25) est un modèle constant similaire au système  (2.8). 

Donc les résultats précédent du “modèle constant” s’appliquent avec une 

condition initiale îf��� et 
                ì�j� = ì�0� ∘ à·�j�.        (2.26) 

 

Où ì�0� est la matrice de projection démographique et à·�j� est donnée par à·�j� = Oà���e�^	�j�� %�, à��� est la matrice de dispersion.  

Posons ì�j� = YℎiÖ=�j�Z, alors 

                        ì�0� = YℎiÖ=�0�Z et à·�j� = )ℎiÖ=�j� ℎiÖ=�0�⁄ *. 
Une relation similaire à la relation (2.21) (dans la preuve de la 

proposition 2.2) prend la forme: 

 É��í<f = ∑ )�$ÖÖ * ³2Í�É�f + �$�Ö�$Ö )ℎi��È�f − ℎi��É�f*´³­�´Ö]" �2Í���$�$�ÖÎ�Ö      (2.27) 

avec 2Í� = ℎi�� + ℎi�� et Î� = ℎi��ℎi�� − ℎi��ℎi��. 
En appliquant la transformation exponentielle inverse dans (2.27) on 

obtient une expression exacte de É�í<f���: 
É�í<f =ãä� − åå æ çÉf ∗ �ℎ�� + ℎ��� + � − 2å� − å �ℎ�� ∗ Èf − ℎ�� ∗ Éf�è ∗

³­�´
Ö]"  

                 ∗ �ℎ�� + ℎ���∗��$�$�Ö� ∗ �ℎ�� ∗ ℎ�� − ℎ�� ∗ ℎ���∗�Ö�.              (2.28) 

 

On peut écrire (2.28) sous la forme : 

É�í<f =∑ )�$ÖÖ *�−1�Ö ³Éf ∗ �	)ìñ* − �$�Ö�$Ö %e�A�)ìñ �ò�*´ ∗ Ï�	)ìñ*Ò∗��$�$�Ö� ∗³­�´Ö]" Ï%e�A�)ìñ*Ò∗�Ö�                     
                                                                                             (2.29) 

Où ìñ:= �ℎÖ=� est la transformée exponentielle inverse de ì et ìñ �ò� est 
obtenue en changeant la seconde colonne de ìñ par le vecteur �Èf Éf�1, où r 

est un nombre naturel. Les notations �	�∙� et %e��∙� représentent la trace et 

le déterminant d’une matrice, respectivement. On utilise aussi la notation 
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%e�A��∙�, pour le déterminant du produit de convolution d’une matrice, i.e. %e�A�)ìñ* = ℎ�� ∗ ℎ�� − ℎ�� ∗ ℎ��. 
Remarquons que pour 	 = 0 et ë = 1 on a le cas constant, voir (2.20). 

 

2.3 Approximation des densités des adultes 

 

Pour donner une approximation des densités, on procède comme dans 

Kot et Neubert (2008). On applique la méthode de la descente rapide à la 

représentation intégrale des densités après avoir remplacé les polynômes 

orthogonaux par leur comportement asymptotique.  

Proposition 2.3. ((Murray, 1984), p.34 formule 2.33).  

Supposons que les fonctions ��j�, ℎ�j�, ℎ1�j� et ℎ11�j� sont réelles et 

continuent pour tout j  réel. Si de plus ℎ�j� ≤ ℎ�0�  pour tout j  réel, ℎ1�0� = 0, ℎ11�0� < 0, ��0� ≠ 0 et ��j� = ��0� + j�1�0� + ��j��. Alors on a 

l’approximation asymptotique quand � → ∞ : 

                O e�ô�l���j�%j<m$m ~ ¡�"�W­õ�G�√��@|ô««�"�|� .       (2.30) 

Notons que si ��j� > 0 dans un voisinage de j = 0, alors:  
           O e�ô�l�|��j�|%j<m$m ~O e�ô�l���j�%j<m$m       (2.31) 

 

Proposition 2.4.  

Soient � et ℎ comme dans la proposition 2.3 avec ��j� > 0 dans un 

voisinage de j = 0 . Supposons que ���j�~e�ô�l���j�  uniformément quand � → ∞, alors: 

  O ���j� cos�j�� %j<m$m ~O e�ô�l���j� cos�j�� %j<m$m       (2.32) 
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Preuve. 

Soient � > 0 et �� > 0. Comme ���j�~e�ô�l���j�, de la définition 1.6 il 

existe un �"��/�1 + ���� ≥ 0 tel que pour � ≥ �"��/�1 + ���� on a 

ök ���j�cos	�j��%j<m
$m −k e�ô�l���j�cos	�j��%j<m

$m ö
= ök Y���j� − e�ô�l���j�Z cos	�j��%j<m

$m ö
≤ k ����j� − e�ô�l���j��|cos	�j��|%j<m

$m≤ k ����j� − e�ô�l���j��%j<m
$m ≤ ��1 + ���k �e�ô�l���j��%j<m

$m . 
Comme � est positive dans un voisinage de j = 0, on peut écrire 

k e�ô�l���j�cos	�j��%j<m
$m ~k e�ô�l���j�%j<m

$m ~k �e�ô�l���j��%j<m
$m . 

Donc pour � ≥ �����, �� on a: 

�1 − ��� ök e�ô�l���j�cos	�j��%j<m
$m ö ≤ k �e�ô�l���j��%j<m

$m≤ �1 + ��� ök e�ô�l���j�cos	�j��%j<m
$m ö. 

Finalement, pour � ≥ max )�����, ��, �"��/�1 + ����* on trouve que 

ök ���j�cos	�j��%j<m
$m −k e�ô�l���j�cos	�j��%j<m

$m ö
≤ � ök e�ô�l���j� cos�j�� %j<m

$m ö 
qui est l’équivalence dans la proposition 2.4. 
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2.3.1 Le cas constant 

 

Les polynômes de Chebyshev de deuxième espèce peuvent être 

approximés de la façon suivante: 

 á����~F� )¢<√¢�$�*­ÕF√¢�$�     pour � ∉ (−1,1'      (2.33) 

qu’on peut déduire de (2.17b), qui est un cas spécial de l’approximation des 

polynômes de Jacobi (Szegö, 1975). 

On obtient alors de (2.22) que: 

          É���j�~¥�j� Y�·��j�Z�                      (2.34a) 

où 

           �·��j� = Í�j� + @Í��j� + Î�j�.             (2.34b) 

Par la transformée exponentielle inverse et en notant que É���[j� est 
paire on aura: 

É���� = ���> O É�ù�j�e$l�%j>m$>m = ��� O É���[j�<m$m e$>l�%j =																																																							 ��� O É���[j�<m$m cos	�j��%j.                               (2.35a) 

De (2.34a) on obtient É���[j�~¥�[j� Y�·��[j�Z�. Donc, on peut utiliser la 

proposition 2.4 avec ���j� = É���[j�,  ��j� = ¥�[j� et ℎ�j� = ln Y�·��[j�Z pour 

avoir 

                     É����~ ��� O ¥�[j� Y�·��[j�Z�<m$m cos�j�� %j.    (2.35b) 

Comme les fonctions ¥�[j� et �·��[j� sont paires on peut écrire 

É����~ ��� O ¥�[j� Y�·��[j�Z�<m$m cos�j�� %j~ ���> O ¥�j� Y�·��j�Z� e$l�%j>m$>m        (2.35c) 

La méthode du point selle est utilisée, comme dans Kot et Neubert 

(2008), à l’intégrale 

                         
���> O ¥�j� Y�·��j�Z� e$l�%j>m$>m ,  
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afin d’aboutir à l’approximation 

É����~ ¤�lG�WE±²G)ú·F�lG�*­ª���ûF««�lG��� .     (2.36) 

Où 

v��j� = ln�·��j�      (2.36a) 

et j" est solution de l’équation 

ú·F«�lG�ú·F�lG� = �� .    (2.36b) 

 

2.3.2  Le cas périodique 

 

Un environnement périodique peut être défini par un ensemble de 

phases, dans lesquelles l’environnement est constant, l'environnement 

variant d'une phase à l'autre. Si le nombre des phases est T, alors 

l’environnement est dit T-périodique. Pour chaque phase U	�U = 1, … , ë�, les 
matrices démographique, de dispersion  et de projection d’onde sont 

respectivement ßT, àT et ìT. 
Si 	 est le temps de recensement au début de chaque phase (		 = 	0	. . . ë − 1) 
alors, après � périodes, la densité des adultes est : 

É�í<f =ãä� − åå æ �−1�Ö çÉf ∗ �	)ìñ* − � − 2å� − å %e�A�)ìñ �ò�*è ∗ Ï�	)ìñ*Ò∗��$�$�Ö�
³­�´
Ö]" ∗ Ï%e�A�)ìñ*Ò∗�Ö� 

(2.37)  

Où ì est la matrice de projection d’onde d’un cycle environnemental 

complet (de �  à �	 + 	ë ), donnée par ì = ìíìí$�…ì�  et ìT = ßT ∘ à·T 
(Caswell et al., 2011). Le  ìñ  est la transformée exponentielle inverse de ì. 

L’approximation de É�í<f��� se calcule comme dans le cas constant et 

donne: 



48 
Chapitre 2. Application des polynômes orthogonaux à la résolution d’un système d’EID… 

                            É�í<f���~ ¤F�lG�WE±²G)üF�lG�*­ª���ûFF«« �lG���       (2.38) 

où ý��j� = Í��j� + @Í���j� + Î��j� et ¥��s� est la fonction 

                    ¥��j� = êiþÕ��l�$êi��l�½ÓF�l�$ªÓF��l�<ÔF�l�¾
�ªÓF��l�<ÔF�l�                    (2.38a) 

qui dépend de É�f�j�, É�í<f�j� = ℎi���j�È�f�j� + ℎi���j�É�f�j�, Í��j� = �� �	�ì� et Î��j� = −%e��ì�. 
Ici, ý��j�  est la plus grande valeur propre de la matrice ì�j� , v���j� = ln ý��j� et j" est la racine de l’équation 

   
üF«�lG�üF�lG� = �� .             (2.38b) 

 

2.4  Calcul de la vitesse d’invasion 

2.4.1  Le cas constant  

La vitesse d'invasion des adultes est définie comme suit: fixons un 

niveau critique de population noté ÉAf qui définit l'emplacement du front de 

l'invasion. L'emplacement ��de l'invasion au moment � est la plus grande 

valeur de �  où É���� 	= 	ÉAf . Entre le temps zéro et le temps � , 

l'emplacement du front d'onde a avancé sur une distance de �� − �", et donc 

la vitesse moyenne de l'invasion par le temps � est donnée par ��� − �"�/�. 
La « vitesse d'invasion » est obtenue en calculant la limite: 

lim�→m��� − �"�/�. 
La vitesse d'invasion étant un résultat obtenu asymptotiquement, la 

formule (2.36) est utilisée pour le calcul. En choisissant une valeur critique ÉAf de la population, nous fixons É����	 à ÉAf et on résout l'équation (2.36) 

pour trouver le rapport �/�. On obtient alors : 

                   
�� ~ �lG �lnÏ�·��j"�Ò + �� ln � ¤�lG�êª���ûF««�lG�����.     (2.39) 



49 
Chapitre 2. Application des polynômes orthogonaux à la résolution d’un système d’EID… 

En faisant tendre �  vers l’infini, si le ratio �/�  converge vers une 

constante, alors j" et v�11�j"�  (comme fonction de j" ) convergent vers des 

constantes. Donc, de (2.39) la vitesse est 

                   �Al� ≡ lim�→m �� = �lG lnÏ�·��j"�Ò.              (2.40) 

On a aussi, pour � assez grand dans (2.36b): 

                             �Al� = ú·F«�lG�ú·F�lG�.              (2.40a) 

On peut facilement voir que (2.40) et (2.40a) sont équivalentes à: 

  
��l ³�l ln Y�·��j�Z´l]lG = 0 et �Al� = �lG ln Y�·��j"�Z.     (2.40b) 

Ceci veut dire aussi que 

                                �Al� = minl∈Kl¹" �l ln Y�·��j�Z.    (2.40c) 

2.4.2  Le cas périodique 

 

On procède comme dans le cas constant. La vitesse d’invasion, 

mesurée comme distance par unité de temps de T, est alors 

  ��Wf = min"�l��� �l ln�ý��j��.         (2.41) 

Pour les deux cas, constant et périodique, l’erreur relative �	���� est 
définie comme étant la différence entre la valeur exacte de la densité et son 

approximation donnée par (2.36) (modèle constant) ou (2.38) (modèle 

périodique), divisé par la valeur exacte. 
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Chapitre 3 

 

3 Le modèle biologique : les triatomines, 

vecteurs de la maladie de Chagas 
 

Dans ce chapitre, on commence par donner un bref aperçu sur la 

maladie de Chagas et ses vecteurs qui sont des insectes appartenant au 

groupe des triatomines (des punaises). Ensuite on écrit le modèle à deux 

stades (juvéniles et adultes) de ces vecteurs et, en utilisant les résultats 

théoriques obtenus au chapitre 2, on donne les expressions des densités 

d’adultes et de la vitesse d’invasion (Mesk et al., 2016). En particulier, pour 

le cas de l’espèce T. dimidiata on présente les différentes situations 

biologiques qui seront traitées numériquement au chapitre 4, (Mesk et al., 

2016). 

 

3.1 La maladie de Chagas 
 

La maladie de Chagas ou trypanosomiase américaine est une maladie 

provoquée par le parasite T. cruzi (Chagas, 1909). La contamination se fait 

principalement par le contact avec les fécès des insectes qui défèquent après 

leur repas sanguin. Le parasite est transmis lorsque les déjections sont mises 

en contact avec les lésions de la peau (point de piqûre inclus), les muqueuses 

de l’œil ou de la bouche. Il est aussi transmis par transfusion sanguine, 

transmission orale, via de la nourriture contaminée, transmission verticale 

ou congénitale ainsi que par la transplantation d’organes infectés. 

La maladie de Chagas présente deux stades: le stade aigu et le stade 

chronique. Le stade aigu dure de 6 à 8 semaines, durant lesquelles des 

symptômes peuvent apparaitre comme les fièvres, malaises, gonflement de la 

rate et des tissus lymphatiques, ou des signes spécifiques au point d’entrée 
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du parasite au niveau de la peau (chagoma) ou de la muqueuse oculaire 

(signe de Romaña) qui sans complications majeures disparaissent. Une fois 

que les signes du stade aigu disparaissent, la plupart des personnes infectées 

apparaissent en bonne santé et il n’est plus possible de mettre en évidence 

de lésions d’organes par les méthodes habituelles de diagnostic clinique. 

C’est la forme intermédiaire du stade chronique. Chez la plupart des 

patients, elle persistera indéfiniment. Cependant, plusieurs années après le 

début du stade chronique, 10 à 40% des personnes infectées, selon la région 

géographique, vont développer des lésions d’organes, surtout du cœur et du 

système digestif. Ce sont les formes cardiaque et digestive du stade 

chronique. Le stade chronique non-traité durera toute la vie du malade. 

(WHO, 2002). 

Dans les années 1960, deux traitements ont été mis au point, actifs 

pendant le stade aigu avec 60% de guérison. Leurs efficacité durant le stade 

chronique est de 10 à 20% de succès (Coura and Castro, 2002). A cause d’un 

manque de vaccin ou traitements spécifiques, la stratégie de lutte est 

principalement la prévention de la transmission par l’élimination des 

vecteurs domiciliés dans les habitations humaines en régions endémiques, 

ainsi que par le contrôle du sang destiné aux transfusions sanguines (WHO, 

2010). 

 

3.2  Les triatomines vecteurs de la maladie de 

Chagas 
 

Les insectes vecteurs de T. cruzi appartiennent à la sous famille des 

Triatomines au sein de la famille des Reduviidaee (Hemiptera) définit par 

son hématophagie et les adaptations morphologiques nécessaires à la 

recherche d’hôtes et à la nutrition (Schofield and Galvão, 2009). 

Le cycle de vie des triatomines se compose de sept stades, œuf, cinq 

stades larvaires et le stade adulte. Le passage d’un stade larvaire au stade 

suivant puis au stade adulte, nécessite au moins un repas sanguin. Tous les 

stades et les adultes des deux sexes se nourrissent sur des hôtes vertébrés 
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(rats, souris, chauves-souris et opossums). La durée du cycle peut varier de 

quelques mois (R. prolixus, T. infestans) à plus d’une année (T. dimidiata) 

en fonction de la fréquence et de l’opportunité des repas sanguins, de la 

densité de population (Schofield, 1980) mais aussi des conditions de 

température et d’humidité du milieu (Luz et al., 1999). Les triatomines sont 

actives particulièrement la nuit. Le premier pic d’activité nocturne (à la 

tombée de la nuit) est lié à la recherche d'un hôte vertébré, le deuxième (à 

l’aube), à la recherche d'un abri (terriers, crevasses, nids d’animaux), 

généralement d’un hôte, pour s'y cacher pendant la journée. La 

reproduction, l’oviposition (la ponte des œufs chez les insectes) et la 

dispersion ont aussi lieu durant ces phases nocturnes. 

      

      T. dimidiata               T. infestans                    Rhodnius prolixus 

Fig.3.1.Trois types de triatomines 

 

Fig. 3.2.Rhodnius prolixus : œufs, cinq stades nymphaux et adulte 
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La dispersion des triatomines peut être passive ou active. La 

dispersion passive peut être facilitée par les hôtes vertébrés à petite échelle 

(Schofield et al., 1999) ou par les mouvements de populations humaines 

(valises, meubles, etc.) à plus grande échelle. Comme seuls les adultes 

possèdent des ailes, le déplacement actif des nymphes se fait via la marche 

et le déplacement des adultes se fait par le vol et la marche (Vallvé et al., 

1996). Bien que la marche soit un moyen fréquemment utilisé (D'Ascoli and 

Gómez-Núñez, 1965), la colonisation active d’un nouvel habitat se fait 

principalement par le vol (Minoli and Lazzari, 2006). 

 

3.3 Le modèle « triatomines » 
 

Le modèle construit, considère le développement de l’œuf au 

cinquième stade larvaire est pris comme étant celui d’un seul stade, qu’on 

appelle le stade juvénile comme dans (Menu et al., 2010). On suppose la  

sexe ratio équilibrée, et on se focalise donc dans le modèle sur les adultes 

femelles. Durant un pas de temps ∆� , deux processus se produisent : la 

dispersion et la démographie. Il a été observé que les triatomines dispersent, 

en moyenne, une fois par semaine (Borges et al., 2005; Canals et al., 1999; 

Catala, 1991) pour se nourrir (Ceballos et al., 2005; Lehane et al., 1992; 

Payet et al., 2009; Wisnivesky Colli et al., 1993) afin d’atteindre leur seuil 

énergique pour initier la ponte (Collier et al., 1977; Friend et al., 1965; 

Zeledón, 1981). Ainsi, on utilise un pas de temps ∆� égal à une semaine et 

on suppose que la dispersion précède la démographie. Ainsi, les triatomines 

commencent par disperser au cours de l’intervalle de temps (�, � + 1 2⁄ ', puis, 

la démographie intervient au cours de l’intervalle (� + 1 2⁄ , � + 1'. Notons 

que la division de l’intervalle (�, � + 1' en deux intervalles égaux est formelle  

car en réalité un des processus pourrait durer plus longtemps que l’autre. 

Le processus de dispersion est décrit dans un habitat à une dimension, 

par un noyau de dispersion P��, !� qui représente la probabilité qu'un adulte 

se déplace de l'emplacement ! à l'emplacement � pendant un pas de temps. 

L'hypothèse que l'environnement est spatialement homogène implique que P��, !� est invariant par translation, donc pour ` un réel on a P�� + `, ! +
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`� = P��, !�. Ce qui donne P��, !� = ��� − !�. L’autre hypothèse c’est que 

l’espace est isotrope, c-à-d les individus peuvent allez à gauche ou à droite 

avec la même probabilité. Il en résulte que P��, !� = P�|� − !|� est fonction 

de la distance |� − !| et que la fonction P��� est symétrique. 

Il éxiste très peu d'informations sur la dispersion des triatomines selon 

le stade de développement. Cependant, d’après les données disponibles 

(Forattini et al., 1975; Tonn et al., 1976) et (Rabinovich, données non 

publiées), la dispersion des adultes serait le principal facteur des nouvelles 

fondations de colonies des triatomines. Bien que les 4ème et 5ème stades 

larvaires peuvent également participer au processus de dispersion (mais 

peut-être surtout par dispersion passive via les humains), les 1er, 2ème et 

3ème stades nymphaux ne dispersent pas. Comme notre modèle n'intègre  

qu'un stade juvénile unique,  on a choisi de négliger la dispersion juvénile 

dans l’étude présentée. La non dispersion des juvéniles est associé à la 

fonction de Dirac delta ��� − !� (Neubert and Caswell, 2000). Les densités 

au temps � et au point � du stade juvénile et du stade adulte sont notées È���� et É����, respectivement. 

Au cours d'un pas de temps, dans l'intervalle (�, �	 + 	1/2' les juvéniles 

survivant avec une probabilité RT,����  et les adultes qui dispersent et 

survivent avec une probabilité Rc,���� sont donnés par 

_ È�<� �⁄ ��� = RT,����È����É�<� �⁄ ��� = Rc,���� O P�� − !�É��!�%!<m$m /.                              (3.1a) 

Puis, dans l'intervalle (�	 + 	1/2, �	 + 	1', les juvéniles survivants avec 

une probabilité RT,���� peuvent rester dans le stade juvénile ou se développer 

au stade adulte avec des probabilités ÐlT���  et Ð=c��� = 1 − ÐlT��� , 

respectivement. 

Les adultes survivent avec une probabilité Rc,���� et produisent de 

nouveaux juvéniles avec une fécondité (nombre de juvéniles/adulte durant 

∆�)     +c Y�, RT,����È�<� �⁄ ���, Rc,����É�<� �⁄ ���Z.  
Avec ces notations, les règles de maturation et de reproduction 

s’écrivent 
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ÚÈ�<���� = ÐlT���RT,����È�<� �⁄ ��� + +c Y�, RT,����È�<� �⁄ ���, Rc,����É�<� �⁄ ���Z Rc,����É�<� �⁄ ���É�<���� = Y1 − ÐlT���Z RT,����È�<� �⁄ ��� + Rc,����É�<� �⁄ ��� /    (3.1b) 

En combinant (3.1a) et (3.1b), avec RT��� = RT,����RT,����  et Rc��� =Rc,����Rc,����, le modèle (3.1b) prend la forme 

��

��È�<���� = ÐlT���RT���È���� + +c ½�, RT���È����, Rc���k P�� − !�É��!�%!<m

$m ¾ Rc���k P�� − !�É��!�%!<m
$mÉ�<���� = Y1 − ÐlT���Z RT���È���� + Rc���k P�� − !�É��!�%!<m

$m
/ 

(3.1c) 

avec È"��� et É"��� donnés. 

En dépit de la non-linéarité de la fécondité, le principe général appelé 

la "conjecture linéaire"  (voir Chapitre 1) affirme que la vitesse d'invasion 

asymptotique est déterminée par la linéarisation de (3.1c) au voisinage des 

faibles densités. La conjecture linéaire est prévue d’être vraie dans le cas où 

la survie et la reproduction sont maximales aux faibles densités (Mollison, 

1991). Cette hypothèse est largement  confirmée par la théorie (Lui, 1989; 

Weinberger, 2002; Weinberger et al., 2002) et les simulations numériques 

(Caswell et al, 2011; Neubert et Caswell, 2000; Neubert et al, 2000; 

Schreiber et Ryan, 2011). 

Pour le modèle non-linéaire (3.1c), la conjecture linéaire s’applique à 

condition que la fécondité soit maximale pour les faibles densités, i.e. +c)�, RT���È����, Rc��� O P�� − !�É��!�%!<m$m * ≤ +c��, 0,0� =: +c��� . Sous cette 

condition, et en se fondant sur la conjecture linéaire, la vitesse d'invasion est 

la même que celle de l'EIDS linéaire  

� È�<���� = ÐlT���RT���È���� + +c���Rc��� O P�� − !�É��!�%!<m$mÉ�<���� = Y1 − ÐlT���Z RT���È���� + Rc��� O P�� − !�É��!�%!<m$m
/.           (3.2a) 

Les matrices démographiques et de dispersion du modèle biologique 

(3.2a) sont données par 

ß�: = äa��,� a��,�a��,� a��,�æ = � ÐlT���RT��� +c���Rc���Y1 − ÐlT���Z RT��� Rc��� �            (3.2b) 
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et 

à���:= äP����� P�����P����� P�����æ = ä���� P������� P���æ,                             (3.2c) 

respectivement. On notera ß� = )aÖ=,�* et à��� = )PÖ=���*, où å, 8 ∈ �1, 2�. 
Le cycle de vie simplifié des triatomines est représenté dans la figure 

3.3. 

 

Fig. 3.3. Schéma représentant le cycle de vie simplifié des triatomines. 

 

Avec ces notations, le système (3.2a) peut être écrit sous forme 

matricielle 

          î�<���� = O (à�� − !� ∘ ß�'î��!�%!<m$m         (3.3) 

Où î���� = )È����, É����*1  et les notations � �1  et " ∘ "  indiquent le 

transposé d’un vecteur et le produit terme à terme de Hadamard de la 

matrice de dispersion et de la matrice de projection décrivant la 

démographie, respectivement. Pour l’approche générale (voir Chapitre 2) les 

noyaux de dispersions PÖ= sont pris dépendants du temps et notés PÖ=,� ainsi 

que la matrice de dispersion est noté à� ou )PÖ=,�*. 
L'existence de solutions de l'équation (3.3), appelés ondes 

progressives, a été étudiée à la fois pour le cas scalaire (Weinberger, 1982) et 

pour le cas de la matrice dépendante de la densité (Caswell et al, 2011; 

Neubert et Caswell, 2000; Schreiber et Ryan, 2011). Il a été démontré, en 

particulier dans le dernier cas, et compte tenu d'un environnement constant 

 

 

???  ???  ÐlT���RT��� 
Rc���+c��� 

Y1 − ÐlT���Z RT��� 
Rc��� Juveniles Adults Juvéniles Adultes 
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(ß� ≡ ß), que lorsque la population commence son invasion finie en taille et 

limitée dans l'espace (i.e. les conditions initiales sont à support compact), les 

ondes se déplacent le long de la position de l'axe des � avec une vitesse 

d'invasion, donnée par: 

                        min"�l�l̂ ³�l ln ���j�´.         (3.4) 

Où ���j� est la plus grande valeur propre de la matrice de projection 

d'onde ì�j� = YℎiÖ=�j�Z := ß ∘ à·�j� = YaÖ=PiÖ=�j�Z, avec j ∈ �0, ĵ� et où ĵ est 
la plus grande valeur réelle pour laquelle les PiÖ=�j� existent. Les éléments de 

la matrice à· (s) sont les fonctions génératrices des moments (ou les 

transformées exponentielles) des noyaux PÖ=, i.e. PiÖ=�j� = O PÖ=���el�%�<m$m  

pour å, 8 ∈ �1, 2�. 
Dans les deux sections suivantes on donne les formules des densités 

des adultes É���� , de leur comportement asymptotique et des vitesses 

d'invasion pour les cas constant et périodique. 

 

3.3.1 Cas constant 

 

Sous un environnement constant, la matrice de projection décrivant la 

démographie prend la forme 

ß� = ß = �aÖ=� = ä ÐlTRT +cRcÐ=cRT Rc æ 
avec 

ì = ß ∘ à· = )aÖ=PiÖ=* = )ℎiÖ=* = ½ÐlTRT +cRcPi�j�Ð=cRT RcPi�j� ¾, 
ìñ = ß ∘ à = �aÖ=PÖ=� = �ℎÖ=� = ½ÐlTRT +cRcP���Ð=cRT RcP��� ¾ 

et 
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ìñ ��� = ½ÐlTRT È"���Ð=cRT É"���¾. 
L’expression exacte des É���� est alors 

É� = ∑ )�$ÖÖ *�−1�Ö ³É" ∗ �	)ìñ* − �$�Ö�$Ö %e�A��ìñ����´ ∗ Ï�	)ìñ*Ò∗��$�$�Ö� ∗³­�´Ö]" Ï%e�A��ìñ�Ò∗�Ö� 
(3.5) 

 

Où la variable � est omise pour simplifier la notation, avec: 

�	)ìñ* = ÐlTRT + RcP���, 
%e�A�)ìñ* = )ÐlT − Ð=c+c*RTRcP���, 

et 

%e�A�)ìñ ���* = RT YÐlTÉ"��� − Ð=cÈ"���Z. 
Une approximation des É���� par la méthode du point selle donne: 

               É����~ ¤�lG�WE±²G)ü�lG�*­ª���ûF««�lG���                 (3.6) 

avec ý�j� = Í�j� + @Í��j� + Î�j�, v��j� = ln ý�j� et ¥�s� est la fonction: 

               ¥�j� = êiF�l�$êiG�l�YÓ�l�$@Ó��l�<Ô�l�Z�@Ó��l�<Ô�l� .      (3.6a) 

Où 

     É���j� = Ð=cRTÈ�"�j� + RcPi�j�É�"�j�,                                   (3.6b) 

    Í�j� = �� �	)ì�j�* = �� )ÐlTRT + RcPi�j�*                               (3.6c) 

et 

Î�j� = −%e�)ì�j�* = )Ð=c+c − ÐlT*RTRcPi�j�.                           (3.6d) 

Toutes les fonctions dans la formule (3.6) dépendent de j", racine de 

l’équation 
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ü«�lG�ü�lG� = �� .           (3.7) 

La vitesse d’invasion, notée �Al�, est donnée par (voir chapitre 2) 

                 �Al� = min"�l��� �l ln ý�j�.                        (3.8) 

Ici ý�j� est la plus grande valeur propre de la matrice ì�j�. 
En utilisant la méthode de majoration (voir Chapitre 1), Neubert et 

Caswell (2000) ont montré que la formule (3.8) constitue une borne 

supérieure pour la vitesse d’invasion de modèles d’EID structurés en 

plusieurs stades avec des conditions initiales à supports compactes, i.e., de 

tailles finies et restreintes à des régions limitées de l’espace.    

 

3.3.2  Cas périodique 

 

L’année est supposée structurée en quatre saisons, 13 semaines pour 

chaque saison. On note par JM, AJ, JS et OD les saisons janvier-février-

mars, avril-mai-juin, juillet-août-septembre et octobre-novembre-décembre. 

Pour å ∈ �È�, ÉÈ, ÈR,��� , on note par ßÖ , àÖ  et ìÖ  les matrices de 

démographie, de dispersion et de projection des ondes durant une semaine 

pour la saison å, respectivement. Par conséquent, �ê��I, ����I, ����I  et ��ú�I  sont 

les matrices de projections de chaque saison et la matrice 

� = �ê��I����I����I ��ú�I  

est la matrice de projection pour une année, de � à �	 + 	52 semaines. 

L’expression exacte des É���� peut être écrite sous la forme 

É���<f =ãä� − åå æ �−1�Ö çÉf ∗ �	)ìñ* − � − 2å� − å %e�A�)ìñ�ò�*è ∗ Ï�	)ìñ*Ò∗��$�$�Ö�
³­�´
Ö]" ∗ Ï%e�A�)ìñ*Ò∗�Ö� 

(3.9) 
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Où La matrice ìñ:= �ℎÖ=�est la transformée exponentielle inverse de ì 

et ìñ �ò� est obtenue en changeant la deuxième colonne de ìñ  par le vecteur �Èf Éf�1, où 	 ∈ �0,1, … ,51�. 
La vitesse d'invasion, mesurée comme la distance par unité de temps 

d'un an, est calculée de l’équation (2.41), à savoir 

��Wf = min"�l��� �l ln�ý��j��, 
où ý��j� est la valeur propre dominante de la matrice �. 

 

3.4  Démographie, dispersion et situations 

biologiques considérées chez T. dimidiata : 
 

3.4.1 Cas constant 

 

Ce cas correspond à une dispersion spatiale constante durant l'année. 

Quatre ensembles de paramètres démographiques sont considérés selon la 

définition de quatre situations environnementales. Ils sont notés ¥�> où (1) [	 = 	å`a, lorsque les paramètres démographiques sont ceux mesurés à partir 

des expériences de laboratoire; (2) [	 = 	50%	å`a , lorsque les paramètres 

démographiques sont pris à 50% de leurs valeurs du laboratoire; (3) [ = +c_�>WÖ� , lorsque la fécondité est égale à celle mesurée sur le terrain, 

tandis que les valeurs des autres paramètres démographiques sont ceux 

mesurés en laboratoire (4)  [	 = 	`åå_a`% , lorsque les paramètres 

démographiques sont à leurs valeurs minimales, c’est à dire, une valeur 

correspondant à des mesures de terrain ou 50% de sa valeur du laboratoire. 

Ces valeurs démographiques peuvent être décrites comme élevées �[	 = 	å`a�, 
modérées ([	 = 	50%	å`a ou [	 = 	+c_�>WÖ�) et faibles �[	 = 	`åå_a`%�. 

Les valeurs numériques des paramètres démographiques de T. 

dimidiata, obtenues du laboratoire (Zeledón, 1981; Zeledón et al., 1970), 

sont calculées pour un pas de temps ∆� = 1  semaine. Le temps de 
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développement moyen de l’œuf à l’adulte (la durée du stade juvénile) est ë � = 266.35 jours ou 38.05 semaines. La probabilité ÐlT  de rester au stade 

juvénile est calculée par la loi exponentielle de moyenne ë �. Si on note par X 

la variable aléatoire « le temps de rester au state juvénile », alors #�Â >�� = exp�−�/ë ��. Comme l’unité de temps est la semaine, on aura : 

ÐlT = #�Â > 1� = exp�−1/38.05� ≈ 0.974. 
Le pourcentage de survie des juvéniles est R = 58.58% , donc la 

probabilité de survie durant le stade juvénile par unité de temps est 

                  RT = 0.5858 F&'.G( ≈ 0.986. 

La durée de vie moyenne de la femelle adulte est ) = 480 jours ou 

68.57 semaines, donc la probabilité de survie des femelles adultes est 

                Rc = exp	�−1/68.57� ≈ 0.985. 

Le nombre moyen des œufs/femelle/vie est Ð = 605.86 oeufs, et pour 

un sexe ratio équilibré, Ð� =	303 œufs femelle/femelle/vie. Alors 

              +c = Ð�/68.57 = 4.42 œufs femelle/semaine. 

 Les paramètres démographiques du terrain sont la fécondité, +c_�>WÖ�= 

0.434 œufs femelle /trois mois, et la survie des adultes, Rc_�>WÖ�= 0.223 

durant les trois mois (Barbu et al., 2011). En calibrant sur une semaine on 

trouve +c_�>WÖ� = 	0.434/13 ≈ 0.0334 œufs femelle/semaine et Rc_�>WÖ� =�0.223��/�I ≈ 0.891. 
Les valeurs des paramètres démographiques correspondant aux quatre 

situations biologiques CDÖcb, CD�"%Öcb, CD�,_-C./0 et CDcÖÖ_bc� sont reportés au 

Tableau 3.1 si dessous. 
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Ensembles des valeurs 
démographiques 

+c 
(œufs/semaine) 
fécondité des 

adultes 

 Rc 
(probabilité 
de survie 

des adultes) 

RT 
(probabilité de 

survie des 
juvéniles) 

Ð=c 
(Probabilité 

de 
transition) 

CDÖcb-DÖcb-NDÖcb 
 

4.420 0.985 0.986 0.026 

CD�"%Öcb - D�"%Öcb-ND�"%Öcb 2.210 0.492 0.493 0.013 

D�"%�, - ND�"%�, 2.210 0.985 0.986 0.026 

D�"%�, - ND�"%�, 4.420 0.492 0.986 0.026 

D�"%�2 - ND�"%�2 4.420 0.985 0.493 0.026 

D�"%3B, - ND�"%3B, 4.420 0.985 0.986 0.013 

CD�,_-C./0-D�,_-C./0-ND�,_-C./0 0.033 0.985 0.986 0.026 

D�,_-C./0-ND�,_-C./0 4.420 0.891 0.986 0.026 

CDcÖÖ_bc�- 
DcÖÖ_bc�-NDcÖÖ_bc� 0.033 0.492 0.493 0.013 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau 3.1: Ensembles des paramètres démographiques de T. dimidiata 
correspondant au cas constant avec dispersion (CD[); à la période de dispersion (D[) 
et de non-dispersion (ND[) dans le cas périodique avec dispersion. 
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La dispersion des adultes est décrite par le noyau de Laplace Ps��� = �1/2q�e�^�−|�|/q�, ce qui implique que la probabilité de disperser 

diminue avec la distance de dispersion. Le paramètre alpha (exprimé en  

mètres) est la moyenne de la distance parcourue par un échantillon d'adultes 

pendant le pas de temps. La distance de dispersion moyenne de T. dimidiata 

a été estimée à partir de données issues d’une année, et dans un contexte 

non entièrement sylvestre, par Barbu et ses collègues (Barbu et al., 2010). 

Cette estimation, au cours d'une étape de temps de deux semaines, varie de 

40 à 60 m. Comme dans notre modèle le pas de temps est d'une semaine, 

nous avons considéré une estimation sur le terrain de α = 30 m. Ce choix de 

α et du noyau de Laplace est justifiée par le fait que dans le cas le plus 

réaliste, le cas périodique ci-dessous où α = 120 m, le noyau de Laplace 

prend en compte les longues distances parcourues en un seul vol par T. 

infestans et T. sordida observées dans des conditions climatiques naturelles 

du vecteur (Schofield et al, 1991; Schofield et al, 1992). En moyenne, 44%  

des individus ont volé plus de 100 m pour un vol (voir (Crawford and Kribs-

Zaleta, 2013) pour un résumé) et le noyau de Laplace donne pour q = 120 m 

environ la même proportion O P��"���%� = 43.5%|�|¹�"" . 

Cette proportion de 44% est liée à un seul vol. Comme le pas de 

temps de notre modèle est d'une semaine, nous avons supposé (voir ci-

dessus) que les adultes (en moyenne) dispersent une fois par semaine 

(Borges et al., 2005; Canals et al., 1999; Catala, 1991). Nous considérons que 

cette valeur moyenne de α n’est pas une valeur très faible pour un 

environnement sylvestre. 

 

3.4.2  Cas périodique 

 

La saisonnalité affecte les paramètres démographiques et de 

dispersion. D’après les études sur terrain de T. dimidiata dans la péninsule 

Yucatan au Mexique, les insectes ont une forte tendance à disperser durant 

la saison (Avril-Juin) comme cela a été systématiquement observée au cours 

des 10 dernières années (Dumonteil et al., 2013; Dumonteil et al., 2002; 

Ramirez-Sierra et al., 2010). Ceci nous a conduit à considérer un noyau de 
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Laplace avec un paramètre de dispersion q qui représente la moyenne de la 

capacité à disperser en mètres par semaine pour la saison de dispersion AJ 

et la distribution delta de Dirac pour les autres saisons ou il n’y a pas de 

dispersion. Pour garder la même moyenne que la capacité à disperser que 

dans le cas constant (et comme expliqué dans le paragraphe précédent 

section 3.4.1), on a considéré q = 120 m durant AJ. 

Les ensembles des valeurs des paramètres démographiques associées 

aux périodes de dispersion ou non-dispersion sont notés D> et ND> 
respectivement. En plus des valeurs du modèle constant, cinq autres 

nouveaux ensembles de valeurs ont été définis et indexées par i (afin 

d'étudier l'effet des différents paramètres démographiques sur la vitesse 

d'invasion) où: (1) i = 50%+c  qui correspond aux valeurs mesurées aux 

laboratoires sauf pour la fertilité +c qui a été réduite de 50% de sa valeur; 

(2) i= 50% Rc  qui correspond à toutes les valeurs démographiques du 

laboratoire sauf pour Rc , qui a été réduite de 50% de sa valeur; (3) i = 

50%RTqui correspond à toutes les valeurs démographiques du laboratoire sauf 

pour RT, qui a été réduite 50% de sa valeur au laboratoire; (4) i = 50%Ð=c 
qui correspond à toutes les valeurs démographiques du laboratoire sauf pour Ð=c, qui a été réduite de 50% de sa valeur au laboratoire, et finalement (5) i 

= Rc_�>WÖ� qui correspond à toutes les valeurs démographiques du laboratoire 

sauf pour Rc qui est prise la valeur du terrain (Barbu et al., 2009). 

Un environnement constant est caractérisé par un seul ensemble de 

paramètres démographiques mais un environnement périodique est décrit 

par une paire d’ensembles de paramètres démographiques )D> ,NDT* ; [	, U	 ∈ Ûå`a, 50%å`a, 50%+c , 50%Rc , 50%RT , 50%Ð=c , +c_�>WÖ� , Rc_�>WÖ� ,`åå_a`%�. Les différentes définitions des ensembles des paramètres pour le 

cas périodique sont présentées dans le Tableau 3.1. 

 

3.4.2.1 Situations biologiques 

 

Trois situations écologiques ont été considérées par rapport aux 

conditions environnementales rencontrées au cours de la période de 
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dispersion et non-dispersion. La première situation (la situation 1), 

théorique, suppose les mêmes conditions démographiques pendant les 

périodes de dispersion et de non-dispersion. La seconde (la situation 2) et 

troisième situation (la situation 3), correspondent à des conditions plus 

réalistes. Nous supposons des conditions démographiques défavorables 

pendant la période de non-dispersion et des conditions démographiques 

favorables au cours de la période de dispersion dans la situation 2. Dans la 

situation 3 nous supposons une démographie favorable au cours de la 

période de non-dispersion et des conditions démographiques défavorables 

pour la période de dispersion. Ces deux situations peuvent correspondre à 

différentes conditions écologiques alternatives comme expliqué ci-dessous. 

Situation 1 

Les mêmes paramètres démographiques sont considérés lors de la 

dispersion et de la période non-dispersion. Bien que ce cas soit peu réaliste, 

il est étudié, car il est proche du cas constant. Les abondances É���� et leur 

vitesse d’invasion ��Wf sont estimées par les ensembles des paramètres (D>, NDT) où: (1) [ = U = å`a, (2) [ = U = 50%	å`a et (3) [ = U = `åå_a`%. 

Situation 2 

Dans la situation 2, nous supposons une dispersion spatiale induite 

par le mécanisme de la dépendance à la densité durant la période où la 

démographie est favorable. Inversement, pendant la période de faible 

démographie, le milieu n’est pas saturé et donc les adultes ne vont pas 

disperser. Cette situation correspond alors à une démographie défavorable 

pendant la période sédentaire et une démographie favorable lors de la 

dispersion spatiale. Les ensembles représentatifs de paramètres 

démographiques sont �D> ,NDT�  où: [ = å`a  et U = 50%+c , 50%Rc , 50%RT ,50%Ð=c , 	+c_�>WÖ� et Rc_�>WÖ�. 
Situation 3 

Dans ce cas, nous supposons une dispersion spatiale induite par le 

manque d’hôtes créant un environnement défavorable qui a un impact 

négatif sur la démographie des triatomines. Inversement, pendant la période 

où les hôtes sont présents, la démographie est favorable et les triatomines ne 
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dispersent pas. Pour résumer, la situation 3 correspond à la démographie 

favorable au cours de la période de non-dispersion et la démographie 

défavorable pendant la dispersion. Cette situation 3 peut également 

correspondre à l'apparition d’un ouragan (acteur connu sur la dispersion 

passive de triatomines, (Guzman-Tapia et al., 2005)) et étant responsable à 

la fois d’une faible démographie et d’une faible dispersion. Les densités É���� 
et leur vitesse d’invasion ��Wf sont estimées pour les ensembles des 

paramètres (D>, NDT) où: 

 U = å`a et [ ∈ Û50%+c , 50%Rc , 50%RT , 50%Ð=c , +c_�>WÖ� , Rc_�>WÖ�Ü. 
 

3.4.2.2 La Durée de la période de dispersion 

 

L'effet de l'allongement de la durée de dispersion a été étudié en 

supposant que les triatomines dispersent non seulement pendant la saison 

AJ mais aussi pendant JS (Juin-Septembre). Nous avons ensuite noté les 

paramètres démographiques par �2D> ,NDT�, où [ et U appartiennent au même 

ensemble que dans l'hypothèse d'une seule dispersion périodique. Pour 

maintenir une capacité moyenne de dispersion de α = 30 m, comme dans le 

cas d'une dispersion constante, α a été fixée à 60 m. 



67 
Chapitre 4. Résultats numériques pour l'espèce T. dimidiata 

Chapitre 4   

 

4 Résultats numériques pour l'espèce T. 

dimidiata 
 

Ce chapitre est consacré aux résultats numériques obtenus pour T. 

dimidiata dans les différentes situations biologiques décrites au chapitre 

précédent. Notamment, les vitesses d’invasions (Tableau 4.1), l’analyse des 

sensibilités de ces vitesses aux changements des paramètres démographiques 

et de dispersion (Fig. 4.4), ainsi qu’à la comparaison entre les densités 

exactes et leurs approximations (Fig. 4.1 et Fig. 4.2), (Mesk et al., 2016).  

 

4.1 Le cas constant 

 

Les changements des abondances des adultes dans le cas d'une 

dispersion constante en utilisant les paramètres de laboratoire sont 

représentés dans la figure 4.1. Les courbes tracées, pour un nombre de 

semaines 5, 10, 20 et 30, décrivent l'augmentation de la densité d'adultes 

par points d’habitat et l’augmentation de la distance parcourue (environ 500 

m après 30 semaines). 
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t=10 
t=5 

t=30 t=20 

Fig. 4.1. Les graphes des solutions exactes (3.5) (courbes plaines) et leurs 
approximations (3.6) (courbes en pointillés) pour une distribution de Laplace avec q = 30 m, È"��� = 0 et É"��� = ����, les ensembles des paramètres démographiques CDå`a pour � = 5, 10, 20 et 30 semaines. L’axe des � représente la distance (mesurée 
à partir de l’origine) parcourue par les adultes. Effectués par le programme Maple 
de l’annexe A. 
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Les courbes obtenues par l'approximation de l'équation (3.6) 

coïncident parfaitement avec celles obtenues par l'expression exacte définie 

dans l'équation (3.5) à l'exception du cas au voisinage de l'origine. D'après 

l'équation (3.6), l'erreur relative entre l'expression exacte et son 

approximation tend vers zéro. Par exemple les graphes représentés sur la 

figure 4.2 pour une situation choisie, montre que cette erreur diminue 

(s’approche de l’axe des �) quand le temps augmente. 

 

 

 

 

Ces ondes se propagent avec une vitesse d'invasion �Al� = 26.80 
m/semaine. Cette valeur diminue à 3.3 m/semaine seulement si la fertilité 

du terrain est considérée (ondes de la figure 4.3). Dans le cas d'ensembles de 

paramètres démographiques CD�"%Öcb et CDcÖÖ_bc�  la population disparaît.  

 

 

  

Fig. 4.2. L’erreur relative entre l’approximation (3.6) et la solution exacte (3.5) en 
fonction de la distance x avec q = 10  m, pour � = 40  et � = 50  dans le cas de 
l’ensemble des paramètres démographiques CDå`a . L’erreur relative s’approche de 
l’axe des x (tend vers zéro) quand le temps t augmente. Effectué par le programme 
Maple de l’annexe B. 
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Fig. 4.3. Graphes des densités d’adultes É���� dans le cas constant CD+`_+[eå%  (voir 

tableau 3.1) pour t=155 (courbes plaines), t=156 (pointillés), t=157 (tiret) et t=158 
(tiret-pointillés) avec trois valeurs différentes de la distance de dispersion moyenne: 
(a) q = 10 m, (b) q = 30 m, et (c) q = 50 m. Les courbes dans (a*), (b*) et (c*) 
montres les queues des courbes dans (a), (b) et (c), respectivement. Effectués par le 
programme Maple de l’annexe A.  
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4.2 Le cas périodique 

 

La répartition des densités d'adultes dans le cas d'une dispersion périodique 

présente le même schéma que le cas constant pour des capacités moyennes 

de dispersion égales sur une année (correspondant selon les cas à α = 40, 

120, 200 m) et les couples d’ensembles de paramètres démographiques ��Öcb , M�Öcb� (figures 4.4, 4.5). 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.4. Graphes des densités d’adultes É���� dans le cas périodique ��å`a, M�å`a�  
(voir tableau 1) pour t=155 (courbes plaines), t=156 (pointillé), t=157 (tiret) et 

t=158 (tiret-pointillé) avec trois valeurs différentes de la distance moyenne de 

dispersion q : (a) q = 40 , (b) q = 120  and (c) q = 200  m. Effectués par le 

programme Maple de l’annexe C. 
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Les résultats les plus importants concernent les vitesses d'invasion de 

T. dimidiata pour des capacités de dispersion moyenne équivalentes au cas 

constant et des couples d’ensembles de paramètres démographiques 

caractérisant les trois situations biologiques considérées: elles sont toutes 

supérieures à la vitesse d’invasion obtenue dans le cas constant, sauf ���"%Öcb , M��"%Öcb� et ��cÖÖ_bc� , M�cÖÖ_bc��  où la population s’éteint (tableau 

4.1). La plus forte augmentation a été obtenue dans le cas ��Öcb , M�Öcb�  
(situation 1 dans le tableau 4.1): dans ce cas ��Wf  augmente de146.9% de �Al�. 

 

  

Fig. 4.5. Graphe des densités d’adultes É����  dans le cas périodique ��å`a, M�å`a�  (voir tableau 1) pour t=158, avec q = 40  (plaine), q = 120 
(pointillé) and q = 200  m (tiret). Effectués par le programme Maple de 

l’annexe C. 
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Type de dispersion 
spatiale et les 

différentes  
situations 
écologiques 

Ensembles des 
paramètres 

démographiques 

Vitesse 
d’invasion 

(m/w) pour 
chaque 

ensemble 
démographique )D> ,NDT* 

Différence 
relative 
entre )D> ,NDT*et CDycb 

Vitesse 
d’invasion 

(m/w) pour 
chaque 

ensemble 
démographique )2D> ,NDT* 

Différence 
relative 
entre )2D> ,NDT* 

et )D> ,NDT* 

Dispersion 

constante 

CDÖcb 
 CD�"%Öcb 
 CD�,_-C./0 

 CDcÖÖ_bc� 
 

26.80 
 

extinction 
 

3.30 
 

extinction 

- 
 
- 
 
- 
 
- 

- 
 
- 
 
- 
 
- 

- 
 
- 
 
- 
 
- 

Dispersion 

périodique 

 

S
it
u
a
ti
o
n
 1

 ��Öcb , M�Öcb� 
 ���"%Öcb , M��"%Öcb� 
 ��cÖÖ_bc�, M�cÖÖ_bc�� 

 

  66.18 
 

extinction 
 

extinction 

1.469 
 
- 
 
- 

41.43 
 
- 
 
- 

0.597 
 
- 
 
- 

S
it
u
a
ti
o
n
 2

 

)�Öcb , M��"%�,* 
 )�Öcb , M��"%�,* 
 Y�Öcb , M��"%�2Z 
 )�Öcb , M��"%3B,* 
 Y�Öcb , M��,_-C./0Z 
 Y�Öcb , M��,_-C./0Z 
 

56.05 

 

34.89 

 

39.36 

 

56.43 

 

32.68 

 

59.64 

1.091 

 

0.302 

 

0.469 

 

1.106 

 

0.219 

 

1.225 

35.92 

 

19.57 

 

27.51 

 

35.96 

 

23.50 

 

36.96 

0.560 

 

0.783 

 

0.431 

 

0.569 

 

0.391 

 

0.614 

S
it
u
a
ti
o
n
 3

 

)��"%�, , M�Öcb* 
 )��"%�, , M�Öcb* 
 Y��"%�2 , M�ÖcbZ 
 )��"%3B, , M�Öcb* 
 Y��,_-C./0, M�ÖcbZ 
 Y��,_-C./0, M�ÖcbZ 

 

63.90 

 

45.43 

 

62.83 

 

64.22 

 

60.70 

 

62.62 

1.384 

 

0.695 

 

1.344 

 

1.396 

 

1.265 

 

1.337 

39.81 

 

31.25 

 

38.76 

 

40.06 

 

37.33 

 

39.53 

0.605 

 

0.454 

 

0.621 

 

0.603 

 

0.626 

 

0.584 

 

  

Tableau 4.1: La vitesse d’invasion dans le cas constant et périodique pour une période de 

dispersion pendant une et deux saisons, calculée dans différents scenarii. La différence relative, 

premièrement, entre le cas constant avec dispersion et le cas périodique avec dispersion, et 

deuxièmement, entre le cas périodique d’une saison de dispersion et le cas périodique de deux 

saisons de dispersion; calculés pour différentes vitesses afin de faire des comparaisons. Les 

vitesses sont calculées par le programme Maple de l’annexe D.  
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Lorsque les individus de T. Dimidiata quittent  l’habitat à cause d’une 

surdensité (situation 2 du tableau 4.1), les valeurs du terrain des paramètres 

démographiques jouent un rôle très important. En effet, la vitesse maximale 

de l'invasion est dans ce cas ��Wf= 59.64 m/semaine lorsque la probabilité de 

survie des adultes Rc de la période de non-dispersion est celle du terrain (les 

ensembles de paramètres Y�Öcb , M��,_-C./0Z ). Cependant, elle est minimale 

lorsque la fertilité +c  de cette période de non dispersion est celle du terrain 

(les ensembles de paramètresY�Öcb , M��,_-C./0Z). Ceci confirme le résultat de 

l'élasticité maximale de ��Wf contre Rc obtenu dans la figure 4.6. 

La situation écologique où la dispersion spatiale est induite activement 

par le manque d’hôtes ou passivement par l'ouragan, qui est associée à une 

faible démographie (la situation 3), est caractérisée par la supériorité de 

toutes les vitesses d'invasion à celles obtenues dans la situation 2 (dispersion 

liée à des valeurs élevées de paramètres démographiques par l’intermédiaire 

de la densité dépendance de la dispersion). Ces résultats suggèrent que T. 

dimidiata présente une meilleure capacité invasive lorsque la période de non-

dispersion est très favorable du point de vue démographique (NDÖcb). Cette 

augmentation de la vitesse d'invasion 139.6% de �Al�. 
 

4.3 L'effet de la durée de la période de dispersion 
 

L'allongement de la période de la dispersion (dispersion durant AS 

avril-septembre) tout en conservant la même capacité moyenne de la 

dispersion dans le cas d'une saison AJ (α = 120m pour une saison et α = 

60m pour les deux saisons) diminue la vitesse d'invasion des espèces (par 

rapport à une dispersion pendant une seule saison) de 55.8% dans la 

situation 2 et 58.21% dans la situation 3. Malgré la diminution de la vitesse 

d'invasion avec une période de dispersion plus longue, toutes les situations 

démographiques donnent des vitesses d'invasion supérieures à la vitesse 

d’'invasion du cas constant, sauf dans le cas )�Öcb , M��"%�,* où ��Wf=19.57 

m/w (<�Al�=26.80m/w). 
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Bien que dans ce nouveau cas, la durée de la période de dispersion 

(AJ) et des périodes de non-dispersion (JM, JS et OD) ne soient pas égales, 

les vitesses d’'invasion correspondant à ��> , M�Öcb� de la situation 3 restent 

supérieures aux vitesses obtenues avec )�Öcb , M�T* de la situation 2. Ceci 

confirme que les triatomines présenteraient une capacité importante 

d'invasion lorsque leur démographie serait favorable au cours de la période 

de non-dispersion. 

 

4.4 Analyse de sensibilité 

 

La sensibilité de la vitesse d'invasion �T (j=cst ou per) à un paramètre 4 est donnée par la dérivée de �° par rapport à 4, i.e. %�°/%4. Avec une 

perturbation Δ4 de 4, la sensibilité de �° peut être approximée par 

                            )�°�4 + Δ4� − �°�4�*/Δ4. 

L'élasticité est définie comme étant �%�°/�°�/�%4/4� . Pour un 

environnement périodique de période T, soit 4T  la valeur de 4  lors de la 

phase j. Alors, la sensibilité (resp. l'élasticité) de  �° à 4 est la moyenne des 

sensibilités (resp. élasticités) de �° aux 4T ou U = 1, … , ë, i.e. 

½ã %�°/%4Tí
T]� ¾/ë 

et 

½ã )4T/�°*%�°/%4Tí
T]� ¾/ë 

respectivement (Caswell et al., 2011). 

Les sensibilités et les élasticités de la vitesse d'invasion de T.  

dimidiata aux paramètres démographiques +c , Rc , RT , Ð=c , données dans le 

tableau 3.1, et au paramètre de dispersion α sont présentées dans la figure 

4.6. Les modèles pour la dispersion constante et la dispersion périodique sont 

qualitativement similaires. La vitesse d'invasion est plus sensible à  Ð=c, Rc 
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et RT. L'élasticité est plus grande par rapport à la survie adulte Rc: en effet, 

une variation de 1% de Rc provoque une variation de 1.5% de �Al�. 
En conséquence, une stratégie efficace pour la lutte anti-vectorielle 

pourrait être de réduire la probabilité de transition du stade juvénile au 

stade adulte �Ð=c�, la survie des adultes (Rc) et la survie des juvéniles (RT). 

 

 

  
Fig. 4.6. Sensibilité et élasticité de la vitesse d’invasion aux changements 
des paramètres démographiques et de dispersion pour le cas constant CDÖcb 
(barre transparente), le cas periodique ��Öcb , M�Öcb�  avec une saison de 
dispersion (barre grise), et le cas périodique �2�Öcb , M�Öcb� avec deux saisons 
de dispersion (barre noir). Voir tableau 3.1 pour les paramètres 
démographiques. (a) sensibilité à +c   (fertilité), Rc  (probabilité de survie 
d’un adulte), RT  (probabilité de survie d’un juvénile), Ð=c  (probabilité de 

maturation) et q (distance moyenne de dispersion), (a*) sensibilité à +c et q 
non apparent dans (a); (b) élasticité.  



77 
Discussion et perspectives 

Discussion et perspectives 
 

Le but de cette étude était d'estimer la vitesse d'invasion de T. 

dimidiata dans différentes situations écologiques en utilisant une méthode 

mathématique qui permet l'intégration de deux types de dispersion spatiale : 

une "dispersion constante", c'est-à-dire une dispersion hebdomadaire ne 

variant pas au cours l'année et une "dispersion périodique", c'est-à-dire une 

dispersion hebdomadaire intervenant uniquement pendant une période de 3 

ou 6 mois. 

 Les modèles constants et périodiques ont été étudiés en tenant 

compte de divers ensembles de paramètres démographiques représentant 

différentes situations entomologiques et écologiques. Dans toutes ces 

situations, les abondances des insectes ont été calculées analytiquement en 

appliquant les propriétés des polynômes de Chebyshev de deuxième espèce 

et asymptotiquement estimées en appliquant la méthode du point selle. 

L'expression de la vitesse d'invasion déduite de ces approximations coïncide 

avec la formule obtenue par Neubert et Caswell (2000). En conséquence, 

cette méthode fournit une nouvelle application des polynômes orthogonaux 

qui consiste en une représentation formelle des solutions des EIDS linéaires à 

deux stades, un comportement asymptotique des solutions et le calcul de la 

vitesse d'invasion. Cela a également, fournit une application biologique des 

coefficients de la RRTT qui ont été définis à partir des paramètres 

démographiques. 

La première conclusion importante de cette étude est que, à capacité 

moyenne de dispersion sur l'année égale, la vitesse d'invasion est plus grande 

lorsque la dispersion est saisonnière que quand elle se produit régulièrement 

sur toute l'année. De plus, la vitesse d'invasion augmente avec la réduction 

de la durée de la saison de dispersion. Ceci a des implications importantes 

pour la lutte anti-vectorielle, car il existe une variabilité importante des 

modèles de dispersion entre les différentes espèces de triatomines (Waleckx 

et al., 2015) avec certaines espèces comme T. dimidiata, montrant une 

tendance saisonnière avec un pic d'abondance de trois mois observée dans 

les habitations humaines (Barbu et al., 2009; Dumonteil et al., 2013). Nos 
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résultats indiquent que les espèces hématophages à dispersion saisonnière 

sont plus susceptibles d'étendre leur aire géographique de distribution que 

les espèces dispersantes durant toute l'année. Par ailleurs, l'analyse de 

sensibilité montre que la lutte anti-vectorielle de ces espèces ayant un 

potentiel envahissant fort, devrait se concentrer principalement (si possible) 

sur la transition du juvénile à l'adulte, la survie des adultes et sur la survie 

des juvéniles. 

La deuxième conclusion importante de notre étude est que la vitesse 

d'invasion est plus élevée (jusqu'à 34.7%) quand on suppose une dispersion 

liée à des valeurs faibles de paramètres démographiques, soit en raison de 

l'absence d'hôte soit de l'apparition d'ouragan. 

 Enfin, l'analyse de la distribution de la distance de dispersion des 

adultes montre que la distance maximale parcourue varie avec le paramètre 

traduisant la capacité de dispersion: α. Plus α est élevé, plus la distance 

maximale atteinte est grande, et ceci quelle que soit la situation écologique 

considérée.  

Nous discutons maintenant ces principales prédictions théoriques en 

liaison avec les connaissances empiriques de la dispersion de quelques 

triatomines présentées dans la littérature. 

 Nous nous sommes focalisés sur T. dimidiata parce que sa dispersion 

a été identifiée comme un facteur clé de la transmission de la maladie de 

Chagas à l'homme chez cette espèce de vecteur non-domicilié (Gourbière et 

al., 2008). Cette espèce a généré des études de terrain à long terme et des 

travaux de modélisation offrant l'une des rares évaluations quantitatives de 

la dispersion des triatomines dans le domaine (Nouvellet et al., 2015). Les 

effets de la saisonnalité marqués de nos résultats suggèrent qu'il serait 

important pour des objectifs fondamentaux et appliqués de réaliser le même 

type d'études chez d'autres espèces de triatomines et d'estimer leur capacité 

d'invasion. En effet, la littérature montre que plusieurs espèces de 

triatomines dispersent surtout durant des périodes de temps courtes et 

chaudes, ce qui nous invite à supposer que ces espèces seraient plus 

susceptibles d'élargir leur portée géographique que les autres espèces 

dispersant durant toute l'année. En Amérique du Nord la dispersion 
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naturelle maximale de l'espèce T. protacta a été observé en Juillet et Août 

avec des mouvements confinés à une thermo-période de 15.5 °C à 24,4 °C 

(Wood, 1967). Zeledón (Zeledón, 1976) affirme que les températures élevées 

dans les pays où les saisons sont marquées semblent stimuler la dispersion de 

certaines espèces, cette dernière expliquant, au moins en partie, 

l'augmentation du nombre de cas de maladie de Chagas aiguë au cours du 

printemps et de l'été. Dumonteil et al. (2002) ont noté de fortes variations 

saisonnières dans les populations de T. dimidiata, avec une plus grande 

abondance pendant la saison chaude et sèche en Avril-Juin dans les 

habitations, mais une réduction de la colonisation des maisons durant le 

reste de l'année; cette observation couplée àune analyse de la structure en 

stade de développement, suggèrent que les adultes qui vols envahiraient 

saisonnièrement les maisons jouant ainsi un rôle important dans la 

transmission de T. cruzi à l'homme. 

La relation entre la température et la dispersion des triatomines 

semble avoir une base physiologique. Pour Dipetalogaster maximus, lorsque 

la température augmente de 30 à 37 °C, l'activité musculaire pendant le vol 

est renforcée par une alimentation en énergie (Scaraffia and Gerez De 

Burgos, 2000). Naiff et ses collègues (Naiff et al., 1998), ont trouvé dans la 

localité urbaine de Manaus (Brésil) que les mâles de P. geniculatus étaient 

observés plus fréquemment pendant la saison sèche. Schofield et ses 

collaborateurs (Schofield et al., 1992) estiment que, chez T. infestans, la 

température influence, non seulement la proportion des insectes volants, 

mais aussi la distance parcourue. Vazquez Prokopec et ces collaborateurs 

(Vazquez Prokopec et al., 2006), ont développé un modèle empirique 

d’initiation de vol et prédit que la dispersion par le vol de T. infestans 

culminerait en été; quand les vents étaient inférieurs à 5 kilomètres par 

heure, l'arrivée des adultes T. infestans sur les pièges lumineux était 

significativement associée à la température maximale et l'humidité relative. 

Mac Cord et d'Almeida (Mac Cord and d'Almeida, 1986) ont observé que 

des individus nourris de T. infestans, dispersent à partir du huitième jour  

jeun quand ils sont exposés à 30 °C pendant quatre heures. 

Nous avons également établi que la vitesse d'invasion est sensiblement 

plus élevée lorsque la période de dispersion est associée à des taux 
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démographiques faibles, ce qui pourrait survenir à la suite d'une absence 

d'hôtes. Ce résultat est en accord avec les travaux expérimentaux sur 

l'influence du jeûne sur la dispersion. Mac Cordand et d'Almeida (1986) ont 

constaté que la longueur de la période de jeûne avait plus d'influence sur la 

dispersion des triatomine que la température. Ces conclusions ont ensuite été 

corroborées par (Lehane et al., 1992), qui ont déterminé que l'initiation du 

vol en T. infestans est associée à un faible statut nutritionnel et augmente 

avec la température. 

Lehane et al. (1992) ont également mis au point un modèle prédictif 

de la probabilité d'initiation de vol et ont conclu que le vol serait rare 

durant les mois froids (<20 °C), mais que de 5% à 10% de la population 

d'une maison infestée volerait chaque nuit au cours des mois les plus chauds 

lorsque la température s’approche des 30 °C. Toutefois, quand l’état 

nutritionnel des insectes baisse de manière significative, cette proportion 

décroit à 30%. D’autres recherches ont abouti à des conclusions similaires 

pour T. protracta: les vols se sont produits lorsque des insectes affamés 

étaient stimulés par des températures estivales supérieures à la moyenne 

(Sjogren and Ryckman, 1966). Notons également l'importance du vent (ce 

qui peut conduire à une faible démographie, en présence des ouragans), qui 

influence la dispersion de R. prolixus (D'Ascoli and Gómez-Núñez, 1966) et 

de T. dimidiata (Dumonteil et al., 2004). 

Nos modèles montrent logiquement que la vitesse d'invasion dépend 

également de la capacité de dispersion des triatomines, à savoir le noyau de 

dispersion, qui varie selon l’espèce. Pour T. dimidiata, notre analyse montre 

que la vitesse croit quand la capacité de dispersion moyenne α augmente. 

Miles (1976) et Foratini et al. (1977) ont montré que P. megistus est capable 

de disperser sur de longues distances en direction des maisons alors qu'on a 

jamais observé de vol chez T. sherlocki. Au contraire, T. juazeirensis (une 

espèce très proche de la précédente) présente d'excellente capacité de vol et 

les hybrides du laboratoire entre ces deux espèces montrent des capacités de 

dispersion intermédiaire (Almeida et al., 2012). T. infestans et R. prolixus 

font également partie des espèces qui volent facilement. Ces différences entre 

espèces dans l'aptitude au vol s'expliqueraient par des différences de 
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structures morphologiques associés aux capacités locomotrices ainsi que par 

des variations physiologiques (Gringorten and Friend, 1979). 

Par ailleurs, la vitesse d'invasion de T. cruzi a été étudiée par 

Crawford et al. (2013) sous différents scénarios de migration des vecteurs. 

Dans le cas où aucune direction de migration n’est privilégiée par les 

vecteurs, la vitesse de l'invasion de l'épidémie varie de 4.05 km/an à 8.45 

km/an (ou de 78 m/semaine à 162.5 m/semaine). Lorsque les vecteurs 

migrent avec une direction préférentielle, cet intervalle des vitesses devient 

2.56 km/an à 10.74 km/an (ou 50 m/semaine à 206.5 m/semaine). Nous 

avons calculé la vitesse d'invasion de T. dimidiata dans des environnements 

périodiques sous différentes situations biologiques; dans le cas périodique le 

plus réaliste (trois mois de dispersion), la vitesse d'invasion varie de 33 

m/semaine à 64 m/semaine. Ainsi dans ces deux études, les valeurs des 

vitesses d'invasion sont faibles en dépit du fait, que pour notre étude en 

moyenne 44% des adultes présentent une capacité de voler supérieure à 100 

m en un seul vol (Schofield et al., 1991; Schofield et al., 1992), information 

prise en compte dans le noyau de dispersion utilisé. Ceci s'explique par la 

saisonnalité et les faibles valeurs de certains paramètres démographiques 

(par exemple, la maturation Fma = 0.026). Dans l'étude de Crawford et al. 

(2013) ceci dépendrait de l'hypothèse selon laquelle les triatomines peuvent 

disperser durant seulement 5 semaines et d’un taux de maturation affectant 

le taux de dispersion. Dans cette même étude, les vitesses d'invasion 

calculées à partir du modèle (AC) peuvent être considérées comme des 

valeurs supérieures pour le modèle (EIDS) car l'épidémie se propage par 

l'intermédiaire de deux espèces de deux triatomines (par les taux de 

dispersion, de migration et d'infection) et deux espèces hôtes (par les taux 

d'infection). 

Notre analyse de sensibilité suggère que la lutte anti-vectorielle contre 

ces espèces devrait se concentrer principalement (si possible) sur le taux de 

transition du stade juvénile au stade adulte (Fma), la survie des adultes (Sa) 

et la survie des juvéniles (Sj). Cependant, très peu de données sur l'effet des 

insecticides selon le stade de développement des triatomines existent. En 

effet, la plupart des papiers utilisent un seul stade larvaire (la 

recommandation actuelle de l'Organisation mondiale de la Santé est 
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d'utiliser uniquement le premier stade larvaire) et quand ils utilisent 

plusieurs stades larvaires, le type et le nombre de chaque stade ne sont en 

général pas indiqués et/ou les résultats ne montrent pas d'effet des stades 

larvaires. Lorsque la dieldrin (insecticide) a été utilisée dans les années 

soixante dix (cet insecticide n'est plus utilisé aujourd'hui) tous les adultes 

sont morts, alors que seulement 33% des larves du cinquième stade sont 

morts après une exposition de 48 heures au papier-filtre avec une 

concentration de 1.6% de dieldrin (Nocerino, 1975). Par conséquent, notre 

étude et celle de Nocerino montrent que l'effet des insecticides sur la survie 

des différents stades d'insectes devrait être étudié. 

 Notre analyse montre qu’un contrôle plus efficace peut consister à 

perturber la transition du stade larvaire au stade adulte (Fma). Une 

possibilité pourrait être d'utiliser des substances mimétiques de l'hormone 

juvénile. L'hormone juvénile est une hormone qui contrôle le développement 

post-embryonnaire ainsi que la reproduction chez les insectes. Elle maintient 

les caractères juvéniles, en favorisant les mues larvaires et en retardant 

la métamorphose. Ces substances mimétiques, comme le Précocène, sont non 

toxique mais à action lente et active seulement sur quelques stades 

(Schofield, 1985). Garcia et ces collaborateurs (Garcia et al, 1987) indiquent 

que le Précocène et Azadirachtine sont des inhibiteurs efficaces de la mue et 

la reproduction chez Rhodnius prolixus; toutefois, ils mentionnent que le 

temps d'application est critique et que seulement les applications de ces 

composés au début des périodes de mue provoquent leurs effets sur les 

nymphes. En général la Proallatotoxin, et en particulier le Précocène, 

révèlent des effets importants sur l'alimentation, le cycle de mue et la 

reproduction dans R. Prolixus (Azambuja et Garcia, 1987). 

Pour conclure, notre travail montre que la variation saisonnière dans 

le processus de dispersion ne peut être négligée lors de l'estimation de la 

capacité d'invasion des triatomines et, vraisemblablement pour d'autres 

organismes. Alors que les modèles utilisés ici considèrent un environnement 

déterministe (i.e. constant ou avec des variations saisonnières), les 

paramètres démographiques sont généralement influencés par la stochasticité 

environnementale (variation imprévisible) dans le temps, qui a été 

récemment proposé pour les triatomines (Menu et al., 2010; Pelosse et al., 
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2013). Comment de telles variations imprévisibles de l'environnement 

affectent la démographie et/ou la dispersion des insectes et leur vitesse 

d'invasion reste à étudier. Comme les paramètres démographiques et de 

dispersion varient avec le temps, ces développements ultérieurs 

représenteraient une extension naturelle du cadre présenté dans cette étude, 

et de l'utilisation des polynômes orthogonaux et leurs propriétés 

asymptotiques. 
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Annexe A:Programme Maple pour comparer les densités des adultes et 

leurs approximations. Fig. 4.1 du chapitre 4. 
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Annexe B:Programme Maple pour calculer l’erreur relative. Fig. 4.2 

du chapitre 4. 
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Annexe C : programme Maple donnant les graphes de la Fig. 4.4 du 

chapitre 4. 
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Annexe D: programme Maple pour le calcul des vitesses d’invasion. 

Résultats du tableau 4.1, chapitre 4. 
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