REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE ABOU-BEKR BELKAID - TLEMCEN

THESE

Présentée a :
FACULTE DES SCIENCES — DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
Pour I’obtention du dipléme de :
DOCTORAT EN SCIENCES
Spécialité: Mathématiques Appliquées
Par :

M" MESK Mohammed

Sur le theme

Vitesse d’invasion de Triatoma dimidiata, vecteur de la maladie
de Chagas :

Application des équations intégro-différences et des polynomes
orthogonaux

Soutenue publiquement le 02/06/2016 a Tlemcen devant le jury composé de :

M" TOUAOULA, M.T, Professeur Université de Tlemcen Président

M" MAHDJOUB, T., Maitre de Conférences A Université de Tlemcen Directeur de theése
M" MENU, F., Professeur Université de Lyon 1 Co-directeur de these
M' BOUGUIMA, S.M., Professeur Université de Tlemcen Examinateur

M" GOURBIERE, S., Maitre de Conférences Université de Perpignan Examinateur

M'" MEDEGHRI, A., Professeur Université de Mostaganem Examinateur

M" ABDELLAOUI, B., Professeur Université de Tlemcen Invité

Laboratoire d’Analyse Non Linéaire et Mathématiques Appliquées (LANLMA)
BP 119, 13000 Tlemcen - Algérie



Résumé

Résumé

Les processus démographiques et de dispersion spatiale de Triatoma dimidiata, une espéce de
triatomines vecteurs de la maladie de Chagas, sont modélisés par des équations intégro-
différences. Ceci permettra d’estimer la capacité d'invasion de cette espéce dans différentes
conditions écologiques. L'application de la théorie des polyndémes orthogonaux et de la
méthode du point selle & ces équations, permettent une bonne approximation des abondances
des femelles adultes et de la vitesse d'invasion. Nous montrons que: (1) dans les mémes
conditions moyennes de démographie et de dispersion, une dispersion spatiale périodique
conduit & une vitesse d'invasion 2.5 fois plus élevée que celle obtenue quand la dispersion est
continue c'est-a-dire qu'elle a lieu réguliérement au cours de l'année; (2) la vitesse d'invasion
associée a dispersion spatiale périodique corrélée a des conditions démographiques
défavorables est 34.7% plus élevée que celle calculée pour une dispersion périodique corrélée a
de bonnes conditions démographiques. A partir de nos résultats, nous concluons en matiére
de lutte contre ces vecteurs, que le succés invasif de l'espéce T. dimidiata serait plus sensible
a4 la probabilité de transition du stade juvénile au stade adulte. Nous discutons nos
principales prédictions théoriques a la lumiére des données observées chez différentes espéces
de triatomines recueillies dans la littérature.

Mots clés: Dispersion; Triatomines; Equations intégro-différences; Méthode de la descente
rapide; polynémes de Chebyshev

Abstract

Demographic processes and spatial dispersal of 7. dimidiata, a triatomine species vector of
Chagas disease, are modeled by integrodifference equations to estimate invasion capacity of
this species under different ecological conditions. The application of the theory of orthogonal
polynomials and the steepest descent method applied to these equations, allow a good
approximation of the abundance of the adult female population and the invasion speed. We
show that: (1) under the same mean conditions of demography and dispersal, periodic spatial
dispersal results in an invasion speed 2.5 times larger than the invasion speed when spatial
dispersal is continuous; (2) when the invasion speed of periodic spatial dispersal is correlated
to adverse demographic conditions, it is 34.7% higher as compared to a periodic dispersal
that is correlated to good demographic conditions. From our results, we conclude in terms of
vector control, the invasive success of the species 7. dimidiata may be most sensitive to the
probability of transition from juvenile to adult stage. We discuss our main theoretical
predictions in the light of observed data in different triatomines species found in the
literature.

Keywords: Dispersal; Triatomines; Integrodifference equations; Steepest descent method;
Chebyshev polynomials

oadls

JalSi ¥ alae Aol 53 a5 ¢l o pad AL Ly i) (e g 5 clilpaas Ly 535 pdall HLEEY 5 481 2 sapall ciljlanll

LS oy i A3y kg Baalaiall 3 ganl) ol S A Hhas Baadad Adlide Ay Cagpl Jh e gl 13 556 508 Cilaad (55 8l
Ao giall Caglall ats Jla 8 (1) sob Lo W atis g oal) Ao ju g Ol pliadl aal a8 G DYl 228 e
(2) ¢ ivne JLEEY) 0 5<s Lavie 5530 Ao o ST 50 2.5 538 Aoy Cnil Ay sal) LIV s ¢ LEEY) 5 L) e sasaly
Lo yall (g sall JLEEY) pe L 8ally ST 734.7 ¢5Ss cdnlodl 481 e sl gl (5 sl JLEEY) 556 A e dag i Ladie
JEY) Juaia Ll JT (68508 5 all Aoy O () dndlSa Cum (e peiiion Lild (Liailis (e Bus 4) )8 gan Ca g ylay
glsl pany b claa gl G Clllaaall ¢ s (3 At U Akl LalaB g (B ¢ oL Alape ) E L) U8 L dds e e

el 80 e sl ciliaily il

Calindi dgan LS el Js3ll Ak (Gl JalSE cValee eclial oy Aubad) el



Résumé graphique

Résumé hi

Théorie des équations intégro-différences

& deux stades

Systéme Intégro-différence

U

Solutions

Représentation par

Théorie des polynémes orthogonaux

Polynémes orthogonaux

/\

I

Asymptotique des solutions \[J)éduction

Vitesse d’invasion

Asymptotique des Polynomes
orthogonaux

Application aux triatomines 7. dimidiata

Calcul des densités

Calcul des vitesses d’invasion dans
différentes situations biologiques

Analyse des sensibilités aux changements des
parameétres démographiques et de dispersion




iii
Table des matiéres

Table des matiéres

Résumé-Abstract-uadda . ... i

Résumeé graphique..... .....ccccoooiiiiiiiiiii e ii
Table des matieres...........occoooviiiiii e ii
Liste des figures...........oooovviiiiiiiii i vi
Liste des tableaux.............ccooviiiiiii e vii
DEAICACE. ... ..o viii
Remerciements. ..o ix
Introduction.............ccoooeeeiei e 1

1 Outils mathématiques pour I’étude de la dispersion spatiale

des populations biologiques..............coooiiiiiiiii 6
1.1 Equations aux dérivées partielles (EDP).............ccoooiiiiiiiiiiiiiiininnn 6
1.2 Equations intégro-différentielles.............cooiiiiiiiiiiiiii e 10

1.3 Equations différentielles ordinaires (EDO).........c.ccoiiiiiiiiin 11

1.4 Modeles matriciels. . ... .oooueiiiiii i 12
1.5 Equations intégro-différences (EID)......c.ccooiiiiiiiiiiiiiiiiii, 13
1.5.1 EID linéaire (approche majoration)..............ccceceveeeernniieeeeeennnnnn. 20
1.5.2 EID linéaire (approche approximation)..........c..coeeevrenneeennn... 22
1.5.2.1 Transformation exponentielle...................coooiiiiins. 22

1.5.2.2 Méthode du point selle.........coooiiii i 23

1.5.2.3 Application & EID linéaire..............cocooiiiiiniiiiiininnann, 27



Table des matiéres

2 Application des polyndémes orthogonaux & la résolution d’un

systéme d’EID linéaire ................ccooooiiiiiiiiiii i) 31
2.1. Importance de la structure sur une population..................coooiiiiinn. 31
2.2. Solutions analytiques de certaines classes A’'EID.............c...ooiiint 32

2.2.1. Polyndémes orthogonaux.........ccvviiiiiiiiiiiiiiiiiic i 33
2.2.2. Polynomes orthogonaux et EID : approche générale................. 35
2.2.3. Le cas du modele constant............ccooooiiiiiiiiiiiiiiiii 40
2.2.4. Le cas du modeéle périodique..........covvuiiiiiiiiiiiiiii i, 42

2.3. Approximation des densités des adultes..............cooooviiii 44

2.3.1 Le cas COnStant «.......oueiiiii e 46
2.3.2 Lie cas PETIOAIQUE. . ...vuvirt it e 47
2.4 Calcul de la vitesse d INVaSION. .......oiiiiii i 48
2.4.1 Le cas COnStant ......ouittiiiiii e 48
2.4.2 Le cas PAriodiqUe. . ...ccuuiuintiet it 49

3 Le modéle biologique : les triatomines, vecteurs de la maladie

e CRAZAS. ..ot 50
3.1 La maladie de Chagas........coouiiiiiiit et e 50
3.2 Les triatomines vecteurs de la maladie de Chagas.............................. 51
3.3 Le modeéle des triatomines. ... ...ooovviiiiiiii e 53

3.3.1. Cas constant.......ooii i 57

3.3.2. Cas PETIOAIQUE. . ...ttt ittt e et 59



Table des matiéres

3.4. Démographie, dispersion et situations biologiques considérées chez de 7.

AIMUIATATA. . ..« oo oo e e et e et 60
3.4.1. Cas constant.......ooii 60
3.4.2. Cas PErIOAIQUE. . ....ovittie et e 63

3.4.2.1. Situations biologiques ...........cooviiiiiiiiiiiii 64
3.4.2.2. La Durée de la période de dispersion..............ccceceevennn.. 66

4 Résultats numériques pour l'espéce 7. dimidiata...................67

4.1, Cas COMSEANT. ...t iin ittt e e e 67
4.2. Cas PETIOAIGUE .. enentie e e e e e 71
4.3. L'effet de la durée de la période de dispersion...............cc.oveiiiiiiinannn. 74
4.4. Analyse de sensibilité.........cooouiiiiii i 75
Discussion et perspectives........c.ccoovviiiiiiiieiiiiieie e, 77
Références Bibliographiques...............coccoviiiiiiiiiiieiie e, 84
ANDEXES. .o, 90

A Programme Maple pour comparer les densités des adultes et leurs

approximations (Fig. 4.1 du chapitre 4).......cocooiiiiiiiiiiii e 90
B Programme Maple pour calculer Uerreur relative (Fig. 4.2 du chapitre 4). 93
C Programme Maple donnant les graphes de (Fig. 4.4 du chapitred)............. 98

D Programme Maple pour le calcul des vitesses d’invasion (Résultats du
tableaud.l, chapitre 4).........cooiiiiiiiii 105



vi
Liste des figures

Liste des figures

Fig. 1.1. Profil d’onde.........cooiuiii e 7
Fig. 1.2.0ndes progressives entre 2 temps t et t, dans le cas ot ¢ > 0............. 7
Fig. 1.3. Noyaux de dispersion de Laplace, de Gauss et uniforme.................. 17
Fig. 1.4. Point selle de la surface (X, ). .occoveeeriiiiiiii e, 25

Fig. 1.5. La vitesse asymptotique ¢ en fonction du taux de croissance A de

I’EID (1.9) avec un noyau de Laplace de parameétre @ = 1. La vitesse est une

fonction croissante du taux de croissance A............ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiieininnnn, 29
Fig. 3.1. Trois types de triatomines. ...........o.eieiiiiiiiiiiiii e 52
Fig. 3.2. Rhodnius prolixus : ceufs, cinq stades nymphaux et adulte.............. 52
Fig. 3.3. Schéma représentant le cycle de vie des triatomines....................... 56

Fig. 4.1. Les graphes des solutions exactes de (3.5) et leurs approximations

(3.6) pour une distribution de Laplace avec & = 30m............ccoviuiiiiiininnna. 68

Fig. 4.2. L’erreur relative entre 'approximation de (3.6) et la solution exacte

de (3.5) en fonction de la distance x avec @ = 10m............oooeeiiiiiiiiinn..e. 69

Fig. 4.3. Graphes des densités d’adultes A,(x) dans le cas constant CDfa_ﬂel 470

Fig. 4.4. Graphes des densités d’adultes A,(x) dans le cas périodique
(Dyapy NDjgpy) POUT QUALTE LEIMPS. ettt et ee e eee e e e e ee e eeenns 71

Fig. 4.5. Graphe des densités d’adultes A,(x) dans le cas périodique
(DlabrNDlab) pour L 51 TN 72

Fig. 4.6. Sensibilité et élasticité de la vitesse d’invasion aux changements des

parameétres démographiques et de diSpersion............ooooviiiiiiiiiiiiiiinn. .. 76



Vi
Liste des tableaux

Liste des tableaux

Tableau 1.1. Exemples avec le noyau de Gauss et de Laplace. Pour le noyau
de Gauss, le comportement asymptotique des densités coincide avec la valeur
exaCte des denSItES. . ...t e 30

Tableau 3.1. Ensembles des parameétres démographiques de 7. dimidiata.....62

Tableau 4.1. Vitesses d’invasion de T. dimidiata dans différentes situations
ECOLOZIQUES. - oottt et e et e e e e e e 73



Viii
Dédicace

A ma défunte mére Ammara,

a mes défunts grandes méres et grands péres,

je dédie cette these.

A mon pére et ma sceur,

a ma femme Nadia et mes enfants Abdelhalim, Rayane et Mounir,

A toute ma famille.



Remerciements

Remerciements

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance a mes directeurs de thése le
Docteur Tewtik Mahdjoub et le Professeur Frédéric Menu. Je les remercie de

m’avoir encadré, orienté, aidé et conseillé.

J’adresse mes sincéres remerciements au Docteur Sébastien Gourbiére et au
Professeur Jorge E. Rabinovich pour leur collaboration fructueuse qui a été

déterminante pour mener ce travail & son terme.

Je remercie le Professeur 7Tarik Mohammed Touaoula d’avoir accepté de
présider le jury de cette thése.

Je remercie également les Professeurs Boumédiéne Abdellaoui, Sidi-Mohammed
Bouguima et Ahmed Medeghri qui ont bien voulu lire et juger ce travail.

Je renouvelle mes remerciements au Docteur Sébastien Gourbiére d’avoir

accepté de participer au jury qui examinera ce manuscrit.

Je saisis cette occasion pour exprimer ma gratitude a tout mes enseignants du
primaire, du moyen, du lycée et de l'université. Et plus spécialement, a mon
enseignant de mathématiques de la quatriéme année moyenne Mr Djenas qui
m’a poussé a apprendre les mathématiques (aprés ne pas avoir répondu a une
question au tableau) en me disant avec un ton de réprimande: « Va a ta place
mon fils, tu as beaucoup & apprendre. »; et a Mr le Professeur H. Dib avec
lequel j’ai appris beaucoup de choses.

Je remercie mes amis et mes collégues qui non pas cessés de m’encourager

durant ce long parcours.

Il convient aussi de remercier ceux qui, en nous froissant volontairement ou
involontairement, nous offrent le déclic de cette fameuse énergie qui nous

pousse a relever le défi pour atteindre prodigieusement notre objectif.

Pour finir, je remercie vivement ma famille de m’avoir encouragé & mener a

bien mon projet de doctorat.



Introduction

Introduction

La maladie de Chagas, également connue sous le nom de
trypanosomiase américaine, est une maladie mortelle causée par le parasite
protozoaire, Trypanosoma cruzi (7. cruzi). La maladie, endémique en
Amérique latine ot 7. cruzi est principalement transmis par des insectes
hématophages suceurs de sang (Gourbiére et al., 2012), s’étend maintenant a
I'extérieur de son aire de répartition géographique ancestrale en raison de
I'augmentation de la mobilité humaines et des échanges internationaux
(Pinto Dias, 2013; Tanowitz et al., 2011). La prévalence dans les pays non
endémiques a été estimée a environ 300 000 individus infectés aux Etats-
Unis, 5 500 au Canada, 80 000 en Europe, 3000 au Japon et 1500 en
Australie (Schmunis, 2007; Schmunis and Yadon, 2010).

La lutte anti-vectorielle et de dépistage sanguin sont les principales
stratégies de lutte contre la maladie en raison du manque d’un vaccin
efficace et de la difficulté d’administrer des médicaments médicinales
pendant la fenétre de temps efficace, c'est-a-dire, pendant et juste aprés la
phase aigué de la maladie. Malgré les succeés importants des programmes
nationaux et internationaux de controle des vecteurs lancés dans les années
1990 (Abad-Franch et al., 2013), ni 'objectif de 2005 de l'interruption de la
transmission de la maladie fixé par I’Organisation Mondiale de la Santé en
1998, ni l'objectif de 2010 pour son élimination n’ont été atteints (Giirtler et
al., 2008).

En fait, 1'évolution de la transmission de la maladie a conduit a de
nouveaux défis, qui comprennent actuellement (1) I'émergence de la maladie
de Chagas dans les régions précédemment considérées comme indemnes,
comme le bassin de 1'Amazone (WHO, 2010); (2) la réémergence de la
maladie dans les régions ot les controles des espéces domiciliés clés, telle que
Triatoma infestans, avaient été antérieurement atteints (Gurevitz et al.,
2012; Giirtler et al., 2009), et (3) la prise de conscience croissante que les
espéces non-domiciliées, comme 7. dimidiata ou Rhodnius prolixus (Guhl et
al., 2009; Hashimoto and Schofield, 2012) peuvent contribuer & des niveaux
substantiels de prévalence de l'infection chez 1'homme (Nouvellet et al.,
2013; Rascalou et al., 2012).

Faire face a ces défis nécessite une bonne compréhension des potentiels

démographiques et de dispersion des triatomines, et leurs réponses aux
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changements environnementaux en cours. La dispersion des triatomines
apparait comme 1'un des traits les moins étudiés, bien que des facteurs
influencant le taux d'initiation de vol et sa direction ont été étudiés dans le
passé (Galvao et al., 2001; Minoli and Lazzari, 2006; Pacheco-Tucuch et al.,
2012; Schofield et al., 1991). Les distances de dispersion ont été récemment
estimées avec d’avantage de précision en combinant les données sur la
distribution et la modélisation spatiales de 7. dimidiata (Barbu et al., 2010;
Barbu et al., 2011; Levy et al., 2008). Cependant, il reste & quantifier
certaines  relations entre les  traits  d'histoire de vie de
démographie/dispersion et la capacité d'invasion des vecteurs qui se
propagent dans de mnouvelles zones géographiques et/ou leur vitesse

d’invasion.

Une telle étude nécessite une modélisation spatiale structurée pour
tenir compte des spécificités démographiques et de dispersion des juvéniles
et adultes des triatomines. Pour une revue des modéles mathématiques
concernant la maladie de Chagas et ces vecteurs, le lecteur pourra consulter
la synthése de Nouvellet et al. (2015). L'habitat géographique peut étre
modélisé de maniére discréte ou continue. Parmi les modéles spatio-
temporelles discrets, citons par exemple, les automates cellulaires (Cissé et
al., 2016; Crawford et al., 2013; Slimi et al., 2009) et les modéles individu-
centrés (Devillers et al., 2008; Yong et al., 2015) qui ont été utilisés pour
étudier 'invasion des triatomines ou de 7' cruzi des zones domestiques (ex.,
(Barbu et al., 2011; Slimi et al., 2009)) et sylvestres (Crawford et al., 2013).
Les modéles continus largement utilisés pour étudier la propagation des
populations et les épidémies sont basés sur les équations de réaction-
diffusion (Petrovskii and Li, 2005; Skellam, 1951), intégro-différentielles
(Medlock and Kot, 2003; Mollison, 1977) et intégro-différences (Kot and
Schaffer, 1986; Shigesada and Kawasaki, 2002).

Les équations intégro-différences structurées (EIDS) offrent un cadre
mathématique idéal pour modéliser les invasions biologiques dans un
environnement constant (Li et al., 2005; Lui, 1989a; Lui, 1989b; Neubert
and Caswell, 2000), périodique ou stochastique (Caswell et al., 2011;
Schreiber and Ryan, 2011). Le fait intéressant, est que sous certaines
hypothéses (en s’appuyant sur la conjecture linéaire), la vitesse d'invasion

d’une EIDS non-linéaire peut étre approchée par la vitesse d’invasion
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(donnée par une formule explicite) d’'une EIDS linéaire obtenue par
linéarisation de ’EIDS non-linéaire autour des faibles densités (Caswell et
al., 2011; Neubert and Caswell, 2000; Schreiber and Ryan, 2011). Cette
formule peut aussi étre obtenue pour une EIDS linéaire constante en
utilisant une méthode d'approximation, appelé méthode du col ou du point
selle ou de la descente rapide (Radcliffe and Rass, 1997). La méthode du
point selle est une méthode utilisée pour approximer des intégrales
spécifiques en fonction d'un paramétre lorsque ce paramétre est grand
(Murray, 1984).

Récemment, elle a été utilisée dans (Kot and Neubert, 2008) pour
analyser l’équation intégro-différence linéaire non structurée (EIDL) qui
modélise la croissance et la propagation des populations relachées a 1'origine
dans des espaces & une et deux dimensions: des solutions formelles ont été
écrites pour le modéle & 1'aide de la transformation exponentielle et, par la
méthode du point selle, le comportement asymptotique des solutions pour
les longues périodes a été déterminé. En outre, a partir de cette
approximation, une paire d'équations qui caractérise la vitesse d'invasion et
qui est équivalente a la formule antérieure donnée par Weinberger
(Weinberger, 1982) est déduite. Kot et Neubert (2008) ont conclu que
I’approximation par la méthode du point selle était excellente non seulement
pour les longues périodes, mais aussi pour tous les temps, sauf (peut-étre) les
premieéres itérations. La méthode du point selle a également été appliquée a
des équations intégro-différence a structure de dimension infinie (Powell et
al., 2005), et utilisé pour obtenir la vitesse de propagation pour certains
modeles en temps continu lorsque l'aspect spatial est décrit par des
distributions de contact, par exemple (Radcliffe and Rass, 1984). Cependant,
contrairement au cas non structuré, le calcul des abondances en fonction du

temps et de l'espace & partir du modéle structuré n’a pas été traité.

Le premier objectif de ce travail est d'étudier la capacité d'invasion de
T. dimidiata par le calcul de sa vitesse d'invasion et de son abondance dans
le temps et 1'espace. Nous avons choisi cette espéce car des données a la fois
démographiques et de dispersion spatiale sont disponibles dans la littérature
et pour l'importance en termes de santé publique des triatomines vecteurs

de la maladie de Chagas (voir les références ci-dessus).
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Notre deuxiéme objectif est de proposer une méthode mathématique
qui s’appuie sur les polyndémes orthogonaux pour permettre le calcul des

abondances et de la vitesse d'invasion dans le cas d'un modéle structuré.

Nous mettons en place une modélisation par une EIDS linéaire
déterministe a deux stades (adultes et juvéniles) qui représente la
démographie et la dispersion des triatomines (dans les situations biologiques
considérés, il est supposé que seuls les adultes dispersent) dans un habitat
unidimensionnel et homogéne. Comme la densité des triatomines et leur
vitesse d'invasion sont des informations importantes, par exemple pour gérer
le controle des vecteurs, nous suivons ici les étapes proposée par (Kot and
Neubert, 2008) pour ce modéle qui constituera aussi, une extension
théorique des idées de (Kot and Neubert, 2008) & une EIDS linéaire a deux
stades. Cette extension théorique est présenté au Chapitre 2 et elle est
illustrée en considérant deux cas: "dispersion constante (= continue dans le
temps)" et "dispersion périodique». Les résultats généraux ainsi que les
analyses détaillées de ces deux cas sont présentées dans le Chapitre 3. Les
densités d'organismes en fonction du temps et de l'espace peuvent étre
représentées formellement par une transformation exponentielle et un
ensemble de polynomes spécifiques, appelés polynémes orthogonaux qui se
caractérisent par une relation de récurrence a trois termes (RRTT),
(Chihara, 1978; Szegd, 1975). Par le comportement asymptotique de ces
polynémes orthogonaux et la méthode du point selle, nous déterminons les
approximations des densités pour les temps grands et ou, & partir desquelles
les formules de la vitesse peuvent étre obtenues. Les conditions d'application
a l'espéce T. dimidiata sont données dans le Chapitre 3. Plus précisément,
un gradient de situations biologiques, allant de la plus favorable aux pire
conditions démographiques est pris en compte dans l'estimation des
abondances et vitesses d'invasions dans le cas d'une dispersion constante et
périodique. Dans le Chapitre 4, nous présentons les résultats obtenus en
utilisant les données disponibles sur la démographie et la dispersion de 7.
dimidiata pour notre modeéle. Nous avons choisi le noyau de dispersion de
Laplace en fonction d'un parameétre, la moyenne des distances de dispersion,
estimée a partir des travaux de la littérature. Nous avons calculé la vitesse
d’invasion des triatomines sous les deux types de dispersions citées ci-dessus.

Dans chaque cas, la densité des adultes est approchée et leur vitesse
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d'invasion est calculée. Nous comparons les approximations des solutions
aux solutions exactes dans le cas constant. La fin du chapitre 4 est consacrée
a l'analyse de sensibilité de la vitesse d'invasion aux parameétres
démographiques et de dispersion. Les résultats originaux sont discutés et
quelques perspectives pour affiner 1'étude sont données dans la derniére

partie du manuscrit.
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Chapitre 1.Outils mathématiques pour ’étude de la dispersion spatiale des populations biologiques

Chapitrel

1 Outils mathématiques pour I'étude de la
dispersion  spatiale @ des  populations

biologiques

Ce chapitre décrit les principaux modeéles continus et discrets, par
rapport au temps et/ou l'espace, de la dispersion spatiale des populations
biologiques. A travers cette revue, les principales notions comme les ondes
progressives la vitesse d’invasion et les noyaux de dispersion sont définies.
En particulier, ’accent est mis sur les deux méthodes (de majoration et
d’approximation) utilisées pour calculer la vitesse d’invasion des équations
intégro-différences non structurées. La méthode d’approximation est celle

utilisée dans ce travail traitant le cas structuré a deux stades.

1.1 Equations aux dérivées partielles (EDP)

En 1937 Fisher (Fisher, 1937)a proposé l’équation de réaction-

diffusion suivante

ou 0%u
E—Dﬁ+ru(1—u) O0<u<1i (1.1)

pour modéliser la propagation d’un géne mutant avantageux dans une
population. Le D est un paramétre de diffusion et r est le taux de croissance
per capita maximal. Fisher a montré que l'équation (1.1) admet des

solutions positives de la forme
u(t,x) = W(x — ct) (1.1a)

avec les conditions aux limites
W(—x)=1et W(+0) =0 (1.1b)

si et seulement si ¢ = 2vVrD.
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La fonction W vérifie I’équation différentielle ordinaire
DW ' +cW +rW (1 —-WwW) = 0. (1.1.c)
Définition 1.1

a)  La solution (1.1.a) est appelée onde progressive ou front
progressif. Flle se déplace en direction de l'axe des x positifs avec une
vitesse ¢ constante positive et sans changer de forme. Fig. 1.2.

b) Cette forme est le graphe de la fonction W(z), appelée profil
d’onde. Voir Fig. 1.1.

c) La variablez = x — ct est appelée variable d’onde.

d) La quantité c € R est la vitesse d’onde ou wvitesse du front ou
vitesse de propagation ou vitesse d’invasion (dans la théorie des

invasions biologiques).

Z— 4o

Fig. 1.1. Profil d’onde W (z), vérifiant W(—w) = 1 et W(4x) = 0.

VA

U \uuo

A o x
ety + Wl ug) cty + W (ug)

Fig. 1.2.0ndes progressives entre 2 temps t et t, (t, > t;) dans le cas ot ¢ > 0. La
droite y = u,, appelée niveau, qui intersecte les ondes progressives en deux points.
La distance entre ces deux points est (t, —t;)c, divisée par le temps écoulé

(t, — t;) donne la vitesse c.
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Rappelons que la vitesse s'obtient par la division d'une mesure d'une
variation (de longueur, poids, volume, etc.) durant un certain temps par une
mesure du temps écoulé. En particulier, en cinématique, la vitesse est une
grandeur qui mesure pour un mouvement, le rapport de la distance

parcourue au temps écoulé.

On distingue deux types de vitesses, la vitesse moyenne et la vitesse
instantanée. La vitesse moyenne se calcule en divisant la distance parcourue
par le temps de parcours; elle a un sens sur une période donnée. La vitesse
instantanée est obtenue par passage a la limite de la définition de la vitesse.
Elle est définie & un instant précis, via la notion de dérivation. Lorsque la
distance et le temps sont continus (resp. la distance et/ou le temps ne sont
pas continus), on sous-entend par vitesse la vitesse instantanée (resp. la

vitesse moyenne).

Dans le modéle (1.1), la vitesse du front, ¢, est la dérivée de la
distance par rapport au temps. En effet, fixant une quantité (appelée aussi
niveau) uy, 0 < uy, < 1, on résout I'équation W(x — ct) = u, pour trouver la
distance parcourus parle front suivant le niveauu, durant le temps t. On

trouve alors
x(t,up) = ct + W t(uy)

et on voit bien que ¢ = dx/dt. Dans ce cas, W1 est la fonction inverse de
w.

Fisher (Fisher, 1937) a prédit que le géne initialement présent dans le
domaine spatial ]—o, 0[ et absent dans ]0, +o[, occupera au cours du temps
tout le domaine ]—oo, 4| avec la  vitesse minimale 2vrD .
Mathématiquement, on se pose les questions: est ce que les solutions u(t, x)
(qui ne sont pas nécessairement des fronts) s’approche du front progressif
W(x—Z\/mt) et est ce que la vitesse instantanée dx/dt ou la vitesse

moyenne x/t suivant le niveau u, tendent vers 2vrD, quand t tend vers

linfini ?

La distance x(t,ug) =u"(t,uy,) est définie par la relation

implicite u(t,u™*(t, 1)) =uy . Kolmogorov, Petrovskii et Piscounov
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(Kolmogorov et al., 1937), noté KPP, démontrérent cette conjecture pour

I’équation
——D—+f(u) (xeRt>0) (1.2)

avec la condition initiale de type Heaviside

1 six<0

u(0,x) = {O s (1.2a)
et f telle que
[ JO=fD=0/D <0< O L)
fu)>0etf'(u) <f'(0) pour0 <u < 1. '

Théorémel.1 (Kolmogorov et al., 1937) Soit ’équation de réaction-

diffusion suivante :

ou 0%u
E—Dﬁ+f(u) (xEIR,tZO)

ot fuérifie (1.2b) et de condition initiale de type Heaviside (1.2a).

Sim(t) est telle que u(t,m(t)) = % alors :

lime, ™2 = G = 2¢/F (0)D (1.2¢)
et
lime o, ult,x + m(t)) =W, . (x) (1.2d)

ou W

Cmin

(X = cint) est la solution front progressif avec la vitesse Cpip.-

La distance m(t) définie par u(t,m(t)) = % est unique dans ce cas, car

les u(t, x) sont monotones. Elle représente ’emplacement du point de u(t, x)
suivant la droite y =1/2, ou suivant le niveau 1/2. Les résultats du
Théormel.1 sont aussi valides pour d’autres niveaux ugy, 0 < uy < 1. C'est-a-

dire que pour u~1(t,uy), qui peut étre un ensemble dans d’autres cas, on a

-1
lim, o, =2 = Yimy o, 2w (8, 1) = 24/ (0)D (1.3a)

et
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lim, o u(t, x + u™t(t, up)) = We, . (x) (1.3b)

uniformément par rapport a x € R et uniformément par rapport a u, dans

des sous intervalles de (0,1). Ou W, . (x) est le profil d’onde avec la vitesse
Cmin-

Les résultats de KPP ont été étendus et généralisés par plusieurs
auteurs pour d’autres fonctions f et d’autres conditions initiales (Aronson
and Weinberger, 1975; Fife and McLeod, 1977; Hamel and Roques, 2010;
Kanel, 1960; Uchiyama, 1978) ainsi qu’aux cas multidimensionnels (Aronson
and Weinberger, 1978) et EDP paraboliques semi linéaires d’ordres
supérieurs & deux (Galaktionov, 2013). La question sur la forme de
I'ensemble u~1(t,uy) a été étudié par Bramson (Bramson, 1983; Bramson,
1978) par des méthodes probabilistes et revisitée par (Lau, 1985) et (Hamel
et al., 2013) analytiquement. Bramson a donné une -classification des
données initiales pour lesquelles une relation de la forme (1.3a) est vérifiée.
En particulier, pour le cas d’une condition initiale de type Heaviside, le

u~1(t,uy) posséde le comportement asymptotique suivant

3

u (t, ug) ~Cppint — In (t) quand t = +oo.

Cmin

Donc il n’y a pas que la partie linéaire en t, mais il y’a aussi un terme
logarithmique. Remarquons que ce shift logarithmique apparait aussi pour le

modele étudié ici, voir la relation (2. 39).

1.2 Equations intégro-différentielles

En écologie, les équations de réaction-diffusion sous-estiment la vitesse
d’invasion (Clark, 1998; Kot et al., 1996). Une solution & cette sous-
estimation des vitesses d'invasion a été 1'utilisation des opérateurs intégraux
a la place des opérateurs de diffusion, résultant en des équations intégro-
différentielles ou intégro-différences (Kendall, 1965; Kot and Schaffer, 1986;
Lee et al., 2001). Ces modéles intégrent des informations détaillées sur le

contact a petite échelle et le processus de dispersion pour prédire les effets a
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grands échelles avec plus de précision. Comme exemple, (Aronson, 1977;
Kendall, 1965; Mollison, 1977) étudiérent ’équation

Z =B =1 f, k(I t)dy (1.4)

ot
qui modélise la propagation d’une infection par contact d’un individu sain

susceptible d’étre infecté, par un individu infecté d’une population de taille
constante N = S(x,t) + I(x, t). O,

S(x,t) : représente les susceptibles au point x et au temps t.

I(x,t) : représente les infectés au point x et au temps t.
k(x,y): est la fonction densité de probabilité exprimant que la

proportion des infectés en y contacte les susceptibles en x.

B : le taux constant de transmission de I'infection.

1.3 Equations différentielles ordinaires (EDO)

Avec un temps continu et un espace discret, ex. des patchs, on peut
modéliser le mouvement des individus entre patchs par des équations
différentielles ordinaires. Par exemple, les modéles proie-prédateur ou hote-
parasite, pour une vue d’ensemble on peut voir par exemple (Briggs and
Hoopes, 2004; Taylor, 1990).

Les types de modéles précédents sont a temps continu et a espace
continu ou discret. Remarquons que la modélisation de la dispersion et la
démographie par les équations de réaction-diffusion (1.2) suppose que les
individus dispersent dans les différentes directions avec des probabilités
égales conduisant & une distribution normale des distances parcourues. De
plus, les deux processus (la dispersion et la démographie) se déroulent en
méme temps et interviennent de maniére continue. Comme la plupart des
organismes se reproduisent et dispersent durant des périodes de temps
différentes et de maniére discréte (insectes, plantes annuelles, ...), il est plus

naturel dans ces cas d’utiliser des modéles & temps discret. Il est aussi
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intéressant de noter que les vitesses de propagations, et dans certains cas,
lexistence des ondes progressives des équations (ou systémes) de réaction-
diffusion, peuvent étre étudiées dans le cadre d’un modéle & temps discret
(Weinberger, 1982; Weinberger, 2002; Weinberger et al., 2002).

1.4 Modéles mastriciels

Soit une population distribuée sur n patches discrets de coordonnées
xj, j = 1,2,..,n. Soit ut(xj) la population (nombre ou densité) sur le patch j
et au début de la t™™ phase sédentaire. L’intervalle de temps [¢t,t + 1] est
divisé en deux phases : la phase sédentaire sur [t,t+ 7], 0 <7< 1, ou la
population se multiplie (naissance et mortalité) et alors ut(xj) devient
f (xj,ut(xj)). Pour la simplicité, on supposera que f est indépendante de la
coordonnée du patch et donc on omettra le x;. La deuxiéme phase, la phase
dispersion qui se passe sur [t + T,t + 1], ou les proportions k(xi,xj) de la
population dispersent du patch j au patch i. On dit aussi que k(xi,xj) est la

probabilité qu’un individu se déplace, pendant la phase de dispersion, du

patch j au patch i. Le résultat final est le systéme discret suivant

e () = Xy k(2 x;) f (ut(xj)) (1.5)
oui=12,..,n.

Pour deux patchs identiques (n = 2) dans lesquels les individus ont
une probabilité 1 —p de rester dans leur patch et une probabilité p de

rejoindre le patch voisin, le systéme (1.5) prendra la forme

{ut+1(x1) =(1- p)f(ut(xl)) + pf(ut(XZ)) (1.5a)

Upyq (X)) = Pf(ut(x1)) +(1- P)f(ut(xz))

Ces modeéles ont été utilisés, par exemple, pour la modélisation de
I'interaction hote-parasite (Hassell et al., 1991; John M and Barlow, 2001),
controle biologique (Rees and Paynter, 1997; Rees and Hill, 2001),
dispersion des arbres (Jiang and Zhang, 2008), le calcul de la vitesse

d’invasion d’un systéme structuré avec application a la dispersion de la
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camomille inodore (de-Camino-Beck and Lewis, 2009), et Deffet des
insecticides et leurs dispersion (par la diffusion et/ou le vent) sur la

dispersion des insectes (Rodrigues et al., 2014).

1.5 Equations intégro-différences (EID)

Quand l'espace est continu, la variable x varie dans un intervalle
(a,b). u,(x) représente la densité a la position x et au début de la t™e
phase sédentaire. De la méme maniére que précédemment (Modéles
matriciels), et en vertu de la continuité de l’espace, la sommation devient

une intégration et on obtient I’équation intégro-différence (EID) suivante

U1 (0) = [ k(0 f (), ) dy. (1.6)

ot k(x,y)dy est la probabilité qu'un individu, durant la phase de dispersion,
se déplace de I'intervalle [y, y + dy] a la position x.

Définition 1.2

a)  Un espace (ou habitat) est dit homogéne si les propriétés
démographiques et de magrations sont les mémes en tout point de
[’espace.

b) Un espace (ou habitat) est dit isotrope si les propriétés de

migrations sont les méme pour toutes les directions de [’espace.

Dans le cas ou l'espace est homogéne et isotrope, la fonction
démographique f dans (1.6) ne dépend pas de la position y et le noyau de
dispersion k est symétrique, i.e. k(x,y) = k(y,x), et dépend de la distance

entre x et y, i.e. k(x,y) = k(x —y). Dans ce cas, le modéle (1.6) s’écrit

e () = k(e = f (u(3)) dy. (1.6a)

Remarque 1.1 On peut toujours prendre b= —a = 4w dans
L’équation (1.6a) en utilisant la fonction de Heaviside Hly) =1 sia <y <
b et H(y) = 0 sinon.
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La fonction démographique dans le modéle (1.6a) décrivant la

dynamique locale par I’équation u;,,; = f(u;) peut prendre plusieurs formes,

- linéaire (croissance exponentielle, pas de facteurs limitant la

démographie)
f(u) =e"u.
- logistique

fwW=0A+nru- %uz.

- de type stock-recrutement de Beverton-Holt (Beverton and Holt,
1957)

e'u
(e" —1)/K]u

Fa) =157

- de type Ricker (Ricker, 1954)
f(u) = ue™1-wHK,

Dans les fonctions précédentes, r est le taux de croissance intrinséque

(sans compétition) et K est la capacité d’accueil du milieu.

Pour le noyau de dispersion k(x), on trouve dans la littérature trois

principaux types (Kot et al., 1996) :

a) Le noyau k(x) & une fonction génératrice des moments, qu’on note

k(s), définie par I'intégral
400
k(s) =f k(x)es*dx
qui existe pour s dans un voisinage de zéro. k(s) est aussi la transformée
exponentielle de k(x).

Ces noyaux sont a queues exponentiellement bornées. Par exemple les

noyaux de Gauss

k(x) = L e=x*/20°
ovVan

et de Laplace
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k(x) = ie""V“.
2a

Les EID construites a 'aide de ces noyaux, moyennant des conditions
sur f et la condition initiale, possédent des ondes progressives (Kot, 1992;
Lui, 1989a; Lui, 1989b; Weinberger, 1982).

b) Le noyau k(x) posséde des moments finis,
400
Up = f k(x)x™dx

de tous les ordres n, mais pas de fonction génératrice des moments.

Ces noyaux sont appelés les noyaux & queues épaisses (fat-tails, en

anglais). Par exemple

2

a
k(x) = Te‘“ I~

c) Le noyau k(x) posséde des moments infinis. Ils sont a queues
extrémement épaisses comme le noyau de Cauchy défini par

k(x) = %ﬁ

L’estimation du noyauk(x), a partir des données de terrain, a montré

que le noyau n’est pas toujours normal mais qu’il peut étre dans la plupart
des cas leptokurtique (voir définition ci-dessous), ex. le noyau de Laplace,
(Kot et al., 1996). En général les données, pour estimer le noyau k(x), sont
collectées de deux facons. La premiére, consiste a capturer un ensemble
d’individus de la population pour les marquer, les libérer puis les recapturer
aprés un certain temps (méthode de capture-marquage-recapture). Ici les
données sont des distances parcourues. La deuxiéme, consiste & définir
certains sites (ex. piéges pour insectes et graines) de distances connues (par
rapport a une source de la population) dans la zone de travail et, aprés un
certain temps, d’aller collecter les individus se trouvant dans ces sites. Ici les
données sont des densités (par unité d’espace), typiquement en fonction des

distances d’une certaine source. (Lewis et al., 2006).
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A partir de ces données ainsi collectées, on disposera d’effectifs (ou de

fréquences) en fonction des distances. Si on trouvait, par exemple, que la
distribution exponentielle ie‘x/ “ (x>0 ) constituait une bonne

approximation (par les moindres carrées) des données collectées; alors en
supposant que les individus se déplacent sur l'axe des réels a gauche et a

droite avec la méme probabilité, le noyau de dispersion serait donc le noyau
1 _
de Laplace —e I/,
2a
Remarquons que pour ce noyau le parameétre a est une approximation

de la moyenne des distances collectées, car on a :
+00x .y
—e % x = a.
o @

Définition 1.3

Le kurtosis (ou coefficient d’aplatissement), k , d’un noyau de

disperston est la quantité

my
K=—.
m3

Ou m, et m, sont les moments centrés d’ordres deuxr et quatre

respectivement.
Définition 1.4

a) Si k>3 on dit que le mnoyau de dispersion est
leptokurtique. (Lepto=mince, Kurtique=courbe).

b) St k=3 on dit que le noyau de dispersion est
mesokurtique. (meso=intermédiaire).

c) Si k<3 on dit que le mnoyau de dispersion est

platykurtique. (platy=aplatie).

Le kurtosis est un parameétre qui mesure a quel point une distribution
des fréquences est concentrée autour de la moyenne. En prenant trois types
de noyaux centrés et de méme variance on peut dire que: un noyau
leptokurtique est plutdt pointue (ou mince) en sa moyenne, et a des queues
épaisses comparé a un noyau mesokurtique, ex. noyau de Laplace. Un noyau

platykurtique est relativement « aplatie », son centre et ses queues étant
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appauvries au profit des flancs, ex. la distribution uniforme. Un noyau

mesokurtique est intermédiaire, ex. distribution de Gauss. Voir figure 1.3.

Laplace

Uniforme Centres

Fig. 1.3. Noyaux de dispersion de Laplace (leptokurtique), de Gauss (mesokurtique)
et uniforme (platykurtique). Ces noyaux centrés (moyennes=0) et réduits

(variances=1) sont définis par :
Laplace : k; (x) = exp (—|x|v/2) /2
Gauss : kg (x) = exp (—x2/2)/\2n

Uniforme : ky(x) = 1/(2\/§) si —v/3 < x <3 et nul sinon

Les EID de type (1.6a) construites a ’aide de noyaux exponentiellement
bornés, moyennant des conditions sur f et la condition initiale, possédent
des ondes progressives comme le montre le théoréme suivant (Weinberger,
1982) :
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Théoréemel.2.(Weinberger, 1982) Si on a :

z) f'(uw) > 0 pour tout u = 0.
2z) f(w) < f'(0)u pour tout u = 0.

777) k(s) = fj; k(x)es*dx existe pour s dans un voisinage de zéro.

Alors I’EID (1.6a) admet comme solutions des ondes progressives de

vitesse minimale

Ciy = Ming<ges, +In (' (OF(S)) (1.7)

De plus, si la donnée initiale uy(x) est a support compact, alors la

vitesse ¢y, est asymptotique.

Comme on l'a déja mentionné ci-dessus, quand on considére les
différents types de noyaux, la condition iii) du théoréme signifie que le
noyau est & queues exponentiellement bornées. Par exemple, les noyaux de

Gauss et de Laplace qu’on trouve souvent en pratique (Kot et al., 1996).

La condition i) signifie que la fonction démographique croit en
fonction de la densité et ii) veut dire que la population ne présente pas un
effet Allee, i.e. que f(u)/u est maximal quand la population est faible (u

tend vers zéro).

L’effet Allee (Allee, 1931), chez certaines espéces, est le fait qu’un
faible effectif peut réduire la croissance alors que l'agrégation peut avoir un
effet positif. Pour une dynamique locale décrite par une équation de type
Urrq = f(up), Veffet Allee se traduit par 'existence d’un intervalle de [0, K]
dans lequel f(u)/u > f'(0). L'effet Allee est dit fort si 0 < f'(0) <1 et
faible si f'(0) > 1.

Le théorémel.2 est un cas particulier d’un résultat plus général établie

par (Weinberger, 1982) concernant ’équation

Ups1 () = Qu ] (x). (1.8)

Ot le temps t est discret, la variable spatiale x € R? peut étre continue ou
discréte et Q est un opérateur qui vérifie certaines conditions, comme par

exemple :
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e I’opérateur Q préserve lordre, i.e. u = v = Q[u] = Q[v].
e L’opérateur Q commute avec les translations (I’habitat est

homogeéne) et les réflexions (I’habitat est isotrope).

Les résultats de Weinberger ont été généralisés & un systéme
d’opérateurs de la forme (1.8) par Lui (Lui, 1989a; Lui, 1989b). Dans le cas
d’un habitat périodique, on peut trouver des résultats pour le modéle (1.8)
dans (Weinberger, 2002) et pour (1.6) dans (Weinberger et al., 2008).

Remarquons que dans le Théorémel.2, une fonction démographique
f(u) et sa partie linéairef’(0)u donnent la méme vitesse. Ceci est aussi
observé pour les équations de réaction diffusion. En général, lorsque cette
propriété est vraie pour un modéle non-linéaire quelconque, on dit que la
conjecture linéaire est vérifiee (Bosch et al., 1990; Mollison, 1991;
Weinberger et al., 2002). Cette conjecture linéaire repose sur les deux faits

sulvants :

i) Le taux moyen de reproduction d'un individu tout au long de sa
vie dans un environnement occupé par une certaine population est toujours
inférieur & son taux de reproduction lorsqu’il est dans un environnement
"vierge" (ex. absence d’effet Allee).

ii) L’influence d’un individu sur ’environnement loin de sa position

(présente) est négligeable.

D’aprés la supposition i) on s’attend & une vitesse asymptotique du
modeéle non-linéaire inférieur a celle du modéle linéaire associé (par
linéarisation). La supposition ii) nous permet de dire que la dynamique de
la population aux positions avancées des fronts est bien décrite par le
modeéle linéaire. Donc, on prévoit que la vitesse asymptotique du modéle
non-linéaire ne peut pas étre plus petite que celle du modeéle linéaire. Ainsi,
les deux suppositions i) et ii) sur la propagation spatiale d’une population,
nous ramene & conjecturer que la vitesse asymptotique du modéle non-
linéaire et celle de son modéle linéaire associé par linéarisation sont égales
(Bosch et al., 1990; Mollison, 1991).

La condition ii) du théorémel.2 qui signifie que la supposition i) de la
conjecture linéaire est vérifiée permet de majorer les solutions de I’EID non-

linéaire (1.6a) par les solutions de son linéarisation. Par conséquent, la
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vitesse du non-linéaire est majorée par celle de son linéarisation. Cette
méthode utilisée de fagon générale, par exemple, dans (Neubert and Caswell,
2000) pour majorer la vitesse du cas structuré non-linéaire, est présentée ci-
dessous pour 'EID (1.6a).

1.5.1 EID linéaire (approche majoration)

Pour une population qui croit de fagon exponentielle, on a f (ut(y)) =
Aug(y) avec A >1. L’équation (1.6a) devient (avec un k symétrique

exponentiellement bornée et b = —a = 4+ )

U (0 = 27 ke = Y)u () dy. (1.9)

Une onde progressive de (1.9) s’écrit u,(x) = W(x — ct), on remplace
dans (1.9) et on pose x et y a la place de x — ct et y — ct respectivement

pour avoir
Wx—c)=A[ "7 k(x =)W dy. (1.9a)
Comme (1.9a) est linéaire on envisage des solutions exponentielles
W(x) = ae™*, (a,s # 0). (1.9b)

En remplagant dans (1.9a) et en faisant le changement de variable z = x —y

on obtient
e5¢ = 1 ["7k(2) eVdy = Ak(s), s € (—sy,5,)\{0} (1.9¢)
Donc avec ¢ = ¢(s) = fln (/U;(S)), les fonctions

u,(x) = ae=sx=¢t) (1.9d)

sont des ondes progressives de (1.9). Pour les vitesses positives (¢ > 0), i.e.
les ondes se déplacent suivant ’axe des x positives, la vitesse minimale est

donc

Cmin = MiNgescs, iln (/U;(s)). (1.10)
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Remarquons que u,(x) = ae S* =9 sont solutions de (1.9) pour la

donnée initiale
Uy(x) = ae . (1.10a)

En réalité, une invasion biologique ne commence pas par une donnée
de la forme (1.10a), mais commence par une densité finie dans un espace

limité. Donc, en termes mathématiques, a support compact.

Le fait remarquable est qu’on peut toujours choisir un s librement
(0 < s < s;) et ajuster le a pour majorer une donnée a support compact par

une donnée de la forme (1.10a). Ainsi on déduit de I’équation (1.9) que
u, (x) < aeS&=€ED, (1.10Db)

Ou u.(x) est la solution de (1.9) avec une donnée initiale & support

compact.

Maintenant, on prend un niveau v et on résout I'inégalité (1.10b) pour
trouver x/t avec u.(x) = v. On trouve alors

% < c(s) —=In (E) (1.10c)

ts v

L’inégalité (1.10c) est valide pour tout s, 0 < s < s, et t = 1. Donc
limy e > < Mingeges, €(5). (1.10d)

D’autre part, on déduit que la vitesse asymptotique d’une population
gouvernée par une EID non-linéaire du type (1.6a), avec f(u) < f'(0)u et
commencant par une donnée & support compact, est majorée par la vitesse
minimale de 'EID linéaire (1.9), avec 4 = f'(0), obtenue par linéarisation de
I'EID (1.6a) autour de u = 0.

La vitesse peut aussi étre calculée en utilisant une bonne
approximation des densités. La représentation des densités a ’aide de la
transformation exponentielle et l'utilisation de la méthode du point selle
permettent d’approximer les densités et ensuite déduire la vitesse de I'EID
linéaire (1.9). Pour les détail on peut consulter (Kot and Neubert, 2008).
Dans ce qui suit, on donne un bref apercu de cette méthode qui sera utilisé

dans notre modéle biologique.
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1.5.2  EID linéaire (approche approximation)

Cette section est présentée comme annexe A dans (Mesk et al., 2016).

1.5.2.1 Transformation exponentielle

La transformée exponentielle d’une fonction f est définie par (voir,
(Kot and Neubert, 2008) et les références cités)

f() = [7 f)es*dx (1.11)
et son inverse est donné par
1 p+ico R
=-— ~S$Xds.
f(x) Zﬂifp—ioo f(s)e s

Ou p est choisi de sorte que l'intégrale soit convergente.

On a la propriété de convolution

fxg(s)=f(s)g(s)

ou

(f * 9)(x) = f f&r — D) dy.

Pour n un nombre naturel, on pose f*@*D = fx f*M et par

convention f*© =§.

Remarque 1.2

Si £(0) existe, alors f(is) est la transformée de Fourier de f(x)
~ +w .
f(is) =f f(x)e"*dx.

Donc la transformée inverse de la transformée exponentielle peut étre

écrite sous la forme
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f(X) _ 1 f+oof(l.s)e—isxds — 1'fit?0 f(S)e_sde (111&)
2w Y™ 27i Y —1©
et on a les propriétés,

. |f(lS)|Sf(0) pour s € R.
L lim|5|_>+oo|f(is)| = 0.

En particulier pour un noyau symétrique k(x), on a k(0) =1 (car

c’est une densité de probabilité) et pour s € R on a aussi

. k(is) =2 f0+°°k(x)cos (sx)dx
. k(is) € R.

) |E(is)| <1.

o k(s) est paire.

o lim|5|_>+oo|lz(is)| = 0.

o k" (0) est la variance.

1.5.2.2  Méthode du point selle

La méthode de la descente la plus rapide, méthode du col, ou méthode
du point selle représente un développement naturel de la méthode de
Laplace pour l'estimation asymptotique (I’approximation) des intégrales des
fonctions analytiques. La méthode du col s’est développée grace aux travaux
de Cauchy, Riemann, Peter Debye et Pavel Alexeevich Nekrasov. Dans
(Petrova and Solov'ev, 1997) on trouve une étude bien détaillée de la
méthode du point selle. Pour les détail de la méthode on peut consulter
(Murray, 1984). Pour pouvoir parler d’approximation, on a besoin des

définitions suivantes.
Définition 1.5 On dit que f;(z) est équivalente a g;(z) quand t = +oo
et on note fi(2)~g:(z) st

lim £,(2)/9:(2) = 1,

ou bien
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Ve > 0,3ty € Nit >ty = |fi(2) — 9:.(2)| < €lg.(2)].
L’équivalence est uniforme si t, est indépendent de z.
Définition 1.6

a) On dit que f; = 0(g.) quand t - +oo, s’il existe des constantes
positives My et M, telles que |f;| < My|g:| pour t = M,.
b) On dit que f; = 0(gy) quand t - +o, si pour tout € >0, il

existe une constante M, telle que |f;| < €|g;| pour t = M,.

Remarque 1.8 f; = 0(g,) implique que f;/g; = 0 quand t > +, mais
f: = 0(g;) implique que f;/g, est bornée.

On peut écrire fi~g, de cette facon f; = g,(1+ o(1)).

La méthode du point selle permet d'évaluer le comportement

asymptotique d'une intégrale complexe du type
f@t) =J. e¥@h(z)dz (1.12)

lorsque t tend vers l'infini (i.e, une expression équivalente au sens de la
définition 1.3). Le C est un chemin dans le plan complexe, g et h sont
analytiques en z dans un certain domaine du plan complexe qui contient C,
et t est un nombre réel positif. L’idée de la méthode consiste a déformer le
chemin d’intégration C en un autre chemin C’, en utilisant le théoréme de
Cauchy, pour que la plus grande contribution pour lintégrale vient du
voisinage d’un point. Le chemin C'qui passe parce point (qui est un point
selle) est le chemin de la descente la plus rapide au voisinage de ce point.
On donne dans ce qui suit une bréve description de cette méthode pour
I'intégrale (1.12).

Pour z = x + iyon écrit g(z) = u(x,y) + iv(x,y) ce qui donne

Comme le module de e¥9® dépend de t et u(x,y), on cherchera les
points critiques de u(x,y), i.e. les points ou les dérivées partielles u, et u,

de u s’annules.

On a pour la dérivée de g(z)
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g'(2) =u, +iv,

avec les conditions de Cauchy-Riemann

Uy = V) et Uy = —U,,.
On aura: g'(z) = 0 si et seulement si u, =v, =0. Donc, z=x + iy

est un point critique de g(z) si et seulement si la paire (x,y) est un point
critique de u(x,y).

La nature de ce point critique est déterminée en examinant le hessien,

uxx

u
H(x,y) = i

_ 92— 42 a2
Uyy Uy = UxxUyy — Uxy = —Uxx — Uxx-
Un point critique est non-dégénéré si son hessien est non nul. Ceci
équivaut a dire aussi que g''(z) # Ocar g (z) = Uy, + iVyy. On conclut aussi

qu’'un point critique non-dégénéré est un point selle car son hessien est
négatif

Point selle

NN _

AN

AR
R

A \\\\\\\\\\\\ “‘“‘“ “

Fig. 1.4. Point selle de la surface u(x,y).

Le chemin C dans (1.12) est déformé de fagon & passer par un point
critique non-dégénéré de g(z), de sorte que u(x,y) devient maximale en ce

point et qu’elle décroit le plus rapidement possible au voisinage de ce point.
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C’est-a-dire qu’on veut le contour déformé soit le chemin de la descente la
plus rapide qui va concentrer la contribution de ’exponentielle de I'intégrale

dans une petite région du chemin.

Il ne faut pas oublier v(x,y), la partie imaginaire de g(z), qui va
contribuer a l'intégrale par des oscillations, surtout quand t augmente. Pour
éliminer ces oscillations, on doit choisir un chemin de fagon a rendre v(x,y)
constante. Donc, pour un point critique zy = x, + iy, le chemin déformé est

caractérisé par
v(x,y) = v(x0,¥0)
et
u(x,y) <u(xy,yy), sauf au point z,.

Si on développe g(z) en une série de Taylor au voisinage de z, on

trouve

9(2) = g(z,) + %g"(zo)(z —2z)% + -

Au voisinage de z, la quantité

9(2) — 9(z0) = 1Y) ~ 1o, o) = 7" (2) (2 ~ 2)* < 0

est réelle négative.

On introduit une nouvelle variable réelle, 7, telleque

1
T2 = _(g(Z) - g(zo)) = _Eg”(zo)(z — 25)°.

En résolvant, on a

z=z(t)etz—zy = —2/9"(2,) T,

ou la détermination de la racine est liée au sens d’intégration.

L’intégrale (1.12) devient

f(t) = et9Go) f_Til e‘”zh(z(r))%dr, (1.13)
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ol 7; > 0 et T, > 0 sont les extrémités du chemin C aprés transformation &

la nouvelle variable 7.

On développe h(z) (avec h(zy) #0 ) en une série de Taylor au

voisinage de z, et on remplace 1, et T, par l'infini pour avoir
f(O) = 9™ h(zy) |~ [T, ™ dT+ - (1.13a)
0

Alors on a, pour t = oo, 'approximation

F()~h(zy) |- tg,"’,’(fZO) et9(z0), (1.13Db)

1.5.2.3  Application & ’EID linéaire

On applique maintenant cette méthode pour approximer la densité de
I’EID (1.9).

On commence par appliquer la transformation exponentielle a 'EID

(1.9) pour avoir
01 (8) = Ak(),(s). (1.14)
En prenant uy(x) = nyd(x), et donc tiy(s) = ny, on trouve
0, (s) = ngAtk(s)t. (1.14a)

On utilise la transformation exponentielle inverse pour écrire les

densités sous la forme

u(x) = nod’ fpﬂoolz(s)te‘sxds. (1.14Db)

2mi Jp—ico

On écrit (1.14b) de la fagon suivante

u,(x) = pr+im ot (n(k®)-5%) 4 (1.14c)

2mi Yp—io
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pour approximer les u,(x) par la méthode du point selle. Ici, en comparant
avec (1.13), on a g(s) = (ln (E(s)) — s%), h(s) =1 et le chemin C est une

droite parallele a I’axe imaginaire.

Les points critiques sont solutions de ’équation g'(s) = 0, i.e.

k') _ x
i) =t (1.14d)

Cette équation admet une seule racine réelle dans le domaine de
convergence de la fonction génératrice des moments k(s), (Daniels, 1954). Le
point critique syest une fonction de x/t et le comportement asymptotique de
u,(x) est de la forme

noAtk(sg)te=S0%

2mt|g" (so)l (1.15)

u (x)~

De cette approximation on déduit une approximation des distances
x(t,v), suivant le niveau v, solutions de I’équation u,(x) = v. On trouve
alors les vitesses x(t,v)/t,

£ = = [in (ak(s0)) = 1n (Z/2ntlg (sl )| (1.15a)

0

Si cette vitesse converge & une constante, alors s, et |g"'(sy)| comme

fonction de s, convergent a des constantes. La vitesse asymptotique est donc

. X l o
c = lim,q Pty In (Ak(so)) (1.15b)
qui est équivalente a
eCSO
A= G0 (1.15¢)

Toujours quand t = oo, on déduit aussi de I’équation (1.14d) que

_ k’(so)
€= Tns (1.15d)

De ces deux derniéres relations on déduit la paire d’équations

paramétriques

HED
%(s0) k(so)’

(1.16)
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desquelles, pour un A donné, on résout la premiére équation pour avoir le s,
et aprés remplacer dans la deuxiéme équation pour trouver la vitesse c. En
pratique, on peut tracer ¢ en fonction de A, en faisant varié le s,. Voir

figurel.5.

Vitesse ¢

Fig. 1.4. La vitesse asymptotique ¢ en fonction du taux de croissance A4 de
I'EID (1.9) avec un noyau de Laplace de paramétre @« = 1. La vitesse est

une fonction croissante du taux de croissance A.

Les deux équations (1.16) sont aussi équivalentes a la formule de

Weinberger suivante
c= mins>0§1n (AIAc(s)) (1.16a)

qu’on a trouvée précédemment dans l'approche par majoration.
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Foncti Point selle
or:{(;slon So, solution Comportement Pair d’équations
Noyau de Asymptotique des paramétriques La vitesse
moments 7 . .
k(x) R (s) k'(s) x densités de la vitessec c
o)t
Gauss "
o-1125% | o2 x nod’ A=emsi2 e
- ot o2t c = o?s, =o0V2InA
ovV2m
A=(1-a?s3) x
¢ nok (1 - asd) =)
Laplace 1 —= % | « exp a=So
e | — 2aymt(l+ a®sy) 1—a?s2) | implicite
2a X W . zazso
—ans 1— a?2s?

densités.

Tableau 1.1. Exemples avec le noyau de Gauss et de Laplace. Pour le noyau de Gauss,

le comportement asymptotique des densités coincide avec la valeur exacte des
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Chapitre 2

2 Application des polyndémes orthogonaux a

la résolution d’un systéme d’EID linéaire

Dans ce chapitre la notion de polyndémes orthogonaux est introduite et
la méthode théorique pour faire le lien entre ces polynomes et les solutions
des EID linéaires non autonomes (paramétres dépendent du temps) est
présentée. Cette approche est illustrée en traitant le cas constant et le cas
périodique. Pour ces deux cas, les densités sont exprimées via les polyndémes
de Chebyshev de deuxiéme espéce, et ensuite approximées en utilisant le
comportement asymptotique de ces polynomes et la méthode du point selle.

Enfin, ces approximations sont utilisées pour calculer la vitesse d’invasion.

2.1 Importance de la structure d’une population

L'importance de la structure de la population en démographie est bien
connue (ex., (Caswell, 2001; Caswell et al., 1997)). Les individus différent
dans leurs taux démographiques et leurs réponses & l'environnement. Une
grande partie de cette différence est déterminée par 1'adge, la taille ou le
stade de développement. La combinaison de ces réponses individuelles
détermine le taux de croissance de la population, sa sensibilité et son

élasticité et de nombreuses autres statistiques démographiques.

Dans les études d'invasion, & ces paramétres démographiques viennent
s'ajouter des variations individuelles dans les caractéristiques de dispersion.
Certaines espéces présentent des stades de dispersion particuliers (graines,
larves) tandis que le reste du cycle de vie est sédentaire. D’autres espéces
peuvent étre mobiles tout au long de leur cycle de vie, mais dispersent plus
loin quand ils sont jeunes (par exemple les oiseaux) ou vieux (par exemple
les mammiféres). Différents stades peuvent présenter différentes adaptations
pour la dispersion (par exemple, le polymorphisme des graines). Méme des

propagules identiques produits par différents stades peuvent montrer des
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caractéristiques de dispersion différentes (par exemple, les graines d’un
grand arbre pourraient disperser plus loin que les graines identiques d'un

petit arbre).

Des exemples pratiques (Neubert and Caswell, 2000) ont montré que
le modéle non structuré surestime la vitesse de propagation par rapport au
modeéle structuré. Cette surestimation est le résultat de l’absence de la
dispersion de certains stades. Notons que les équations (1.10) et (1.16a)
impliquent que la vitesse d'invasion augmente de fagcon monotone avec le
taux de croissance. Cependant, ce n’est pas le cas dans un modéle structuré ;
les facteurs qui augmentent le taux de croissance peuvent conduire & une
invasion lente (voir le modéle de la plante Dipsacus (teasel en anglais) dans
(Neubert and Caswell, 2000)).Cependant, inclure la structure d’une
population n’est pas seulement, ni méme principalement, une fagon
d'augmenter l'exactitude du calcul de la vitesse. C’est aussi une fagon
d’associer un résultat (la vitesse dans ce cas) a des processus se produisant
dans le cycle de vie de l'individu et étant responsable de ce résultat. En tant
que tel, sa valeur fournit beaucoup plus de compréhension, ainsi qu’'un peu

de précision.

2.2 Solutions analytiques de certaines classes
d’EID

Les solutions des EID linéaires a deux stades peuvent étre exprimées
formellement par les polynémes orthogonaux et la transformée exponentielle

inverse. Un bref apergu sur les polynémes orthogonaux est donné ci-dessous.
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2.2.1 Polyndémes orthogonaux

On peut consulter par exemple ((Chihara, 1978), Chapitre I).

Définition 2.1

Soit {liyInso une suite de nombres complexes. La fonctionnelle linéaire
L qui agit sur l’espace vectoriel des polynomes a coefficients complexes et a

une variable réelle (noté P) définie par
LX™) = uy (2.1)

est appelée la fonctionnelle des moments associée & {ly}nso- Les Uy, sont les

moments.

Définition 2.2. ((Chihara, 1978), Th.3.4,p.15; Déf.3.2, p.16).

L est définie (resp. quasi-définie) positive si ces moments sont des
réels et A, >0 (resp. A, #0) pour n=0. Ou A, = det(ﬂiﬂ)?j:o sont

appelés les déterminants de Hankel.
Définition 2.8. ((Chihara, 1978), Déf.2.2,p.7)

Dans P, les polynomes {p,}nso avec degré(p,) =n pour n = 0sont
des polynomes orthogonaur (PO) par rapport a une fonctionnelle des

moments L, st pour tout entiers non négatifsn et m on a :

LDnPm) = LP2)Epm et L(pZ) # 0. (2.1a)
01U 6,y est le symbole de Kronecker.
Remarque 2.1

a) Si L(p2) =1Vn €N, les{p,}n,so sSont appelés des polynomes
orthonormauz.

b) Si pp(X) =X"+ -, pour n=0, les (PO) {Pplnsosont appelés
des polynémes orthogonauz unitaires (POU).

c) Si on écrit po(X) = k,X™ + -+, pour des (PO), alors {pn/kn}nso
sont des (POU).
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L’une des plus importantes caractéristiques des (PO) est la relation de
récurrence a trois termes (RRTT). Le théoréme de Favard si dessous donne

cette caractérisation.

Théoréme 2.1. ((Chihara, 1978), Thj.4, p.21). Si une famille de
polynomes {pptnso satisfait cette (RRTT)

Pr(X) = (X = cp)pp-1(X) = Appp—o(X), n21
{ p-1(X) =10, po(X) = 12 (2.2)

Alors il existe une unique fonctionnelle des moments L telleque
L) =21, LPypm) =0 pour m+=n, mn=0.

La fonctionnelle Lest quasi-définie et {Ppinso sont des (POU) si seulement si
A, # 0 tandis que L est définie positive si seulement si c, est réelle et
A, >0(n=1).

Remarque 2.2.

a) 1l est aussi vrai que toute famille de (POU), {Ppinso, satisfait a
une (RRTT). (Chihara, Th.4.1, p.18).

b) Une famille de (PO) définit par (2.2) est indépendante de A4,
((Chihara, 1978), Remarque, p.24). Donc, dans le Théoréme 2.1 on peut
choisir L(1) > 0 et remplacer (n = 1) par (n = 2) pour A, >0 et A, # 0.

c) Le théoréme original de Favard concerne juste le cas définit

positif et la fonctionnelle La €été représenté par une intégral de Stieltjes
((Chihara, 1978), p.22 et Chapitre 2)

L(p) = fR pdu.

Remarque 2.3.

Dans le cas général, si une famille de polynomes {p,}nso Satisfait a

une (RRTT)

{Xpn(x) = Ay nPnr1(X) + a2 00 (X) + a3 01 (X), n 20 (2.3)

p-1(X) =0,pe(X) =1

alors la famille {Ppinso, 0U Pp = Pn/kn et ky = ay,knyq, satisfait a la

(RRTT)
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Xﬁn(X) = ﬁn+1(X) + az,nﬁn(X) + al,n—1a3,nﬁn—1(x); n=0
(2.3a)

p-1(X) =0,pe(X) =1

En comparant (2.3a) avec (2.2) on a Ay = @1y_pQ3,_1 pour n =2 et
{DPnlnso sont des (POU) par rapport a la fonctionnelle L qui est quasi-définie
(resp. définie positive) si seulement si 0ty ,Qz3p41 F 0 (TeSp. Ay est réel et

A1 A3 041 > 0) pour n = 0.

La famille orthonormée des (PO) {Pplnso » 00 P, = L(p2)~1/?

satisfait a la (RRTT)

{Xﬁn(x) = A1n®3n11Pns1(X) + A2 0Dn(X) + /a1 103 7Pn-1(X), n =0 (2.5b)

ﬁ—l(X) = O;ﬁo(X) =1

Pn

Pour obtenir (2.3b) on multiplie (2.3) par L(p2)~Y?, et aprés par
P (X) et P,_1(X). Ensuite en appliquant L on trouve L(pZ,,)/L(p2) =

A3 pi1/01n, dot on en déduit (2.3b).

2.2.2 Polynémes orthogonaux et EID : approche

générale

Un systéme a deux stades (J pour juvéniles et A pour adultes) d’EID
linéaire non autonome (les parameétres démographiques et/ou les noyaux de
dispersions dépendent du temps t) s’écrit sous la forme (voir le modeéle des
triatomines (3.2a) chapitre 3, (Mesk et al., 2016))

+00 +oo
Jes1 () = byye [~ ki1 =) )dy + bage [ kize(x — ) A (y)dy

App1(X) = by f::,o ka1e(x =) (y)dy + by f::,o kype(x —y)A:(y)dy (2'4)
Ay(x) et Jo(x) donnés

La connexion entre les polynomes orthogonaux et les solutions de (2.4)
s’établie en utilisant la RRTT satisfaite par les transformées exponentielles

des A; (ou des J;) et le résultat suivant :
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Proposition 2.1.
Soit {V;}4s0 une suite définie par:

{Vt+1 =&& Ve +mmeVey pourt =1 (2.5)

V, et V; donnés

avec &, ndes nombres réels et {&}is0, Ni}eso des suites réelles telles que

&né, # 0 pour t =0, alors:
Ve = COmP R ET) + i — S 6 s EAT] (250

ot 1?2 = =1, {F,}4s0 et {G:}10 sont des polynomes définies par :

5tXFt(X) = Ft+1(X) + ntFt—1(X)

{ Fy(X) = 0,F(X) = 1 (2.5¢)
et

€t+1XGt(X) = Gt+1(X) + nt+1Gt—1(X)

{ G_.,(X)=0,G6,X) =1 (2.5d)

avec degr dF;) = degrdG;) = t.

De plus, sin; # 0 pour t =1, alors les polynomes {Fi}iso et {G¢leso

sont orthogonauz.
Preuve.

On procéde par récurrence sur t. Pour t = 0 on voie facilement que
Passertion (2.5a) est satisfaite. Supposons que (2.5a) est vraie jusqu’a t et

montrons la pour (t + 1).
On substitue V; et V;_;dans (2.5) pour obtenir:
Vigr = fft(—i)tnt/z[VOFt(i f/\/ﬁ) +i(V; — ffovo)n_l/zGtﬂ(if/\/ﬁ)]
+nn (i)t inE-D/2 [VOFt—l(i f/\/ﬁ)
+i(Vy — ffoVo)U_l/ZGt—z(i sc/\/ﬁ)]
= (=0 @2V, (i 8/ F(16/n) = neFeea (16/))
+i(Vy — E&VoIn /2 (&1 €/ Gen (16/)
- Uth—z(i f/ﬁ))]
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Maintenant, on utilise (2.5b) et (2.5¢) pour avoir:

Verr = (=D 2VoF, 4 (i6/n) + iV, = §6oVn ™26 (i€ /)],
qui est la relation cherchée.

Les {F:}ts0 et {G;}tso sont des polyndomes tels que degré(F,) =
degré(G,) =t. Ceci peut étre vérifié par récurrence des équations (2.5b) et
(2.5¢).

Comme & #0 pour t =0 et n,#0pourt =1, on conclut que

%Ztﬁ # 0 pour t = 0. Donc, de (2.3a), les polynomes {F;};»¢ et {G}1so sont
tSt+1

orthogonaux.
Remarque 2.4.

On a F,(—X) = (—1D'F.(X) et G,(—X) = (—1)'G.(X). C’est-a-dire que
si t est pair (resp. impair) les polynomes sont pairs (resp. impairs), on dit
qu’ils sont symétriques. Voir ((Chihara, 1978), Th.4.3,p.21). Ceci implique
qu’on peut écrire F,(X) et G.(X) sous la forme:

Fo(X) = 312 £, xt-2 (2.6a)

et

G(X) =5/ g, xt-% (2.6b)

ot fr; et gy des coefficients réels. Ces expansions sont wutilisées

ultérieurement pour écrire les densités des populations (voir (2.20) et

(2.29)).

Remarque 2.5.

Les polynomes {G.} sont appelés les polynémes associés et sont
obtenus des polynomes {F.} par un shift sur les coefficients (&,m:). ((Van
Assche, 1987), p.8).

Remarque 2.6.

Si F(X)sont orthogonaux sur [— 1/a, 1/a], a > 0, alors les polynéomes
F.(X) définies par
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Ft(X) = F(X/a)/v:
ou Vi = NNy N /&, avec Yy = 1, sont orthonormés sur [— 1,1] et vérifient:

7 _ Nt+1 1 Nt
XF(X)=a ’gtgtﬂ FeraX) +a ’_ft—lft Fr1(X) (2.7)

F,X)=0F,X) =1

Maintenant, en appliquant la transformation exponentielle a (2.4),
supposant que Ay(s), Jo(s) et {I;lm,t(s)}po existent pour s€I c C, on

obtient le systéme suivant:

Jer1(s) = b11,t]211,t(5)jt(5) + b12,ti€12,t(s)AAt(s)
Ay (s) = b21,tk21,t(s)jt(s) + b22,tk22,t(S)At(S) (2.8)
Jo(s) et Ay(s) donnés

Remarquons que l?lm‘t(O) =1 (car sont des densités de probabilités),

et que, s'est raisonnable de supposer que J,(0) et A,(0) soient finis car ils
sont les densités dans tout I’habitat du premier et du second stade
respectivement. Donc, 0 € I, et ceci implique qu’on peut prendre ’axe
imaginaire comme chemin d’intégration dans la transformation exponentielle

inverse (remarque 1.2).

Notons que pour s = 0, la quantité A,(0) est la population des adultes
a l'instant t dans tout I’habitat. On note par A; le taux de reproduction a

I'instant t des adultes dans tout ’habitat. On a:
A = At+1(0)/At(0) (2.9a)
Sa moyenne géométrique est:
" " 1/t
o2z A=)V = (4,(0)/44(0)) (2.9b)
et sa limite est:
/’l: = limt_,oo(/’lo/’ll/’lz e At_l)l/t. (29C)
Maintenant, on établit la RRTT (de la forme (2.5)) des 4, et J;.

Pour simplifier les calculs on pose:

ae(s) = b1y tky1,6(s) (2.10a)
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be(s) = bygcksze(s) (2.10b)
¢t (s) = by1,ckpr e (s) (2.10c)
de(s) = by ikyy(s) (2.10d)

Le systéme (2.8), ot on a omit le s, prend la forme

Jesr = adJ; + b A,
Apyq = cJr +de Ay (2.11)
A, et ], donnés

On remplace t par (t — 1) dans les équations (2.11) :

{jt = at—ljt—l + bt—lAt—l (2 12)

At = Ct—ljt—l + dt—lAt—l

L‘¢limination def,_; (resp. A,_;) de la premiére (resp. deuxiéme)

équation nous donne le systeme:

{Ct—ljt = a;_ 14, + (ct_1bey — ap_1de 1)Ar 4 (2.13)

be 1A; = di1f; + (corbeqy — ar1di 1)1

Enfin, 1‘¢limination de A, et A,_; (resp. f; et J,_;) de la premiére
(resp. deuxiéme) équation de (2.13) en utilisant la deuxiéme (resp. premiére)
équation de (2.13), on obtient, pour t > 1, les deux RRTT:

bt—ljt+1 = (by_1a, + btdt—l)jt + by (ce—1bp—q — at—ldt—l)jt—l (2.14a)
Jo et J1 = agjy + byA, donnés '
et
Ct—1At+1 = (a;_1c¢ + dtct—l)At + ¢ (ce—1bp—q — at—ldt—l)At—l (2.14b)
A\O et Al == Cojo + dOAO donnéS '
Les relations (2.14) sont de la forme (2.5). Par exemple, pour (2.14b)
on a:
§§, =22¢, 4+ d, (2.15a)
Ct—1
_ I
me = C¢ (bt—l Cin dt—l) (2.15b)

VO == AO (215C)
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V1 == Cojo + dOA\O (215d)

La proposition 2.1 et les équations (2.14) permettent d’écrire les A,
par des polyndmes orthogonaux pour une large classe de systéemes de type
(2.8). Donc, les A;(x) peuvent étre exprimés par des polynémes orthogonaux
et la transformation exponentielle inverse. Par conséquent, le comportement
asymptotique des A;(s) est obtenu en utilisant le comportement
asymptotique des polynomes orthogonaux, et ensuite, par ’application de la
méthode du point selle & l'intégrale (1.11a), on déduit le comportement

asymptotique des A, (x).

2.2.3 Le cas du modéle constant

Ci-dessous, on montre que le systéme (2.4), avec B, = B et K; = K| est
lié aux polynomes de Chebyshev de deuxiéme espéce notés {U,};so et définis
par la RRTT:

{ZXUt(X) = U1 (X) + U1 (X)

U_1(X) =0,Uy(X) =1 (2.16)

Ils possédent aussi les expressions, voir ((Magnus et al., 1966), p.257):

U,(X) = 2D a2 (2.17a)
et
Nrem t+1 _JXT t+1
U, (x) = &YX 1)2% L) (2.17b)

Dans ce cas constant, la RRTT des A.(s)est déduite de (2.14b)

comme suit:

{ Ar1(s) = 28()Ac(s) + n(s)Ac—y(s) t=1 (2.18)

Ao () et A, () = byiky1(8)fo(S) + byyksy(s)Ag(s) donnés

ou
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28(s) = byyky1(s) + byskyo(s) (2.19a)

et

n(s) = b12b21i€12(5)]221(5) - b11b22]211(5)i‘\722(5)- (2.19b)

Proposition 2.2.

La densité des adultes est:

t

t
A = Z ( ) [AO * (bllkll + b22k22) +— (b21k21 * Jo — b11k11 * Ao)

* (by1kq1 + bzzkzz)*(t_l_m * (byaba1kyy * kyg — byibyykqq * kzz)*(l)

(2.20)

sont les

ot la variable xest omise pour simplifier la notation et (f) — u(tt' ~

coefficients binomiaux.
Preuve.

En appliquant la proposition 2.1 a (2.18) avec (& &,n,n:) =
(é(s),2,n(s),1), on obtient I’'égalité suivante:

A(s) =
(D [ o), () +
+i (b21i€21(5)j0(5) - b11i€11(s)t‘io($)) Z(S)Ut 1 (\l/f((%)] (2.21)

Ou les {U,} sont les polynomes de Chebyshev de deuxiéme espéce.

t-21

De (2.17a) et sachant que (t_}_l) (t Y, la relation (2.21) (ou le

s est omit pour simplifier la notation) dev1ent

|

A t—I\[.,. t=2l, - . o
Ar = ( ) [25140 + _t —1 (b21k21]0 - b11k11A0)] (25)t—1—21n1

—
N | e+
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Maintenant on applique la transformée exponentielle inverse et la

propriété du produit de convolution pour avoir (2.20).

Remarque 2.7.

En utilisant (2.17), A.(s) dans (2.21) peut s’écrire sous la forme:
A(s) =
CE(EE) +VED 1) + (Ao = €(9)) (66) = VTG + 1) (2.22)

avec

A1()-40(s)(£(9)-EZ O +n(5))
2J&2(s)+n(s) '

C(s) = (2.224)

2.2.4 Le cas du modéle périodique

Supposons que l’environnement est cyclique, avec une période 7, &
travers un ensemble de 7 phases distinctes (ex., saisons). Pour chaque phase
Jj,j=1,..,T, les matrices de démographie, de dispersion et les matrices de
projection des ondes sont B;, K; et H; respectivement. Sur un cycle complet,
de t a t+ T, la matrice de projection des ondes est le produit des Hj,

(Caswell et al., 2011):
H(s) = H;(s)H;_;(s) ... H;(s) (2.23)
En fait on a:
N7 (s) = H(s)n,(s). (2.24)
Soit r le temps du début du recensement pour chaque phase (r =

0...T —1), en posant tT 4+ r a la place de t dans (2.24) donne, pour un pas

de temps T et une condition initiale 1,.(s), le systéme

A rer () = H(S)Trir (). (2.25)
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Le systéme (2.25) est un modéle constant similaire au systéme (2.8).

Donc les résultats précédent du “modeéle constant” s’appliquent avec une
condition initiale n,.(x) et

H(s) = H(0) o K(s). (2.26)

Ot H(0) est la matrice de projection démographique et K(s) est donnée par
K(s) = [ K(x)exp (sx) dx, K(x) est la matrice de dispersion.

Posons H(s) = (ﬁlm(s)), alors
H(0) = (1 (0)) et R(s) = (Rum(5)/ i (0)):

Une relation similaire a la relation (2.21) (dans la preuve de la

proposition 2.2) prend la forme:

Atrer = [2] () 284, + 2 (Road, — hund,)| 28D (2.27)
avec 2§; = fl11 + flzz etn, = ii12f121 - E11}A122-

En appliquant la transformation exponentielle inverse dans (2.27) on
obtient une expression exacte de A, (X):
H
t—1 t — 21
Airir = Z( I ) Ay * (hy1 + hy3) +ﬁ(hz1 *Jr — hyp * Ap) | *
1=0

* (hyg + hzz)*(t_l_w * (hyp * hyy — hyq * hzz)*(l)- (2-28)

On peut écrire (2.28) sous la forme :

Agryr =
E]o(t N1 [A « tr(H) — detcv(H(r))] [tr(H)]*(t 1-2D) « [det o, ()] +(D)

(2.29)

Ou H: = (hy,) est la transformée exponentielle inverse de H et Fl(r) est
obtenue en changeant la seconde colonne de H par le vecteur (J, A4,)’, ol r
est un nombre naturel. Les notations tr(:) et det(:) représentent la trace et

le déterminant d’'une matrice, respectivement. On utilise aussi la notation
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det.,(*), pour le déterminant du produit de convolution d’une matrice, i.e.
detcv(ﬁ) = hyy * hyy — hyp * hy;.

Remarquons que pour r = 0 et T =1 on a le cas constant, voir (2.20).

2.3 Approximation des densités des adultes

Pour donner une approximation des densités, on procéde comme dans
Kot et Neubert (2008). On applique la méthode de la descente rapide a la
représentation intégrale des densités aprés avoir remplacé les polyndmes

orthogonaux par leur comportement asymptotique.
Proposition 2.3. ((Murray, 1984), p.34 formule 2.33).

Supposons que les fonctions g(s),h(s),h’'(s) et h'"(s) sont réelles et
continuent pour tout s réel. Si de plus h(s) < h(0) pour tout s réel,
h'(0) =0, h""(0) <0, g(0) # 0 et g(s) = g(0) +sg'(0) + 0(s?). Alors on a

Uapproximation asymptotique quand t = oo :

o th(0)
12 e g (s)ds ~ LU (2.30)

Notons que si g(s) > 0 dans un voisinage de s = 0, alors:

f+°°eth(5)|g(s)|ds~f+°°eth(s)g(s)ds (2.51)

— Q0 — Q0

Proposition 2.4.

Soient g et h comme dans la proposition 2.3 avec g(s) >0 dans un
voisinage de s = 0. Supposons que Q.(s)~e™g(s) uniformément quand

t = oo, alors:

f:: Q.(s) cos(sx) ds ~ fj; et g(s) cos(sx) ds (2.32)
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Preuve.

Soient € > 0 et & > 0. Comme Q,(s)~et"®) g(s), de la définition 1.6 il
existe un ty(e/(1 + &)) = 0 tel que pour t > t,(e/(1+¢&)) on a

f Q:(s)cos (sx)ds —f et g(s)cos (sx)ds

f+oo(Qt(s) - eth(s)g(s)) cos (sx)ds

<[ 109 = e g5 lcos (sx)lds

+0o € +00
SJ_ |0.(s) — e g(s)|ds < mf_w e g(s)|ds.

[0e]

Comme g est positive dans un voisinage de s = 0, on peut écrire

+o00

+o0 +oo
J et"® g(s)cos (sx)ds~] eth(s)g(s)d5~J e g(s)|ds.

— 00

Donc pour t > t,(&,x) on a:

+00 +oo
(1—81)J et g(s)cos (sx)ds SJ le?® g(s)|ds

<1+¢g)

400
f et g(s)cos (sx)ds

Finalement, pour ¢t > max (t;(eg,x), to(e/(1 + &))) on trouve que

f Qu(s)cos (sx)ds — f £ g (5)cos (sx)ds

400
<e¢ f et g(s) cos(sx) ds

qui est I’équivalence dans la proposition 2.4.
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2.3.1 Le cas constant

Les polynéomes de Chebyshev de deuxiéme espéce peuvent étre

approximés de la facon suivante:

t+1

(z+Vz2-1)

U@~

pour z ¢ [—1,1] (2.33)

qu’'on peut déduire de (2.17b), qui est un cas spécial de "approximation des

polynémes de Jacobi (Szegd, 1975).

On obtient alors de (2.22) que:

As)~C(s) (11,(5)) (2.342)

ou

M, (s) = &(s) +/&2(s) +n(s). (2.34D)

Par la transformée exponentielle inverse et en notant que A,(is) est

paire on aura:

1

i A _ 1 40 Ao . w
[ Aoemsids = & 17 AGs) ek =

Ac(x) =
if:: A, (is) cos (sx)ds. (2.35a)
. . t
De (2.34a) on obtient A,(is)~C(is) (Ml(is)) . Donc, on peut utiliser la
proposition 2.4 avec Q.(s) = A;(is), g(s) = C(is) et h(s) =In (Ml(is)) pour
avoir

A(x)~ ifj;o C(is) (Ml (is))t cos(sx) ds. (2.35b)

Comme les fonctions C(is) et M, (is) sont paires on peut écrire

Ar(x)~ % f_:io C(is) (1\771 (is))t cos(sx) ds~ ﬁf_ljooo C(s) (1\771 (5))t e=S%ds (2.35¢)

La méthode du point selle est utilisée, comme dans Kot et Neubert
(2008), a lintégrale
1

_fi‘:o C(s) (Ml(s))t e S*ds,

2mi v —
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afin d’aboutir a I'approximation

C(s0)e ™50 (M (s))"

A (x)~ (2.36)
}2n|xi’(so)|t
Ou
k,(s) = InM,(s) (2.36a)
et sy est solution de I’équation
Mi(so) _ x
o (2.36b)

2.3.2 Le cas périodique

Un environnement périodique peut étre défini par un ensemble de
phases, dans lesquelles l’environnement est constant, l'environnement
variant d'une phase a l'autre. Si le nombre des phases est T, alors
Penvironnement est dit T-périodique. Pour chaque phase j (j =1,...,T), les
matrices démographique, de dispersion et de projection d’onde sont

respectivement B;, K; et H;.

Si r est le temps de recensement au début de chaque phase (r = 0...T — 1)

alors, aprés t périodes, la densité des adultes est :

;
e =2 (1) 0 o) - S et ) fr (O

=0

+ [dete, ()]
(2.37)

Ou H est la matrice de projection d’onde d’un cycle environnemental
complet (de t & t + T), donnée par H=H;H;_;..H; et H; =B, K;

(Caswell et al., 2011). Le H est la transformée exponentielle inverse de H.

L’approximation de A, (x) se calcule comme dans le cas constant et

donne:
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C1 (s0)e ™50 (93 (s0))"

Aprir ()~ (2.38)
2m|kty (so)t
ot 9;(s) = &,(s) + \/512 (s) + n,(s) et C,(s) est la fonction
A yr(8)=Ar(s)| &1(s)— /ff(5)+n1(5)
( ) (2.38a)

C1 (5) =
2 /f%(s)+n1(s)

qui dépend de Ar(s), AT+r(5) = E21(5)fr(5) + ﬁzz(s)Ar(s), & (s) = %tr(H) et
n1(s) = —det(H).

Ici, 9;(s) est la plus grande valeur propre de la matrice H(s),
K11(s) = 1In9,(s) et s, est la racine de ’équation

'9{(50) — X
= T (2.38D)

2.4 Calcul de la vitesse d’invasion

2.4.1 Le cas constant

La vitesse d'invasion des adultes est définie comme suit: fixons un
niveau critique de population noté A, qui définit 'emplacement du front de
I'invasion. L'emplacement x;de l'invasion au moment t est la plus grande
valeur de x ou A;(x) = A, . Entre le temps zéro et le temps t,
I'emplacement du front d'onde a avancé sur une distance de x; — x,, et donc
la vitesse moyenne de l'invasion par le temps t est donnée par (x; — x,)/t.

La « vitesse d'invasion » est obtenue en calculant la limite:
limt_>oo (xt - XO)/t

La vitesse d'invasion étant un résultat obtenu asymptotiquement, la
formule (2.36) est utilisée pour le calcul. En choisissant une valeur critique
A., de la population, nous fixons A;(x) a A, et on résout 1'équation (2.36)

pour trouver le rapport x/t. On obtient alors :

€Go) } (2.39)

A /2n|rci’(so)|t

X 1 = 1
et [ln[M1 (so)] + ~In
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En faisant tendret vers linfini, si le ratio x/t converge vers une
constante, alors sy et k1'(sy) (comme fonction desy) convergent vers des

constantes. Donc, de (2.39) la vitesse est
Cost = lim_0 = = iln[z\ﬁ1 (so)]. (2.40)

On a aussi, pour t assez grand dans (2.36b):

UHED (2.40a)

C = = .
¢St fy (so)

On peut facilement voir que (2.40) et (2.40a) sont équivalentes a:

%E In (Ml(s))]S=S =0et cpp = iln (Ml(so)). (2.40Db)

Ceci veut dire aussi que

Cest = Minser ZIn (1\711 (s)). (2.40c)

s>0 S

2.4.2 Le cas périodique

On procéde comme dans le cas constant. La vitesse d’invasion,

mesurée comme distance par unité de temps de T, est alors
: 1
Cper = m1n0<s<§;ln(191(s))- (2'41)

Pour les deux cas, constant et périodique, l’erreur relative RE;(x) est
définie comme étant la différence entre la valeur exacte de la densité et son
approximation donnée par (2.36) (modéle constant) ou (2.38) (modéle

périodique), divisé par la valeur exacte.
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Chapitre 3

3 Le modele biologique : les triatomines,

vecteurs de la maladie de Chagas

Dans ce chapitre, on commence par donner un bref apercu sur la
maladie de Chagas et ses vecteurs qui sont des insectes appartenant au
groupe des triatomines (des punaises). Ensuite on écrit le modéle a deux
stades (juvéniles et adultes) de ces vecteurs et, en utilisant les résultats
théoriques obtenus au chapitre 2, on donne les expressions des densités
d’adultes et de la vitesse d’invasion (Mesk et al., 2016). En particulier, pour
le cas de l'espéce 7. dimidiata on présente les différentes situations
biologiques qui seront traitées numériquement au chapitre 4, (Mesk et al.,
2016).

3.1 La maladie de Chagas

La maladie de Chagas ou trypanosomiase américaine est une maladie
provoquée par le parasite 7. cruzi (Chagas, 1909). La contamination se fait
principalement par le contact avec les fécés des insectes qui déféquent aprés
leur repas sanguin. Le parasite est transmis lorsque les déjections sont mises
en contact avec les lésions de la peau (point de piqgire inclus), les muqueuses
de I'ceil ou de la bouche. Il est aussi transmis par transfusion sanguine,
transmission orale, via de la nourriture contaminée, transmission verticale

ou congénitale ainsi que par la transplantation d’organes infectés.

La maladie de Chagas présente deux stades: le stade aigu et le stade
chronique. Le stade aigu dure de 6 a 8 semaines, durant lesquelles des
symptomes peuvent apparaitre comme les fiévres, malaises, gonflement de la

rate et des tissus lymphatiques, ou des signes spécifiques au point d’entrée
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du parasite au niveau de la peau (chagoma) ou de la muqueuse oculaire
(signe de Romana) qui sans complications majeures disparaissent. Une fois
que les signes du stade aigu disparaissent, la plupart des personnes infectées
apparaissent en bonne santé et il n’est plus possible de mettre en évidence
de lésions d’organes par les méthodes habituelles de diagnostic clinique.
C’est la forme intermédiaire du stade chronique. Chez la plupart des
patients, elle persistera indéfiniment. Cependant, plusieurs années aprés le
début du stade chronique, 10 & 40% des personnes infectées, selon la région
géographique, vont développer des lésions d’organes, surtout du cceur et du
systeme digestif. Ce sont les formes cardiaque et digestive du stade
chronique. Le stade chronique non-traité durera toute la vie du malade.
(WHO, 2002).

Dans les années 1960, deux traitements ont été mis au point, actifs
pendant le stade aigu avec 60% de guérison. Leurs efficacité durant le stade
chronique est de 10 & 20% de succés (Coura and Castro, 2002). A cause d'un
manque de vaccin ou traitements spécifiques, la stratégie de lutte est
principalement la prévention de la transmission par [’élimination des
vecteurs domiciliés dans les habitations humaines en régions endémiques,
ainsi que par le controle du sang destiné aux transfusions sanguines (WHO,
2010).

3.2 Les triatomines vecteurs de la maladie de

Chagas

Les insectes vecteurs de 7. cruzi appartiennent a la sous famille des
Triatomines au sein de la famille des Reduviidaee (Hemiptera) définit par
son hématophagie et les adaptations morphologiques nécessaires a la
recherche d’hoétes et a la nutrition (Schofield and Galvao, 2009).

Le cycle de vie des triatomines se compose de sept stades, ceuf, cing
stades larvaires et le stade adulte. Le passage d’un stade larvaire au stade
suivant puis au stade adulte, nécessite au moins un repas sanguin. Tous les

stades et les adultes des deux sexes se nourrissent sur des hotes vertébrés
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(rats, souris, chauves-souris et opossums). La durée du cycle peut varier de
quelques mois (R. prolixus, T. infestans) a plus d’une année (7. dimidiata)
en fonction de la fréquence et de l'opportunité des repas sanguins, de la
densité de population (Schofield, 1980) mais aussi des conditions de
température et d’humidité du milieu (Luz et al., 1999). Les triatomines sont
actives particulierement la nuit. Le premier pic d’activité nocturne (a la
tombée de la nuit) est lié a la recherche d'un hote vertébré, le deuxiéme (a
l’aube), a la recherche d'un abri (terriers, crevasses, nids d’animaux),
généralement d’un hote, pour s'y cacher pendant la journée. La
reproduction, l'oviposition (la ponte des oceufs chez les insectes) et la

dispersion ont aussi lieu durant ces phases nocturnes.

\\

- Triatoma infestans

(¢) HEnitttel & AM Rose

T. dimidiata T. infestans Rhodnius prolixus

Fig.3.1.Trois types de triatomines

Rhodnius prolixus

Fig. 3.2.Rhodnius prolixus : ceufs, cinq stades nymphaux et adulte
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La dispersion des triatomines peut étre passive ou active. La
dispersion passive peut étre facilitée par les hotes vertébrés a petite échelle
(Schofield et al., 1999) ou par les mouvements de populations humaines
(valises, meubles, etc.) a plus grande échelle. Comme seuls les adultes
possédent des ailes, le déplacement actif des nymphes se fait via la marche
et le déplacement des adultes se fait par le vol et la marche (Vallvé et al.,
1996). Bien que la marche soit un moyen fréquemment utilisé (D'Ascoli and
Gomez-Nunez, 1965), la colonisation active d’un nouvel habitat se fait

principalement par le vol (Minoli and Lazzari, 2006).

3.3 Le modéle « triatomines »

Le modéle construit, considére le développement de 1’ceuf au
cinquiéme stade larvaire est pris comme étant celui d’un seul stade, qu’on
appelle le stade juvénile comme dans (Menu et al., 2010). On suppose la
sexe ratio équilibrée, et on se focalise donc dans le modéle sur les adultes
femelles. Durant un pas de temps At, deux processus se produisent : la
dispersion et la démographie. Il a été observé que les triatomines dispersent,
en moyenne, une fois par semaine (Borges et al., 2005; Canals et al., 1999;
Catala, 1991) pour se nourrir (Ceballos et al., 2005; Lehane et al., 1992;
Payet et al., 2009; Wisnivesky Colli et al., 1993) afin d’atteindre leur seuil
énergique pour initier la ponte (Collier et al., 1977; Friend et al., 1965;
Zeledon, 1981). Ainsi, on utilise un pas de temps At égal & une semaine et
on suppose que la dispersion précede la démographie. Ainsi, les triatomines
commencent par disperser au cours de 'intervalle de temps [t,t + 1/2], puis,
la démographie intervient au cours de lintervalle [t + 1/2,t + 1]. Notons
que la division de lintervalle [t,t + 1] en deux intervalles égaux est formelle

car en réalité un des processus pourrait durer plus longtemps que 'autre.

Le processus de dispersion est décrit dans un habitat a une dimension,
par un noyau de dispersion k(x,y) qui représente la probabilité qu'un adulte
se déplace de l'emplacement y a l'emplacement x pendant un pas de temps.
L'hypothése que l'environnement est spatialement homogéne implique que

k(x,y) est invariant par translation, donc pour a un réel on a k(x + a,y +
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a) = k(x,y). Ce qui donne k(x,y) = g(x —y). L’autre hypothése c’est que
I’espace est isotrope, c-a-d les individus peuvent allez & gauche ou a droite
avec la méme probabilité. Il en résulte que k(x,y) = k(|x — y|) est fonction

de la distance |x — y| et que la fonction k(z) est symétrique.

Il éxiste tres peu d'informations sur la dispersion des triatomines selon
le stade de développement. Cependant, d’aprés les données disponibles
(Forattini et al., 1975; Tonn et al., 1976) et (Rabinovich, données non
publiées), la dispersion des adultes serait le principal facteur des nouvelles
fondations de colonies des triatomines. Bien que les 4éme et 5éme stades
larvaires peuvent également participer au processus de dispersion (mais
peut-étre surtout par dispersion passive via les humains), les ler, 2éme et
3éme stades nymphaux ne dispersent pas. Comme notre modéle n'intégre
qu'un stade juvénile unique, on a choisi de négliger la dispersion juvénile
dans l’étude présentée. La non dispersion des juvéniles est associé a la
fonction de Dirac delta §(x —y) (Neubert and Caswell, 2000). Les densités
au temps t et au point x du stade juvénile et du stade adulte sont notées

J.(x) et A.(x), respectivement.

Au cours d'un pas de temps, dans l'intervalle [t,t + 1/2] les juvéniles
survivant avec une probabilité S;;(t) et les adultes qui dispersent et

survivent avec une probabilité S, 1(t) sont donnés par

{ Jer172(%) = 851 ()]e(x) (3.1a)

Ary17200) = Sa1 (0 [77 k(x = ) Ay’

Puis, dans l'intervalle [t + 1/2,t + 1], les juvéniles survivants avec
une probabilité S;,(t) peuvent rester dans le stade juvénile ou se développer

au stade adulte avec des probabilités F;(t) et Fpa(t) =1—F;(t) ,

respectivement.

Les adultes survivent avec une probabilité S, ,(t) et produisent de

nouveaux juvéniles avec une fécondité (nombre de juvéniles/adulte durant

8) o (652041720, 02 (DA (0)

Avec ces notations, les régles de maturation et de reproduction

s’écrivent
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{]t+1(x) = st(t)sj,z(t)]t+1/2(x) + fa (t' Sj,z(t)]t+1/2(x)'Sa,z(t)At+1/2(x)) Sa,z(t)At+1/2(x) (3 1b)

A () = (1= Fi(0) §12( 412 (0) + Sap (A1 /2(x)

En combinant (3.1a) et (3.1b), avec S;j(t) = S;,(t)S;(t) et S (t) =
Sa1(t)Sa2(t), le modéle (3.1b) prend la forme

( o e
#Jm(X) = F5;j(0)S;(0)]:(x) + fa (t, Sj(t)]t(x)'sa(t)f k(x — y)At(y)dy> Sa(t)f k(x —y)A:(y)dy

k Aea@) = (1= Fy©) SO0 + 50 [ kG =A)dy

(3.1¢c)
avec Jo(x) et Ay(x) donnés.

En dépit de la non-linéarité de la fécondité, le principe général appelé
la "conjecture linéaire" (voir Chapitre 1) affirme que la vitesse d'invasion
asymptotique est déterminée par la linéarisation de (3.1c) au voisinage des
faibles densités. La conjecture linéaire est prévue d’étre vraie dans le cas ou
la survie et la reproduction sont maximales aux faibles densités (Mollison,
1991). Cette hypothése est largement confirmée par la théorie (Lui, 1989;
Weinberger, 2002; Weinberger et al., 2002) et les simulations numériques
(Caswell et al, 2011; Neubert et Caswell, 2000; Neubert et al, 2000;
Schreiber et Ryan, 2011).

Pour le modeéle non-linéaire (3.1c), la conjecture linéaire s’applique a

condition que la fécondité soit maximale pour les faibles densités, i.e.
(6,500, So(®) [ k(x = Y)A(AY) < £,(£,0,0) =:f,(t) . Sous cette
condition, et en se fondant sur la conjecture linéaire, la vitesse d'invasion est

la méme que celle de I'EIDS linéaire

i ]t+1(x) = st(t)Sj(t)]t(x) + fa(t)Sa(t) fj;o k(x - y)At(y)dy (3 9 )
.23

Apy(x) = (1 - st(t)) Sj(t)]t(x) + Sa(t) f_-:zo k(x — Y)At(Y)dy.

Les matrices démographiques et de dispersion du modéle biologique

(3.2a) sont données par

B, = (bll,t blZ,t) _ (( st(t)Sj(t) fa(t)Sa(t)>

1= Fy(0)5®  Su(0 (3:20)

b21,t b22,t
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et

(ki1 () k(X)) (6(x)  k(x)
K(x)'_(km(x) kzz(x)>_(5(x) k(x))’ (3:2¢)

respectivement. On notera B, = (b, ) et K(x) = (ky,(x)), ou ,m € {1,2}.

Le cycle de vie simplifié des triatomines est représenté dans la figure

3.3.
Sa(O)fa(t)
TN
F;(©)S;(t)[ Juvéniles AdulteD Sa(t)
(1-F5®) 50

Fig. 3.3. Schéma représentant le cycle de vie simplifié des triatomines.

Avec ces notations, le systéme (3.2a) peut étre écrit sous forme
matricielle

N (1) = [T7[K(x — y) o B,In (y)dy (3.3)

Ou n,(x) = (]t(x),At(x))’ et les notations ( )’ et "o" indiquent le
transposé d’un vecteur et le produit terme a terme de Hadamard de la
matrice de dispersion et de la matrice de projection décrivant la
démographie, respectivement. Pour 1'approche générale (voir Chapitre 2) les

noyaux de dispersions k;,, sont pris dépendants du temps et notés ki, , ainsi

que la matrice de dispersion est noté K; ou (klm,t).

L'existence de solutions de Il'équation (3.3), appelés ondes
progressives, a été étudiée a la fois pour le cas scalaire (Weinberger, 1982) et
pour le cas de la matrice dépendante de la densité (Caswell et al, 2011;
Neubert et Caswell, 2000; Schreiber et Ryan, 2011). Il a été démontré, en

particulier dans le dernier cas, et compte tenu d'un environnement constant



57

Chapitre 3. Le modeéle biologique : les triatomines, vecteurs de la maladie de Chagas

(B; = B), que lorsque la population commence son invasion finie en taille et
limitée dans 1'espace (i.e. les conditions initiales sont & support compact), les
ondes se déplacent le long de la position de l'axe des x avec une vitesse

d'invasion, donnée par:

mingses [S1n py (5) - (3.4)

Ot p;(s) est la plus grande valeur propre de la matrice de projection
d'onde H(s) = (ﬁlm(s)) .= BoR(s) = (blmElm(s)), avec s € (0,8) et ot § est
la plus grande valeur réelle pour laquelle les k;,(s) existent. Les éléments de
la matrice K (s) sont les fonctions génératrices des moments (ou les
transformées exponentielles) des noyaux ki, i.e. k;,(s) = fj; ki (x)es*dx

pour [,m € {1, 2}.

Dans les deux sections suivantes on donne les formules des densités
des adultes A,(x), de leur comportement asymptotique et des vitesses

d'invasion pour les cas constant et périodique.

3.3.1 Cas constant

Sous un environnement constant, la matrice de projection décrivant la

démographie prend la forme

F.iS:  f.S
Bo=B=0m) = ("¢ '5")

avec

A - ~ F;iS:  f,S.k(s)
H=BOK=(blmklm)=(hlm)=< sjvj  Jaa )}

FnaS;  Sak(s)

. F.:S:  f,S k(%)
H =B oK = (bimkim) = (hyn) = <F:a~éj aSaC;‘(x) )

et
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0o = stSj ]O(x)
© = FmaSj Ao(x)'

L’expression exacte des A;(x) est alors

*x(t—1-21) *(1)

« [det ., (H)]
(3.5)

A = zgo(t;l)(—nl [AO « tr(H) — tt_—_zlldetcv(ﬁ(o))] « [¢r(H)]

Ou la variable x est omise pour simplifier la notation, avec:
tr(H) = Fy;S; + Sak (%),
det.,(H) = (Fsj — Fnafa)S;Sak(x),
et
det.,(Fp) = S} (Fijdo(x) = Fnalo(x)).
Une approximation des A,(x) par la méthode du point selle donne:

—xs t
A (x)~ S0 06) (3.6)

f2n|rc1’(so)|t

avec 9(s) = &(s) +/&2(s) + n(s), k. (s) =InI(s) et C(s) est la fonction:
A1(5)-A0()(§(5)—EZO+1(5))

C(s) = N OO (3.6a)
Ou
Ay (8) = FaSifo(s) + Sak(s)A,(s), (3.6b)
£(s) = 5tr(H() = 5 (Fy;S; + S,k (s)) (3.6¢)
et
n(s) = —det(H(s)) = (Fnafa — Fs;)S;Sak(s). (3.6d)

Toutes les fonctions dans la formule (3.6) dépendent de s,, racine de

I’équation
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9'(so) _ x

56— © (3.7)
La vitesse d’invasion, notée ., est donnée par (voir chapitre 2)
Cest = rr“nO<s<s 11’119(5) (38)

Ici 9(s) est la plus grande valeur propre de la matrice H(s).

En utilisant la méthode de majoration (voir Chapitre 1), Neubert et
Caswell (2000) ont montré que la formule (3.8) constitue une borne
supérieure pour la vitesse d’invasion de modéles d’EID structurés en
plusieurs stades avec des conditions initiales & supports compactes, i.e., de

tailles finies et restreintes & des régions limitées de 1’espace.

3.3.2 Cas périodique

L’année est supposée structurée en quatre saisons, 13 semaines pour
chaque saison. On note par JM, AJ, JS et OD les saisons janvier-février-
mars, avril-mai-juin, juillet-aotit-septembre et octobre-novembre-décembre.
Pour [ € {JM,A],]S,0D}, on note par B;, K; et H; les matrices de
démographie, de dispersion et de projection des ondes durant une semaine
pour la saison I, respectivement. Par conséquent, Hy 75 H3E 75 HS et H 7m sont

les matrices de projections de chaque saison et la matrice
H = H},;H 75 H} H},ﬁ,
est la matrice de projection pour une année, de t & t + 52 semaines.
L’expression exacte des A,(x) peut étre écrite sous la forme
H
Asaer = (1] ) o0t ¢ () ~ S det, (i) | [er (RO

=0

« [det., (H)]

(3.9)
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Ou La matrice H: = (h;,,)est la transformée exponentielle inverse de H
et H(r) est obtenue en changeant la deuxiéme colonne de H par le vecteur
Jr 4,),oure{0/1,..,51}.

La vitesse d'invasion, mesurée comme la distance par unité de temps

d'un an, est calculée de I’équation (2.41), & savoir
: 1
Cper = m1n0<5<§;ln(191 (S)),

ol Y;(s) est la valeur propre dominante de la matrice H.

3.4 Démographie, dispersion et  situations

biologiques considérées chez 7. dimidiata :

3.4.1 Cas constant

Ce cas correspond & une dispersion spatiale constante durant 1'année.
Quatre ensembles de paramétres démographiques sont considérés selon la
définition de quatre situations environnementales. Ils sont notés CD; ou (1)
i = lab, lorsque les parameétres démographiques sont ceux mesurés a partir
des expériences de laboratoire; (2) i = 50% lab, lorsque les paramétres
démographiques sont pris & 50% de leurs valeurs du laboratoire; (3)
[ = fa fieta, lorsque la fécondité est égale a celle mesurée sur le terrain,
tandis que les valeurs des autres parameétres démographiques sont ceux
mesurés en laboratoire (4) i = all_bad , lorsque les paramétres
démographiques sont a leurs valeurs minimales, c’est a dire, une valeur
correspondant & des mesures de terrain ou 50% de sa valeur du laboratoire.
Ces valeurs démographiques peuvent étre décrites comme élevées (i = lab),
modérées (i = 50% lab ou i = f, fieq) et faibles (i = all_bad).

Les valeurs numériques des parameétres démographiques de 7.
dimidiata, obtenues du laboratoire (Zeledon, 1981; Zeledon et al., 1970),

sont calculées pour un pas de temps At =1 semaine. Le temps de
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développement moyen de l'ceuf & 'adulte (la durée du stade juvénile) est
T, = 266.35 jours ou 38.05 semaines. La probabilité Fgj de rester au stade
juvénile est calculée par la loi exponentielle de moyenne T,. Si on note par X
la variable aléatoire « le temps de rester au state juvénile », alors P(X >

t) = exp(—t/T;). Comme 'unité de temps est la semaine, on aura :
Fyj = P(X > 1) = exp(—1/38.05) ~ 0.974.

Le pourcentage de survie des juvéniles est S =58.58% , donc la

probabilité de survie durant le stade juvénile par unité de temps est

1
S; = 0.58583305 ~ 0.986.

La durée de vie moyenne de la femelle adulte est L = 480 jours ou

68.57 semaines, donc la probabilité de survie des femelles adultes est
S, =exp(—1/68.57) = 0.985.

Le nombre moyen des ceufs/femelle/vie est F = 605.86 oeufs, et pour

un sexe ratio équilibré, Fr = 303 ceufs femelle/femelle/vie. Alors
fa = F¢/68.57 = 4.42 ceufs femelle/semaine.

Les parametres démographiques du terrain sont la fécondité, f; fieiqa=
0.434 ceufs femelle /trois mois, et la survie des adultes, S, fieiq = 0.223
durant les trois mois (Barbu et al., 2011). En calibrant sur une semaine on

trouve fy fiela — 0.434/13 = 0.0334 ceufs femelle/semaine et Sg fip1q =
(0.223)Y/13 ~ 0.891.

Les valeurs des parametres démographiques correspondant aux quatre

situations biologiques CD,qp, CDsgopiap, CDy, fieta €0 CDaui paq sont reportés au

Tableau 3.1 si dessous.
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fa S SJ Fma
Ense}mbles des. valeurs (oe/ufs/ S(.arflaine) a (probabilité de | (Probabilité
démographiques fécondité des (probabﬂ.ité survie des de
adultes de survie juvéniles) transition)
des adultes)
CD1ap-Diap-NDiqp
4.420 0.985 0.986 0.026
CDsostan - Dsoetas- 2.210 0.492 0.493 0.013
NDso941an
Dsoor, - NDsoor, 2.210 0.985 0.986 0.026
Dsoos, - NDsogs, 4.420 0.492 0.986 0.026
Dsoss; - NDsogs; 4.420 0.985 0.493 0.026
Dsoor,,, - NDsowr,,, 4.420 0.985 0.986 0.013
CDf, rie1aPfa fieta NPt fiera 0.033 0.985 0.986 0.026
Dsy rieia™NDs, fiera 4.420 0.891 0.986 0.026
CDaut paa-
0.033 0.492 0.493 0.013
Dall_bad’NDall_bad
Tableau 3.1: Ensembles des parameétres démographiques de 7. dimidiata

correspondant au cas constant avec dispersion (CD;); a la période de dispersion (D;)
et de non-dispersion (ND;) dans le cas périodique avec dispersion.
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La dispersion des adultes est décrite par le noyau de Laplace
k,(x) = (1/2a)exp(—|x|/a), ce qui implique que la probabilité de disperser
diminue avec la distance de dispersion. Le paramétre alpha (exprimé en
meétres) est la moyenne de la distance parcourue par un échantillon d'adultes
pendant le pas de temps. La distance de dispersion moyenne de 7. dimidiata
a été estimée a partir de données issues d’une année, et dans un contexte
non entiérement sylvestre, par Barbu et ses collegues (Barbu et al., 2010).
Cette estimation, au cours d'une étape de temps de deux semaines, varie de
40 & 60 m. Comme dans notre modéle le pas de temps est d'une semaine,
nous avons considéré une estimation sur le terrain de a = 30 m. Ce choix de
a et du noyau de Laplace est justifiée par le fait que dans le cas le plus
réaliste, le cas périodique ci-dessous ou a = 120 m, le noyau de Laplace
prend en compte les longues distances parcourues en un seul vol par 7.
Infestans et T. sordida observées dans des conditions climatiques naturelles
du vecteur (Schofield et al, 1991; Schofield et al, 1992). En moyenne, 44%
des individus ont volé plus de 100 m pour un vol (voir (Crawford and Kribs-

Zaleta, 2013) pour un résumé) et le noyau de Laplace donne pour & = 120 m

klzo(x)dx = 4‘3.5%

environ la méme proportion f|x|>100

Cette proportion de 44% est liée & un seul vol. Comme le pas de
temps de notre modéle est d'une semaine, nous avons supposé (voir ci-
dessus) que les adultes (en moyenne) dispersent une fois par semaine
(Borges et al., 2005; Canals et al., 1999; Catala, 1991). Nous considérons que
cette valeur moyenne de o n’est pas une valeur trés faible pour un

environnement sylvestre.

3.4.2 Cas périodique

La saisonnalité affecte les parameétres démographiques et de
dispersion. D’apreés les études sur terrain de 7. dimidiata dans la péninsule
Yucatan au Mexique, les insectes ont une forte tendance & disperser durant
la saison (Avril-Juin) comme cela a été systématiquement observée au cours
des 10 derniéres années (Dumonteil et al., 2013; Dumonteil et al., 2002;

Ramirez-Sierra et al., 2010). Ceci nous a conduit & considérer un noyau de
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Laplace avec un parametre de dispersion a qui représente la moyenne de la
capacité a disperser en métres par semaine pour la saison de dispersion AJ
et la distribution delta de Dirac pour les autres saisons ou il n’y a pas de
dispersion. Pour garder la méme moyenne que la capacité a disperser que
dans le cas constant (et comme expliqué dans le paragraphe précédent

section 3.4.1), on a considéré a = 120 m durant AJ.

Les ensembles des valeurs des parameétres démographiques associées
aux périodes de dispersion ou non-dispersion sont notés D; et ND;
respectivement. En plus des valeurs du modéle constant, cing autres
nouveaux ensembles de valeurs ont été définis et indexées par 7 (afin
d'étudier 1'effet des différents parameétres démographiques sur la vitesse
d'invasion) ou: (1) 7 = 50%f, qui correspond aux valeurs mesurées aux
laboratoires sauf pour la fertilité f, qui a été réduite de 50% de sa valeur;
(2) = 50% S, qui correspond & toutes les valeurs démographiques du
laboratoire sauf pour S,, qui a été réduite de 50% de sa valeur; (3) 7 =
50%S;qui correspond a toutes les valeurs démographiques du laboratoire sauf
pour S;, qui a été réduite 50% de sa valeur au laboratoire; (4) i = 50%Fy,
qui correspond a toutes les valeurs démographiques du laboratoire sauf pour
Fna, qui a été réduite de 50% de sa valeur au laboratoire, et finalement (5) 7
= Sa_fieta qui correspond a toutes les valeurs démographiques du laboratoire

sauf pour S, qui est prise la valeur du terrain (Barbu et al., 2009).

Un environnement constant est caractérisé par un seul ensemble de
parameétres démographiques mais un environnement périodique est décrit
par une paire d’ensembles de parametres démographiques (Di,NDj) ;
i,] € {lab, 50%lab, 50%f,, 50%S,, 50%S;, 50%F.qa, fa fietar Sa fielar
all_bad}. Les différentes définitions des ensembles des paramétres pour le

cas périodique sont présentées dans le Tableau 3.1.

3.4.2.1  Situations biologiques

Trois situations écologiques ont été considérées par rapport aux

conditions environnementales rencontrées au cours de la période de
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dispersion et non-dispersion. La premiére situation (la situation 1),
théorique, suppose les mémes conditions démographiques pendant les
périodes de dispersion et de non-dispersion. La seconde (la situation 2) et
troisiéme situation (la situation 3), correspondent a des conditions plus
réalistes. Nous supposons des conditions démographiques défavorables
pendant la période de non-dispersion et des conditions démographiques
favorables au cours de la période de dispersion dans la situation 2. Dans la
situation 3 nous supposons une démographie favorable au cours de la
période de non-dispersion et des conditions démographiques défavorables
pour la période de dispersion. Ces deux situations peuvent correspondre a

différentes conditions écologiques alternatives comme expliqué ci-dessous.
Situation 1

Les mémes parameétres démographiques sont considérés lors de la
dispersion et de la période non-dispersion. Bien que ce cas soit peu réaliste,
il est étudié, car il est proche du cas constant. Les abondances A;(x) et leur
vitesse d’invasion cp., sont estimées par les ensembles des paramétres (D;,

ND;) oi: (1) i =j = lab, (2) i =j =50% lab et (3) i = j = all_bad.
Situation 2

Dans la situation 2, nous supposons une dispersion spatiale induite
par le mécanisme de la dépendance & la densité durant la période ou la
démographie est favorable. Inversement, pendant la période de faible
démographie, le milieu n’est pas saturé et donc les adultes ne vont pas
disperser. Cette situation correspond alors a une démographie défavorable
pendant la période sédentaire et une démographie favorable lors de la
dispersion  spatiale. Les ensembles représentatifs de paramétres
démographiques sont (D;,ND;) ow: i =lab et j=50%f,, 50%S, 50%S;
50%Fnq, fa_fieta €t Sa_fiela-

Situation 3

Dans ce cas, nous supposons une dispersion spatiale induite par le
manque d’hoétes créant un environnement défavorable qui a un impact
négatif sur la démographie des triatomines. Inversement, pendant la période

ou les hotes sont présents, la démographie est favorable et les triatomines ne
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dispersent pas. Pour résumer, la situation 3 correspond a la démographie
favorable au cours de la période de non-dispersion et la démographie
défavorable pendant la dispersion. Cette situation 3 peut également
correspondre & 'apparition d’'un ouragan (acteur connu sur la dispersion
passive de triatomines, (Guzman-Tapia et al., 2005)) et étant responsable a
la fois d’une faible démographie et d’une faible dispersion. Les densités A, (x)
et leur vitesse d’invasion ¢, sont estimées pour les ensembles des

paramétres (D;, ND;) oit:

j =lab et i € {50%f,, 50%S,, 50%S;, 50%Fna, fu_fieiar Sa_field)-

3.4.2.2  La Durée de la période de dispersion

L'effet de l'allongement de la durée de dispersion a été étudié en
supposant que les triatomines dispersent non seulement pendant la saison
AJ mais aussi pendant JS (Juin-Septembre). Nous avons ensuite noté les
parametres démographiques par (2D;, ND;), ou i et j appartiennent au méme
ensemble que dans I'hypothése d'une seule dispersion périodique. Pour
maintenir une capacité moyenne de dispersion de a = 30 m, comme dans le

cas d'une dispersion constante, o a été fixée a 60 m.



67

Chapitre 4. Résultats numériques pour l'espéce 1. dimidiata

Chapitre 4

4 Résultats numériques pour l'espéce T.

dimidiata

Ce chapitre est consacré aux résultats numériques obtenus pour 7.
dimidiata dans les différentes situations biologiques décrites au chapitre
précédent. Notamment, les vitesses d’invasions (Tableau 4.1), I'analyse des
sensibilités de ces vitesses aux changements des paramétres démographiques
et de dispersion (Fig. 4.4), ainsi qu’a la comparaison entre les densités

exactes et leurs approximations (Fig. 4.1 et Fig. 4.2), (Mesk et al., 2016).

4.1 Le cas constant

Les changements des abondances des adultes dans le cas d'une
dispersion constante en utilisant les parameétres de laboratoire sont
représentés dans la figure 4.1. Les courbes tracées, pour un nombre de
semaines 5, 10, 20 et 30, décrivent 1'augmentation de la densité d'adultes
par points d’habitat et 'augmentation de la distance parcourue (environ 500

m aprés 30 semaines).
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Fig. 4.1. Les graphes des solutions exactes (3.5) (courbes plaines) et leurs
approximations (3.6) (courbes en pointillés) pour une distribution de Laplace avec
a=30m, Jo(x) =0 et Ay(x) = 6(x), les ensembles des paramétres démographiques
CDyyp pour t = 5,10,20 et 30 semaines. L’axe des x représente la distance (mesurée

a partir de l'origine) parcourue par les adultes. Effectués par le programme Maple
de 'annexe A.
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Les courbes obtenues par l'approximation de 1'équation (3.6)
coincident parfaitement avec celles obtenues par 1'expression exacte définie
dans l'équation (3.5) a l'exception du cas au voisinage de l'origine. D'apreés
I'équation (3.6), l'erreur relative entre Il'expression exacte et son
approximation tend vers zéro. Par exemple les graphes représentés sur la
figure 4.2 pour une situation choisie, montre que cette erreur diminue

(s’approche de 'axe des x) quand le temps augmente.

0,010

0,008

0,006 =40
E =50
= 0,004
s
5
= 0,002 -

0 L I S R R a—
300 400 500 600 700 200
x

Fig. 4.2. L’erreur relative entre 'approximation (3.6) et la solution exacte (3.5) en
fonction de la distance x avec ¢ =10 m, pour t =40 et t =50 dans le cas de
I’ensemble des paramétres démographiques CDy,,. L’erreur relative s’approche de
l’axe des x (tend vers zéro) quand le temps t augmente. Effectué par le programme
Maple de I'annexe B.

Ces ondes se propagent avec une vitesse d'invasion c.s = 26.80
m/semaine. Cette valeur diminue & 3.3 m/semaine seulement si la fertilité
du terrain est considérée (ondes de la figure 4.3). Dans le cas d'ensembles de

parametres démographiques CDsgo4105 €t CDgyy paq la population disparait.
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Fig. 4.3. Graphes des densités d’adultes A;(x) dans le cas constant CDfaﬁeld (voir
tableau 3.1) pour =155 (courbes plaines), t=156 (pointillés), =157 (tiret) et =158
(tiret-pointillés) avec trois valeurs différentes de la distance de dispersion moyenne:
(a) a =10 m, (b) a =30 m, et (¢) @ =50 m. Les courbes dans (a*), (b*) et (c*)
montres les queues des courbes dans (a), (b) et (c), respectivement. Effectués par le
programme Maple de I'annexe A.
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4.2 Le cas périodique

La répartition des densités d'adultes dans le cas d'une dispersion périodique
présente le méme schéma que le cas constant pour des capacités moyennes
de dispersion égales sur une année (correspondant selon les cas a o = 40,

120, 200 m) et les couples d’ensembles de paramétres démographiques

(DlabrNDlab) (figures 44, 45)
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Fig. 4.4. Graphes des densités d’adultes A;(x) dans le cas périodique (Dup, NDyyp)
(voir tableau 1) pour ¢=155 (courbes plaines), ¢=156 (pointillé), =157 (tiret) et
t=158 (tiret-pointillé) avec trois valeurs différentes de la distance moyenne de
dispersion a: (a) a =40, (b) a =120 and (c) a =200 m. Effectués par le

programme Maple de I’annexe C.
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Fig. 4.5. Graphe des densités d’adultes A;(x) dans le cas périodique
(Diap, NDygp) (voir tableau 1) pour ¢=158, avec a =40 (plaine), a =120
(pointillé) and a = 200 m (tiret). Effectués par le programme Maple de

I’annexe C.

Les résultats les plus importants concernent les vitesses d'invasion de
T. dimidiata pour des capacités de dispersion moyenne équivalentes au cas
constant et des couples d’ensembles de parameétres démographiques
caractérisant les trois situations biologiques considérées: elles sont toutes
supérieures a la vitesse d’invasion obtenue dans le cas constant, sauf
(Dsossians NDsoosian) €6 (Daur paa» NDay paa) 01t la population s’éteint (tableau
4.1). La plus forte augmentation a été obtenue dans le cas (Dyqp, NDjyp)

(situation 1 dans le tableau 4.1): dans ce cas cp., augmente del46.9% de

Ccst .
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Vitesse Vitesse
Type de dispersion d’invasion Différence d’invasion Différence
spatiale et les Ensembles des (m/w) pour relative (m/w) pour relative
différentes parameétres chaque entre chaque entre
situations démographiques ensemble (D;, ND; Jet ensemble (2D;,ND;)
écologiques démographique | CD,,, démographique | et (D;, ND;)
(D;,ND;) (2D, ND;)
CDa 26.80 - - -
CDs5p
Dispersion 50%lab extinction - - -
constante CDfa_ﬁeld 3.30 _ _ _
CDaut_baa extinction - - -
. (Diap, NDiap) 66.18 1.469 41.43 0.597
5
§ (Dsowians NDsogian) extinction _ _ _
@ (Dall,bad: NDall,bad) extinction _ _ _
(Diab: NDsow,) 56.05 1.091 35.92 0.560
Diap» NDsggo
(Duas, NDsoxs, ) 34.89 0.302 19.57 0.783
[a\]
E (Diabs NDsons, ) 39 36 0.469 27.51 0.431
=
s
£ (Dia: NDso%ring) 56.43 1.106 35.96 0.569
Dispersion (
Diavs NDf, 1010 )
a_fie 21 23. 391
périodique 32.68 0.219 3.50 0.39
(Dras NDs, 101) 59.64 1.225 36.96 0.614
(Dsovser NDian) 63.90 1.384 39.81 0.605
(DSO%Sa: NDlab) 45.43 0.695 31.25 0.454
[ap]
E (Dsoes; NDuan) 62.83 1.344 38.76 0.621
=
E Dsoor. ., ND
2 (Dsortringr NDtas) 64.22 1.396 40.06 0.603
(P et NPta) 60.70 1965 37.33 0.626
(Dsa_field’ NDlab) 62.62 1.337 39.53 0.584

Tableau 4.1: La vitesse d’invasion dans le cas constant et périodique pour une période de
dispersion pendant une et deux saisons, calculée dans différents scenarii. La différence relative,
premiérement, entre le cas constant avec dispersion et le cas périodique avec dispersion, et
deuxiemement, entre le cas périodique d’une saison de dispersion et le cas périodique de deux
saisons de dispersion; calculés pour différentes vitesses afin de faire des comparaisons. Les

vitesses sont calculées par le programme Maple de ’annexe D.
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Lorsque les individus de 7' Dimidiata quittent ’habitat a cause d’une
surdensité (situation 2 du tableau 4.1), les valeurs du terrain des paramétres
démographiques jouent un role trés important. En effet, la vitesse maximale
de l'invasion est dans ce cas Cper= 59.64 m/semaine lorsque la probabilité de

survie des adultes S, de la période de non-dispersion est celle du terrain (les
ensembles de paramétres (Dlab,NDSaﬂel d) ). Cependant, elle est minimale
lorsque la fertilité f, de cette période de non dispersion est celle du terrain
(les ensembles de paramétres(Dlab,NDfa_ﬂel d)). Ceci confirme le résultat de

I'élasticité maximale de ¢y, contre S, obtenu dans la figure 4.6.

La situation écologique ot la dispersion spatiale est induite activement
par le manque d’hotes ou passivement par l'ouragan, qui est associée a une
faible démographie (la situation 3), est caractérisée par la supériorité de
toutes les vitesses d'invasion a celles obtenues dans la situation 2 (dispersion
liée & des valeurs élevées de parametres démographiques par l'intermédiaire
de la densité dépendance de la dispersion). Ces résultats suggerent que 7.
dimidiata présente une meilleure capacité invasive lorsque la période de non-
dispersion est trés favorable du point de vue démographique (ND,g,;,). Cette

augmentation de la vitesse d'invasion 139.6% de c .

4.3 L'effet de la durée de la période de dispersion

L'allongement de la période de la dispersion (dispersion durant AS
avril-septembre) tout en conservant la méme capacité moyenne de la
dispersion dans le cas d'une saison AJ (o = 120m pour une saison et o =
60m pour les deux saisons) diminue la vitesse d'invasion des espéces (par
rapport & une dispersion pendant une seule saison) de 55.8% dans la
situation 2 et 58.21% dans la situation 3. Malgré la diminution de la vitesse
d'invasion avec une période de dispersion plus longue, toutes les situations
démographiques donnent des vitesses d'invasion supérieures a la vitesse
d’'invasion du cas constant, sauf dans le cas (DlabﬁNDSO%Sa) Ol Cper=19.57

m/w (<Cee=26.80m/w).
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Bien que dans ce nouveau cas, la durée de la période de dispersion
(AJ) et des périodes de non-dispersion (JM, JS et OD) ne soient pas égales,
les vitesses d’'invasion correspondant a (D;, ND,,;,) de la situation 3 restent
supérieures aux vitesses obtenues avec (Dlab,NDj) de la situation 2. Ceci
confirme que les triatomines présenteraient une capacité importante
d'invasion lorsque leur démographie serait favorable au cours de la période

de non-dispersion.

4.4 Analyse de sensibilité

La sensibilité de la vitesse d'invasion ¢; (j=cst ou per) a4 un parameétre
0 est donnée par la dérivée de ¢, par rapport a 6, i.e. dc,/df. Avec une

perturbation A8 de 6, la sensibilité de ¢, peut étre approximée par
(ck (6 + A0) — ¢,(8)) /0.

L'élasticité est définie comme étant (dcy/c,)/(dB/0) . Pour un
environnement périodique de période T, soit 6; la valeur de 6 lors de la
phase j. Alors, la sensibilité (resp. 1'élasticité) de ¢, a 6 est la moyenne des

sensibilités (resp. élasticités) de ¢, aux Biouj=1,..,T,ie.
T
( dck/d9j> /T
j=1

et

T
(ijl(ej Jei)dey /d9j> /T

respectivement (Caswell et al., 2011).

Les sensibilités et les élasticités de la vitesse d'invasion de 7.
dimidiata aux parametres démographiques f;, S;, Sj, Fpnq, données dans le
tableau 3.1, et au paramétre de dispersion o sont présentées dans la figure
4.6. Les modéles pour la dispersion constante et la dispersion périodique sont

qualitativement similaires. La vitesse d'invasion est plus sensible & F,,, S,



76

Chapitre 4. Résultats numériques pour l'espéce 1. dimidiata

et §;. L'élasticité est plus grande par rapport a la survie adulte S,: en effet,

une variation de 1% de S, provoque une variation de 1.5% de c ;.

En conséquence, une stratégie efficace pour la lutte anti-vectorielle
pourrait étre de réduire la probabilité de transition du stade juvénile au

stade adulte (F,,), la survie des adultes (S,) et la survie des juvéniles (S;).
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Fig. 4.6. Sensibilité et élasticité de la vitesse d’invasion aux changements
des parameétres démographiques et de dispersion pour le cas constant CDygy,
(barre transparente), le cas periodique (Dyu,, NDjgp) avec une saison de
dispersion (barre grise), et le cas périodique (2D;4p, ND;gp) avec deux saisons
de dispersion (barre mnoir). Voir tableau 3.1 pour les paramétres
démographiques. (a) sensibilité a f, (fertilité), S, (probabilité de survie
d'un adulte), S; (probabilité de survie d’un juvénile), F,, (probabilité¢ de
maturation) et a (distance moyenne de dispersion), (a*) sensibilité a f, et
non apparent dans (a); (b) élasticiteé.
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Discussion et perspectives

Le but de cette étude était d'estimer la vitesse d'invasion de 7.
dimidiata dans différentes situations écologiques en utilisant une méthode
mathématique qui permet l'intégration de deux types de dispersion spatiale :
une "dispersion constante", c'est-d-dire une dispersion hebdomadaire ne
variant pas au cours l'année et une "dispersion périodique", c'est-a-dire une
dispersion hebdomadaire intervenant uniquement pendant une période de 3

ou 6 mois.

Les modéles constants et périodiques ont été étudiés en tenant
compte de divers ensembles de paramétres démographiques représentant
différentes situations entomologiques et écologiques. Dans toutes ces
situations, les abondances des insectes ont été calculées analytiquement en
appliquant les propriétés des polyndémes de Chebyshev de deuxiéme espéce
et asymptotiquement estimées en appliquant la méthode du point selle.
L'expression de la vitesse d'invasion déduite de ces approximations coincide
avec la formule obtenue par Neubert et Caswell (2000). En conséquence,
cette méthode fournit une nouvelle application des polynoémes orthogonaux
qui consiste en une représentation formelle des solutions des EIDS linéaires a
deux stades, un comportement asymptotique des solutions et le calcul de la
vitesse d'invasion. Cela a également, fournit une application biologique des
coefficients de la RRTT qui ont été définis & partir des paramétres

démographiques.

La premiére conclusion importante de cette étude est que, a capacité
moyenne de dispersion sur l'année égale, la vitesse d'invasion est plus grande
lorsque la dispersion est saisonniére que quand elle se produit régulierement
sur toute l'année. De plus, la vitesse d'invasion augmente avec la réduction
de la durée de la saison de dispersion. Ceci a des implications importantes
pour la lutte anti-vectorielle, car il existe une variabilité importante des
modeles de dispersion entre les différentes espéces de triatomines (Waleckx
et al., 2015) avec certaines espéces comme 7. dimidiata, montrant une
tendance saisonniére avec un pic d'abondance de trois mois observée dans

les habitations humaines (Barbu et al., 2009; Dumonteil et al., 2013). Nos
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résultats indiquent que les espéces hématophages a dispersion saisonniére
sont plus susceptibles d'étendre leur aire géographique de distribution que
les espéces dispersantes durant toute l'année. Par ailleurs, 1'analyse de
sensibilité montre que la lutte anti-vectorielle de ces espéces ayant un
potentiel envahissant fort, devrait se concentrer principalement (si possible)
sur la transition du juvénile a l'adulte, la survie des adultes et sur la survie

des juvéniles.

La deuxiéme conclusion importante de notre étude est que la vitesse
d'invasion est plus élevée (jusqu'a 34.7%) quand on suppose une dispersion
liée a des valeurs faibles de parameétres démographiques, soit en raison de

I'absence d'héte soit de l'apparition d'ouragan.

Enfin, l'analyse de la distribution de la distance de dispersion des
adultes montre que la distance maximale parcourue varie avec le paramétre
traduisant la capacité de dispersion: o. Plus a est élevé, plus la distance
maximale atteinte est grande, et ceci quelle que soit la situation écologique

considérée.

Nous discutons maintenant ces principales prédictions théoriques en
liaison avec les connaissances empiriques de la dispersion de quelques

triatomines présentées dans la littérature.

Nous nous sommes focalisés sur 7. dimidiata parce que sa dispersion
a été identifiee comme un facteur clé de la transmission de la maladie de
Chagas a 1'homme chez cette espéce de vecteur non-domicilié (Gourbiére et
al., 2008). Cette espéce a généré des études de terrain & long terme et des
travaux de modélisation offrant 1'une des rares évaluations quantitatives de
la dispersion des triatomines dans le domaine (Nouvellet et al., 2015). Les
effets de la saisonnalité marqués de nos résultats suggérent qu'il serait
important pour des objectifs fondamentaux et appliqués de réaliser le méme
type d'études chez d'autres espéces de triatomines et d'estimer leur capacité
d'invasion. En effet, la littérature montre que plusieurs espéces de
triatomines dispersent surtout durant des périodes de temps courtes et
chaudes, ce qui nous invite & supposer que ces espéces seraient plus
susceptibles d'élargir leur portée géographique que les autres espéces

dispersant durant toute l'année. En Amérique du Nord la dispersion



79

Discussion et perspectives

naturelle maximale de l'espéce 7. protacta a été observé en Juillet et Aot
avec des mouvements confinés a une thermo-période de 15.5 °C a 24,4 °C
(Wood, 1967). Zeledon (Zeledon, 1976) affirme que les températures élevées
dans les pays ot les saisons sont marquées semblent stimuler la dispersion de
certaines espeéces, cette derniére expliquant, au moins en partie,
I'augmentation du nombre de cas de maladie de Chagas aigué au cours du
printemps et de 1'été. Dumonteil et al. (2002) ont noté de fortes variations
saisonniéres dans les populations de 7. dimidiata, avec une plus grande
abondance pendant la saison chaude et séche en Avril-Juin dans les
habitations, mais une réduction de la colonisation des maisons durant le
reste de l'année; cette observation couplée aune analyse de la structure en
stade de développement, suggérent que les adultes qui vols envahiraient
saisonnierement les maisons jouant ainsi un rdéle important dans la

transmission de 7. cruzi & 1'homme.

La relation entre la température et la dispersion des triatomines
semble avoir une base physiologique. Pour Dipetalogaster maximus, lorsque
la température augmente de 30 a 37 °C, l'activité musculaire pendant le vol
est renforcée par une alimentation en énergie (Scaraffia and Gerez De
Burgos, 2000). Naiff et ses collegues (Naiff et al., 1998), ont trouvé dans la
localité urbaine de Manaus (Brésil) que les méles de P. geniculatus étaient
observés plus fréquemment pendant la saison séche. Schofield et ses
collaborateurs (Schofield et al., 1992) estiment que, chez 7. infestans, la
température influence, non seulement la proportion des insectes volants,
mais aussi la distance parcourue. Vazquez Prokopec et ces collaborateurs
(Vazquez Prokopec et al., 2006), ont développé un modéle empirique
d’initiation de vol et prédit que la dispersion par le vol de 7. infestans
culminerait en été; quand les vents étaient inférieurs a 5 kilométres par
heure, l'arrivée des adultes 7. infestans sur les piéges lumineux était
significativement associée a la température maximale et 1'"humidité relative.
Mac Cord et d'Almeida (Mac Cord and d'Almeida, 1986) ont observé que
des individus nourris de 7' infestans, dispersent & partir du huitiéme jour

jeun quand ils sont exposés a 30 °C pendant quatre heures.

Nous avons également établi que la vitesse d'invasion est sensiblement

plus élevée lorsque la période de dispersion est associée a des taux
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démographiques faibles, ce qui pourrait survenir a la suite d'une absence
d'hotes. Ce résultat est en accord avec les travaux expérimentaux sur
l'influence du jetine sur la dispersion. Mac Cordand et d'Almeida (1986) ont
constaté que la longueur de la période de jetine avait plus d'influence sur la
dispersion des triatomine que la température. Ces conclusions ont ensuite été
corroborées par (Lehane et al., 1992), qui ont déterminé que l'initiation du
vol en 7. infestans est associée & un faible statut nutritionnel et augmente

avec la température.

Lehane et al. (1992) ont également mis au point un modéle prédictif
de la probabilité d'initiation de vol et ont conclu que le vol serait rare
durant les mois froids (<20 °C), mais que de 5% a 10% de la population
d'une maison infestée volerait chaque nuit au cours des mois les plus chauds
lorsque la température s’approche des 30 °C. Toutefois, quand I’état
nutritionnel des insectes baisse de maniére significative, cette proportion
décroit & 30%. D’autres recherches ont abouti & des conclusions similaires
pour 7. protracta: les vols se sont produits lorsque des insectes affamés
étaient stimulés par des températures estivales supérieures a la moyenne
(Sjogren and Ryckman, 1966). Notons également l'importance du vent (ce
qui peut conduire & une faible démographie, en présence des ouragans), qui
influence la dispersion de R. prolixus (D'Ascoli and Gémez-Nunez, 1966) et
de 7. dimidiata (Dumonteil et al., 2004).

Nos modéles montrent logiquement que la vitesse d'invasion dépend
également de la capacité de dispersion des triatomines, & savoir le noyau de
dispersion, qui varie selon ’espéce. Pour 7. dimidiata, notre analyse montre
que la vitesse croit quand la capacité de dispersion moyenne o augmente.
Miles (1976) et Foratini et al. (1977) ont montré que P. megistus est capable
de disperser sur de longues distances en direction des maisons alors qu'on a
jamais observé de vol chez T. sherlocki. Au contraire, 7. juazeirensis (une
espéce trés proche de la précédente) présente d'excellente capacité de vol et
les hybrides du laboratoire entre ces deux espéces montrent des capacités de
dispersion intermédiaire (Almeida et al., 2012). 7. infestans et R. prolixus
font également partie des espéces qui volent facilement. Ces différences entre

espéces dans l'aptitude au vol s'expliqueraient par des différences de
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structures morphologiques associés aux capacités locomotrices ainsi que par

des variations physiologiques (Gringorten and Friend, 1979).

Par ailleurs, la vitesse d'invasion de 7. cruzi a été étudiée par
Crawford et al. (2013) sous différents scénarios de migration des vecteurs.
Dans le cas ou aucune direction de migration n’est privilégiée par les
vecteurs, la vitesse de l'invasion de 1'épidémie varie de 4.05 km/an & 8.45
km/an (ou de 78 m/semaine & 162.5 m/semaine). Lorsque les vecteurs
migrent avec une direction préférentielle, cet intervalle des vitesses devient
2.56 km/an a 10.74 km/an (ou 50 m/semaine a 206.5 m/semaine). Nous
avons calculé la vitesse d'invasion de 7. dimidiata dans des environnements
périodiques sous différentes situations biologiques; dans le cas périodique le
plus réaliste (trois mois de dispersion), la vitesse d'invasion varie de 33
m/semaine a 64 m/semaine. Ainsi dans ces deux études, les valeurs des
vitesses d'invasion sont faibles en dépit du fait, que pour notre étude en
moyenne 44% des adultes présentent une capacité de voler supérieure a 100
m en un seul vol (Schofield et al., 1991; Schofield et al., 1992), information
prise en compte dans le noyau de dispersion utilisé. Ceci s'explique par la
saisonnalité et les faibles valeurs de certains parameétres démographiques
(par exemple, la maturation F,, = 0.026). Dans l'étude de Crawford et al.
(2013) ceci dépendrait de 'hypothése selon laquelle les triatomines peuvent
disperser durant seulement 5 semaines et d’un taux de maturation affectant
le taux de dispersion. Dans cette méme étude, les vitesses d'invasion
calculées a partir du modéle (AC) peuvent étre considérées comme des
valeurs supérieures pour le modéle (EIDS) car 1'épidémie se propage par
l'intermédiaire de deux espéces de deux triatomines (par les taux de
dispersion, de migration et d'infection) et deux espéces hotes (par les taux

d'infection).

Notre analyse de sensibilité suggére que la lutte anti-vectorielle contre
ces espéces devrait se concentrer principalement (si possible) sur le taux de
transition du stade juvénile au stade adulte (F,,), la survie des adultes (S,)
et la survie des juvéniles (S;). Cependant, trés peu de données sur l'effet des
insecticides selon le stade de développement des triatomines existent. En
effet, la plupart des papiers utilisent un seul stade larvaire (la

recommandation actuelle de 1'Organisation mondiale de la Santé est
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d'utiliser uniquement le premier stade larvaire) et quand ils utilisent
plusieurs stades larvaires, le type et le nombre de chaque stade ne sont en
général pas indiqués et/ou les résultats ne montrent pas d'effet des stades
larvaires. Lorsque la dieldrin (insecticide) a été utilisée dans les années
soixante dix (cet insecticide n'est plus utilisé aujourd'hui) tous les adultes
sont morts, alors que seulement 33% des larves du cinquiéme stade sont
morts aprés une exposition de 48 heures au papier-filtre avec une
concentration de 1.6% de dieldrin (Nocerino, 1975). Par conséquent, notre
étude et celle de Nocerino montrent que l'effet des insecticides sur la survie

des différents stades d'insectes devrait étre étudié.

Notre analyse montre qu’un controle plus efficace peut consister a
perturber la transition du stade larvaire au stade adulte (F,,). Une
possibilité pourrait étre d'utiliser des substances mimétiques de 1'hormone
juvénile. L'hormone juvénile est une hormone qui contréle le développement
post-embryonnaire ainsi que la reproduction chez les insectes. Elle maintient
les caractéres juvéniles, en favorisant les mues larvaires et en retardant
la métamorphose. Ces substances mimétiques, comme le Précocéne, sont non
toxique mais a action lente et active seulement sur quelques stades
(Schofield, 1985). Garcia et ces collaborateurs (Garcia et al, 1987) indiquent
que le Précocéne et Azadirachtine sont des inhibiteurs efficaces de la mue et
la reproduction chez Rhodnius prolixus, toutefois, ils mentionnent que le
temps d'application est critique et que seulement les applications de ces
composés au début des périodes de mue provoquent leurs effets sur les
nymphes. En général la Proallatotoxin, et en particulier le Précocéne,
révelent des effets importants sur l'alimentation, le cycle de mue et la

reproduction dans R. Prolixus (Azambuja et Garcia, 1987).

Pour conclure, notre travail montre que la variation saisonniére dans
le processus de dispersion ne peut étre négligée lors de l'estimation de la
capacité d'invasion des triatomines et, vraisemblablement pour d'autres
organismes. Alors que les modéles utilisés ici considérent un environnement
déterministe (i.e. constant ou avec des variations saisonniéres), les
paramétres démographiques sont généralement influencés par la stochasticité
environnementale (variation imprévisible) dans le temps, qui a été

récemment proposé pour les triatomines (Menu et al., 2010; Pelosse et al.,
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2013). Comment de telles variations imprévisibles de 1'environnement
affectent la démographie et/ou la dispersion des insectes et leur vitesse
d'invasion reste a étudier. Comme les paramétres démographiques et de
dispersion varient avec le temps, ces développements ultérieurs
représenteraient une extension naturelle du cadre présenté dans cette étude,
et de l'utilisation des polynémes orthogonaux et leurs propriétés

asymptotiques.
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Annexe A:Programme Maple pour comparer les densités des adultes et

leurs approximations. Fig. 4.1 du chapitre 4.
HHHHHHIHHHHHHEHTE
Partie des packages
#H A
with(inttrans) :
with(Optimization) :
with(plots) :
with(orthopoly ) :
Hith HHHHHHHH R
##Partie des données
#H TR
Digits := 20:
# pas de temps en semaines #
Tl = 1:
# valeur maximale de l'intervalle des distances #
xl = 50:
# temps ecoulé #
#tl :==35:
# transformée exponentielle de la condition initiale des adultes #
A0 == 1:

#transformée exponentielle de la condition initiale des juvéniles #
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JO :=10:

### Entrer les valeurs des paramétres dans le vecteur V0 ci-dessous
#tHt

Vo = [T= 266.35 L =480, S = 0.585875686 F = 302.93, kernelA

S kernelJ =1, kernelAJ =1, kernelJA

1 — (30s)%°

1— (30s)% |

# T est le temps de développement moyen de l'ceuf a l'adulte on
l'unité est le jour #

# L est la longévité moyenne de la femelle adulte oii l'unité est le
jour #

# S est la survie de l'ceuf a l'adulte pour la période T #

# F est le nombre d'ceufs femelles/femelle/vie #

#° “kernelA,kernelt,kernelAJ, kernelJA, (notés KA,KJ,KAJ,KJA
dans les formules) sont les transformées exponentielle des
noyaux de dispersion #

HHBHHH R
##Partie calculs

#H# R

71l =
Sa=1— " s=5 T

71l
F':l__
I , I'S] T , fmax

Vi = eval[

_T1F1l
L

= kernelJA ], V()] :

, KA = kerneld , KJ = kernelJ , KAJ = kernelAJ , KJA

M1 :=eval(Fsj S KJ + Sa KA, V1) :
M2 :=eval (Sj Sa (fimax (1 — Fsj) KAJ KJA — Fsj KAKJ), V1) :
M3 =eval((1 — Fsj) Sj KAJ JO — Fsj Sj KJ A0, V1) :

## MS est la plus grande valeur propre de H(s) #
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/ 2
MS:=eval( <M1+ M1 +4M2),V1]:

2

1

2 MI* + 4 M2
+ Sa kA 40) — 40 (M1 —  MI? + 4 M2 )))V!] :

(2 ((1 = Fy) Sj KT IO

CS = eval(

#X0#
X0 = [seq(x,x=0.x1,0.5)]:

## Valeurs exactes ##

t]

seq [eval [ m -fourier [eval[ (-I) oy 2

«(A0~U(t1, LMl )+ LM3 'U[tl—l,%]),s
2\ M2 M2 2- M2

Vexacte =

=1-s],s,x ,Xx=X0[i]|,i=1.2-x1 +1]]:

BHBHHH BB
# Partie Résultats

## Graphes ##

tl

L ‘fourier(eval((—l)”-MZ 2 ~(A0-U[tl,

0:=eval| ————
P v { 2-evalf ()

M ] + LM3 -U(t] - l,ﬂn,s=1's],s,x}x

2.\ M2
=0.01J :

AL = pointplot ([[0.01, p0], seq ([ XO[i], Vexacte[i]],i=2..2-x]
+ 1) ], style = line) :

M2 2 M2

display (AL)
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Annexe B:Programme Maple pour calculer I’erreur relative. Fig. 4.2
du chapitre 4.

HHHHH

Partie des packages

# W HEHHEHEH

with(inttrans) -

with(Optimization) :

with(plots) :

with(orthopoly ) :

fidizi

I

##Partie des données

# O HEHEHEHEHEHEHE

Digits == 30:

# pas de temps en semaines #

Tl = 1:

# valeur maximale de l'intervalle des distances #
xI = 800:

# temps ecoulé #

tl == 40:

# transformée exponentielle de la condition initiale des adultes #
A0 == 1:

#transformée exponentielle de la condition initiale des juvéniles #

JO :==0:
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Hith

#it# Entrer les valeurs des paramétres dans le vecteur V0 ci-dessous
#it#

Vo = [T: 266.35 L =480, 5 = 0.585875686 F = 302.93, kernelA

S S kernelJ =1, kernelAJ =1, kernelJA

1— (10s)%°

]
1—(105)2}'

# T est le temps de développement moyen de l'ceuf a l'adulte on
l'unité est le jour #

# L est la longévité moyenne de la femelle adulte oii l'unité est le
jour #

# S est la survie de l'ceuf a l'adulte pour la période T #

# F est le nombre d'ceufs femelles/femelle/vie #

#° “kernelA,kernelt,kernelAJ,kernelJA, (notés KA,KJ,KAJ,KJA
dans les formules) sont les transformées exponentielle des
noyaux de dispersion #

HHBHHH R
##Partie calculs

#H# R

7 1l
1 1
Vi =eval| |Sa=1— 7T‘E,Sj =s T ,Fsj=1— 7—;,fmax
7F 1l
= 7 KA = kernelA , KJ = kernelJ , KAJ = kernelAJ , KJA

= kernelJA ], V()) :

M1 =eval(Fsj Sj KJ + Sa KA, V1) :
M2 =eval(Sj Sa (fmax (1 — Fsj) KAJ KJA — Fsj KAKJ), V1) :
M3 :=eval((1 — Fsj) Sj KAJJO — Fsj Sj KJ A0, V1) :

## MS est la plus grande valeur propre de H(s) #
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[ 2
MS:=eval( <M1+ le +4M2),V1]:
1 (( N o
CS =eval 2 ((1 — Fsj) Sj KAJ JO
2y MI? + 4 M2

+ Sa kA 40) — 40 (M1 —  MI? + 4 M2 )))V!] :

# Résolution de M'/M=x/t #

EqL = [seq [simplifj/[ %j\igg’”) - ;C—], x=0.x/ )

X0 = [seq(x,x=0.x1)]:

EgsL :=[seq (ﬁolve (EqL[i],s, 0..%),1': l.xI + 1]] :

## Valeurs asymptotiques ##

K2sL = [seq(eval (diff (In(MS), s$2),s = EqsL[i]),i=1.. xI
+1)]:

AsympL :=

1
seq| eval CS-e XO0liTs, MS'
\/ 2-evalf () -t1-|K2sL[i]|

=EqsL[i]J,i= l.xl +1

## Valeurs exactes ##

tl

seq [eval [ — L -fourier [eval[ (-n"-m2 2

Vexacte =
2-evalf (1)

-(AOU[H, LMl )+ L M3 .U[ﬂ—l,%]),s

2. M2 J M2

2.y M2

=I-s],s,x],x =X0[i]J,i= l.xI+1

BT
# Partie Résultats
#H T A

## Erreur relative moyenne en % ##

, 8
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|AsympL[i] — Vexacte|i]|
Vexacte[i]

Rerror == ,i=2.x1

evalf (seq (

)

MeanRelativeError = z |Rerror[i]|
i=1

MeanRelativeError =1.704639734274786748513500118

Vexacte[i]|-AsympL[i]

R t40 =
error Vexacte|i]

)

GrapheErreurt40 := pointplot ([seq ([ X0[i], Rerrort40[i]],i=2
.. 800) ], style = line) :

Ji=2.x1

evalf [Seq (

GrapheErreurt20 := pointplot ([seq ([ X0[i], Rerrort20[i]],i=2
.. 800) ], style = line, color = pink ) :

GrapheErreurt30 := pointplot ([seq ([ X0[i], Rerrort30[i]],i=2
.. 800) |, style = line, color = green) :

GrapheErreurt50 = pointplot ([seq ([ X0[i], Rerrort50[i]],i=2
.. 800) |, style = line, labeldirections = [ horizontal , vertical ],
labels = [x, Relative Error]) :

GrapheErreurt60 := pointplot ([seq ([ X0[i], Rerrort60[i]],i=2
.. 800) ], style = line, color = blue) :

text] = textplot({[800,0.0045, "t=50"], [800, 0.0055 "t=40"]}) :

display (textl, GrapheErreurt60 , GrapheErreurt20 ,
GrapheErreurt30 , GrapheErreurt40 , GrapheErreurt50 )
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0,015
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= 0,010
= 1
2 1
k=
= i
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0,005 1 S
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- on 400 500 a0d0 - von 200
] x

display (textl, GrapheErreurt40 , GrapheErreurt50 )
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Annexe C : programme Maple donnant les graphes de la Fig. 4.4 du
chapitre 4.

HIHHHHHHHHHEHAHR
Partie des packages

#H T
with(inttrans) :
with(Optimization) :
with(plots) :

with (orthopoly ) :
with(linalg) :
with(LinearAlgebra ) :

##

HHHHHHH R

##Partie des données
#HHIHHHEHHEHHEH]

Digits == 20:

# pas de temps en semaines #
Tl = 1:

# valeur maximale de l'intervalle des distances #
xl = 50:

# temps ecoulé #

# transformée exponentielle de la condition initiale des adultes #
A0 = 1:

#transformée exponentielle de la condition initiale des juvéniles #
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JO :=10:

#Hith

#i#t# Entrer les valeurs des paramétres dans le vecteur VO ci-dessous
Hith

Vo = [T= 266.35 L =480, 5 =0.585875686 F = 302.93, kernelA

S S kernelJ =1, kerneldJ =1, kernelJA

1— (a-s)2 ,

|
1—(a-s)2 ]

# T est le temps de développement moyen de l'ceuf a l'adulte o
l'unité est le jour #

# L est la longévité moyenne de la femelle adulte o1 I'unité est le
jour #

# S est la survie de l'ceuf a l'adulte pour la période T #

# F est le nombre d'ceufs femelles/femelle/vie #

#° “kernelA,kernell, kernelAJ, kernelJA, (notés KA,KJ,KAJ,KJA
dans les formules) sont les transformées exponentielle des
noyaux de dispersion #

HHBHH R T
##Partie calculs

#H R

Vo0 := eval

71l
711 - 711
[Sa=1—TT,Sj=S T ,st=1—TT,fmax

TF 1l

, KA = kerneld , KJ = kernelJ , KAJ

,VO]:

V1 = eval(eval ([§=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = 1, AS1 = Sa KA|, V00 ),
{fmax=4.42,a=0}) :

= finax + 0-

= kernelAJ , KJA = kernelJA
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floor(0.5-¢) ( l)Y Y
o t—1)! ) . t—
ASTI = seq[ “ =201 eval([2§ASO+—t_l
(481 — 2-§-Aso))~(2§)"1‘”-n’, V]),t=1..14} :
ATI = |seq ;fourier(eval(AST][t],s=I's),s,x),t
2-evalf ()

:1..14H;

V2 = eval(eval ([§=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST1[13], AS1
= ASTI[14]], V00 ), { fimax = 4.42,a = 40}) :

AST2 =

¥ -eval([Z?’;-ASO+ tt__

& (=21 !

(481 — 2~§-AS0))-(2§)I_ P2l V2),t=2..14]

HAT2 :=|seq| ——————fourier (eval (AST2[t],s =1's),s,x),t
2-evalf (1)

:1_,13”;

V3 := eval(eval ([£=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST2[12], AS1
= AST2[13]], V00), { fmax = 4.42,a = 0}) :

AST3 =

—21

(t—=1)!

floor(0.5-¢)
seq[ —‘eval([2<";~ASO+ !

(481 — 2~a~ASO))-(2§)’_ Pl V3),t=2..14] :

#AT3 :=|seq| ——————fourier (eval (AST3[t],s =1's),s,x), ¢
2-evalf ()

:1..13]];

V4 := eval(eval ([§=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), AS0 = AST3[12], AS1
= AST3[13]], V00), { fimax = 4.42,a = 0}) :

floor(0.5-)
[ (t— D) 21
seq —_— —_—
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AST4 =

S (=21 !

(481 — 2-§-A50))~(2§)’" P2l V4J,t=2..14} :

#AT4:=|seq| ——————— fourier (eval (AST4[t],s =1's),s,x),1
2-evalf ()

:1..13H;

V5 = eval(eval ([§=10.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m =Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST4[12], AS1
= AST4[13]], V00), { finax = 4.42,a = 0}) :

ASTS =

floor(0.5-) ( l) | Y
t—1)! t—

I Ut R 2E. 4 L1—zf

seq[ P TR wY eval([ E-4S0 + p—

(481 — 2~§~AS0))-(2§)I_ P2l V5),t=2..14]

V6 = eval(eval ([§=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST5[12], AS1
= AST5[13]], V00), { finax = 4.42, a = 40}) :

AST6 =

floor(0.5-¢) ( l) | Y
t—1)! t—
— = val [ 2&-4S0
Seq[ & T (e 20)! em([ SASO+ T

(481 — 2.§-A50))~(2§)" ey V6),t=2..14]

V7 := eval(eval ([£=0.5(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), AS0 = AST6[ 12], AS1
= AST6[13]], V00), { fimax = 4.42,a =0}) :

AST7 ==

floor(0.5-¢) ( l) | Y
t—1)! t—

= 2E.4 =<2l

seq[ & T2 eval([ E-4S0 + p—

(481 — 2-§-AS0))-(2§)’_1_2’-11’, V7),t=2..14] :
V8 = eval(eval ([§=10.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1

— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST7[12], AS1
= AST7[13]], V00), { finax = 4.42,a =0}) :

floor(0.5-¢) .
seq[ (t_—l)')'-eval([2§-ASO+ %2[
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ASTS =

floor (0.5 ( 0 Y
t—1)! t—
seq[ _E =20 -eval([2§-ASO+ -

t—1—-21

-(4s81 —2~§~ASO))~(2§) ', V8),t=2..14} :

V9 := eval (eval ([§=0.5(Fsj Sj KJ + Sa KA),m = Sj Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = ASTS[ 12], AS1
= AST8[13]], V00), { finax = 4.42,a = 0}) :

AST9 =

floor (0.5 ( 0 Y
t—1)! t—
seq[ _E (=20 ‘eval([Zi'ASO-i- p—

t—1-21

(ASI —2-§~ASO))-(2§) " V9),t=2..14] :

Vig = eval(eval([§=0.5-(st$KJ+ Sa KA),m =5j Sa (fimax (1

— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), AS0 = AST9[12], AS1
= AST9[13]], V00), { finax = 4.42, a = 40}) :

ASTI0 =
ST10 = t—21)!

/

t—1—-21

(481 — 2~§-ASO))-(2§)

. Vlo),tzz..m] :

Vil = eval(eval([§=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m =S Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST10[12], AS1
= AST10[13]], V00), { fimax = 4.42,a = 0}) :

ASTI] - 7

floor(0.5
(t—0)! ‘ (=21
seq[ 2 =20 eval((Z&AS()-ﬁ- -

t—1-=2

(4SI — 2-§-Aso)).(zg)

fn' V]]),t=2..14] :

V12 = eval(eval([£=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m =S Sa (finax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST11[12], AS1
= AST11[13]], V00), { finax = 4.42,a = 0}) :

ASTI2 = /

floor(0.5-7) ( l) | 5
t—1)! t—

N vall 28450 + L
seq[ ;:zb (=20 eva(( E-A4S0 + -

t—1-21

(481 — 2-&-,450))-(2@

0, V]2),t=2..14] :

floor(0.5-¢)
seq[ z t_l) eval((2§AS()+—2l
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V13 = eval(eval ([§=0.5-(Fsj Sj KJ + Sa KA),m =S Sa (finax (1
— Fsj) KAJ KJA — Fsj KA KJ), AS0 = AST12[12], AS]
= AST12[13]], V00), { finax = 4.42,a = 0}) :

ASTI3 =

floor(0.5-¢) ( 0 5
t—1)! t—
Seq[ ,ZZO n-(t—21)! ev"(( SASO+ T

(481 — 2-§-AS0))-(2§)" P2l V]3),t=2..14]

Vi4 = eval(eval([§=0.5-(st$KJ+ Sa KA),m =Sj Sa (fimax (1
— Fsj) KAJKJA — Fsj KA KJ), ASO = AST13[12], AS1
= ASTI3[13]], V00), { finax = 4.42,a = 40}) :

ASTI4 =

floor(0.5-¢) ( l) | Y
t—1)! t—

U= . k.4 -2l

seq[ 1;) (=201 eval(( E-A4S0 + p—

(481 — 2~§-ASO))-(2E_,)" Ry V14),t=2..14]

o 1
HATS = [seq ( —2-evalf( )

:1_.13”:

AST = [seq(ASTI[1),t=1..14), seq (AST2[1], 1= 1..13),
seq(AST3[t],t=1..13),seq(AST4[t],t=1..13), seq (AST5[t], ¢
=1.13),5eq(AST6[t],t=1..13), seq(AST7[¢t],t=1..13),
seq (AST8[t],t=1..13),seq (ASTI[¢t],t=1..13), seq (AST10[¢],t
=1..13), seq (AST11[t], £ =1..13), seq(ASTI2[t], £ =1..13),
seq(ASTI3[t],t=1..13),seq(ASTI4[t],t=1..13)]:

-fourier (eval (AST5[t],s =1-s),s,x),1

GP155 = plot( [ -fourier (eval (AST[155],s =1-s), s,

1
2-evalf ()
x) ], x =0..1000, color = black , style = line, linestyle = 1,

labeldirections = [ horizontal , vertical |, labels = [x,
adult densities A (x) with o.= 40]) :

GP156 = plot( [ -fourier (eval (AST[156],s =1-s), s,

1
2-evalf ()
x) ], x =0..1000, color = black, style = line, linestyle =2,

labeldirections = [ horizontal , vertical |, labels = [x,
adult densities A t(x) with o= 40]) :
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GP157 = plot([ -fourier (eval (AST[157],s =1's), s,

1
2-evalf ()
x) ], x =0..1000, color = black, style = line, linestyle =3,

labeldirections = [ horizontal , vertical |, labels = [x,
adult densities A,(x) with o= 40]) :

GP158 = plot([ -fourier (eval (AST[158],s =1-s), s,

1
2-evalf ()
x) ], x =0..1000, color = black, style = line, linestyle = 4,

labeldirections = [ horizontal , vertical |, labels = [x,
adult densities At(x) with o= 40]) :

display (GP155, GP156, GP157, GP158)
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Annexe D: programme Maple pour le calcul des vitesses d’invasion.
Résultats du tableau 4.1, chapitre 4.

HAHHHHHHE R
Partie des packages

# # HHHHHAHA AR
with(inttrans) :
with(Optimization) :
with(plots) :
with(orthopoly ) :
with(linalg) :
with(LinearAlgebra ) :

#ith

HHHHIHEHIHHE

##Partie des données

#H R

Digits == 20:

# pas de temps en semaines #

Tl = 1:

# valeur maximale de l'intervalle des distances #

xl == 50:

# temps ecoulé #

# transformée exponentielle de la condition initiale des adultes #
A0 = 1:

#transformée exponentielle de la condition initiale des juvéniles #
JO :==0:

#ith

### Entrer les valeurs des paramétres dans le vecteur V0 ci-dessous
i

Vo = [T= 266.35 L =480,5 =0.585875686 F = 302.93, kernelA

= ;2, kernelJ =1, kernelAJ =1, kernelJA

1— (a-s)

.
1— (a-s)2 ]

# T est le temps de développement moyen de l'ceuf a l'adulte on
l'unité est le jour #

# L est la longévité moyenne de la femelle adulte ou l'unité est le
jour #
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# S est la survie de l'ceuf a l'adulte pour la période T #

# F est le nombre d'ceufs femelles/femelle/vie #

#° “kernelA,kerneld kernelAJ,kernelJA, (notés KA,KJ,KAJ,KJA
dans les formules) sont les transformées exponentielle des

noyaux de dispersion #

HHHRHHHHEH

##Partie calculs

HH HHHH
71l

1
Voo = eval[[Sa=Sa +0-(1 — 7TT),S]’=SJ'+ 0-5 T , Fsj

7Ftl

=1—Fma+0'(1—%J,fmax=fmax+0' 7 , KA
= kernelA , KJ = kernelJ , KAJ = kernelAJ , KJA = kernelJA |, VO]
Fsj-Sj-KJ Sa - fmax - KJA
MTO0 = eval , V00
(1 — Fsj)-Sj-KAJ Sa-KA
(1 — Fma) S Sa fmzax2
l—a"s
Sa
Fma Sj —_—
1 — a5’

S = [seq(s,s =0.005..1,0.005)] :

1
LabLab = |seq ( m

. ln( max(eigenvalues (Multiply (Multiply( (eval (MTO, [a
=1, Sa = 0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026, s = S[i]]))
13 (eval(MT0, [a =0, Sa = 0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986,
Fma=0.026,s = S[i]]))"?), Multiply ((eval (MT0, [a =0, Sa
=0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026,s = S[i]])) °,
(eval (MTO, [a =0, Sa = 0.985, fimax = 4.42, Sj = 0.986, Fma
=0.026,s=S[i]11)"))))),i=1..199) ] :

min( VPLabLab)
52

0.551544303531550559¢

(2)-120

66.1853164237860671°
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FafieldLab = [seq [ ﬁ

a

. ln( max[ eigenvalues [Multiply [Multiply ( [ eval (MTO,

=1, Sa = 0.985, fmax = %, Sj =0.986, Fma =0.026,s = S[i]]

13
) ) , (eval (MTO0, [a =0, Sa = 0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986,

Fma=0.026,s = S[i]]) )13], Multiply ((eval (MT0, [a = 0, Sa

= 0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026,s = S[i]])) ">,
(eval (MT0, [a =0, Sa = 0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma
=0.026,s=5[]1))"?))))),i=1..199) ] :

min(FafieldLab) 126

52
60.6894589924556270(
SafieldLab = |se {;

s

. ln( max[ eigenvalues [Multiply [Multiply ( [ eval (MTO, a

1
=1,5a = (0.224) 13 | finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026, s

13
) J , (eval (MTO0, [a =0, Sa = 0.985, finax = 4.42, Sj

= 5[4

=0.986, Fma = 0.026, s = S[i]]) )13], Multiply ( (eval (MT0,
[a=0,Sa=0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026,s = S[i]])
)3, (eval (MTO, [a =0, Sa = 0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986,

Fma =0.026,s =5[i11))"3))))),i=1..199) | :

min( Saj;igldLab ) 12¢

62.6258423782261766(

1
v ( S[7]
. ln( max[ eigenvalues [Multiply [Multiply ( [ eval (MT 0,

RFalLab =

a

=1, Sa = 0.985, finax = %, Sj =0.986, Fma =0.026, s = S[l]]]
13
) , (eval (MTO0, [a =0, Sa =0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986,

Fma=0.026,5s =S[i]]) )13J,Multiply( (eval(MTO, [a =0, Sa
=0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026,s = S[i]])) >,
(eval (MTO0, [a =0, Sa = 0.985, fmax = 4.42, Sj = 0.986, Fma
=0.026,5=S[i]1)"3))))),i=1.199) ] :
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min(RFaLab)
——12(
52
RSalab = |se (L
U
-ln( max[eigenvalues [Multiply [Multiply( [eval (MT 0, |a
=1,8a = %,fmax =4.42, 8/ =0.986, Fma=0.026, s = S[Z]D
13
) , (eval (MT0, [a =0, Sa =0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986,
Fma=0.026,s = S[i]]) )13),Multiply( (eval (MT0, [a =0, Sa
=0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026,s = S[i]])) >,
(eval (MTO0, [a =0, Sa = 0.985, fmax = 4.42, Sj = 0.986, Fma
=0.026,s=S[i]1)"3))))),i=1.199)]:
min(RSaLab)
JUMADALAD ) 1o
52 (
RSjLab = |se (;
E BN

'ln( max[ eigenvalues [Multiply [Multiply ( [eval (MTO, a

=1,8a =0.985, finax =4.42, §j = %,Fma =0.026, s =S[i]]]

13
) , (eval (MT0, [a =0, Sa = 0.985, fmax = 4.42, Sj = 0.986,

Fma=0.026,5 = S[i]]) )13], Multiply ((eval (MT0, [a = 0, Sa

=0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026,s = S[i]])) ">,
(eval (MTO, [a =0, Sa = 0.985, fmax = 4.42, Sj = 0.986, Fma
=0.026,s=5[i]1))"3))))),i=1..199) ] :

min(RSjlab)
52 12C

RFmalLab = [seq( S[l]
i

. ln( max[ eigenvalues [Multiply [Multiply ( [ eval (MTO, a

=1, Sa = 0.985, fmax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0'(2)26 ,8 = S[i]]]

13
) , (eval (MT0, [a =0, Sa =0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986,

Fma=0.026,s = S[i]]) )13], Multiply ((eval (MT0, [a = 0, Sa

=0.985, finax = 4.42, Sj = 0.986, Fma = 0.026,s = S[i]])) ">,
(eval (MTO, [a =0, Sa = 0.985, fimax = 4.42, Sj = 0.986, Fma
=0.026,s=S[i]11)"3))))),i=1.199) ] :

min(RFmaLab)

= -12(





