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Chapitre 1

Introduction générale

La nature est riche de nombreux phénomenes basés sur les relations entre les especes
et leurs milieux. L’observation de cette complexité ne permet plus a 'intuition d’en com-
prendre le fonctionnement ni de prévoir I'évolution. Pour cela, les chercheurs se sont
intéressés, depuis longtemps, a trouver une loi mathématique qui régit le phénomene ob-
servé. Cette derniere devra en fait représenter et décrire la réalité. Ceci fournit a la fin
un systeme appelé modele mathématique. Un modele mathématique décrivant ce type de
phénomenes est généralement basé sur les équations différentielles. Celles-ci expriment le
lien entre la taille de la population représentée par une quantité inconnue, et sa dérivée
en temps.

La dynamique des populations est une discipline qui consiste a déterminer la densité
des population au cours du temps. Dans ce contexte, beaucoup de modeles mathématiques
ont été proposés afin de décrire le comportement des différentes especes d’une population
et les relations entre eux, par exemple les modeles des proies-prédateurs. Parmi les pre-
miers chercheurs qui ont développé cette théorie sont Lotka et Volterra (1925-1926) en
considérant un modele proie-prédateur défini par un systeme d’équations différentielles
ordinaires. Ce systeme décrit la prédation, la croissance et la mortalité. Il est de la forme :

¥ =rx— axy,

/ —

y = —Dy + eaxy.
Apres, plusieurs modifications ont été faites, afin d’améliorer la description écologique
et la rendre plus réaliste. Par ailleurs, il y a des modeles proies-prédateurs sous formes
d’équations impulsives. Une équation différentielle impulsive est une combinaison dun

processus continu décrit par une équation différentielle ordinaire et des sauts instantanés



de I’état appelés impulsions. Le phénomene d’impulse a été observé dans certains processus
naturels. Par exemple, en physique, en dynamique des populations, en biotechnologie, en
économie, etc. Ceci a ramené les scientifiques a s’intéresser a I’étude de ce type d’équations.
Dans ce mémoire, nous allons présenter un modele proie-prédateur, donné par un sys-
téme dynamique impulsif, proposé par H.K. Baek [12]. Nous allons par la suite étudier
mathématiquement ce modele. D'une part, Il s’agit de la détermination dune solution
périodique et d’étudier sa stabilité. D’autre part, nous allons vérifier la permanence sous
certaines conditions. A la fin, une présentation numérique est associée pour confirmer les
résultats théoriques. Le plan de ce mémoire est donné comme suit :
Chapitre 2 :Des résultats mathématiques nécessaires pour la suite de ce mémoire. No-
tamment, nous exposons la théorie des équations impulsives, la théorie de Floquet ainsi
que le théoreme de contraction de Banach, menés par des exemples explicatifs.
Chapitre 3 :L’étude mathématique d’un systeme de proie-prédateur impulsif avec une
fonction de réponse de type Beddington DeAngelis. Dans ce chapitre, nous montrons
d’abord la positivité et la bornitude. Ensuite, nous calculons la solution périodique du
systeme et nous montrons qu’elle est stable sous certaines conditions.
Chapitre 4 :Nous vérifions, dans ce chapitre, la permanence de la solution du systeme
proposé, sous autres conditions.
Chapitre 5 :Nous exposons des simulations numériques qui prouvent tous les résultats

trouvés dans les chapitres précédents.



Chapitre 2
Préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite
de ce mémoire. Notamment, nous nous intéréssons a la théorie des équations impulsives

et la théorie de Floquet, ainsi que le théoréme de contraction de Banach.

2.1 Espace des fonctions continues par morceaux

Nous exposons, dans ce paragraphe, la définition d'une fonction continue par morceau

([6]) suivie par deux exemples explicatifs.

Définition 2.1.1 Soit 0 = (0x)ren une suite de nombres réels strictement croissante dans
I =Jtg, +o0], telle que

|0k] — oo quand k — oo, k€ N.

On dit que la fonction f: I — R appartient a l’espace PC(I,R) si :
— [ est continue sur chaque intervalle |0y, O 1].
— [ posséde une limite a droite f(0)) = hmtae,j f(t) et la limite a gauche f(0,) =
lim, - f(t) existe telle que f(0,) = f(Oy).
De méme, f est dite dans l’espace PC*(I,R) si f et f appartiennent a PC(I,R). (Voir

[5L101,17])
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Exemples : Soient par exemple les fonctions f et g définies par :

flt)=t+1, sit#n
Fnt) = fln) +2.

ft)y=1/2, sit#expn
f(exp(n™)) = flexp(n)) + 2.

2.2 Equations différentielles impulsives

De nos jours, les systemes impulsifs sont devenus, de plus en plus, importants dans
certains processus réels et phénomenes naturels. Par exemple, en physique, en dynamique
des populations, en biotechnologie, en économie, etc.

La théorie des équations différentielles impulsives a été initiée par A. Mishkis et V.
D. Mil’'man en 1960. Le développement de cette théorie était relativement lent a cause
de la difficulté de manipulation de telles équations. Apres, beaucoup de chercheurs ont
participé a 'enrichissement de cette théorie ou ils lancerent différentes études sur ce sujet

et beaucoup de résultats ont été obtenus des lors.

Définition 2.2.1 (Description des systémes impulsifs) Une équation différentielle
impulsive représente une combinaison d’un processus continu décrit par une équation dif-
férentielle ordinaire et des sauts instantanés de [’état appelés impulsions.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a une équation impulsive avec des impulsions fizés,

de la forme :
u'(t) = Flu(t)) , t#
uw(t]) = J(u(t;)) , 1€ N* (2.1)
u(ty) = uo

Ou, F:QcCRY = RN, avec Q est un domaine de RY, J : Q ¢ RY — RY sont des
fonctions continues.

Toute solution u(t) du systéme (2.1) vérifie :

= limy o+ u(t) = up = u(0%).

— Lorsque t €]ty, 400, t#t; alors u/'(t) = F(u(t)).

—u(t;) =ulty) et ut)) = J(u(t;)), ieN.
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2.3 Solutions explicites d’équations différentielles
impulsives

Comme les équations différentielles ordinaires, il existe des équations impulsives qui

peuvent étre résolues dont la solution est une fonction continue par morceau.

2.3.1 Exemples

Ici, nous présentons deux exemples pour la bonne compréhension de ce type d’équa-

tions.

Exemple 1 :
' (t) = au(t), sit€lty, tni1], neN,
u(ty) = u(ty,) + B8, BER, (2.2)
w(0) = up.

Pour trouver la solution du systeme (2.2), il faut résoudre ’équation sur chaque sous
intervalle |t,,, t,41] :
— Sit €]0,t], alors,

u(t) = ugexp(at).
— Si t €]ty,t5], nous savons que
u(t]) = ugexp(aty) + B.
Donc,

u(t) = ult})exp(t—t)

= (upexp(aty) + ) exp(a(t —t1)).
— Sit €]ty t3], de ce qui précede, nous avons
u(ty) = ugexp(aty) + Bexp(ty — t1) + .
Donc,

u(t) = ultf)exp(t - t2)

= wugexp(at) + fexp(t —t1) + Sexp(a(t —t3)).
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De la méme fagon, sur |t,, t,+1], nous obtenons

u(t) = ugexp(at) + fexp(a(t —t1)) + Bexp(a(t —ta)) + ... + Sexp(a(t — t,)).
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Solution exacte du systéme (2.2)

Exemple 2 :
u(t) =a, sit €|ty thi1], neN,

u(ty) = Bu(tn), BER, (2.3)
u(07) = uy.
En resolvant le systéme (2.3) sur chaque sous intervalle |t,,, ¢,+1], nous trouvons :
— Sit €]0,t], alors,
u(t) = at + uo.
— Sit €]ty,t5], on a
u(ty) = Blats + uo).

Alors,

u(t) = at—t)+u(t])

= Oé(t - tl) + B(Oétl + Uo)-
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— Sit €]ts, t3], nous avons
u(ty) = aB(ta — t1) + B*(aty + ug).
Nous trouvons alors,
u(t) = at —ty) + af(ty — t1) + B*(aty + up).
En répétant le processus, nous obtenons
u(t) = ot —t,) + aB(tn —tn1) + @B (tn-1 —tno) + -+ Bty —t1) + B"(ats + uy),

quand t €]t,, tyi1].
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Solution exacte du systeme (2.2)

2.3.2 Existence locale et unicité

Dans ce paragraphe, nous allons citer le théoreme qui assure l'existence locale et

I'unicité de la solution du systéme (2.1) (Voir[0]).

Théoréme 2.3.2.1 Si la fonction F est continue sur Q € RY, alors pour toute condition

initiale ug, il éxiste un o >ty telle que
w:Jty — a,ty + a[— RY,

est une solution du systéme (2.1).

Si de plus, F' est localement lipschitzienne en u alors cette solution est unique.
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2.3.3 Bornitude

Définition 2.3.3.1 On dit que la solution du systéeme (2.1) est bornée, s’il existe un
M > 0 tel que,
llu(t)|| < M, ¥Vt >0.

2.4 Résultats fondamentaux pour les systemes im-
pulsifs

Dans cette partie, nous énoncons quelques résulats et définitions importants, pour ce
type d’équations.

Soient

Ry =[0,+00[ et R} = {x(t) = (21(t),22(t),...,2n(t)) € R" 1 25(t) > 0,Vi=1...n}.

Définition 2.4.1 Soit V : Ry x R} — R, V est dite de la classe Vy si :

1.V est continue sur l'intervalle (nT, (n + 1)T] x R et

= T+
(t,y)tél(lénm) V(t7 y) V(n , 51})

existe.

2. V est localement lipschitzienne en x.

Définition 2.4.2 Soient V € Vp, (t,x) € (nT,(n + 1)T] x R". La dérivée a droite de
V (t, x) respectivement au systéme (2.1) est définie comme suit :

1
DYV (t, z) = limsup E[V(t +h,z+ hF(t,z) — V(t, ).

h—0t

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de comparaison) Soit V € Vj et considérons le systéme

sutvant :
D*V(t,@) < g(t, ), t # nr

Vt,z) <, (V(t,x), t =nt

(2.4)

Ou : g: Ry xRy — R une fonction continue sur (nt, (n + 1)7] x Ry et pour u(t) € Ry,

n € N, lim )t 0 9(t,y) = g(nTt, u) existe, ¢, : Ry — Ry est croissante. Soit r(t) la
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solution maximale du systéme différentiel impulsif suivant :

u'(t) = g(t,u(t)), t#nrt
u(t) = Yault)), t=nr (25)
u(07) = ug
qui existe sur [0, 400].
Alors, V(01 @) < ug implique V(t,x) < r(t), t >0, ot x(t) est une solution du systéme
(2.4).

2.5 Notion de stabilité

La notion de stabilité nous permet de savoir le comportement de la solution lorsque
le temps devient grand.

Pour cela, considérons le systeme suivant :

2(tf) = J(x(t)), (2.6)
2(tf) = 0.
Définition 2.5.1 (Voir[6]) Soit zo(t) = z(t,to,y0) une solution du systéeme (2.6) qui

existe pour tout t > tq. Cette solution est dite :

Stable si pour tout € > 0 et tg € R, il existe un § = 0(tg, €) tel que, pour toute autre

solution x(t) = z(t, to, o),
|zo — yo| < d = |2(t) — xo(t)| <€, pour tout t > to.

— Uniformément stable si § est indépendante de t.

Asymptotiquement stable si elle est stable et s’il existe un dg = do(to) tel que, pour

toute autre solution x(t) = z(t,ty, xo),
|zo — yo| < dp = Jlim |z(t) — xo(t)| = 0.

— Uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et pour tout

€ > 0 il existe un 0y > 0 indépendant de ty et un T'(€) tel que,

|z — yo| <0 = |z(t) —zo(t)| <€, pour t>ty+ T(e).
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— instable s’il existe un ey > 0 et tg € RT, tel que pour tout oy il existe une solution

Ye(t), |xo — ys(to)| < & et il existe un temps ty tel que |xo(t1) — ys(t1)| > €o.

2.6 Théorie de Floquet

La théorie de Floquet est un outil essentiel pour étudier le comportement des solutions
des systemes périodiques définis par 'équation z’(t) = A(t)z(t), ou A est une matrice

périodique.

Théoréme 2.6.1 (Voir[5]) Soit le systéme différentiel linéaire impulsif et périodique

suivant : s
i At)x(t), t#m, teR, 27)
x(tt) = x(t) + Bra(t), t=m, ke€LZ.
Mettons les hypothéses suivantes :
a) A(.) € PC(C™ ™" R) et A(t+T) = A(t) ou C™*™ est I'ensemble des matrices (nxn).
b) By € C™™ et det(I + By) # 0, I la matrice identité, 7, < 141 (k € Z).
c) Il existe un q € N tel que Byry = By, Thrg =T + 1, (k € Z).

Soit ¢(t) une matrice fondamentale du (2.7), alors il éxizte une matrice constante M €
C™™ unique telle que :

Gt +T) = o(t)M, t € R.

La matrice M est appelée matrice de monodromie.
Ces matrices sont semblables ayant les mémes valeurs propres :fii, . . ., i, appelées multi-
plicateurs de Floquet.

Sous les conditions précédentes, on dit qu’une solution du systéme (2.7) est :

— stable si et seulement si tout les multiplicateurs p;, j = 1,...,n de (2.7) vérifient
il < 1.

— asymptotiquement stable si et seulement si |p;| <1,j=1,...,n

— instable si |p;| > 1 pour un j =1,...,n.

2.7 Théoréme de point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de I'application contractante, il est la base de la théorie du

point fixe. Ce principe garantit 1’existence d’un unique point fixe pour toute application
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contractante d’un espace métrique complet dans lui méme.

Définition 2.7.1 (Point fixe) Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme.

On appelle point fize de [ tout point u € E tel que,
fu) = u.

Théoréme 2.7.1 (Principe de contraction de Banach(Voir [8])) Soit (E,d) un
espace métrique complet, et f : E — E une contraction stricte, c’est-a-dire qu’il existe
k €]0,1] tel que,

V(z,y) € E,d(f(z), f(y)) < k d(z,y).

Alors f possede un unique point fize.
En outre, si on se donne un xo € E et si on définit par récurrence la suite T, 1 = f(xm)
alors x,, tend vers cet unique point fixe quand m tend vers linfini.

De plus,

x étant le point fixe de f.



Chapitre 3

Etude qualitative d’un modele

impulsif de type proie prédateur

3.1 Introduction

Les systemes proies-prédateurs ont fait I'objet de plusieurs études mathématiques. En
fait, Lotka et Volterra (1925-1926) sont les premiers qui ont proposé un modeéle mathé-
matique de deux populations en interaction, donné par un systeme de deux équations
différentielles ordinaires. Chaque équation est décomposée en une somme de deux termes,
le premier correspondant a la croissance de la population isolée et le second terme repré-
sentant les intéractions entre les deux populations.

Lotka et Volterra ont décrit cette dynamique par le systeme :

' =rx— axy,

I —_—

y' = —Dy + eary.

Il est usuel de considérer le nombre de proies consommé par un seul prédateur par
unité de temps, appelé aussi fonction de réponse. Dans le modele ci-dessus, la fonction de

réponse ¢(x,y) est la suivante :
P(x,y) = -,

Cependant, il est évident que cette fonction n’est pas réaliste. En effet, il y a toujours une
limitation de nombre de proies consommeées par un prédateur, méme si leur densité est

tres grande.
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Quelques années plus tard, beaucoup de mathématiciens se sont intéressés a ce type de
systemes, en considérant plusieurs formes de fonction de réponse. Ceci est afin d’améliorer
la modélisation et de bien décrire la réalité.

Néanmoins, beaucoup de phénomenes naturels en écologie, en économie etc, sont sou-
mis a des perturbations qui provoquent un changement brusqué au systeme. La meilleur
modélisation de tels phénomenes est par les systemes différentiels impulsifs. Beaucoup de
recherches ont été récemment faites dans ce domaine [9],[10],[11].

Dans ce mémoire, nous étudions le comportement dynamique d’un systeme impulsif de
type proie-prédateur, de dimension deux, avec une fonction de réponse de type Beddington

ax
DeAngelis [1],[2],[1]. Cette derniere est similaire & celle de Holling II <¢(ZL', y) = n )
x+c
mais elle contient un terme supplémentaire décrivant 'interférence mutuelle entre préda-

teurs [3]. En effet, le prédateur passe un temps a chercher, manger des proies et manipuler
ses concurrents. Elle est de la forme :

Oz, y) = ——
xT,y) = ——.
’ by +x +c

Considérons ici la proie comme un insecte ravageur (par exemple les pucerons) et le
prédateur comme ennemi naturel de proie (la coccinelle).

Dans ce mémoire, nous allons étudier le modele impulsif suivant (voir [12]) :

L _a(t) ex(t)y(t)
7'(t) = ax(t) <1 2 )t bgé() e+ Uy st
y'(t) = =Dy(t) +(i t()) (3.1)
z(tT)=(1—-p)z } |
y(t") = (1= pa)y
(2(07),4(07)) = (z0, %o).

L’étude mathématique a le but de réduire la densité des insectes nuisibles dans un milieu
naturel. En effet, la présence des ravageurs cause souvent des problemes écologiques et
économiques graves, par exemple : dessechement des feuilles, blocage de développement
des plantes. Ceci apporte une perte de rendement considérable.

Il existe plusieurs fagons pour lutter contre ces proies dont la lutte chimique et la lutte
biologique.
Lutte chimique : consiste a utiliser des pesticides.

Lutte biologique : une alternative moins nocive ou on utilise des organismes vivants
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appelés ennemis ou prédateurs naturels.
Ces manieres de lutte sont discontinues et périodiques.

Le modele proposé tient en compte tout ce qui a été expliqué précédemment. En effet,
dans chaque impulsion, la densité des proies (respectivement des prédateurs) diminue
avec un taux p; (respectivement py) a cause de I'injection des pesticides (Lutte chimique).
Ainsi, dans la méme période, un nombre ¢ de prédateur est rajouté (Lutte biologique).
Les deux équations différentielles de (3.1) décrivent la dynamique des deux populations.

Les parametres du modele sont représentés dans le tableau suivant :

Parametre | Déscription

P1, D2 La proportion des individus qui meurent a cause de la lutte, ils sont entre 0 et 1.
q Le stock des prédateurs.

k La capacité limite.

a Le taux de croissance des proies.

D Le taux de mortalité naturelle des prédateurs.

b Le taux de rencontre et de manipulation d’'un autre prédateur.

c La protection dont la proie bénéficie grace a I’environnement.

e Le taux de prédation.

m Le taux de conversion.

3.2 Positivité et bornitude

Il est treés intéressant de démontrer la positivité et la bornitude de la solution d'un
systeme dynamique. Ceci pour vérifier que le probleme est bien posé. C’est ce que nous

allons faire dans cette partie.

3.2.1 Positivité

Dans ce qui suit, nous allons voir que pour toute condition initiale positive, la solution

restera positive.

Lemme 3.2.1.1 Soit x(t) = (x(t),y(t)) la solution du systeme (3.1),
i) Si x(07) >0 alors x(t) >0, Vt>0.

i) St 2(07) > 0 alors x(t) > 0, ¥t > 0.
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Démonstration Du systeme (3.1), on a :

x ey
—af1-2) -
a( k:)
__p max(t

by(t) + x(t) + ¢

Si on integre ces deux équations entre 0 et t, t < T, on trouve

#(t) = 2(0%) exp ( AR — A )

x/
;/
Y
Y

dt
k by +x+c

y(t) = y(0) exp </Ot ( - D+ by(t)mx(t) )dt).

+x(t) + ¢
Si la condition initiale (z(07),y(07)) est positive alors la solution x(t) sera positive dans

le premier intervalle (0,7 et puisque x(n7") sont tous positives, Vn > 1, on aura alors
la positivité de la solution du systeme (3.1), V¢ > 0.

3.2.2 Bornitude des solutions

Maintenant, nous montrons la bornitude du systeme.

Proposition 3.2.2.1 I éxiste un M > 0 tel que x(t),y(t) < M, ¥Vt > 0, ou (x(t),y(t))
est solution du systeme (3.1).

Démonstration Soit x(t) = (z(t), y(t)) une solution du systeme (3.1) et

m
V() = Vi) = () + (1)
appartenant a Vg (voir préliminaire).

On a alors si t # nT :

DYV 4BV = —Z2a(t)? + (a+ B)(t) + (5 D)y

m :
_Jx(tf + ;(a + B)x(t), sif < D

(3.2)

Nous pouvons montrer facilement que le deuxieme membre de (3.2) est borné, en effet :
ma
La fonction f(x)

, m . .
7 + —(a + B)z, atteint son maximum en
e e

.T*

k

Donc,

f) < Fat) = T (o + 6 = My,
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Ainsi,
V(nT*) = %x(nT*)ij(nT*)
= (1—p) " anT) + (L= po)y(nT) +q
< V(nT)+q.
En plus

V(0%) = Za(0%) + y(0h),

e

En choisissant un 0 < 5 < By < D, nous pouvons écrire le systeme suivant :

DtV < —Bov + M(), sit # nT,
V(nTT) <V(nT) +q.

Maintenant, appliquons le théoréme (2.4.1) et résolvons le systéme suivant :

u'(t) = —Bou(t) + Mo, t#nT
u(nT*) = u(nT) +
u(0F) = V(0T).
L’équation u'(t) = —Byu(t) + My donne
M /
(wexp(But) = (52 exp(fot))
o
Intégrons cette équation sur chaque intervalle |nT', (n + 1)T7] :
— Sit €]0,T], alors,

M

u(t) exp(Bot) = u(0") + %exp(ﬁo t) — 50 .

Bo

Donc,

— Sit €]|T,2T1], nous avons

M, M,
w(TH) =u(T)+q= (u(0+) _ E> exp(—50T) + N +q.
Donc,
u(t) exp(fot) = u(T") exp(BoT) + % © exp(fot) — % % exp(Bot).

Nous obtenons alors,

=) exp(~if) + gesp(—Bot — T)) +

u(t) = (u(o+) _ Mo )

o
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— Sit €]27,3T], au vu de ce qui précede

w(27) = u(2T) + = (u(0) - %) exp(~260T) + qexp(—BoT) + 0 4 4
Bo Bo

En intégrant, nous trouvons

Mo exp(ﬁot) - — exp(260T)

u(t) exp(Bot) = u(2T™) exp(25T) + - Bo

u(t) = (u(m) - %) exp(—PBot) + g exp(—Bo(t — T)) + g exp(—Bo(t — 2T)) + %

— En répétant le processus, nous obtenons

u(t) = <u(0+ — %) exp(—fBot) + qexp(—Po(t — T)) + qexp(—Bo(t — 2T)) +
+ -+ qgexp(—po(t —nT)) + %, quand ¢ €|nT, (n + 1)T7,

B
= (w(07) — ) exp(—50t) + aexp(~o) (exp(BT) + -+ exp(nT) ) +

Bo
|- o)
1 —exp(—foT) Bo

_ < (0%) — %) exp(—Bot) + qexp(—So(t — nT))(

D’aprés le théoreme (2.4.1), on conclut

Vi) < (v<o+>—%)exm—@ow+qexp<—@o<t—nT>>(1‘eXp(‘”@)T)) My

. 1 —exp(—5oT) Bo
N _% 1—eXp(—n50T)> %
< (v - ) () 1 2
1 —exp(—nfT
< V() + q< 1 _eej;(—ngoT)>>

< C, (Cconstante positive).

Par conséquent, toute solution (z(t),y(t)) du systeme (3.1) vérifie z(t) < M,y(t) < M,
vV t>0.

Il ressort des deux théoremes précedents que le systéme (3.1) est bien posé.

3.3 Solution périodique du modele sans proies

Biologiquement, il est important de réduire et d’éradiquer le nombre de ravageurs
dans un milieu naturel. D'un point de vue mathématique, ceci revient a la recherche de

la solution (0, y*(1)).
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Pour cela, considérons, en absence des proies, le systeme différentiel impulsif suivant :
y'(t) = —=Dy(t), t#nT,
y(nT*) = (1 = p2)y(nT) +q (3.3)
y(0%) = o

Lemme 3.3.1 Le systéme (3.3) posséde les propriétés suivantes :
1. y*(t) est solution positive et périodique du systéme tel que,

e qexp(=D(t —nT))
y (1) = 1— (1 —po)exp(—DT)’

t €nT,(n+1)T], n € N,

avec .

w0+ q
y (07) = 1—(1—pe)exp(—DT)"

gexp(~DT)
2. y(t) = (1 — pa)"(yo —

)= (192" (0~ T s o
systéme avec yo > 0, t €nT’, (n + 1)T.

> exp(—Dt) + y*(t) est la solution du

3. |y(t) —y*(t)| = 0 quand t — +oo.

Démonstration

1. Sachant que y(nT™") est la condition initiale de I'intervalle [nT, (n+1)T], il est facile

de voir que
y(t) = y(nT")exp(=D(t —nT))
— (1= p2)y(nT) + ) exp(=D(t — nT)).
Nous obtenons la valeur de y(nT) & partir de 'intervalle qui précede, |(n—1)T, nT],
y(nT) = (1 = p2)y((n = DT) + q) exp(=DT).
Posons wu,, = y(nT) et donc,
un = ((1=p2)un+q)exp(=DT)
= F(un,l).

Pour que F' admette un point fixe, d’aprés le théoreme de Banach (voir préliminaire),

il faut vérifier que F' est contractante. Nous avons

|F(un) = Fu,)| = |((1 = p2)un) + q) exp(=DT) — (1 = p2)uy,) + ) exp(=DT)|

= (1 —=po)exp(=DT) |uy — Up_1]-
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Comme le coefficient (1—ps) exp(—DT') appartient a 'intervalle |0, 1[, alors F' définit

une fonction contractante, donc elle admet un point fixe unique, c’est a dire,

y(nT) = ((1 = p2)y(nT) + q) exp(—DT).

Ce qui donne
gexp(—DT)
nl') = .
YT) = T = p) exp(=DT)

Par conséquent, la solution périodique y*(¢) du systeme (3.3), est donnée par :

\ gexp(—D(t — nT))
y (1) = 1 —(1—py)exp(—DT)

, tenT, (n+1)T], neN.
Avec

y (07) = y"(nTT)

(= (1= o) exp(—DT)’
2. Pour résoudre le systeme (3.3), nous exposons la solution sur chaque intervalle
InT, (n+ 1)T] :
— Sit €]0,T] alors,
y(t) = yoexp(—Dt).
— Si t €|T,2T], nous avons bien
y(T*) = (1 = pa)yo exp(~=DT) + q.
Donc,
y(t) = y(I")exp(=D(t - T))
= (1= p2)yoexp(=D1) + gexp(=D(t = T)).
— Si t €]2T,3T], de ce que précede, nous avons
y(2T") = (1—p2)y(2T) +4

= (1- p2)2y0 exp(—2DT) + q(1 — py) exp(—=DT) + q.

y(t) = y(2T7)exp(=D(t —2T))

= (1= p2)*yoexp(—Dt) + q(1 — p2) exp(—=D(t — T)) + qgexp(—D(t — 2T)).
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— De la méme fagon, sur |nT, (n + 1)T], nous obtenons

y(t) = (1= p2)"yoexp(—=Dt) +q(1 —p2)" exp(=D(t = T)) + - +
+q(1 = p2) exp(D(t = (n = 1)T)) + gexp(=D(t — nT))

= (1 —p2)"yoexp(—Dt) + q(1 — pa)" exp(—Dt) <e(xlp£l;;) e(xlpEQZZ;)

exp(nDT))
(1 —p2)"
1 — (e?ﬂDTﬁ)n (l)jv
n n —p2 exp
= (1 =p2)"yoexp(=Dt) + ¢(1 — pa) eXp(—Dt)< 1 _ 0D 1 _p, )

1—p2

= (1 —p2)"yoexp(—Dt) + q(1 — p2)" exp(—Dt) <(11—_p;):_—;>;1)((17)1£)T) iflfl;zfg)

(1 —po)™ — exp(nDT) )
(1 —py)exp(—=DT) —1

T (lq—e};zg;i?—DTJ exp(—Dt) + y*(t).

= (1 —=po)"yoexp(—Dt) + qexp(—Dt)(

= (1—po)" <yo exp(—Dt) —

gexp(—Dt)
1 — (1 —p2)exp(—DT)

3 1y = (0] = 101 = p2)" (yoexp(-D1) - ) exp(=Dp)| -

0 quand t — 4o0.

3.4 Stabilité locale

Dans cette partie, nous exposons les conditions de la stabilité locale de la solution
(0,y*(t)) du systeme (3.1), en utilisant le théoréme (2.6.1), cité dans le chapitre prélimi-
naire.

Ceci est tres intéressant dans le coté biologique, car il donne une solution pour réduire

la densité des insectes nuisibles.

Théoréme 3.4.1 Si

aT+iln<

bgexp(—DT) + (1 — (1 — po) exp(—DT))) T ( 1 )
bD l—p1)’

bq + c(1 — (1 — pa) exp(—DT))

alors (0,y*(t)) est localement asymptotiquement stable.

Démonstration Nous linéarisons au voisinage de (0,y*(¢)), en posant le changement

suivant
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Ou u et v sont des perturbations au voisinage de 0. Trouvons par la suite, le systéeme

liniarisé que vérifient u et v :

maxy
+7
by +x+c

!/

v = (y—y") =-Dy
= —Duv+ f(z,y)
= —Dv+[f(z,y) = £(0,4")

= —Dv+[(z—0)f(0,y") + (y — y*) f,(0,y")]
my*(by” + )

+ Dy*

= —Dv+ |u
(by* +¢)?
= —Dv+u my .
by* + ¢
De méme,

A D
v = 2 =ax k:p —

= au—g(x,y

= au—[g(x,y)— g(0,y")]

= au—[(x —0)g.(0,y") + (y — ¥")gy(0,y7)]
ey* (by* + c)

= au— lu———=+0
(by* + ¢)?
ey”
= au—1u
by* + ¢

Nous obtenons alors le systeme linéarisé suivant :

*

/ ey
v =au—u ,
by*—l—c*
vV'=—=Dv+u my_
by* + ¢

Il existe une matrice fondamentale de telle sorte,

u(t u(0
0 = ¢(t) © L, 0<t<T
v(t v(0
Ou ¢(t) vérifie
d a— —Li*c 0
d_f = B(t).
by* +c -D

Et ¢(0) = I est la matrice identité. La linéarisation des équations d’impulsions donne

w(nT™) 1—p1 O u(nT) u(nT)

= = (B, + 1)

v(nT™) 0 1 —po) \v(nT) v(nT)
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Avec det(I + By,) # 0.
D’aprés le théoreme (2.6.1) cité dans le chapitre précédent, la matrice de monodromie M

est exprimée comme suit

Les valeurs propres de M sont

(a-mes( [ ( () Jat] et i = (1= pa) exp(~DT) < 1
=(1—p1)ex a— e = (1 — po) exp(— :
251 P1) €Xp o by (D) + ¢ H2 P2) €Xp
Par conséquent, la solution (0, y*(¢)) est localement asymptotiquement stable si

pr <1

C’est a dire,

P </0T (a B byi:?;)(i)r c)dt> <1 —1p1

= [ -t ()

Calculons l'intégrale suivante :

/T vit) g /T qexp(—Dt)
o by*(t)+c 0 bgexp(—Dt) + ¢(1 — (1 — ps) exp(—DT))
LT —bDgq exp(—Dt) 4t
bD Jo bgexp(—Dt) + c(1 — (1 — py) exp(—DT))
—1, bgexp(=DT) + (1 — (1 — py) exp(—DT))

D bg + c(1 — (1 — pa) exp(—=DT))

dt

Et donc, la condition de stabilité de (0,y*(¢)) est

<bqexp(—DT) +e(l—(1 —pg)exp(—DT))> o (%>
_—

e
al + —1In
bg + c(1 — (1 — py) exp(—DT))

bD




Chapitre 4

Permanence

I1 est indispensable de vérifier la permanence des solutions du systeme (3.1), dont la

définition est la suivante :

Définition 4.1 Le systéme (3.1) est permanent s’il existe des constantes M > m > 0 tel

que, pour toute solution (x(t),y(t)) du (3.1),

et

Théoréme 4.1 Le systeme (3.1) est permanent si

(bq exp(—Dt) + c(1 — (1 — ps) exp(—Dt))) - <%> |
_—

(&
al'+ —1n
bq + c(1 — (1 — py) exp(—Dt))

bD

La démonstration de ce théoreme est faite en plusieurs étapes.

Démonstration
e Premiere méthode

D’abord, considérons (z(t),y(t)) comme solution du systeme (3.1) avec x(t) <

MwngaM>§

D’une part, d’aprés le systeme (3.1), nous avons y'(t) > —Dy(t). Pour cela, consi-

dérons le systeme suivant :
u'(t) = —Du(t), t#nT,
u(nT™) = (1—py)u(nT) +q (4.1)
u(0") = yo.
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La résolution de ce systéme est faite dans le lemme (3.3.1), d’ou
y(t) > u(t) > u(t) —e, €>0.

Avec,
W (t) = qexp(=D(t — nT))
= (1 - p2) exp(—D0)’

Et puisque —D(t — nT) > —DT, nous aurons

. qexp(—DT)
W) 2 10 = ) exp(—DT)

Par conséquent,

gexp(=DT)
1= (1 - pa) exp(—DT)

y(t) > —e=my > 0.

11 suffit donc de montrer que z(t) > my > 0.

Etape 1 : Tant que,

e
—1
aT+bD n

bq + c(1 — (1 — pa) exp(—Dt))

Nous avons,

e  bgexp(=Dt) + (1 — (1 — py) exp(—D1))

t €lnT, (n+ 1)T).

<bq exp(—=Dt) +¢(1 — (1 — po) eXp(_Dt))> > In (

I—pm

(1= pr)exp (o + o e T o= D)

Choisissons alors mgs > 0, €; > 0 tel que,

)

)=

amsg e bg exp(—Dt) + ¢(1 — (1 — pa) exp(—Dt))
—(1- -, C
fr=(=p)exp (a kD n( bg + (1 — (1 — pa) exp(—Dt))
Et
bmsy + mg3

Et supposons que x(t) < mg pour tout ¢ > 0. Alors, nous pouvons mettre les

inégalités suivantes :

: ma(t)y(t)
t) = —Dy(t)+
y®) y(t) by(t) + z(t) + ¢

ma(t)y(t)

< —Dy(t)+———F~

= TG a0

' max . .
La fonction f(z) = T est clairement croissante en z, donc :
Y+ x

max mm

f(z) < f(ms) ;

:by—l—x :by+m3'
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Par conséquent,

Yt < —Dylt)+ gt
< =Dy(D)+ oy ()
= y(t) (=D +9).

On considere alors le systeme suivant :

W (t) = (=D +0)u(t), t#nT
u(nT) = (1 — po)u(nT) + q, (4.2)
u(0F) = y(07).

La réslotion du systeme (4.2) est similaire a celle du systeme (3.3), d’ou

gexp((=D +9)T)
1 — (1 —py)exp((—=D +9)T)

u(t) = (1 = p2)" (w(0) - ) expl((—D + 8)t) + (1)

Avec,

ity = _4EB(=D )¢ nT)
1 —(1—po)exp((—=D + )T

est la solution périodique. Alors, il existe un 77 > 0 tel que,

,t€nT, (n+1)T]

y(t) < wu(t) <u*(t) + e, pourtout t>T).

Donc,

ams ey(t) )
> z(t)(a— —2 —
z = )<a k by(t) + ¢
De méme, la fonction f(y) = T est croissante, ainsi,
Y+ c
F) < flut +a) = )

b(u* +e)+c

Alors,

ams e(u* +€) )
b(u*+€) +c

> o) (a _amg eu* B e€q )

- k b(u*+e)+c  blu*+e€)+c
am eu” ee

= :E(t)<a— kg_bu*Jrc_Tl)
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Soit N7 € N tel que N1T > T} et le systeme qui suit :

(1) 2 2(t) (a B k3 bt fe 71> (4.3)
x(nTT) = (1 —pl)z(nT)

Intégrons entre |nT, (n + 1)T],

z((n+1)T) > x(nTjL)exp(/n(;H)T (a — %mg - %)(i)c — e—?)dt) =z(nT)R

Donc,

2(Ny + D)T) > o(N,T)R

Ce qui implique que
z((Ny + E)T) > (N, T)R* — +00 quand k — +oo.

Ceci est une contradiction avec la bornitude de z. Par conséquent, il existe un t; > 0
tel que x(t1) > msg.

Etape 2 : Si z(t) > mg pour tout ¢ > t;, alors la démonstration se termine. Sinon,
soit t* = inf;oy, {x(t) < ms}. Alors, x(t) > mg pour t € [t1,t*], z(t*) = mg3 par
continuité de x.

Dans cette étape nous allons considérer deux cas possibles.

Cas A :t* un point d’impulsion :

Soit t* = n,T', n; € N. Alors,
(1 _pl)mg < l’(t*+) = (1 —pl)mg < mgs

Choisissons no, n3 dans N tels que :

DT> Mt
(n2 —1) “D+s
Et
- : 2 — p1)" M R eap((ny o
(1 )2 R exp(nyoT) > (1 — p1) T R™exp((ng + 1)0T) > 1
Ou o =a— ¢m3z— M qui est négatif.

Soit aussi T" = noT + n3T', nous allons montrer par la suite qu’il existe un ¢y entre
Jt*,t* + T"] tel que z(tg) > ms.
Du systeme (4.2) avec u(t*") = y(t*T) une condition initiale, nous obtenons :

gexp((—=D +0)T)
(1 —pa)exp((—D +6)T)

u(t) = (1=pa)™ (u(t™) 1 ) exp((=D+0)(t=")) 4" (),
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pour (n — 1)T <t <nTetn;+1<n<n;+ng+ ns.

Ceci implique que pour t* 4+ nT <t < t* 4+ T,
u(t) = (8)] < (M + q) exp((=D +0)(t —17)) < ex,

d’apres le choix de ny. Et, y(t) < u(t) < u*(t) + €.
Sachant que 'équation (4.3) est valable quand t* 4+ noT <t < t*+ T, alors, comme

dans I’étape 1, nous avons
o(t*+T') > x(t* +nT)R™.

Puisque y(t) < M nous obtenons facilement le systéme suivant :

x'(t) > x(t) <a — %mg - ZM) =ox(t) ,t#nT

z(nTt) = (1 —pl)x(nT)

(4.4)

Intégrons (4.4) entre [t*, t* + nyT|

x(t" +nT) > x(t™)(1 — p2)"2exp(onsT)

= mz(1 — p2)"?exp(onyT).

Donc,

z(t*+T") > ms(1 — pa)"?exp(onT)R™ > ms.

Ceci est encore une contradiction.

Maintenant, soit ¢ = inf;sp{x(t) > ms}. Alors x(t) < mg pour t* < ¢t < ¢ et
x(t) = mg par continuité de x.

Pour ¢ € [t*, ], supposons que ¢ est dans les sous intervalles |t* + (k — 1)T,¢* +
kET], ke N*et k <ng+ns.

De I’équation (4.4), nous obtenons

x(t) r(t* )1 —p) " exp((k — DoT) exp(o(t — (t* + (k — 1)T)))

v

> my(1—p)(1 = p)* exp((k = 1)oT) exp(oT)

= ms(1 —p1)"exp(koT)

v

ms(1 — p1)" 1" exp(o(ng +n3)T) = m).

Cas B : t* n’est pas un point d’impulsion :
Nous avons t* # nT et x(t) > ms pour t € [ty,t*] et x(t*) = ms.
Supposons que t* €]nT,(n} + 1)T] pour un nj € N. Nous classifions deux cas

possibles :
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— Cas B1:
x(t) < mg pour t €]t*, (n} 4+ 1)T]. Dans ce cas, nous allons démontrer qu'il existe
un ty entre |(n} +1)7T, (n} +1)T +T"] tel que x(t3) > ms. Pour ce faire, supposons
le contraire, c’est a dire que z(t) < mg pour tout t €|(n} + 1)T, (n} + 1)T"+1"].
Nous avons alors, x(t) < mg pour tout ¢ €|t*, (n} + 1)T + T"].
Du systeme (4.2) avec u((n} + 1)T") = y((n} + 1)T") comme condition initiale,
nous obtenons :

B gexp((—=D +9)T)
1 — (1= p2)exp((—=D +9)
pour t €nT, (n+ 1)T], n} +1 <n <n}| + ny + n3. Comme se qui a été fait dans

ult) = (1= (al( 4 D7) 7| exp((- D)= (17

I'étape 1, du systeme (4.3), nous avons, aprés intégration
x((n] +1+n9+n3)T) > x((n} +1+ne)T)R™.
Intégrons I'équation (4.4) entre [(ny + 1)7T, (n} + 1 + ny)T1,
2((n} +1+n2)T) = ma(1 = p2)™* exp(o(ns + 1)),
Donc
(0 +14no+n3)T) = () +1))T+T") > ms(1—py)"2 ™ exp(o(ng+1)T)R™ > my

Ceci est encore une contradiction avec notre hypothese.

Soit maintenant ¢ = inf;sp{x(t) > ms}. Alors z(t) < mg pour t* < t < ¢ et
x(t) = mg. Pour t € [t*,{[, supposons que ¢ est dans les sous intervalles |n|T +
KT, n\T+ (KF+1T], ¥ eNetk<1+ny+ns.

En répétant le méme processus pécédent, vous obtenons
z(t) > ms(1 — py) ™2 exp(o(1 + ny + ng)T) = my

my < mj et donc z(t) > my pour tout t €]t*, [

— Cas B2 :
Il existe un ¢ dans |t*, (n) + 1)T] tel que x(t') > ms. Soit £ = infise{x(t) > ms},
par conséquent z(t) < mg pour t € [t*, [ et x(f) = ma.

Intégrons le systeme (4.4) entre [t*,t[ (¢ < ), nous avons

(1)

v

2(t*) exp(o(t —17))

> mgexp(oT)

v

my.
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Alors, dans les deux cas, le méme processus se répete, par conséquent z(t) > my
pour tout t > t;.
e Deuxiéme méthode

En faisant des minorations de I’équation en x, nous obtenons

7t = =) ( 0 5 iyggw + )
- (o0
= x(t) (a - g - %x(t)) :

Sachant que z(nT") = (1 — py)z(nT), choisissons un v > 0 tel que v < (1 — py).

Soit le systeme impulsif suivant :

(1) = ult) ((a - %) - %u(t)) bl
u(nTt) = yu(nT), (4.5)

u(0) = wuy.

L’équation différentielle en u donne

( R ) = dt.
ula—y—qu
Ce qui implique que,
du du
a—+pf ( R > =dt
a——-—-u
bk
Avec,
1 ax
o = e 6 = ?
a —_—
b
Nous pouvons écrire alors,
du a du
— + - =(a—-)dt
v k( € a ) ( b)
(a k"
1
Posons A = — = a — <.
« b
Aprés intégration entre 0 et ¢ nous obtenons
A
u(t) = 7 t€l0,T]

a
()\ - Euo) exp(—At) + o
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La valeur de u(T™) est
Ay

()\ - %uo) exp(—AT') + —

w(T*) = yu(T) =

De la méme fagon, quand ¢t €]T, 2T, nous obtenons
Au(TT)

<)\ _ %t(Tﬂ) exp(—A(t = T)) + u(T+)

u(t) =

Ay
<)\ - %uo) exp(—At) + (1 —7) %exp(—)\(t -T))+ %7

En répétant ce processus, nous aurons
A"

A= %uO) exp(=At) + (1 =) % exp(—At) X7y exp(RAT)74=1) + %v"

u(t) = ( :

quand ¢t €]nT, (n+1)T]. Par le théoréme de comparaison, nous déduisons que z(t) >
. e

u(t) sous ’hypothese que y <

Par conséquent, pour montrer que z(¢) > m > 0, il suffit de montrer que u(t) >

m > 0.

Pour se faire, nous devons montrer que la fonction f(t) tel que

Ft) =+ ()\ _ %uo) exp(=At) + (1= 7) ﬁexp (Z exp(EAT)* ) n

n
v k=1

Y

>

est inférieur a une constante positive, indépendemment de n. On remarque que

£t = 71 (A—%uo)exp( )\t)+(1_7)7;%1kexp (i exp(AT')y >+%
k=1

L . - (esp(\T))"

= <)\ — Eu()) exp(—At) + (1 —7) ALk exp(—At) < 1 —exp(AT)y )
exp(AT)y +%
1 u a 1 — (exp(AT)y)"

< o A\ — o exp(—nAT) + (1 —7) ey exp(—nAT) < 1 —exp(AT)y )
exp(AT) +%

La suite v,, est croissante, tend vers une constante quand n tend vers 'infini, sous
I’hypothese :
a
v <exp(=AT), > Zuo
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Donc, nous déduisons, par suite que
fy<c, ¢>o0.

En conclusion, le systeme (3.1) est permanent. Cela veut dire que les deux espéces co-

existent.



Chapitre 5

Simulations numeériques et

détermination de la valeur critique

T*

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats numériques associés a I’étude théorique
faite, au cours de ce travail. En effet, ces réalisations numériques confirment les résultats
mathématiques obtenus.

Cette valeur critique T* est solution de I’équation

bgexp(—DT) 4 c¢(1 — (1 — po) exp(—DT)) 1)
bg + c(1 — (1 — py) exp(—DT)) >_1n<1—p1) = 0.

e
F(T):aT+Eln<

Elle représente en faite un role tres important dans les conditions de la stabilité de (0, y*())
et de la permanence des solutions. En effet, nous avons :

— Si T < T* alors (0,y*(t)) est localement stable.

— Si T > T alors le systeme est permanent.

Nous allons par la suite proposer un choix des parametres du systeme (3.1) afin de

déterminer une valeur approchée de T™.

5.1 Schéma numérique

Comme nous 'avons dit précédemment, la fonction F(T") possede une solution de

I'équation F'(T) = 0, notée T*. En effet, Cette fonction est continue, dérivable sur [0, +oo|
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car c’est la composée de fonctions continues et dérivables. De plus,

1 .
F(O)z—ln(l_p1> <0 et TEIEOOF(T)—Jroo.

Le théoreme des valeurs intermédiaires assure alors I'existence de ce T* sur [0, +o0.
Proposons un simple schéma numérique basé sur la méthode de dichotomie, donné

comme suit :
1. calcul de zéro de la fonction F(T') entre deux points a et b.
2. Donnés : F, a, b, une précision epsilon, un nombre d’itération maximal 7.y.
3. a, =a, b, =b.

4. Tant que n < Ny

an+bn

5. Ty = g

6. Si |F(x,)| < epsilon alors la solution est x,.

Sinon
7. Si F(a,)F(x,) <0 alors x, = b,

8. Sinon z,, = a,

Retour a I’étape 4.

Proposons un choix des parametres comme suit :
a=7, b=0001,c=1 d=02, e=1.1, k=165

m=1.045, pl = 0.1, p2 =0.01, ¢ =5, 2 = 1.5, yo = L.5.

A T'aide d’un programme MATLAB décrivant la méthode dichotomique, La valeur de T
est 4.1174.
Le graphe (5.1) représentant la fonction F', avec le choix des parametres proposé

précédemment.

5.2 Simulation numérique du systeme

Il est nécessaire de faire suivre une étude mathématique par des simulations numériques
afin de confirmer celle ci. Nous allons garder le méme choix des parametres cité dans la

section précédente.
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D’une part, les deux graphes de la figure (5.2) montrent que la densité des proies
s’annule avec le temps et celle des prédateurs tends vers une solution périodique cité dans
le lemme (3.3.1). Ceci est pour une période T" inférieur a 7.

D’autre part, les deux graphes de la figure (5.3) montrent que la solution de (3.1) est
permanente, selon le théoreme (4.1), ainsi, la densité des proies ne tends plus vers 0. Ceci

est pour un choix de T supérieur a 1.

5.3 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons obtenu la valeur critique T, pour un choix des pa-
rametres précis. Notons que si on propose un autre choix des parametres, I’étude resterait
la méme.

Dans une deuxieme partie, nous avons présenté les simulations numériques du systeme

(3.1), pour les cas T' < T™ (stabilité de (O,y*(t))) et T > T* (permanence des solutions).

5.4 Liste des figures
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F(T)

Graphe de la fonction F' avec

a=7b=0001, c=1,d=02 e=1.1, k=165 m=1.045, pl =0.1, p2 =0.01, =5

FIGURE 5.1
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(a) Densité des proies avec T =3.9  (b) Densité des prédateurs avec T = 3.9

FIGURE 5.2
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(a) Densité des proies avec T'=6  (b) Densité des prédateurs avec 7' = 6

FIGURE 5.3



Chapitre 6

Conclusion générale

Au cours de ce mémoire, nous avons vu l'effet des perturbations impulsives sur un mo-
dele proie prédateur (x(t),y(t) respectivement), avec une fonction de réponse de Bedding-
ton DeAngelis. Nous avons démontré l'existence d’une solution périodique y*(¢) stable,
représentant la densité des prédateurs, en absence des proies. Pour se faire, nous avons
fait appel a la théorie de Floquet. Ainsi, sous la condition suivante

bgexp(—DT) + ¢(1 — (1 — p2) exp(—DT)) 1
bg + ¢(1 = (1 = pa) exp(=DT)) ><ln<1—P1>’

e
T+ —1
a +bDn<

la solution (0,y*(t)) est localement stable.

Dans une deuxieme partie de ce mémoire, nous avons démontré la permanence des
solutions du systeme, en utilisant deux méthodes. Par conséquent, le syseme est permanent
sous les conditions données par les expréssions suivantes :

e bgexp(—DT) + ¢(1 — (1 — py) exp(—DT)) N 1
! ( bg+ (1 — (1 — pa) exp(—DT)) >>1 (1—p1>’

a > %, v <exp(=AT), A> %uo

Ceci est en utilisant des calculs de limites, le théoréme de comparaison et la démonstration
par absurde.

Les résultats obtenus via ce type de systéme sont trés intéressants pour controler et
surtout éradiquer I’ensemble des ravageurs. Contrairement au systeme identique sans effet
d’impulsion, qui n’admet pas un équilibre (0,y, ) et I’équilibre (0,0) est instable.

En conclusion, le probleme de ’arrivage massive des insectes ravageurs peut étre résolu

en choisissant une période d’injection bien précise.
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