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Chapitre 1

Introduction générale

La nature est riche de nombreux phénomènes basés sur les relations entre les espèces

et leurs milieux. L’observation de cette complexité ne permet plus à l’intuition d’en com-

prendre le fonctionnement ni de prévoir l’évolution. Pour cela, les chercheurs se sont

intéressés, depuis longtemps, à trouver une loi mathématique qui régit le phénomène ob-

servé. Cette dernière devra en fait représenter et décrire la réalité. Ceci fournit à la fin

un système appelé modèle mathématique. Un modèle mathématique décrivant ce type de

phénomènes est généralement basé sur les équations différentielles. Celles-ci expriment le

lien entre la taille de la population représentée par une quantité inconnue, et sa dérivée

en temps.

La dynamique des populations est une discipline qui consiste à déterminer la densité

des population au cours du temps. Dans ce contexte, beaucoup de modèles mathématiques

ont été proposés afin de décrire le comportement des différentes espèces d’une population

et les relations entre eux, par exemple les modèles des proies-prédateurs. Parmi les pre-

miers chercheurs qui ont développé cette théorie sont Lotka et Volterra (1925-1926) en

considérant un modèle proie-prédateur défini par un système d’équations différentielles

ordinaires. Ce système décrit la prédation, la croissance et la mortalité. Il est de la forme :










x′ = rx− axy,

y′ = −Dy + eaxy.

Après, plusieurs modifications ont été faites, afin d’améliorer la description écologique

et la rendre plus réaliste. Par ailleurs, il y a des modèles proies-prédateurs sous formes

d’équations impulsives. Une équation différentielle impulsive est une combinaison d’un

processus continu décrit par une équation différentielle ordinaire et des sauts instantanés
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de l’état appelés impulsions. Le phénomène d’impulse a été observé dans certains processus

naturels. Par exemple, en physique, en dynamique des populations, en biotechnologie, en

économie, etc. Ceci a ramené les scientifiques à s’intéresser à l’étude de ce type d’équations.

Dans ce mémoire, nous allons présenter un modèle proie-prédateur, donné par un sys-

tème dynamique impulsif, proposé par H.K. Baek [12]. Nous allons par la suite étudier

mathématiquement ce modèle. D’une part, Il s’agit de la détermination d’une solution

périodique et d’étudier sa stabilité. D’autre part, nous allons vérifier la permanence sous

certaines conditions. A la fin, une présentation numérique est associée pour confirmer les

résultats théoriques. Le plan de ce mémoire est donné comme suit :

Chapitre 2 :Des résultats mathématiques nécessaires pour la suite de ce mémoire. No-

tamment, nous exposons la théorie des équations impulsives, la théorie de Floquet ainsi

que le théorème de contraction de Banach, menés par des exemples explicatifs.

Chapitre 3 :L’étude mathématique d’un système de proie-prédateur impulsif avec une

fonction de réponse de type Beddington DeAngelis. Dans ce chapitre, nous montrons

d’abord la positivité et la bornitude. Ensuite, nous calculons la solution périodique du

système et nous montrons qu’elle est stable sous certaines conditions.

Chapitre 4 :Nous vérifions, dans ce chapitre, la permanence de la solution du système

proposé, sous autres conditions.

Chapitre 5 :Nous exposons des simulations numériques qui prouvent tous les résultats

trouvés dans les chapitres précédents.



Chapitre 2

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite

de ce mémoire. Notamment, nous nous intéréssons à la théorie des équations impulsives

et la théorie de Floquet, ainsi que le théorème de contraction de Banach.

2.1 Espace des fonctions continues par morceaux

Nous exposons, dans ce paragraphe, la définition d’une fonction continue par morceau

([6]) suivie par deux exemples explicatifs.

Définition 2.1.1 Soit θ = (θk)k∈N une suite de nombres réels strictement croissante dans

I =]t0,+∞[, telle que

|θk| → ∞ quand k → ∞, k ∈ N.

On dit que la fonction f : I → R appartient à l’espace PC(I,R) si :

– f est continue sur chaque intervalle ]θk, θk+1[.

– f possède une limite à droite f(θ+
k ) = limt→θ+

k
f(t) et la limite à gauche f(θ−

k ) =

limt→θ−

k
f(t) existe telle que f(θ−

k ) = f(θk).

De même, f est dite dans l’espace PC1(I,R) si f et f ′ appartiennent à PC(I,R). (Voir

[5],[6],[7])
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Exemples : Soient par exemple les fonctions f et g définies par :










f(t) = t+ 1, si t 6= n

f(n+) = f(n) + 2.











f(t) = 1/2, si t 6= exp n

f(exp(n+)) = f(exp(n)) + 2.

2.2 Équations différentielles impulsives

De nos jours, les systèmes impulsifs sont devenus, de plus en plus, importants dans

certains processus réels et phénomènes naturels. Par exemple, en physique, en dynamique

des populations, en biotechnologie, en économie, etc.

La théorie des équations différentielles impulsives a été initiée par A. Mishkis et V.

D. Mil’man en 1960. Le développement de cette théorie était relativement lent à cause

de la difficulté de manipulation de telles équations. Après, beaucoup de chercheurs ont

participé à l’enrichissement de cette théorie où ils lancèrent différentes études sur ce sujet

et beaucoup de résultats ont été obtenus dès lors.

Définition 2.2.1 (Description des systèmes impulsifs) Une équation différentielle

impulsive représente une combinaison d’un processus continu décrit par une équation dif-

férentielle ordinaire et des sauts instantanés de l’état appelés impulsions.

Dans ce mémoire, on s’intéresse à une équation impulsive avec des impulsions fixés,

de la forme :


























u′(t) = F (u(t)) , t 6= ti

u(t+i ) = J(u(ti)) , i ∈ N
∗

u(t+0 ) = u0

(2.1)

Où, F : Ω ⊂ R
N → R

N , avec Ω est un domaine de R
N , J : Ω ⊂ R

N → R
N sont des

fonctions continues.

Toute solution u(t) du système (2.1) vérifie :

– limt→0+ u(t) = u0 = u(0+).

– Lorsque t ∈]t0,+∞[, t 6= ti alors u′(t) = F (u(t)).

– u(t−i ) = u(ti) et u(t+i ) = J(u(ti)), i ∈ N.
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2.3 Solutions explicites d’équations différentielles

impulsives

Comme les équations différentielles ordinaires, il existe des équations impulsives qui

peuvent être résolues dont la solution est une fonction continue par morceau.

2.3.1 Exemples

Ici, nous présentons deux exemples pour la bonne compréhension de ce type d’équa-

tions.

Exemple 1 :


























u′(t) = αu(t), si t ∈]tn, tn+1], n ∈ N,

u(t+n ) = u(tn) + β, β ∈ R,

u(0+) = u0.

(2.2)

Pour trouver la solution du système (2.2), il faut résoudre l’équation sur chaque sous

intervalle ]tn, tn+1] :

– Si t ∈]0, t1], alors,

u(t) = u0 exp(αt).

– Si t ∈]t1, t2], nous savons que

u(t+1 ) = u0 exp(αt1) + β.

Donc,

u(t) = u(t+1 ) exp(t− t1)

= (u0 exp(αt1) + β) exp(α(t− t1)).

– Si t ∈]t2, t3], de ce qui précède, nous avons

u(t+2 ) = u0 exp(αt2) + β exp(t2 − t1) + β.

Donc,

u(t) = u(t+2 ) exp(t− t2)

= u0 exp(αt) + β exp(t− t1) + β exp(α(t− t2)).
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De la même façon, sur ]tn, tn+1], nous obtenons

u(t) = u0 exp(αt) + β exp(α(t− t1)) + β exp(α(t− t2)) + . . .+ β exp(α(t− tn)).
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Solution exacte du système (2.2)

Exemple 2 :


























u′(t) = α, si t ∈]tn, tn+1], n ∈ N,

u(t+n ) = βu(tn), β ∈ R,

u(0+) = u0.

(2.3)

En resolvant le système (2.3) sur chaque sous intervalle ]tn, tn+1], nous trouvons :

– Si t ∈]0, t1], alors,

u(t) = αt+ u0.

– Si t ∈]t1, t2], on a

u(t+1 ) = β(αt1 + u0).

Alors,

u(t) = α(t− t1) + u(t+1 )

= α(t− t1) + β(αt1 + u0).
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– Si t ∈]t2, t3], nous avons

u(t+2 ) = αβ(t2 − t1) + β2(αt1 + u0).

Nous trouvons alors,

u(t) = α(t− t2) + αβ(t2 − t1) + β2(αt1 + u0).

En répétant le processus, nous obtenons

u(t) = α(t− tn) + αβ(tn − tn−1) +αβ2(tn−1 − tn−2) + · · · + αβn−1(t2 − t1) + βn(αt1 + u0),

quand t ∈]tn, tn+1].
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Solution exacte du système (2.2)

2.3.2 Existence locale et unicité

Dans ce paragraphe, nous allons citer le théorème qui assure l’existence locale et

l’unicité de la solution du système (2.1) (Voir[6]).

Théorème 2.3.2.1 Si la fonction F est continue sur Ω ∈ R
N , alors pour toute condition

initiale u0, il éxiste un α > t0 telle que

u :]t0 − α, t0 + α[→ R
N ,

est une solution du système (2.1).

Si de plus, F est localement lipschitzienne en u alors cette solution est unique.
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2.3.3 Bornitude

Définition 2.3.3.1 On dit que la solution du système (2.1) est bornée, s’il existe un

M > 0 tel que,

||u(t)|| ≤ M, ∀t ≥ 0.

2.4 Résultats fondamentaux pour les systèmes im-

pulsifs

Dans cette partie, nous énonçons quelques résulats et définitions importants, pour ce

type d’équations.

Soient

R+ = [0,+∞[ et R
n
+ = {x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ∈ R

n : xi(t) ≥ 0, ∀i = 1 . . . n}.

Définition 2.4.1 Soit V : R+ × R
n
+ → R+, V est dite de la classe V0 si :

1. V est continue sur l’intervalle (nT, (n+ 1)T ] × R
n
+ et

lim
(t,y)→(nT,x)

t>nT

V (t, y) = V (nT+, x)

existe.

2. V est localement lipschitzienne en x.

Définition 2.4.2 Soient V ∈ V0, (t, x) ∈ (nT, (n + 1)T ] × R
n
+. La dérivée à droite de

V (t, x) respectivement au système (2.1) est définie comme suit :

D+V (t, x) = lim sup
h→0+

1
h

[V (t+ h, x + hF (t, x)) − V (t, x)].

Théorème 2.4.1 (Théorème de comparaison) Soit V ∈ V0 et considérons le système

suivant :










D+V (t, x) ≤ g(t, x), t 6= nτ

V (t, x) ≤ ψn(V (t, x)), t = nτ
(2.4)

Où : g : R+ × R+ → R une fonction continue sur (nτ, (n+ 1)τ ] × R+ et pour u(t) ∈ R+,

n ∈ N, lim(t,y)→(nτ+,u) g(t, y) = g(nτ+, u) existe, ψn : R+ → R+ est croissante. Soit r(t) la
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solution maximale du système différentiel impulsif suivant :



























u′(t) = g(t, u(t)), t 6= nτ

u(t+) = ψn(u(t)), t = nτ

u(0+) = u0

(2.5)

qui existe sur [0,+∞[.

Alors, V (0+, x0) ≤ u0 implique V (t, x) ≤ r(t), t ≥ 0, où x(t) est une solution du système

(2.4).

2.5 Notion de stabilité

La notion de stabilité nous permet de savoir le comportement de la solution lorsque

le temps devient grand.

Pour cela, considérons le système suivant :


























x′(t) = F (x(t)), t 6= ti, i ∈ N,

x(t+i ) = J(x(ti)),

x(t+0 ) = x0.

(2.6)

Définition 2.5.1 (Voir[6]) Soit x0(t) = x(t, t0, y0) une solution du système (2.6) qui

existe pour tout t ≥ t0. Cette solution est dite :

– Stable si pour tout ǫ > 0 et t0 ∈ R
+, il existe un δ = δ(t0, ǫ) tel que, pour toute autre

solution x(t) = x(t, t0, x0),

|x0 − y0| < δ =⇒ |x(t) − x0(t)| < ǫ, pour tout t ≥ t0.

– Uniformément stable si δ est indépendante de t0.

– Asymptotiquement stable si elle est stable et s’il existe un δ0 = δ0(t0) tel que, pour

toute autre solution x(t) = x(t, t0, x0),

|x0 − y0| < δ0 =⇒ lim
t→∞

|x(t) − x0(t)| = 0.

– Uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et pour tout

ǫ > 0 il existe un δ0 > 0 indépendant de t0 et un T (ǫ) tel que,

|x0 − y0| < δ =⇒ |x(t) − x0(t)| < ǫ, pour t ≥ t0 + T (ǫ).



2.6. Théorie de Floquet 11

– instable s’il existe un ǫ0 > 0 et t0 ∈ R
+, tel que pour tout δ0 il existe une solution

yǫ(t), |x0 − yδ(t0)| < δ et il existe un temps t1 tel que |x0(t1) − yδ(t1)| ≥ ǫ0.

2.6 Théorie de Floquet

La théorie de Floquet est un outil essentiel pour étudier le comportement des solutions

des systèmes périodiques définis par l’équation x′(t) = A(t)x(t), où A est une matrice

périodique.

Théorème 2.6.1 (Voir[5]) Soit le système différentiel linéaire impulsif et périodique

suivant :










dx

dt
= A(t)x(t), t 6= τk, t ∈ R,

x(t+) = x(t) +Bkx(t), t = τk, k ∈ Z.
(2.7)

Mettons les hypothèses suivantes :

a) A(.) ∈ PC(Cn×n,R) et A(t+T ) = A(t) où Cn×n est l’ensemble des matrices (n×n).

b) Bk ∈ Cn×n et det(I +Bk) 6= 0, I la matrice identité, τk < τk+1 (k ∈ Z).

c) Il existe un q ∈ N tel que Bk+q = Bk, τk+q = τk + T, (k ∈ Z).

Soit φ(t) une matrice fondamentale du (2.7), alors il éxixte une matrice constante M ∈

Cn×n unique telle que :

φ(t+ T ) = φ(t)M, t ∈ R.

La matrice M est appelée matrice de monodromie.

Ces matrices sont semblables ayant les mêmes valeurs propres :µ1, . . . , µn appelées multi-

plicateurs de Floquet.

Sous les conditions précédentes, on dit qu’une solution du système (2.7) est :

– stable si et seulement si tout les multiplicateurs µj, j = 1, . . . , n de (2.7) vérifient

|µj| ≤ 1.

– asymptotiquement stable si et seulement si |µj| < 1, j = 1, . . . , n

– instable si |µj| > 1 pour un j = 1, . . . , n.

2.7 Théorème de point fixe de Banach

Ce théorème est dit principe de l’application contractante, il est la base de la théorie du

point fixe. Ce principe garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute application
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contractante d’un espace métrique complet dans lui même.

Définition 2.7.1 (Point fixe) Soit f une application d’un ensemble E dans lui même.

On appelle point fixe de f tout point u ∈ E tel que,

f(u) = u.

Théorème 2.7.1 (Principe de contraction de Banach(Voir [8])) Soit (E, d) un

espace métrique complet, et f : E → E une contraction stricte, c’est-à-dire qu’il existe

k ∈]0, 1[ tel que,

∀(x, y) ∈ E, d(f(x), f(y)) ≤ k d(x, y).

Alors f possède un unique point fixe.

En outre, si on se donne un x0 ∈ E et si on définit par récurrence la suite xm+1 = f(xm)

alors xm tend vers cet unique point fixe quand m tend vers l’infini.

De plus,

d(xm, x) ≤
kn

1 − k
d(x1, x0),

x étant le point fixe de f .



Chapitre 3

Etude qualitative d’un modèle

impulsif de type proie prédateur

3.1 Introduction

Les systèmes proies-prédateurs ont fait l’objet de plusieurs études mathématiques. En

fait, Lotka et Volterra (1925-1926) sont les premiers qui ont proposé un modèle mathé-

matique de deux populations en interaction, donné par un système de deux équations

différentielles ordinaires. Chaque équation est décomposée en une somme de deux termes,

le premier correspondant à la croissance de la population isolée et le second terme repré-

sentant les intéractions entre les deux populations.

Lotka et Volterra ont décrit cette dynamique par le système :










x′ = rx− axy,

y′ = −Dy + eaxy.

Il est usuel de considérer le nombre de proies consommé par un seul prédateur par

unité de temps, appelé aussi fonction de réponse. Dans le modèle ci-dessus, la fonction de

réponse φ(x, y) est la suivante :

φ(x, y) =
axy

y
= ax

Cependant, il est évident que cette fonction n’est pas réaliste. En effet, il y a toujours une

limitation de nombre de proies consommées par un prédateur, même si leur densité est

très grande.
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Quelques années plus tard, beaucoup de mathématiciens se sont intéressés à ce type de

systèmes, en considérant plusieurs formes de fonction de réponse. Ceci est afin d’améliorer

la modélisation et de bien décrire la réalité.

Néanmoins, beaucoup de phénomènes naturels en écologie, en économie etc, sont sou-

mis à des perturbations qui provoquent un changement brusqué au système. La meilleur

modélisation de tels phénomènes est par les systèmes différentiels impulsifs. Beaucoup de

recherches ont été récemment faites dans ce domaine [9],[10],[11].

Dans ce mémoire, nous étudions le comportement dynamique d’un système impulsif de

type proie-prédateur, de dimension deux, avec une fonction de réponse de type Beddington

DeAngelis [1],[2],[4]. Cette dernière est similaire à celle de Holling II
(

φ(x, y) =
ax

x+ c

)

mais elle contient un terme supplémentaire décrivant l’interférence mutuelle entre préda-

teurs [3]. En effet, le prédateur passe un temps à chercher, manger des proies et manipuler

ses concurrents. Elle est de la forme :

φ(x, y) =
ex

by + x+ c
.

Considérons ici la proie comme un insecte ravageur (par exemple les pucerons) et le

prédateur comme ennemi naturel de proie (la coccinelle).

Dans ce mémoire, nous allons étudier le modèle impulsif suivant (voir [12]) :































































x′(t) = ax(t)

(

1 −
x(t)
k

)

−
ex(t)y(t)

by(t) + x(t) + c
,

y′(t) = −Dy(t) +
mx(t)y(t)

by(t) + x(t) + c
,



















t 6= nT.

x(t+) = (1 − p1)x(t)

y(t+) = (1 − p2)y(t) + q











t = nT.

(x(0+), y(0+)) = (x0, y0).

(3.1)

L’étude mathématique a le but de réduire la densité des insectes nuisibles dans un milieu

naturel. En effet, la présence des ravageurs cause souvent des problèmes écologiques et

économiques graves, par exemple : dessèchement des feuilles, blocage de développement

des plantes. Ceci apporte une perte de rendement considérable.

Il existe plusieurs façons pour lutter contre ces proies dont la lutte chimique et la lutte

biologique.

Lutte chimique : consiste à utiliser des pesticides.

Lutte biologique : une alternative moins nocive où on utilise des organismes vivants
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appelés ennemis ou prédateurs naturels.

Ces manières de lutte sont discontinues et périodiques.

Le modèle proposé tient en compte tout ce qui a été expliqué précédemment. En effet,

dans chaque impulsion, la densité des proies (respectivement des prédateurs) diminue

avec un taux p1 (respectivement p2) à cause de l’injection des pesticides (Lutte chimique).

Ainsi, dans la même période, un nombre q de prédateur est rajouté (Lutte biologique).

Les deux équations différentielles de (3.1) décrivent la dynamique des deux populations.

Les paramètres du modèle sont représentés dans le tableau suivant :

Paramètre Déscription

p1, p2 La proportion des individus qui meurent à cause de la lutte, ils sont entre 0 et 1.

q Le stock des prédateurs.

k La capacité limite.

a Le taux de croissance des proies.

D Le taux de mortalité naturelle des prédateurs.

b Le taux de rencontre et de manipulation d’un autre prédateur.

c La protection dont la proie bénéficie grâce à l’environnement.

e Le taux de prédation.

m Le taux de conversion.

3.2 Positivité et bornitude

Il est très intéressant de démontrer la positivité et la bornitude de la solution d’un

système dynamique. Ceci pour vérifier que le problème est bien posé. C’est ce que nous

allons faire dans cette partie.

3.2.1 Positivité

Dans ce qui suit, nous allons voir que pour toute condition initiale positive, la solution

restera positive.

Lemme 3.2.1.1 Soit x(t) = (x(t), y(t)) la solution du système (3.1),

i) Si x(0+) ≥ 0 alors x(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0.

ii) Si x(0+) > 0 alors x(t) > 0, ∀t ≥ 0.
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Démonstration Du système (3.1), on a :


















x′

x
= a

(

1 −
x

k

)

−
ey

by + x+ c
y′

y
= −D +

mx(t)
by(t) + x(t) + c

Si on intègre ces deux équations entre 0 et t, t < T, on trouve :

x(t) = x(0+) exp

(

∫ t

0

(

a(1 −
x

k
) −

ey

by + x+ c

)

dt

)

,

y(t) = y(0+) exp

(

∫ t

0

(

−D +
mx(t)

by(t) + x(t) + c

)

dt

)

.

Si la condition initiale (x(0+), y(0+)) est positive alors la solution x(t) sera positive dans

le premier intervalle (0, T ] et puisque x(nT+) sont tous positives, ∀n ≥ 1, on aura alors

la positivité de la solution du système (3.1), ∀t ≥ 0.

3.2.2 Bornitude des solutions

Maintenant, nous montrons la bornitude du système.

Proposition 3.2.2.1 Il éxiste un M > 0 tel que x(t), y(t) ≤ M , ∀t ≥ 0, où (x(t), y(t))

est solution du système (3.1).

Démonstration Soit x(t) = (x(t), y(t)) une solution du système (3.1) et

V (t) = V (t,x) =
m

e
x(t) + y(t)

appartenant à V0 (voir préliminaire).

On a alors si t 6= nT :

D+V + βV = −
ma

ek
x(t)2 +

m

e
(a+ β)x(t) + (β −D)y(t)

≤ −
ma

ek
x(t)2 +

m

e
(a+ β)x(t), si β < D (3.2)

Nous pouvons montrer facilement que le deuxième membre de (3.2) est borné, en effet :

La fonction f(x) = −
ma

ek
x2 +

m

e
(a+ β)x, atteint son maximum en

x∗ =
k

2a
(a+ β).

Donc,

f(x) ≤ f(x∗) =
mk

4ea
(a+ β)2 = M0.
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Ainsi,

V (nT+) =
m

e
x(nT+) + y(nT+)

= (1 − p1)
m

e
x(nT ) + (1 − p2)y(nT ) + q

≤ V (nT ) + q.

En plus

V (0+) =
m

e
x(0+) + y(0+).

En choisissant un 0 < β < β0 < D, nous pouvons écrire le système suivant :










D+V ≤ −β0V +M0, sit 6= nT,

V (nT+) ≤ V (nT ) + q.

Maintenant, appliquons le théorème (2.4.1) et résolvons le système suivant :


























u′(t) = −β0u(t) +M0, t 6= nT

u(nT+) = u(nT ) + q,

u(0+) = V (0+).

L’équation u′(t) = −β0u(t) +M0 donne

(u exp(β0t))′ =
(

M0

β0

exp(β0t)
)

′

.

Intégrons cette équation sur chaque intervalle ]nT, (n + 1)T ] :

– Si t ∈]0, T ], alors,

u(t) exp(β0t) = u(0+) +
M0

β0
exp(β0t) −

M0

β0
.

Donc,

u(t) =
(

u(0+) −
M0

β0

)

exp(−β0t) +
M0

β0
.

– Si t ∈]T, 2T ], nous avons

u(T+) = u(T ) + q =
(

u(0+) −
M0

β0

)

exp(−β0T ) +
M0

β0
+ q.

Donc,

u(t) exp(β0t) = u(T+) exp(β0T ) +
M0

β0
exp(β0t) −

M0

β0
exp(β0t).

Nous obtenons alors,

u(t) =
(

u(0+) −
M0

β0

)

exp(−β0t) + q exp(−β0(t− T )) +
M0

β0
.



3.3. Solution périodique du modèle sans proies 18

– Si t ∈]2T, 3T ], au vu de ce qui précède

u(2T+) = u(2T ) + q =
(

u(0+) −
M0

β0

)

exp(−2β0T ) + q exp(−β0T ) +
M0

β0

+ q.

En intégrant, nous trouvons

u(t) exp(β0t) = u(2T+) exp(2β0T ) +
M0

β0
exp(β0t) −

M0

β0
exp(2β0T ).

Alors,

u(t) =
(

u(0+) −
M0

β0

)

exp(−β0t) + q exp(−β0(t− T )) + q exp(−β0(t− 2T )) +
M0

β0
.

– En répétant le processus, nous obtenons

u(t) =
(

u(0+ −
M0

β0

)

exp(−β0t) + q exp(−β0(t− T )) + q exp(−β0(t− 2T )) +

+ · · · + q exp(−β0(t− nT )) +
M0

β0
, quand t ∈]nT, (n + 1)T ],

=
(

u(0+) −
M0

β0

)

exp(−β0t) + q exp(−β0t)
(

exp(β0T ) + · · · + exp(nβ0T )
)

+
M0

β0

=
(

u(0+) −
M0

β0

)

exp(−β0t) + q exp(−β0(t− nT ))

(

1 − exp(−nβ0T )
1 − exp(−β0T )

)

+
M0

β0
.

D’aprés le théorème (2.4.1), on conclut

V (t) ≤
(

V (0+) −
M0

β0

)

exp(−β0t) + q exp(−β0(t− nT ))

(

1 − exp(−nβ0T )
1 − exp(−β0T )

)

+
M0

β0

≤
(

V (0+) −
M0

β0

)

+ q

(

1 − exp(−nβ0T )
1 − exp(−β0T )

)

+
M0

β0

≤ V (0+) + q

(

1 − exp(−nβ0T )
1 − exp(−β0T )

)

≤ C, (Cconstante positive).

Par conséquent, toute solution (x(t), y(t)) du système (3.1) vérifie x(t) ≤ M, y(t) ≤ M ,

∀ t ≥ 0.

Il ressort des deux théorèmes précèdents que le système (3.1) est bien posé.

3.3 Solution périodique du modèle sans proies

Biologiquement, il est important de réduire et d’éradiquer le nombre de ravageurs

dans un milieu naturel. D’un point de vue mathématique, ceci revient à la recherche de

la solution (0, y∗(t)).
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Pour cela, considérons, en absence des proies, le système différentiel impulsif suivant :


























y′(t) = −Dy(t), t 6= nT,

y(nT+) = (1 − p2)y(nT ) + q

y(0+) = y0.

(3.3)

Lemme 3.3.1 Le système (3.3) possède les propriétés suivantes :

1. y∗(t) est solution positive et périodique du système tel que,

y∗(t) =
q exp(−D(t− nT ))

1 − (1 − p2) exp(−DT )
, t ∈]nT, (n + 1)T ], n ∈ N,

avec :

y∗(0+) =
q

1 − (1 − p2) exp(−DT )
.

2. y(t) = (1 − p2)n

(

y0 −
q exp(−DT )

1 − (1 − p2) exp(−DT )

)

exp(−Dt) + y∗(t) est la solution du

système avec y0 ≥ 0, t ∈]nT, (n + 1)T ].

3. |y(t) − y∗(t)| → 0 quand t → +∞.

Démonstration

1. Sachant que y(nT+) est la condition initiale de l’intervalle ]nT, (n+1)T ], il est facile

de voir que

y(t) = y(nT+) exp(−D(t− nT ))

= ((1 − p2)y(nT ) + q) exp(−D(t− nT )).

Nous obtenons la valeur de y(nT ) à partir de l’intervalle qui précède, ](n−1)T, nT ],

y(nT ) = ((1 − p2)y((n− 1)T ) + q) exp(−DT ).

Posons un = y(nT ) et donc,

un = ((1 − p2)un−1 + q) exp(−DT )

= F (un−1).

Pour que F admette un point fixe, d’aprés le théorème de Banach (voir préliminaire),

il faut vérifier que F est contractante. Nous avons

|F (un) − F (u′

n)| = |((1 − p2)un) + q) exp(−DT ) − ((1 − p2)u′

n) + q) exp(−DT )|

= (1 − p2) exp(−DT ) |un − un−1|.
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Comme le coefficient (1−p2) exp(−DT ) appartient à l’intervalle ]0, 1[, alors F définit

une fonction contractante, donc elle admet un point fixe unique, c’est à dire,

y(nT ) = ((1 − p2)y(nT ) + q) exp(−DT ).

Ce qui donne

y(nT ) =
q exp(−DT )

1 − (1 − p2) exp(−DT )
.

Par conséquent, la solution périodique y∗(t) du système (3.3), est donnée par :

y∗(t) =
q exp(−D(t− nT ))

1 − (1 − p2) exp(−DT )
, t ∈]nT, (n + 1)T ], n ∈ N.

Avec

y∗(0+) = y∗(nT+)

= (1 − p2)y∗(nT ) + q

= (1 − p2)
q exp(−DT )

1 − (1 − p2) exp(−DT )
+ q

=
q

1 − (1 − p2) exp(−DT )
.

2. Pour résoudre le système (3.3), nous exposons la solution sur chaque intervalle

]nT, (n+ 1)T ] :

– Si t ∈]0, T ] alors,

y(t) = y0 exp(−Dt).

– Si t ∈]T, 2T ], nous avons bien

y(T+) = (1 − p2)y0 exp(−DT ) + q.

Donc,

y(t) = y(T+) exp(−D(t− T ))

= (1 − p2)y0 exp(−Dt) + q exp(−D(t− T )).

– Si t ∈]2T, 3T ], de ce que précède, nous avons

y(2T+) = (1 − p2)y(2T ) + q

= (1 − p2)2y0 exp(−2DT ) + q(1 − p2) exp(−DT ) + q.

Alors,

y(t) = y(2T+) exp(−D(t− 2T ))

= (1 − p2)2y0 exp(−Dt) + q(1 − p2) exp(−D(t− T )) + q exp(−D(t− 2T )).
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– De la même façon, sur ]nT, (n + 1)T ], nous obtenons

y(t) = (1 − p2)ny0 exp(−Dt) + q(1 − p2)n−1 exp(−D(t− T )) + · · · +

+q(1 − p2) exp(D(t− (n− 1)T )) + q exp(−D(t− nT ))

= (1 − p2)ny0 exp(−Dt) + q(1 − p2)n exp(−Dt)

(

exp(DT )
(1 − p2)

+
exp(2DT )
(1 − p2)2

+

+ · · · +
exp(nDT )
(1 − p2)n

)

= (1 − p2)ny0 exp(−Dt) + q(1 − p2)n exp(−Dt)

(1 −
(

exp(DT )
1−p2

)n

1 − exp(DT )
1−p2

exp(DT )
1 − p2

)

= (1 − p2)ny0 exp(−Dt) + q(1 − p2)n exp(−Dt)

(

(1 − p2)n − exp(nDT )
1 − p2 − exp(DT )

exp(DT )
(1 − p2)n

)

= (1 − p2)ny0 exp(−Dt) + q exp(−Dt)

(

(1 − p2)n − exp(nDT )
(1 − p2) exp(−DT ) − 1

)

= (1 − p2)n

(

y0 exp(−Dt) −
q exp(−Dt)

1 − (1 − p2) exp(−DT )

)

exp(−Dt) + y∗(t).

3. |y(t) − y∗(t)| = |(1 − p2)n

(

y0 exp(−Dt) −
q exp(−Dt)

1 − (1 − p2) exp(−DT )

)

exp(−Dt)| →

0 quand t → +∞.

3.4 Stabilité locale

Dans cette partie, nous exposons les conditions de la stabilité locale de la solution

(0, y∗(t)) du système (3.1), en utilisant le théorème (2.6.1), cité dans le chapitre prélimi-

naire.

Ceci est très intéressant dans le coté biologique, car il donne une solution pour réduire

la densité des insectes nuisibles.

Théorème 3.4.1 Si

aT +
e

bD
ln

(

bq exp(−DT ) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

)

< ln

(

1
1 − p1

)

,

alors (0, y∗(t)) est localement asymptotiquement stable.

Démonstration Nous linéarisons au voisinage de (0, y∗(t)), en posant le changement

suivant










u = x− 0,

v = y − y∗.
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Où u et v sont des perturbations au voisinage de 0. Trouvons par la suite, le système

liniarisé que vérifient u et v :

v′ = (y − y∗)′ = −Dy +
mxy

by + x+ c
+Dy∗

= −Dv + f(x, y)

= −Dv + [f(x, y) − f(0, y∗)]

= −Dv + [(x− 0)fx(0, y∗) + (y − y∗)fy(0, y∗)]

= −Dv +
[

u
my∗(by∗ + c)

(by∗ + c)2
+ 0

]

= −Dv + u
my∗

by∗ + c
.

De même,

u′ = x′ = ax−
a

k
x2 −

exy

by + x+ c

= au− g(x, y)

= au− [g(x, y) − g(0, y∗)]

= au− [(x− 0)gx(0, y∗) + (y − y∗)gy(0, y∗)]

= au−
[

u
ey∗(by∗ + c)
(by∗ + c)2

+ 0
]

= au− u
ey∗

by∗ + c
.

Nous obtenons alors le système linéarisé suivant :


















u′ = au− u
ey∗

by∗ + c
,

v′ = −Dv + u
my∗

by∗ + c
.

Il existe une matrice fondamentale de telle sorte,






u(t)

v(t)





 = φ(t)







u(0)

v(0)





 , 0 ≤ t ≤ T.

Où φ(t) vérifie

dφ

dt
=







a− ey∗

by∗+c
0

my∗

by∗+c
−D





φ(t).

Et φ(0) = I est la matrice identité. La linéarisation des équations d’impulsions donne






u(nT+)

v(nT+)





 =







1 − p1 0

0 1 − p2













u(nT )

v(nT )





 = (Bn + I)







u(nT )

v(nT )





 .
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Avec det(I +Bk) 6= 0.

D’aprés le théorème (2.6.1) cité dans le chapitre précédent, la matrice de monodromie M

est exprimée comme suit

M =







1 − p1 0

0 1 − p2





φ(T ).

Les valeurs propres de M sont

µ1 = (1 − p1) exp

(

∫ T

0

(

a−
ey∗(t)

by∗(t) + c

)

dt

)

et µ2 = (1 − p2) exp(−DT ) < 1.

Par conséquent, la solution (0, y∗(t)) est localement asymptotiquement stable si

µ1 < 1

C’est à dire,

exp

(

∫ T

0

(

a−
ey∗(t)

by∗(t) + c

)

dt

)

<
1

1 − p1

=⇒
∫ T

0

(

a−
ey∗(t)

by∗(t) + c

)

dt < ln

(

1
1 − p1

)

.

Calculons l’intégrale suivante :

∫ T

0

y∗(t)
by∗(t) + c

dt =
∫ T

0

q exp(−Dt)
bq exp(−Dt) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

dt

=
−1
bD

∫ T

0

−bDq exp(−Dt)
bq exp(−Dt) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

dt

=
−1
bD

ln
bq exp(−DT ) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

bq + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))
.

Et donc, la condition de stabilité de (0, y∗(t)) est

aT +
e

bD
ln

(

bq exp(−DT ) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

)

< ln

(

1
1 − p1

)

.



Chapitre 4

Permanence

Il est indispensable de vérifier la permanence des solutions du système (3.1), dont la

définition est la suivante :

Définition 4.1 Le système (3.1) est permanent s’il existe des constantes M ≥ m > 0 tel

que, pour toute solution (x(t), y(t)) du (3.1),

m ≤ x(t) ≤ M

et

m ≤ y(t) ≤ M.

Théorème 4.1 Le système (3.1) est permanent si

aT +
e

bD
ln

(

bq exp(−Dt) + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))

)

> ln

(

1
1 − p1

)

.

La démonstration de ce théorème est faite en plusieurs étapes.

Démonstration

• Première méthode

D’abord, considérons (x(t), y(t)) comme solution du système (3.1) avec x(t) ≤

M, y(t) ≤ M et M >
ac

e
.

D’une part, d’aprés le système (3.1), nous avons y′(t) ≥ −Dy(t). Pour cela, consi-

dérons le système suivant :


























u′(t) = −Du(t), t 6= nT,

u(nT+) = (1 − p2)u(nT ) + q

u(0+) = y0.

(4.1)
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La résolution de ce système est faite dans le lemme (3.3.1), d’où

y(t) ≥ u(t) > u∗(t) − ǫ, ǫ > 0.

Avec,

u∗(t) =
q exp(−D(t− nT ))

1 − (1 − p2) exp(−Dt)
, t ∈]nT, (n + 1)T ].

Et puisque −D(t− nT ) ≥ −DT , nous aurons

u∗(t) ≥
q exp(−DT )

1 − (1 − p2) exp(−DT )
.

Par conséquent,

y(t) >
q exp(−DT )

1 − (1 − p2) exp(−DT )
− ǫ = m2 > 0.

Il suffit donc de montrer que x(t) ≥ m1 > 0.

Etape 1 : Tant que,

aT +
e

bD
ln

(

bq exp(−Dt) + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))

)

> ln

(

1
1 − p1

)

Nous avons,

(1 − p1) exp
(

aT +
e

bD
ln
bq exp(−Dt) + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))

bq + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))

)

> 1

Choisissons alors m3 > 0, ǫ1 > 0 tel que,

R = (1−p1) exp
(

aT−
am3

k
T+

e

bD
ln

(

bq exp(−Dt) + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−Dt))

)

−
eǫ1
c
T
)

> 1

Et

δ =
mm3

bm2 +m3

< D

Et supposons que x(t) < m3 pour tout t ≥ 0. Alors, nous pouvons mettre les

inégalités suivantes :

y′(t) = −Dy(t) +
mx(t)y(t)

by(t) + x(t) + c

≤ −Dy(t) +
mx(t)y(t)
by(t) + x(t)

La fonction f(x) =
mx

by + x
est clairement croissante en x, donc :

f(x) =
mx

by + x
≤ f(m3) =

mm3

by +m3
.
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Par conséquent,

y′(t) ≤ −Dy(t) +
mm3

by(t) +m3
y(t)

≤ −Dy(t) +
mm3

bm2 +m3

y(t)

= y(t)(−D + δ).

On considère alors le système suivant :


























u′(t) = (−D + δ)u(t), t 6= nT

u(nT ) = (1 − p2)u(nT ) + q,

u(0+) = y(0+).

(4.2)

La réslotion du système (4.2) est similaire à celle du système (3.3), d’où

u(t) = (1 − p2)n

(

u(0+) −
q exp((−D + δ)T )

1 − (1 − p2) exp((−D + δ)T )

)

exp((−D + δ)t) + u∗(t)

Avec,

u∗(t) =
q exp((−D + δ)(t− nT ))

1 − (1 − p2) exp((−D + δ)T )
, t ∈]nT, (n + 1)T ]

est la solution périodique. Alors, il existe un T1 > 0 tel que,

y(t) ≤ u(t) ≤ u∗(t) + ǫ1, pour tout t ≥ T1.

Donc,

x′(t) = x(t)
(

a−
a

k
x(t) −

ey(t)
by(t) + x(t) + c

)

≥ x(t)
(

a−
am3

k
−

ey(t)
by(t) + c

)

De même, la fonction f(y) =
ey

by + c
est croissante, ainsi,

f(y) ≤ f(u∗ + ǫ1) =
e(u∗ + ǫ1)

b(u∗ + ǫ1) + c
.

Alors,

x′(t) ≥ x(t)
(

a−
am3

k
−

e(u∗ + ǫ1)
b(u∗ + ǫ1) + c

)

≥ x(t)
(

a−
am3

k
−

eu∗

b(u∗ + ǫ1) + c
−

eǫ1
b(u∗ + ǫ1) + c

)

≥ x(t)
(

a−
am3

k
−

eu∗

bu∗ + c
−
eǫ1
c

)
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Soit N1 ∈ N tel que N1T ≥ T1 et le système qui suit :














x′(t) ≥ x(t)
(

a−
am3

k
−

eu∗

bu∗ + c
−
eǫ1
c

)

x(nT+) = (1 − p1)x(nT )
(4.3)

Intégrons entre ]nT, (n+ 1)T ],

x((n + 1)T ) ≥ x(nT+)exp

(

∫ (n+1)T

nT

(

a−
a

k
m3 −

eu∗(t)
bu∗(t) + c

−
eǫ1
c

)

dt

)

= x(nT )R

Donc,

x((N1 + 1)T ) ≥ x(N1T )R

Ce qui implique que

x((N1 + k)T ) ≥ x(N1T )Rk → +∞ quand k → +∞.

Ceci est une contradiction avec la bornitude de x. Par conséquent, il existe un t1 > 0

tel que x(t1) ≥ m3.

Etape 2 : Si x(t) ≥ m3 pour tout t ≥ t1, alors la démonstration se termine. Sinon,

soit t∗ = inft>t1{x(t) < m3}. Alors, x(t) ≥ m3 pour t ∈ [t1, t∗], x(t∗) = m3 par

continuité de x.

Dans cette étape nous allons considérer deux cas possibles.

Cas A :t∗ un point d’impulsion :

Soit t∗ = n1T , n1 ∈ N. Alors,

(1 − p1)m3 ≤ x(t∗+) = (1 − p1)m3 < m3

Choisissons n2, n3 dans N tels que :

(n2 − 1)T >
ln ǫ1

M+q

−D + δ

Et

(1 − p1)n2Rn3exp(n2σT ) > (1 − p1)n2+1Rn3exp((n2 + 1)σT ) > 1

Où σ = a− a
k
m3 − e

c
M qui est négatif.

Soit aussi T ′ = n2T + n3T , nous allons montrer par la suite qu’il existe un t2 entre

]t∗, t∗ + T ′] tel que x(t2) ≥ m3.

Du système (4.2) avec u(t∗+) = y(t∗+) une condition initiale, nous obtenons :

u(t) = (1−p2)n1

(

u(t∗+)−
q exp((−D + δ)T )

1 − (1 − p2) exp((−D + δ)T )

)

exp((−D+δ)(t−t∗))+u∗(t),
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pour (n− 1)T < t ≤ nT et n1 + 1 ≤ n ≤ n1 + n2 + n3.

Ceci implique que pour t∗ + n2T ≤ t ≤ t∗ + T ′,

|u(t) − u∗(t)| ≤ (M + q) exp((−D + δ)(t− t∗)) < ǫ1,

d’après le choix de n2. Et, y(t) ≤ u(t) < u∗(t) + ǫ1.

Sachant que l’équation (4.3) est valable quand t∗ +n2T ≤ t ≤ t∗ +T ′, alors, comme

dans l’étape 1, nous avons

x(t∗ + T ′) ≥ x(t∗ + n2T )Rn3.

Puisque y(t) ≤ M nous obtenons facilement le système suivant :










x′(t) ≥ x(t)
(

a−
a

k
m3 −

e

c
M
)

= σx(t) , t 6= nT

x(nT+) = (1 − p1)x(nT )
(4.4)

Intégrons (4.4) entre [t∗, t∗ + n2T ]

x(t∗ + n2T ) ≥ x(t∗)(1 − p2)n2exp(σn2T )

= m3(1 − p2)n2exp(σn2T ).

Donc,

x(t∗ + T ′) ≥ m3(1 − p2)n2exp(σn2T )Rn3 > m3.

Ceci est encore une contradiction.

Maintenant, soit t = inft>t∗{x(t) ≥ m3}. Alors x(t) ≤ m3 pour t∗ ≤ t < t et

x(t) = m3 par continuité de x.

Pour t ∈ [t∗, t[, supposons que t est dans les sous intervalles ]t∗ + (k − 1)T, t∗ +

kT ], k ∈ N
∗ et k ≤ n2 + n3.

De l’équation (4.4), nous obtenons

x(t) ≥ x(t∗+)(1 − p1)k−1 exp((k − 1)σT ) exp(σ(t− (t∗ + (k − 1)T )))

≥ m3(1 − p1)(1 − p1)k−1 exp((k − 1)σT ) exp(σT )

= m3(1 − p1)k exp(kσT )

≥ m3(1 − p1)n2+n3 exp(σ(n2 + n3)T ) ≡ m′

1.

Cas B : t∗ n’est pas un point d’impulsion :

Nous avons t∗ 6= nT et x(t) ≥ m3 pour t ∈ [t1, t∗[ et x(t∗) = m3.

Supposons que t∗ ∈]n′

1T, (n
′

1 + 1)T ] pour un n′

1 ∈ N. Nous classifions deux cas

possibles :
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– Cas B1 :

x(t) < m3 pour t ∈]t∗, (n′

1 + 1)T ]. Dans ce cas, nous allons démontrer qu’il existe

un t2 entre ](n′

1 +1)T, (n′

1 +1)T +T ′] tel que x(t2) ≥ m3. Pour ce faire, supposons

le contraire, c’est à dire que x(t) < m3 pour tout t ∈](n′

1 + 1)T, (n′

1 + 1)T + T ′].

Nous avons alors, x(t) < m3 pour tout t ∈]t∗, (n′

1 + 1)T + T ′].

Du système (4.2) avec u((n′

1 + 1)T+) = y((n′

1 + 1)T+) comme condition initiale,

nous obtenons :

u(t) = (1−p2)n′

1+1

(

u((n′

1 + 1)T+) −
q exp((−D + δ)T )

1 − (1 − p2) exp((−D + δ)T

)

exp((−D+δ)(t−(n′

1+1)T ))+

pour t ∈]nT, (n+ 1)T ], n′

1 + 1 ≤ n ≤ n′

1 + n2 + n3. Comme se qui a été fait dans

l’étape 1, du système (4.3), nous avons, aprés intégration

x((n′

1 + 1 + n2 + n3)T ) ≥ x((n′

1 + 1 + n2)T )Rn3 .

Intégrons l’équation (4.4) entre [(n2 + 1)T, (n′

1 + 1 + n2)T ],

x((n′

1 + 1 + n2)T ) ≥ m3(1 − p2)n2+1 exp(σ(n2 + 1)T ),

Donc

x((n′

1+1+n2+n3)T ) = x((n′

1+1)T+T ′) ≥ m3(1−p2)n2+1 exp(σ(n2+1)T )Rn3 > m3

Ceci est encore une contradiction avec notre hypothèse.

Soit maintenant t = inft>t∗{x(t) ≥ m3}. Alors x(t) ≤ m3 pour t∗ ≤ t < t et

x(t) = m3. Pour t ∈ [t∗, t[, supposons que t est dans les sous intervalles ]n′

1T +

k′T, n′

1T + (k′ + 1)T ], k′ ∈ N et k ≤ 1 + n2 + n3.

En répétant le même processus pécédent, vous obtenons

x(t) ≥ m3(1 − p1)1+n2+n3 exp(σ(1 + n2 + n3)T ) ≡ m1

m1 < m′

1 et donc x(t) ≥ m1 pour tout t ∈]t∗, t[.

– Cas B2 :

Il existe un t′ dans ]t∗, (n′

1 + 1)T ] tel que x(t′) ≥ m3. Soit t̂ = inft>t∗{x(t) ≥ m3},

par conséquent x(t) ≤ m3 pour t ∈ [t∗, t̂[ et x(t̂) = m3.

Intégrons le système (4.4) entre [t∗, t[ (t ≤ t̂), nous avons

x(t) ≥ x(t∗) exp(σ(t− t∗))

≥ m3 exp(σT )

≥ m1.
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Alors, dans les deux cas, le même processus se répète, par conséquent x(t) ≥ m1

pour tout t ≥ t1.

• Deuxième méthode

En faisant des minorations de l’équation en x, nous obtenons

x′(t) = x(t)

(

a−
a

k
x(t) −

ey(t)
by(t) + x(t) + c

)

≥ x(t)
(

a−
a

k
x(t) −

e

b

)

= x(t)
(

a−
e

b
−
a

k
x(t)

)

.

Sachant que x(nT+) = (1 − p1)x(nT ), choisissons un γ > 0 tel que γ ≤ (1 − p1).

Soit le système impulsif suivant :


























u′(t) = u(t)
((

a−
e

b

)

−
a

k
u(t)

)

, t 6= nT

u(nT+) = γu(nT ),

u(0+) = u0.

(4.5)

L’équation différentielle en u donne

du

u
(

a−
e

b
−
a

k
u
) = dt.

Ce qui implique que,

α
du

u
+ β

du
(

a−
e

b
−
a

k
u
) = dt

Avec,

α =
1

a−
e

b

, β =
aα

k
.

Nous pouvons écrire alors,

du

u
+
a

k

du
(

a−
e

b
−
a

k
u
) =

(

a−
e

b

)

dt.

Posons λ =
1
α

= a−
e

b
.

Aprés intégration entre 0 et t nous obtenons

u(t) =
λ

(

λ−
a

k
u0

)

exp(−λt) +
a

k

, t ∈]0, T ]



31

La valeur de u(T+) est

u(T+) = γu(T ) =
λγ

(

λ −
a

k
u0

)

exp(−λT ) +
a

k

.

De la même façon, quand t ∈]T, 2T ], nous obtenons

u(t) =
λu(T+)

(

λ−
a

k
t(T+)

)

exp(−λ(t− T )) +
a

k
u(T+)

=
λγ

(

λ−
a

k
u0

)

exp(−λt) + (1 − γ)
a

k
exp(−λ(t− T )) +

a

k
γ

En répétant ce processus, nous aurons

u(t) =
λγn

(

λ−
a

k
u0

)

exp(−λt) + (1 − γ)
a

k
exp(−λt) (

∑n
k=1 exp(kλT )γk−1) +

a

k
γn

,

quand t ∈]nT, (n+1)T ]. Par le théorème de comparaison, nous déduisons que x(t) ≥

u(t) sous l’hypothèse que
e

b
< a.

Par conséquent, pour montrer que x(t) ≥ m > 0, il suffit de montrer que u(t) ≥

m > 0.

Pour se faire, nous devons montrer que la fonction f(t) tel que

f(t) =
1
γn

(

λ−
a

k
u0

)

exp(−λt) + (1 − γ)
a

γnk
exp(−λt)

(

n
∑

k=1

exp(kλT )γk−1

)

+
a

k
,

est inférieur à une constante positive, indépendemment de n. On remarque que

f(t) =
1
γn

(

λ−
a

k
u0

)

exp(−λt) + (1 − γ)
a

γn+1k
exp(−λt)

(

n
∑

k=1

(exp(λT )γ)k

)

+
a

k

=
1
γn

(

λ−
a

k
u0

)

exp(−λt) + (1 − γ)
a

γn+1k
exp(−λt)

(

1 − (exp(λT )γ)n

1 − exp(λT )γ

)

exp(λT )γ +
a

k

≤
1
γn

(

λ−
a

k
u0

)

exp(−nλT ) + (1 − γ)
a

γnk
exp(−nλT )

(

1 − (exp(λT )γ)n

1 − exp(λT )γ

)

exp(λT ) +
a

k

= vn

La suite vn est croissante, tend vers une constante quand n tend vers l’infini, sous

l’hypothèse :

γ < exp(−λT ), λ >
a

k
uO
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Donc, nous déduisons, par suite que

f(t) ≤ C, C > 0.

En conclusion, le système (3.1) est permanent. Cela veut dire que les deux espèces co-

existent.



Chapitre 5

Simulations numériques et

détermination de la valeur critique

T ∗

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats numériques associés à l’étude théorique

faite, au cours de ce travail. En effet, ces réalisations numériques confirment les résultats

mathématiques obtenus.

Cette valeur critique T ∗ est solution de l’équation

F (T ) = aT +
e

bD
ln

(

bq exp(−DT ) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

)

− ln

(

1
1 − p1

)

= 0.

Elle représente en faite un rôle très important dans les conditions de la stabilité de (0, y∗(t))

et de la permanence des solutions. En effet, nous avons :

– Si T < T ∗ alors (0, y∗(t)) est localement stable.

– Si T > T ∗ alors le système est permanent.

Nous allons par la suite proposer un choix des paramètres du système (3.1) afin de

déterminer une valeur approchée de T ∗.

5.1 Schéma numérique

Comme nous l’avons dit précédemment, la fonction F (T ) possède une solution de

l’équation F (T ) = 0, notée T ∗. En effet, Cette fonction est continue, dérivable sur [0,+∞[
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car c’est la composée de fonctions continues et dérivables. De plus,

F (0) = − ln

(

1
1 − p1

)

< 0 et lim
T →+∞

F (T ) = +∞.

Le théorème des valeurs intermédiaires assure alors l’existence de ce T ∗ sur [0,+∞[.

Proposons un simple schéma numérique basé sur la méthode de dichotomie, donné

comme suit :

1. calcul de zéro de la fonction F (T ) entre deux points a et b.

2. Donnés : F, a, b, une précision epsilon, un nombre d’itération maximal nmax.

3. an = a, bn = b.

4. Tant que n ≤ nmax

5. xn = an+bn

2
.

6. Si |F (xn)| < epsilon alors la solution est xn.

Sinon

7. Si F (an)F (xn) < 0 alors xn = bn

8. Sinon xn = an

Retour à l’étape 4.

Proposons un choix des paramètres comme suit :

a = 7, b = 0.001, c = 1, d = 0.2, e = 1.1, k = 1.65

m = 1.045, p1 = 0.1, p2 = 0.01, q = 5, x0 = 1.5, y0 = 1.5.

A l’aide d’un programme MATLAB décrivant la méthode dichotomique, La valeur de T ∗

est 4.1174.

Le graphe (5.1) représentant la fonction F , avec le choix des paramètres proposé

précédemment.

5.2 Simulation numérique du système

Il est nécessaire de faire suivre une étude mathématique par des simulations numériques

afin de confirmer celle ci. Nous allons garder le même choix des paramètres cité dans la

section précédente.
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D’une part, les deux graphes de la figure (5.2) montrent que la densité des proies

s’annule avec le temps et celle des prédateurs tends vers une solution périodique cité dans

le lemme (3.3.1). Ceci est pour une période T inférieur à T ∗.

D’autre part, les deux graphes de la figure (5.3) montrent que la solution de (3.1) est

permanente, selon le théorème (4.1), ainsi, la densité des proies ne tends plus vers 0. Ceci

est pour un choix de T supérieur à T ∗.

5.3 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons obtenu la valeur critique T ∗, pour un choix des pa-

ramètres précis. Notons que si on propose un autre choix des paramètres, l’étude resterait

la même.

Dans une deuxième partie, nous avons présenté les simulations numériques du système

(3.1), pour les cas T < T ∗ (stabilité de (O, y∗(t))) et T > T ∗ (permanence des solutions).

5.4 Liste des figures
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Chapitre 6

Conclusion générale

Au cours de ce mémoire, nous avons vu l’effet des perturbations impulsives sur un mo-

dèle proie prédateur (x(t), y(t) respectivement), avec une fonction de réponse de Bedding-

ton DeAngelis. Nous avons démontré l’existence d’une solution périodique y∗(t) stable,

représentant la densité des prédateurs, en absence des proies. Pour se faire, nous avons

fait appel à la théorie de Floquet. Ainsi, sous la condition suivante

aT +
e

bD
ln

(

bq exp(−DT ) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

)

< ln

(

1
1 − p1

)

,

la solution (0, y∗(t)) est localement stable.

Dans une deuxième partie de ce mémoire, nous avons démontré la permanence des

solutions du système, en utilisant deux méthodes. Par conséquent, le sysème est permanent

sous les conditions données par les expréssions suivantes :

aT +
e

bD
ln

(

bq exp(−DT ) + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))
bq + c(1 − (1 − p2) exp(−DT ))

)

> ln

(

1
1 − p1

)

,

a >
e

b
, γ < exp(−λT ), λ >

a

k
uO

Ceci est en utilisant des calculs de limites, le théorème de comparaison et la démonstration

par absurde.

Les résultats obtenus via ce type de système sont très intéressants pour contrôler et

surtout éradiquer l’ensemble des ravageurs. Contrairement au système identique sans effet

d’impulsion, qui n’admet pas un équilibre (0, y+) et l’équilibre (0, 0) est instable.

En conclusion, le problème de l’arrivage massive des insectes ravageurs peut être résolu

en choisissant une période d’injection bien précise.
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