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Notations.

02:
os2:
ZX):
C()):
ckw:
LP ()

C([0,T1;L):
L>® (D)
D(A):

0 .

G

Ensemble ouvert de RN,

La frontiere de (2.

Espace des opérateurs linéaires dans X.

Espace des fonctions continues définies sur (2.

Espace des fonctions dont la k¢ dérivée est continue sur (2.
Espace des fonctions mesurables muni de la norme

Il ()= [/ 1u(x)P1]7 < oo,

Espace des fonctions continues de [0, T] dans L.
Espace des fonctions bornées presque partout.
Domaine d'un opérateur A.

Dérivée normale.
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Plan de la these.

Nous nous intéressons dans cette these a deux modeles issus de la dynamique de po-
pulation. Nous présentons notre travail en deux parties principales.

La premiére partie, (chapitres 2 et 3), est consacrée a l’étude mathématique d'un mo-
dele épidémiologique. La plupart des systéemes modélisant les maladies transmissibles
supposent que tous les parametres démographiques et épidémiologiques, de différents
individus, sont semblables au cours de la période d’infectiosité. Cette hypothese n’est rai-
sonnable que dans certaines maladies comme la grippe ou la tuberculose. Le but de ce
travail est d’étudier un modele plus général et plus réaliste, ou ces parametres sont diffé-
rents. Nous considérons pour cela un systeme de réaction diffusion de type SIS ou 'age
chronologique est en combinaison avec la variable d’espace. Nous supposons que les co-
efficients de diffusion des infectés et des susceptibles, d; et d, respectivement, sont diffé-
rents. Nous supposons aussi que les populations sont isolées et que la force de I'infection
y et les taux de fertilité 3;, i = 1,2, dépendent des populations totales des infectées et des
susceptibles, P; et P,. Plus précisément, si u(a, t, x) et v(a, t, x) désignent les distributions
des infectés et des susceptibles respectivement, d’age chronologique a > 0, au temps ¢
> 0 et a la position x € {2, ou {2 est un ensemble borné régulier dans R” pour n = 1, alors
le systeme est régi par I’ensemble des équations suivantes :

Oru+O0qu+yy (@u=dAxu+vy(a,t x,P,P)v-38(a,tx)u,

v+ 0,v+ Wy (@) v=dy Axv—Y(a,t,x,P;,P2)v+0(a,t,x)u,

u(0,t,x) = )\foa+ Bu(a,t,x,P1,Pr)u(a,t,x)da,

v (0, t,x):f0“+f>,,(a, t,x,P1,P)v(a, t,x)+(1—-N)Py(a,t x,P,P)ulat x)da,
3 u(a,0,x)=ug(a,x),

v(a,0,x)=vy(a,x),

Ou _

on =0
o _,
On

Sous des conditions appropriées sur les données, nous montrons que le systéme est
bien posé dans I’espace L!. En effet nous prouvons en utilisant la théorie du point fixe et
les semi-groupes qu’il admet une solution unique, globale et positive. Cependant, I'ap-
proche est applicable a une grande variété de modéles de dynamiques des populations.
I est encore un probléme ouvert intéressant si le systéme stationnaire possede un état
d’équilibre.

La deuxiéme partie, (chapitres 4 et 5) concerne I'étude de la dynamique d'un sys-
teme différentiel modélisant un probléme de proie-prédateur, lorsque la variation des
niveaux des eaux se produit. Les populations proies-prédateurs sont respectivement les
gardons G (), et les brochets B (¢) a 'instant £. Quand le prédateur attaque les proies, il a
acces a une quantité de nourriture qui dépend du niveau des eaux. Plus le niveau des eaux
baisse, plus la proie est accessible au prédateur. Notons par r le taux d’accessibilité pour
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les proies. Supposons que I'interaction suit une réponse fonctionnelle d’Arditi & Ginzburg
(1989). Ceci nous rameéne au systeme suivant :

%:—min(%,m)mw+YGG(t)—mc,G(t), 0
% = TBmin(%»YB) B (1) — mgB(1).

L'analyse mathématique de ce modele va permettre de prouver I'existence et |'unicité
de la solution du systeme (1). Nous discutons aussi I'existence d’équilibres et leur stabi-
lité. Les simulations numériques sont présentes pour illustrer le résultat obtenu.

Notre these est organisée comme suit : Nous commencons tout d’abord par un cha-
pitre qui rappelle quelques arguments et résultats utilisés dans la theése. Nous introdui-
sons chaque partie par un petit historique lié au theme étudié. Nous présentons ensuite
nos modeles suivis des principaux résultats obtenus, cités ci-dessus.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES.

Dans ce premier chapitre, nous présentons les notions de base qui nous servirons par
la suite.

1.1 Equations différentielles ordinaires.

Nous renvoyons le lecteur a [69] pour plus de détails.

On note U un ouvertde R x R", n =1, I € R un intervalle ouvert.

Définition 1.1.1 = — Une équation différentielle du premier ordre (EDO) est une équa-
tion de la forme:
xM=ft,x@), t=z1

out f est une fonction continue de U dansR".

— Si la fonction f ne dépend pas explicitement de t, on parle ’EDO autonome, dans le
cas contraire on parle d’EDO non autonome.

Définition 1.1.2 (Probléme de Cauchy)

Etant donnée une équation différentielle du premier ordre sous la forme :
X(O)=f(t,x(1), t>1 (1.1)

pour (t, x (%)) € U, et un point (%, xo) € U.

— Le probleme de Cauchy correspondant est la recherche des solutions x de (1.1) telles
que
x(to) = Xo.

Le point (#y, xo) s'appelle la condition initiale.

— Une solution de (1.1) est une fonction dérivable ¢ : I — R”, telle que pour tout ¢ de
L, (¢, (1)) appartient a U et vérifie :

{ e =ft,0),1t>1

¢ (f0) = xo. 1.2

Rappelons que, puisque f est continue, x est solution de (1.1) sur I si et seulement
si pour tout €1

t
x()=xo+ | f(tx(1))dT.
4]

Maintenant fixons une norme ||.|| sur R”.

Définition 1.1.3  — Unefonction f définie sur un ouvertU deRxR" est dite k— Lipschitzienne
par rapport a sa deuxieme variable, s'il existe k > 0 tel que pour tout (t, x) et tout (¢, y)
deU,ona

|f0 -l <k]x-yl.

— La fonction f est dite k—contractante ou une contraction par rapport a sa deuxieme
variable, si elle est k— Lipschitzienne avec0 < k < 1.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES.

— Une fonction f définie sur un ouvert U est dite localement Lipschitzienne par rap-
port a sa deuxieme variable, si pour tout (ty, x9) de U, il existe un voisinage V de
(to, Xo) tel que la restriction de f aV soit Lipschitzienne (pour une certaine constante
C qui peut dépendre deV ).

Existence locale de la solution de (1.1).

Théoreme 1.1.1 (Cauchy-Lipschitz) Si [ est localement Lipschitzienne par rapport a x,
continue par rapport a t, alors pour tout (ty, xo) € U, le probléeme de Cauchy (1.1) admet
une unique solution x(t) € U, définie sur un intervalle maximal [ty, Tmaxl.

Existence globale de la solution de (1.1).

On se place dans le cadre d’application du théoréeme de Cauchy-Lipchitz. Le résultat
suivant donne une condition suffisante pour que T = +oo

Théoreme 1.1.2 Soit x la solution de (1.1) définie pour t <T. Si x est bornée sur [0, T), alors
T = +o0.

Théoreme 1.1.3 (Théoreme de comparaison)
Soient f, g : U — R deux fonctions Lipschitziennes. On consideére les solutions x(.) et
y(.) des problemes de Cauchy :

{ X(0)=f(t,x(1), { y() =gt y(1),
X (fo) = Xp. v (to) = Yo.

Supposons que f(t,x) < g(t,y) pour tout (t,x),(t,y) € U et que xy < Yo.
Alors x (t) < y (t) pour tout t > 1.

1.1.1 Stabilité au sens de Lyapunov.

Nous renvoyons le lecteur a [49] pour plus de détails sur cette sous-section.
Considérons le systeme d’équations différentielles autonomes :

dx _
{ ar =F(0) (1.3)

x(0) = xg.

ol x € R", F: R" — R". Supposons que la F est localement lipschitzienne pour assurer
I'existence et I'unicité de solutions du probleme de Cauchy (1.3).
Nous allons introduire maintenant la définition de la stabilité selon Lyapunov [49].

Définition 1.1.4 (Point d’équilibre) Un point x* est dit point critique, point stationnaire,
ou point d’équilibre pour (1.3) siF (x*) = 0.

Un systéme non linéaire quelconque peut avoir plusieurs points d’équilibre qui peuvent

étre stables ou instables, dans le sens o, si on perturbe légerement un équilibre, la solu-
tion perturbée reviend vers I’équilibre (stable) ou s’en éloigne (instable).
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES.

Définition 1.1.5 [49]

— Un point d’équilibre x* est dit stable si pour tout e > 0, il existe 5. > 0 tel que

| %0 = x* || gn < 8 = || X () = x™||gn <€,  VE>0.

— Le point d'équilibre x* est dit instable sil n'est pas stable.

— Un point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s'il est stable et si pour tout
€> 0, il existe & > 0 tel que

|0 = x* || gn < Be = IEELnOOx(t) =x*.

Définition 1.1.6 Soient le systeme (1.3) avecF € CHR" R™), et x* € R". Le systeme linéa-
risé en x* est le systeme d'équations différentielles

dx

— =DF(x") (x—x*) +F(x").

dt
Cest le systeme d’équations différentielles linéaires obtenu en remplagant F (x) par son dé-
veloppement de Taylor du premier ordre en x*. Ot DF (x*)est la matrice Jacobienne deF au

point x* donnée par :

OF, OFy

Ox ° ° ° Ox,
DF(x*) =

OF, O,

axl T axn [x=x*

Théoréme 1.1.4 (Grobman - Hartman, 1967 ) [69]. Soit % =F(x), F e CLR",R"), un
systeme d’équations différentielles sur R". Supposons que F (0) = 0 et A := DF (0) n'a pas de
valeurs propres a parties réelles nulles. Alors il existe U, V deux voisinages de 0 dans R"
et un homéomorphisme (une application bijective continue, d’'un espace topologique dans
un autre, dont la bijection réciproque est continue) h : U — V qui envoit les trajectoires de
% = F(x) sur celles de % = Ax en préservant le sens du temps, c'est a dire : si x(t;a) € U,
alors e™h(a) eV et

x(t;a) = (h_1 oeo h) (@).

Le théoreme affirme (sous certaines conditions) qu’au voisinage d’'un point x* tel que
F(x*) =0, le systeme % = F(x) est équivalent au systeme linéarisé % =DF(x*) (x—x*),
(dans I'’énoncé x* = 0 mais on peut toujours se ramener a ce cas, il suffit de considérer la
fonction x— F(x + x*) —F (x™)).

Ainsi nous avons le théoreme suivant :

Théoreme 1.1.5 (Théoreme de linéarisation classique)

Le point d’équilibre x* est localement asymptotiquement stable si les valeurs propres
de la matrice Jacobienne DF (x*) sont toutes a partie réelle strictement négative.

Le point d’équilibre x* est instable si au moins l'une des valeurs propres de la matrice
Jacobienne DF (x*) est a partie réelle strictement positive.

Remarque 1.1.1 lorsqu’'au moins une des parties réelles des valeurs propres est nulle, les
termes non-linéaires peuvent conduire a des résultats de stabilité différents de ceux obtenus
par linéarisation. Dans ce cas, on fait appel a d’autres procédés pour I'étude de la stabilité
non linéaire comme la variété centre.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES.

1.1.2 Isoclines.

Définition 1.1.7 Les isoclines sont des séries de courbes ayant la méme pente.

Considérons un systeme différentiel autonome de dimension 2 de la forme :

{ i(=fxy), M

vy =gx,y).

Définition 1.1.8 Isoclines horizontale
On appelle isocline horizontale l'ensemble] des points tels que g(x, y) = 0.

Soit M un point de I, si M n’est pas un point stationnaire, en ce point on a f(x, y) #0.
La trajectoire passant par M a une tangente horizontale. Elle est parcourue de gauche a
droite si f(x,y) >0, de droite a gauche si f(x,y) <O0.

Lensemble I est constitué en général d'une ou de plusieurs courbes, qui partagent le
plan en régions dans lesquelles le signe de g(x, y) reste constant.

Définition 1.1.9 Isocline verticale
On appelle isocline verticale l'ensemble] des points tels que f(x,y) =0.

Soit M un point de J, si M n’est pas un point stationnaire, en ce point on a g(x, y) #0.
La trajectoire passant par M a une tangente verticale. Elle est parcourue de bas en haut si
g(x,y) >0, de haut en bas si g(x, y) <0.

Lensembe ] est constitué en général d’'une ou de plusieurs courbes, qui partagent le
plan en régions dans lesquelles le signe de f(x, y) reste constant.

Remarque 1.1.2 Les points stationnaires de (1) se trouvent a l'intersection del et de].

1.2 Semi-groupe fortement continu.

Nous renvoyons le lecteur vers [24], [58], [67] pour plus de détails.
Soit X un espace de Banach muni de la norme |.|x et £ (X) désigne I'espace des opé-
rateurs linéaires dans X.

Définition 1.2.1 Une famille {T(t)};>0, 0 < t < co, d’'opérateurs linéaires bornés dans X est
un semi-groupe fortement continu si :
i) T(0) =1, (lopérateur identité surX).
i) T(t+s)=T()T(s), pour tous t,s =0.
ii)) imT () x = x, pour tout x € X.
™\

On dit aussi que T (t) est un Cy semi groupe.

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES.

Remarque 1.2.1 Si on remplace iii) par
lim || T(f) -1 =0
lim IT(8) =1l £x)

on dit queT(t) est dit uniformément continu.

Définition 1.2.2 Un Cy semi-groupel (t) est dit uniformément borné, s'il existe une constante
C=0 telleque:
IT(H)xlx <Cllxllx pourtoutt=D0.

Définition 1.2.3 Un opérateur linéaire A défini par

C THx—x .
D(A) =< xeX lim——— existe;,
t\.0
et
C THx—-x d'THx
Ax=lim = pour x € D(A),

est le générateur infinitésimal du semi-groupe T (t), D(A) est le domaine de A.

Proposition 1.2.1 Soit T(t) un Cy semi-groupe, il existe deux constantes w =0 et M = 1

telles que
IT(®) | <Me™!, pour t € [0,00].

Le théoreme suivant sera utilisé dans la premiére partie de la these. Pour plus de dé-
tails voir le lemme 3, p. 25 dans [64].

Théoreme 1.2.1 Soit {2 un ouvert borné régulier deR". Soit l'opérateur A= —-d A, avec d >
0 et les conditions de Neumann sur 0.
Alors A engendre un Cy semi groupe S(t) défini surL! vérifiant : il existe C > 0 tel que

ISl < Cllulyp.

Théoreme 1.2.2 SoientT(t) un Cy semi-groupe, et A son générateur infinitésimal alors :
1. Pourtout xeX et t =0, t — T(t) x est une fonction continue de R* versX.
2. PourtoutxeXett=0

JoT(s)xdseD(A) et AfyT(s)xds=T(f)x— x,

3. Pour tout xe D(A), T(t)x€e D(A) et

d
—T =T(t) Ax=AT(1)x.
T (Nx=T() Ax (Hx

1.3 Equation d’évolution semi-linéaire.

Le lecteur peut consulter [58] pour plus de détails.
Dans cette partie, on considere une equation d’évolution du type

@—A (O + f(t,u(r) t€]0,T[
dt_ u f !u() ) ) (1.4)
u(0) = up e X.

ot (X,[I.l) un espace de Banach, A un opérateur linéaire sur domaine de A c X qui
engendre un semi-groupe continu T(¢) et f une fonction de R, x X dans X.

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES.

Remarque 1.3.1 Le semi-groupeT(t) sera notéT(t) = e™, dans la suite.

On cherche des solutions de (1.4).

— u est une solution classique de (1.4) si u est continue sur [0, T[, continument diffé-
rentiable sur ]0, T[, u(t) e D(A), 0 < £ < T et (1.4) est satisfaite sur [0, T].

— u est une solution faible (mild solution) si u est continue de [0, T[ dans X, et si
t
u(r) = e uy +f 79 f(s,u(s)ds p.p, t>0.
0

Théoréme 1.3.1 Supposons que f :R. x X — X est continument différentiable, alors pour
tout ug € X, l'équation

t
u(t):eAfu0+f A f(s,u(s))ds (1.5)
0

admet une solution maximale et unique u € C([0, Tax[,X).

— De plus, si Tax < 00, alors

lim [[u(#)lx = oco.

= Tmax

Théoreme 1.3.2 (Régularité) Supposons que f : Ry x X — X est continument différen-
tiable, alors pour tout uy € D(A), la solution faible de (1.4) est une solution classique de
(1.4).

Lemme 1.3.1 (Inégalité de Gronwall [57]) Soient @, U et y trois fonctions sur un segment
la, b], a valeurs positives et vérifiant l'inégalité :

Viela,bl, y®) <o)+ [lw(s)ys)ds.
AlorsVtela,b],

t t
y(t) < @(1) +f Pe(SW(s) exp(f w(wdu)ds.
a S
Corollaire 1.3.1 Soienty ety : [a,b] — R* deux fonctions continues vérifiant

t
dc=0/Vte]la,b], y(t)so+f w(s)y(s)ds.

AlorsVtela,b],
t
y() < cexpf y(s)ds.
a

1.3.1 Le théoreme de I'application contractante.

Rappelons le théoréme du point fixe pour une application contractante. Ce théoreme
est la base de la théorie du point fixe. Il garantit I’existence d'un unique point fixe pour
toute application contractante.

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES.

Théoreme 1.3.3 [52] Soit X un espace de Banach sur un corps K (K =R ou C). Soit D un
sous ensemble fermé deX. Soit F une fonction k—contractante deD dansD.
Alors il existe un point unique z € D, tel que F (z) = z.

De plus, si xo € D et x,11 =F(x,) pourn=1,2,.... Alors

lim x, = z,
n—oo

et on a l'estimation suivante :
n

1-k

lx, — zllx < lx1 —xoll pourn=1,2,...

1.4 Espaces fonctionnels.

Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a la référence [11].
On considére {2 un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue.
On désigne par L) I'espace des fonctions intégrables sur (2 a valeurs dans R.

7= [ |0l ax.

Quand il n'y a pas d’ambiguité, on écrira souvent L! aulieude L! ().
Définition 1.4.1 Soit p € R avecl < p < oo. On pose
LP () ={f:2—R; f mesurableet |f|” e L' (1)}.

On note )
»

_ p
1= | [ 17 0l
Définition 1.4.2 On pose
L™ () ={f: 2—R; f mesurable et3 une constanteC: |f|<C p.p sur (2}.

On note

”fHLoo(Q) =inf{G;[f ()| = C p.p sur 2}

Lemme 1.4.1 (Inégalité de Minkowski). Soient p € [1,+o0[ et deux fonctions f, g € L” ({2,
alors :

||f+g||Ln(Q) = “f”LP[Q) * ”g”LP(Q]'

Théoréeme 1.4.1 (Théoreme de Fubini). Soient (21, {2, c R", des ouverts. On suppose que
Fe Ll (£ x {2,), alors pour presque tout x € {2,

F(x,y)€ L}((Zz) et fQZF(x,y) dyell ().
De méme, pour presque tout y € (2,,
F(x,y)eLL(2) et [o F(x,y)dxeLl(2,).

De plusona

Q{X{ZZF(x,y)dx dy:f(22 [leF(x,y) dx

ax.

dy:f(zl UQZF(W) 4y
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CHAPITRE 2. INTRODUCTION AUX MODELES EPIDEMIOLOGIQUES.

L'épidémiologie est la science qui étudie, au sein de populations (humaines, animales,
voire végétales), la fréquence et la répartition des problemes de santé dans le temps et
dansl’espace, ainsi que le role des facteurs qui les déterminent. Autrement dit, c’estI'étude
des épidémies et des facteurs qui pourraient les causer. Elle vise a la compréhension des
causes des maladies et a 'amélioration de leur traitement et moyens de prévention. Mais
quel rapport avec les Mathématiques ?

2.1 Modeles mathématique en épidémiologie.

Lapport des mathématiques pour I'épidémiologie se fait en premier lieu dans la mo-
délisation de I'épidémie qui permet d’identifier les mécanismes qui produisent des mo-
deles de la dynamique des populations, en donnant une description rationnelle et en
fournissant des outils pour le controle de la maladie. U'analyse mathématique permet
aussi de clarifier I'influence de multiples facteurs sur la dynamique de ces modeles, a
I'aide de concepts rigoureusement définis, alors que les résultats obtenus permettent de
générer des prédictions quantitatives potentiellement utiles pour la gestion des épidé-
mies. Dans les mathématiques, on se base sur :

— Les données : épidémie, nombre de malades, temps de guérison, pourcentage de
mortalité..., autrement dit des chiffres.

— La modélisation : ce qui revient a convertir un probléme concret, issu du monde
réel, en un probléme mathématique.

— DLanalyse: cela peut permettre de comprendre, de prédire, d’agir sur ces épidémies.

La modélisation mathématique est parfois la seule approche possible pour explorer diffé-
rents scénarios. Cette étape constitue un véritable outil de santé publique. Elle permet de
mettre a I'épreuve, sans perte de temps, ni de frais, les mesures de lutte qui sont envisa-
gées : mesures préventives, isolement de malades, traitements, vaccinations,... Le modele
n’'est néanmoins pas la réalité et n'est pas supposé de la reproduire en totalité. Il doit re-
produire au mieux les caractéristiques du phénomeéne étudié en fonction des objectifs
fixés pour le cadre de I'étude. La modélisation consiste alors a appliquer des outils ma-
thématiques a un fragment de réalité. L'étape de modélisation s’avere étre la plus délicate,
la plus longue et souvent la plus périlleuse. En effet, il faut réussir a bien comprendre le
probleme réel pour tenter de proposer un modele adapté. Si cette étape est négligée ou
omise, si les contraintes ne sont pas bien posées, on aboutit alors a une formulation ma-
thématique qui ne correspond pas au probleme. La résolution du probleme mathéma-
tique fourni alors une solution non adaptée au probléeme concret. Enfin, si le probleme
est bien posé, I'étape suivante consiste alors a le résoudre, c’est- a-dire a analyser le mo-
déle dans le but de comprendre, de prédire et d’agir.

Les premiers modeles mathématiques décrivant une maladie infectieuse remontent a
Bernoulli en 1766, il considére la mortalité induite par la petite vérole (variole) et les effets
de I'inoculation, qui avaient été découverts a I'époque.

La littérature internationale identifie souvent comme « pere fondateur de I'épidémiologie
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CHAPITRE 2. INTRODUCTION AUX MODELES EPIDEMIOLOGIQUES.

» un Francais, Pierre Charles Louis qui créa la « méthode numérique » en médecine. Un
autre « pére fondateur » est ’anglais William Farr (1807-1883), éleve de Pierre C. Louis,
qui précisa, des 1838 (Farr, 1838), la notion de risque, et montra I'importance des ana-
lyses longitudinales (« cohortes ») pour évaluer les risques. Il recut en 1839 la charge de
collec- ter des données de morbidité de facon systématique et est considéré comme le
fondateur de la surveillance épidémiologique. Les racines historiques de I'épidémiologie
sociale sont également francaises, avec la mise en évidence par Louis René Villermé en
1826 que les plus grandes mortalités observées dans certains quartiers trouvaient plus
leur explication dans la pauvreté de ses habitants que dans |'« insalubrité » de leurs loge-
ments qui était généralement la cause évoquée.

Les débuts de I'« épidémiologie analytique », dans laquelle on cherche les facteurs de
risque des maladies a partir d’observations faites sur des populations, datent du milieu
du XIX®™¢ sigcle, époque de la fondation de la société anglaise d’épidémiologie (1850).
Trois travaux fondateurs sont habituellement cités : celui de Panum, qui étudia en 1846
la dynamique de la rougeole aux iles Féroé, identifia le mode de transmission direct de
personne a personne, et fournit une estimation de la durée d’incubation; celui de Snow,
qui, en 1854, mena une étude épidémiologique lors de I’épidémie de choléra a Londres, a
I'issue de laquelle, grace ala comparaison des fréquences de la maladie dans des quartiers
desservis par des réseaux d’eau différents, il conclut qu’il y avait un agent transmissible a
'origine du choléra et que celui-ci était véhiculé par I'eau.

A peu prés en méme temps, en 1847, Semme Iweis a Vienne découvrit que la fievre puer-
pérale était une maladie transportée, en 'absence d’hygiéne appropriée, par les mains
des soignants des femmes pendant leurs accouchements. Ces trois découvertes ont en
commun d’avoir directement conduit a des appli- cations pratiques en santé publique.
De plus, elles ouvrent la série des découvertes épidémiologiques effectuées avant la dé-
couverte des mécanismes biologiques correspondants; ce n’est en effet que seulement 20
ans plus tard que Pasteur mettait en évidence 'existence d’agents infectieux explicatifs
des maladies transmissibles.

Au début du 20°¢ siecle, Sir Ronald Ross, découvreur du plasmodium falciparum, pa-
rasite a 'origine du paludisme, publie une série de travaux utilisant des modeles mathé-
matiques pour étudier la propagation et le controle de la malaria. En 1911, il donna le
premier modéle mathématique de la transmission du paludisme. Ce modele s’écrit :

{ X1 =mabyxy (1 —x1) —YX1, .1

XZ = bga(l —JCZ) X2 — UX2.

(Voir [63], pour une bonne compréhension des parametres du modele). Depuis, la mo-
délisation mathématique est devenue un outil incontournable dans I'analyse de la dyna-
mique des maladies infectieuses. En effet, Ross utilisera le modele ci-dessus pour montrer
que pour éradiquer le paludisme, il suffit de ramener la quantité de moustiques infectieux
en dessous d'un certain seuil. C’est la naissance de ce qu’on appelle aujourd’hui épidé-
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miologie mathématique, la théorie des happenings ou encore pathométrie.

Une citation de Ross

A vrai dire, I'épidémiologie, considérée, comme I'étude de la variation

des maladies avec le temps et avec les lieux géographiques, doit étre abordée
mathématiquement, quel que soit le nombre de variables impliquées, sil'on veut
I'approcher de facon scientfique.
Dire qu’ une maladie dépend de certains facteurs ce n’est pas dire grand chose,
sans que I on puisse avoir une estimation de quelle fagon
chaque facteur infuence quantitativement le résultat global.
Enfin la méthode mathématique n’est pas autre chose que I'application
d'un raisonnement soigneux au probleme considéré.

Plus tard, Alfred Lotka (1925) et Vito Volterra (1926) proposaient indépendamment
le modele proie-prédateur, ou encore modele de Lotka-Volterra (cité dans la deuxiéme
partie) qui joue aujourd’hui un role déterminant en dynamique des populations et est
considéré comme un modele de base. Rappelons aussi que c’est Lotka qui en 1923, fait
une étude mathématique exhaustive du modele de Ross (2.1).

A.G. McKendrick était un médecin militaire de I’armée britannique. Il a servi sous les
ordres de Ronald Ross en 1901 en Sierra Leone durant une campagne anti-paludique.

Ross a encouragé le jeune McKendrick a appliquer les techniques mathématiques aux
problémes médicaux.

En 1911, Ross écrivait a McKendrick :
Nous finirons par etablir une nouvelle science. Mais tout
d’ abord vous et moi devons ouvrir la porte, ainsi n’importe qui
pourra ensuite entrer s'il le désire.

Depuis les tout premiers temps de la modélisation de I'épidémie, les éléments de base
pour la description des maladies infectieuses, sont les trois classes épidémiologiques :
susceptibles, infectés et les retirés, qui sont souvent notées par :

— S:lesindividus qui sont sains et peuvent étre infectés.
— I:les individus qui sont infectés et sont capables de transmettre la maladie.

— R:les individus qui sont a I’abri, car soit ils ont été infectés et maintenant guéris,
soit ils sont vaccinés.

Une distinction fondamentale peut étre faite entre ces maladies, celles qui conferent
une immunité a vie, et celles qui n’en ont pas. Le premier cas conduit a des modeles de
type SIR, et le deuxiéme a des modeles SIS.

En 1927, W. O. Kermack et A. G. McKendrick ont appliqué les idées de Ronald Ross pour
étudier la dynamique de la transmission des maladies infectieuses humaines. Plus pré-
cisément, Kermack et Mckendrick ont appliqué les idées de Ross pour les maladies dont
la dynamique de transmission dépend de la fréquence et de l'intensité des interactions
entre individus susceptibles (sains) et individus infectés et infectieux. Leur résultat fon-
damental [39] publié en 1927 continu a jouer, comme le modele de Lotka-Volterra en dy-
namique des populations, un role central dans la théorie mathématique des maladies
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infectieuses ([40], [41]). En notant S la population des susceptibles, I celle des infectées et
par R la population des guéris ou "removed/recovered", le modéle de Kermack et McKen-
drick de base s’écrit :

$=—PpS4,
[=pS% - YL, (2.2)
R=yL

ol N =S +1+Restlapopulation totale et S(0) = Sy, 1(0) =1y > 0,R(0) =0.

Bien que le concept du seuil, expression mathématique qui caractérise une condition né-
cessaire pour passer d'un état épidémiologique a un autre ( plus précisément d'un état
endémique a un état sans maladie ou inversement), soit 'oeuvre de Ross, c’est Kermack
et McKendrick qui sont souvent cités pour I'introduction explicite de la notion du seuil.
En effet, puisque N est constante, pour N assez grand on a I'approximation S(0) = N, et
donc au début de I'infection, on a I = (B - y)1 ou encore I(£) = e(B~Y)11,,

Ainsi, pour % > 1, la maladie va persister et devenir endémique alors que si % <1, lama-

ladie va disparaitre. La quantité % est appelée seuil ou encore nombre de reproduction

de base et noté Ry. Cette quantité, est définie comme le nombre de nouveaux cas d’in-
fection causés par un individu infecté dans une population susceptible. Le modele (2.2)
devient plus difficile a étudier si on ajoute une dynamique vitale ou la population n’est
plus constante. En effet, ces modeles sont souvent difficiles pour une analyse mathéma-
tique, parce que la taille de la population est une variable additionnelle qui est gouvernée
par une équation differentielle.

On peut aussi considérer I'introduction d'une variable E pour les individus latents dans
(2.2). D’ou les sigles du type : SI, SIR, SIRS, SIS, SEI, SEIR, SEIRS, etc.

La modélisation mathématique des caractéristiques clés des épidémies, telle que la trans-
mission de I'infection a eu une importance considérable pour la compréhension de la
dynamique des épidémies. Pour cela |'estimation de certains parametres est requise car
la méconnaissance de parametres rend tres difficile la confrontation des modéles aux
données réelles. De plus, puisque seules quelques variables peuvent étre mesurées (par
exemple le nombre des infectés), la question qui se pose est la suivante : est-il possible
de les utiliser ces données avec la dynamique du systeme pour pouvoir estimer les autres
variables ? Ou encore, une fois que I’épidémie est propagée, comment connaitre 1'origine
de la maladie, i.e I'état initial I(0) par exemple ?

Par ailleurs, siles modeles épidémiologiques sont généralement assez semblables, chaque
maladie infectieuse a ses caractéristiques, propres particularités et difficultés.

2.2 Modeles épidémiologiques structurés.

Il'y abeaucoup de situations réalistes, ou '’hypothese que la population est homogene
ne suffit plus. Les structures typiques, qui peuvent jouer un role sont :
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— Espace : la population est distribuée de facon hétérogene dans I’espace.

— Age : il est important de considérer les différentes classe d’age des individus.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler quelques problemes de ce type. Dans de nom-
breuses situations, les approches de modélisation sont effectuées a I'aide d’équations aux
dérivées partielles.

2.2.1 Modeles structurés en age.

Lintroduction de la structuration de I’age est une étape importante dans la modélisa-
tion d’épidémies, d'une part elle permet de consideérer un scénario plus réaliste liés a la
progression de la maladie, d’autre part, elle produit une dynamique complexe du com-
portement des solutions. Limportance d'une telle démarche réside aussi dans le fait que
pour de nombreuses maladies, le taux d’infection varie considérablement avec I’dge. En
fait, si 'on considere les maladies infantiles comme la varicelle, 1a rougeole ou la rubéole,
la transmission concerne principalement les enfants, c’est a dire les individus les plus
jeunes, alors que pour les maladies sexuellement transmissibles, le principal mécanisme
de l'infection implique les individus matures.

En outre, nous distinguons deux types de transmissions :

Transmission verticale. C’est le transfert direct d'une maladie infectieuse d’'un parent
a un nouveau-né, la plupart du temps, c’est la transmission de I'infection de la mere
a I'enfant, soit pendant la grossesse, 'accouchement, ou par I'allaitement maternel. La
transmission verticale joue un role important dans le maintien de certaines maladies, par
exemple, voir Busenberg [14], et [13], ou plusieurs exemples de maladies qui se trans-
mettent verticalement sont donnés.

Transmission horizontale. C’est la transmission de l'infection par contact direct ou in-
direct.

Les modeles ont été utilisés pour décrire 1’age chronologique des individus, ou plus gé-
néralement I'histoire de la contamination des individus. C’est par exemple le cas des mo-
deles structurés en age d’infection, dans lesquels ’age décrit le temps depuis I'infection.
Les premiers travaux sur les modeles structurés en age remontent au début du 20°¢
siecle avec Sharpe et Lotka [68] en 1911, et avec McKendrick [53] en 1926. Les modeles
linéaires ont été rigoureusement étudiés par Feller [25], et Bellman et Cooke [10], en utili-
sant les équations intégrales de Volterra et la transformée de Laplace. Les modeéles struc-
turés en age non linéaires ont été étudiés a partir des années 70 avec les travaux de Gurtin
et MacCamy [28], [29]. Nous renvoyons aux livres de Hoppensteadt [33], Webb [74], Metz
et Diekmann [54], Iannelli [35], Cushing [19], Anita [5], Thieme [70], Perthame [59], Magal
et Ruan [50], [6], pour une bonne étude du sujet.

Un modeéle linéaire de base pour une population structurée en age (chronologique), dit
équation de McKendrick-Von Forester [53], s’écrit sous la forme suivante :
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8pa(c:,t) N 3%2” =—p(@pa 1), poura>0, t>0

p0,0)=B®)=[fyPp@p(atda, t=0 (2.3)
p(a,0)=po(a) ,a=0

ou nE L! (0, +00) est le taux de mortalité des individus, et B € L (0, +00) est le taux de
reproduction.

Notons que le probleme (2.3) a une solution unique, globale et positive, voir Bellman,
et al. (1963)[10], Feller (1941)[25] et Hoppensteadt (1975)[33]. Lunique solution est don-
née par

pola—tn(a)/n(a—t), a>t
p(a,t) =
B(t—a)n(a), a<t
ol 1 (a) est donné par
7t (a) = e~ o KT

et B(.) ale comportement asymptotique suivant quand ¢t — oo
B(t)=[c+0(D]e” !,

avec p*est'unique réel qui satisfait I'équation caractéristique suivante :

f B(@)m(a)el “da=1,
0

0(.) est une fonction telle que 6 () — 0 quand ¢ — oo, et ¢ est une constante.

Les modeéles structurés en age ont été utilisés dans bien d’autres contextes comme la dy-
namique de populations cellulaires (voir Arino [6]), 'épidémiologie (voir Hethcote [32]),
la démographie (voir Inaba [37]), etc. Plus généralement, ces modeles sont utiles pour dé-
crire des changements au niveau individuel en fonction de I'histoire des individus. Men-
tionnons aussi des extensions au cas des modeéles de dynamiques populations structurées
en age et en espace (voir Langlais [48], Kubo et Langlais [44], Magal et Thieme [51], Walker
[72], [71]). Nous renvoyons enfin a Gyllenberg et Webb [30] pour un exemple de modele
structuré en age et en taille, etc.

L'analyse mathématique des modeles structurés en age et les résultats classiques concernent
I'existence et 'unicité des solutions, la positivité des solutions, et la stabilité des états
d’équilibres. Ces problemes ont été largement étudiés depuis les années 70. La premiere
approche consiste a étendre la méthode utilisée pour le modeéle linéaire, en utilisant une
formulation des équations intégrales de Volterra non linéaires. Cette méthode a été abon-
damment étudiée par Webb [74], Chapitre 2 et par lannelli [35]. Cela permet, en parti-
culier, de montrer I'existence, I'unicité, et la positivité des solutions. En utilisant alors la
théorie spectrale des semi-groupes linéaires, ils ont pu également obtenir des résultats de
stabilité des états d’équilibre.

Nous citons comme références les travaux de M. Langlais [45], J. D. Murray [55], [56], L.
Roques [65] et G. E Webb [73].
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2.2.2 Modeles spatialement structurés.

Dans cette section, nous rappelons des modéles avec une structure de I’espace. L'im-
portance de considérer la structure spatiale peut étre causée par un environnement hé-
térogene, mais aussi (dans le cas d'un environnement homogene) par une distribution
initiale hétérogeéne de la population. Cela concerne par exemple les problemes de l'in-
vasion d’'une espéce dans un nouveau territoire. En outre, dans le cas de I'interaction de
plusieurs populations, les différentes espéces peuvent avoir différentes vitesses de propa-
gation.

L'approche classique pour la modélisation des populations spatialement structurées sont
des équations de réaction-diffusion.

— La distribution spatiale est effectuée par un flux J, qui "transporte" les individus,
avec une conservation de la population totale.

— La croissance ou la mortalité des individus sont décrites par un terme f de réaction.

L'équation de base peut étre formulée par :

ou
—=f-V]J,
ot f=vi
ol u décrit la densité de population, f estle taux de croissance nette de la population,
J est le flux.

Des exemples typiques du taux de croissance f.

— Aucune naissance / déces: f (u) =0
— Croissance exponentielle : f(u)=ru

— Croissance logistique : f (1) =ru(1-£)
— Lacroissance logistique avec des parameétres non constants: f (u) = r (x) u(x, ) (1 -

— Effet Allee : f (u) = ru(K—Li) - 1) (1- %)
Remarque 2.2.1 Leffet Allee décrit un scénario dans lequel des populations a faible effec-
tif sont affectées par une relation positive entre le taux d’'accroissement et la densité. Ainsi
certaines populations de petite taille ou de faible densité peuvent subir un recrutement
moindre, ou une mortalité supérieure, résultant en une nouvelle décroissance de la taille
(ou baisse de la densité). Le point final de cette réaction en boucle est la plupart de temps
Uextinction de la population. Leffet Allee est rencontré chez de trés diverses espeéces végétales
et animales comme le lycaon (Lycaon pictus) et le suricate (Suricata suricatta), il se mani-
feste sous plusieurs formes. Pour une définition plus complete et des exemples variés de ce
processus voir B. Dennis [21].

Le nom de cet effet est lié a I'écologiste W. C. Allee (1931) qui est l'un des premiers a U'étudier
de facon détaillée.

Des exemples typiques pour le flux ] :
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— Advection / convection : les organismes se déplacent a la vitesse v = v(x, y, z), le flux
correspondant est

Ja=v(x,y,2u,
et’équation "de balance" générale est :

Ou

8t+V(uv):f(u),

qui est une équation scalaire de réaction-advection.

— Diffusion (mouvement aléatoire) : les organismes se déplacent des régions de haute
concentration a des régions de faible concentration. Selon la loi de Fick, le flux de
diffusion est

Jp=-DVu
I’équation générale est donnée par :

ou

Tl f (W) -V (-DVu)

fw)+DAu

qui est une équation scalaire de réaction-diffusion.

Il y a beaucoup d’exemples typiques pour les équations de réaction-diffusion :
- KISS-modele (Kierstead, Slobodkin, Skellam) [42] :

elle est souvent utilisée par exemple pour la description de la propagation des algues.
- Equation de Fisher :

ou u Pu
E:ru(l_f)jLDﬁ'

(croissance logistique et la diffusion ; exemple typique avec une solution a ondes simples).

- Equation de Nagumo :
% -1 - w+pL
ot Ox?

contenant |'effet Allee, en combinaison avec diffusion.

— La densité dépendante de la diffusion : la diffusivité D peut dépendre de la den-

sité de 'organisme, par exemple, D = Dou', dans ce cas, le flux de diffusion s’écrit
comme :

IDD = —D() umVu

I’équation "de la balance" générale est :

0
a—bt‘ = f(w) + DoV (-u""Vu)
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— La chimiotaxie : déplacement des organismes avec une vitesse qui est proportion-
nelle au gradiant d'une substance a (ou des aliments) qui pourrait étre un signal
chimique dans I'’environnement. Le flux se lit :

Jc=x(a) Vau

I’équation "de la balance" générale est :
ou
E:f(u)—V(ux(a) Va)

Pour les modeles épidémiologiques, une description plus réaliste se pose lors de |’exa-
men de la structure démographique et I’évolution de I'épidémie dans I'espace, en effet un
changement important dans I'étude de la population a été mis en place lorsqu’il s’agit de
la propagation d’épidémies au sein de I'’environnement, et cela en intégrant une diffusion
spatiale dans les modeles structurés en age, voir par exemple [22].

Lorsque les coefficients de diffusion spatiale sont égaux, nous citons [46], ou M. Langlais
et S. Besenberg ont étudié I'effet de ’age chronologique et la variable d’espace, sur les
variations saisonnieres d'une population, en présence d'une maladie transmissible verti-
calement. Le modeéle considéré est un modele de type SIS qui consiste en deux équations
de Lotka, MacKendrick, et Von Forerster de la forme :

0tS+0qS—kAxs+u(P(x,0),x,t,a)s=—y(;x, t,a) s+ d(x,t,a) i + fs(x,t,a)
Ori+0gqi —kAxi+u(P(x,0),x, t,a)i=Yy(i;x,t,a)s— 8(x,t,a)i+ fi (x,t,a)
P(x, 1) = (f\+ ulx, t,a)da

{4 i(x,t1,0)=¢ (;hﬁ(P(x,t),x,t,a)i(x,t,a)da

s(x, t,0) = (;L\+ BP(x,0,x t,a)[s(x, t,a)+ (1 —-¢€)i(x, t,a)lda

Ovs(x, t,a)=0vi(x,t,a)=0 x€0§2,0<a<A;, t>0

Nous renvoyons le lecteur a [46] pour les significations des parametres.

Lorsque les coeffcients de diffusion sont égaux, nous pouvons sommer les deux équa-
tions modélisant les susceptibles et les infectés. Ainsi I'’étude du modele revient a I’étude
d’une seule équation scalaire (2.4) modélisant la population totale u.

Oru+0qu—kAyu+pu P (x,0),x,t,a) u= f;(x,t,a)
i(x,1,0)= ?*ﬁ(P(x, 0, x, t,a)ulx, t,a)da (2.4)
ovu(x,t,a)=0

L'équation de i peut étre réécrite sous la forme :

O+ 01 —kAxi+ (P (x, 1), x, t,a)i=y(;x, t,a) (u—1i)— 8(x,t,a)i

+ fi(x, t,a) 2.5)
i(x,t,0)=¢ (;hf)(P(x, 0,x,t,a)i(x, t,a)da '
Ovi(x,t,a)=0

M. Langlais et S. Besenberg ont montré I’existence des solutions T-périodiques pour
les équations de type (2.5), sous des données T-périodiques (périodicité par rapport au
temps). Sous des hypotheses assez générales, ils ont utilisé un principe de comparai-
son qui est 'argument clé pour I'existence d'une solution non-négative, maximale et T-
périodique. Dans le cas de la transmission verticale, ils ont donné des conditions suffi-
santes assurant 'unicité et la stabilité de cette solution.
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Dans [47], M. Langlais a étudié le couplage entre les variations périodiques par rapport au
temps et la structuration par age d’'une population infectée, a travers un modele mathé-
matique de type SIRS, contenant également une structure spatiale avec des coefficients
de diffusion égaux. Le systeme est sous la forme :

Ds+pu®Px,t),x,t,a)s=—y(t,a)p (i) s+d(a)i+pla)r+ fs
Di+uPx,0,x,t,a)i=+y(t,a)p(i)s—d(a@)i—-o(a)i+f; (2.6)
D,+u®(x,0,x,t,a)r=+8(a)i-p(a)i+ f;

ouD=0;+0,— kA, etdistributions initiales sont données par :

s(x,£,0)=u(x,t,0 —i(x,t,0 —r(x,t0)
i(x,1,0)=¢; [;°pP(x, 0, x,t,@)i(x, t,a)da
r(x,t,0) =€, [y PP, 1), x,t,a)r(x,t,a)da
Oy$=0yi=0yr=0 surlebordde {2

€; (resp €,) étant la probabilité que de la transmission verticale (resp la vaccination) de la
maladie, et u est la population totale de tout les susceptibles, les infectés et les vaccinés,
régie par le systeme (2.7), obtenue en regoupant les trois équations du systéme (2.6).

Oru+0qu—kAyu+puP(x,0),x, t,a)u=f(x,t,a)
u(x,t,0) = [°pP(x, 1), x,t,a)u(x, t,a)da 2.7
ovu(x,t,a)=0 surdf?2

A partir d’'un état initial donné u(x, ¢,0), M. Langlais a examiné le comportement asymp-
totique de solutions du systeme (2.7) quand ¢ — oo, pour le cas lineaire f (x,t,a) =0 etle
cas non lineaire f (x, t,a) # 0, sous des hypotheses spécifiques congues pour donner des
résultats critiques explicites.

Dans [2], B. E Ainseba a étudié le controle et la stabilisation d’équation du type Kermack-
McKendrick-Von Foerster et les systemes de réaction-diffusion. Dans [3], nous trouvons
un résultat de controélabilité exacte et locale qui garantit la positivité des solutions.

La plupart des modeles des maladies transmissibles supposent que tous les parametres
démographiques et épidémiologiques sont semblables au cours de la période d’infectio-
sité. Cette hypothése n’est raisonnable que dans certaines maladies comme la grippe ou
la tuberculose mais pas pour d’autres.

Le but de ce travail est d’étudier un modele plus général et plus réaliste, ou ces para-
metres sont différents. Nous considérons un systéme de réaction diffusion de type SIS ou
I’age chronologique est en combinaison avec la variable d’espace. Nous supposons que
les coefficients de diffusion des susceptibles et des infectés ne sont pas les mémes et que
la transmission de la maladie est a la fois verticale et horizontale.

27



Chapitre 3

Compatibilité d'un modele d’épidémie
avec transmissions verticale et
horizontale.

Sommaire

3.1 Présentationdumodele . ...........c. it 29
3.2 Positionduprobléeme. . ... ... ...ttt it 32

3.2.1 Hypotheéses. . . . . . ... . . e 33
3.3 Existence etunicité delasolution. . . ............... 0. 37
3.4 SolutionglobaledansL!. . ............0c0uitiueeneennn. 45
3.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales. 48
3.6 Positivitédelasolution. . . . . . ... vt v vttt ittt 49
3.7 Conclusionetperspectives. . . . . . v o v v v v v v v vt et et e s 51

28
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Cette partie est une présentation d’un article publié.

B. E. Ainseba, S.M. Bouguima and S. Fekih, Biological Consitency of an Epidemic Mo-
del With Both Vertical and Horizontal Transmissions, Nonlinear Analysis : Real World
Applications 28 (2016) 192-207.

Un processus qui caractérise de nombreuses maladies infectieuses est la transmission
verticale. Il est défini comme l'infection des nouveau-nés par leur mere soit pendant la
grossesse, 'accouchement ou par l'allaitement maternel. La transmission verticale joue
un role important dans le maintien de certaines maladies. Par exemple, la transmission
verticale est la principale cause de I'infection a VIH chez les enfants. L'étude de la trans-
mission du VIH / SIDA est d'un grand intérét pour les scientifiques. Les modeles mathé-
matiques jouent un role important dans la compréhension de la dynamique des mala-
dies infectieuses. Dans cette partie, nous considérons un modeéle épidémique, de type
réaction-diffusion, structuré en age, décrivant un systeme SIS avec la transmission verti-
cale et horizontale. Ils sont appelés modeles SIS parce qu’'un individu qui est initialement
sain (S), peut devenir infecté (I) puis étre guéri, donc a nouveau (S).

3.1 Présentation du modele

Notons par u(a, t, x) et v(a, t, x) les distributions des infectés et des susceptibles res-
pectivement, d’age chronologique a > 0, au temps ¢ > 0, a la position x € {2, ou {2 est un
ensemble borné régulier dans R” pour n = 1.

Supposons que a € (0,a™) avec a* est I'dge maximum des individus, et que le temps
t€(0,T), pour un T > 0. On définit la population totale des infectés au temps ¢ et la posi-
tion x € {2 par:

+

a
Py (£, x) :f u(a, t,x)da.
0

De méme, la population totale des susceptibles est définie par :

+

a
Pz(t,x):f via,t,x)da.
0

Supposons que la population totale P(x, t) se compose uniquement des infectés et des
susceptibles

+

a
P (¢, x) :f u(a,t,x)+v(a, t,x)da
0
=P (t, x)+P> (¢, x).

Les fonctions p, (a) et y, (a) représentent les taux de mortalité des individus infec-
tés et susceptibles respectivement, et 3, (a, t, x,P1,P2), Py (a, t, x,P1,P2), sont les taux de
natalité correspondants. La transmission verticale aux nouveau-nés est donnée par :

a+
M(O, t,X) Af f)u (a) trx)PbPZ)u(a) t)x) da»
0

v(0,tx)

(l+
f By(a, t,x,P1,Pa)v(at,x)+(1-NPy(a,tx,P,Prula,t x)da.
0

29



CHAPITRE 3. COMPATIBILITE D’UN MODELE D’EPIDEMIE AVEC TRANSMISSIONS
VERTICALE ET HORIZONTALE.

Cette hypothese signifie qu'une fraction (1 — A) des descendants de parents infectés
est susceptible et une fraction A € (0, 1] est infectée.

Le taux de variation de la densité de la population des infectés u est donné par :

ula+At,t+At,x)—ul(a,t,x)

Du(a,t,x) = lim

At—0 At

o ula+ A, t+ At x)—u(a, t+At,x) u(a,t+ At,x)—u(a,t,x)
= lim _

At—0 At At
= lim [ug4(a,t+ At x)+ us(a,t, x))

t—0

= Ug(a,t,x)+us(a,tx).

Une expression similaire définit le taux de variation de la population des susceptibles
v(a,t,x) dou
Dv(a,t,x)=v4(a,t,x)+vs(a,t,x).

Notons par y(a,t,x,P1,P») la force d’infection qui dépend des populations totales
P; (¢, x) et P, (£, x), et & (a, ¢, x) le taux de recouvrement Ainsi, nous avons :

— v(a, t,x,P1,P2) v(a,t, x) sont les susceptibles qui ont été infectés.

— 08(a, t,x,P1,P2) u(a, t, x) sont les infectés qui sont guéris.

Supposons que les susceptibles et les infectés se déplacent aléatoirement, ceci est dé-
crit comme un mouvement Brownian. Donc, la relation entre u (q, t, x) et v (a, t, x) dans
le domaine Q = [0,a*) x [0,T) x £2 est donnée par le modele suivant :

Oru+O0qu+pyy (@u=dAxu+vy(a,t,x,P,P))v-8(a,tx)u,

Otv+0qv+ Wy (@v=do Axv—7Y(a,t,x,P,P)v+08(a,t x) u,

u(0,t,x) = )\foa+ Bu(a,t,x,P1,P)ul(a,t,x)da,

v(0,t,x) = f0a+ By(a t,x,P,Pv(at,x)+(1-NPy(at,x,P,P)ula, t x)da.

(3.1)

Les répartitions d’age initiales non-nulles sont données par :
u(a,0,x)=up(a,x) dans [0,a")x (2,
v(a,0,x)=vo(a,x) dans [0,a*)x (2

Supposons aussi que le flux au bord est nul et correspond a une population isolée,
alorsona:

u _ 0 dansdQ=[0,a*)x[0,T)x O,
on
ov
- 0 dansdQ=[0,a")x[0,T)x Of2.

ol % est la dérivée normale.
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Lopérateur Laplacian défini par :

i=n Py
Au=y —
<t ; 0x

~ N

est utilisé pour décrire le mouvement Brownien aléatoire. Cependant, le mouvement des
deux individus (infectés et susceptibles) placés dans le méme environnement n’est pas
identique, donc nous sélectionnons deux coefficients de diffusion d; et d,, non négatifs,
pour u et v respectivement. Un modele similaire est étudié dans [46] avec des fournitures
externes "external supplies" des individus, et dans [1] avec des différents coéfficients de
diffusion.

Nous donnons un cadre abstrait a notre probleme permettant d’autres non-linéarités sa-
tisfaisant la condition H1) citée plus loin. Par conséquent, nous considérons un systéme
plus général :

Oru+ Ogu+ Wy (a) u:dleu+f1 (a,t,x,u,v,P1,Ps),
O+ 0,V + Wy (a) v:dgAle-f2 (a, t,x,u,v,P1,Ps),

a+
M(O, tyx):)\f ﬁu(a) trx)Pl)PZ)u(ar t,X)da,
Q

a+
U(O) t,X) :f ﬁl} (a) t’xrplyPZ) V(ar t! x) + (1 _)\)ﬁu (Cl, t) x)PbPZ) u(d, t; x) da}
0

u(a,0,x)=up(a,x),
v(a,0,x)=vy(a,x),

(3.2)

on
%,
on =0

Le modele présenté ici differe de celui donné dans [46] et [1] par de nombreux aspects.
Dans [1] 'auteur considere I'espace fonctionnel L*°, et suppose que le taux de recouvre-
ment est constant. Dans notre travail nous supposons que la force d’infection et les taux
de natalité, dépendent des populations totales des infectés et des susceptibles, P; et P,
respectivement. Nous démontrons que sous des conditions initiales, dans 1'espace des
fonctions Lebesgue intégrables L!, le systéme (3.2) est bien posé.

La question d'un probléme bien posé, a été investie par plusieurs auteurs (voir G. Webb
[74] et M. Tannelli [36], et les références citées). Dans I’étude des modeéles de dynamiques
de populations le choix de I’espace fonctionnel est crucial. Nous choisissons dans notre
cas'espace L!, qui est le choix naturel pour plusieurs problémes, et ceci est dit d'une part
a l'interprétation des résultats obtenus, et d’autre part, la norme dans I'espace L! nous
donne des estimations sur la croissance de la solution.

Il est bien connu que dans les systémes de réaction-diffusion, les coefficients de diffusion
différents peuvent détruire I'existence globale de solutions (voir M. Pierre [60]). D’apres
les travaux de M. Pierre et D. Schmidt [60], il y a une possibilité d’explosion des solu-
tions en un temps fini si d; # d». La méthode utilisée dans [1] et [60] est basée sur des
arguments de dualité. Cette approche ne peut pas étre utilisée directement dans L!. Pour
montrer I'existence de solutions, nous utilisons la théorie de point fixe.

Les modeles mathématiques traitant les transmissions horizontales des maladies sont
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largement étudiés. A notre connaissance, le couplage entre la diffusion spatiale et la trans-
mission verticale n’a pas été complétement traité en raison de la complexité qu’il intro-
duit. Quelques résultats ont été consacrés a ces modeles, nous nous référons a ([4], [12],
[16], [23], [32], [56], [66], [70]) pour un apercu sur les modeles épidémiques. I'incorpo-
ration de la diffusion dans la modélisation est plus réaliste, nous renvoyons le lecteur a
([13], [18], [20], [22], [36], [43], [48], [45], [62], [71], [73]) et les références citées pour voir
les résultats obtenus sur les modeles structurés en age, avec une diffusion spatiale.

Les termes sur le coté droit de (3.2) dépendent localement sur les variables a, ¢, x, par
exemple (pour i = 1,2), les termes f' (a, t, x, u, v,P1,Py), doivent étre lus

fi (a) t; X, u(ay t) x)) U(d, t) X),Pl (t) x))PZ (t) x))

nous omettons les variables a, ¢, x, pour plus de simplicité.
Organisation de ce chapitre

Nous présentons tout d’abord les hypothéses principales retenues pour les parametres
démographiques et épidémiques. Nous intégrons ensuite le systeme sur des lignes carac-
téristiques, afin d’obtenir un systéme équivalent de deux équations intégrales, moyen-
nant la théorie des semi-groupes. Nous nous intéressons ensuite a I’existence et I'unicité
de la solution sous les conditions de Lipschitz. La méthode est basée sur le principe de
contraction du point fixe, pour cela nous définissons un opérateur ¢ (u, v) = ((bl (w,v), b2 (u, v))
et nous donnons les conditions pour lesquelles ¢ est une contraction stricte sur un en-
semble convexe fermé M a déterminer. Dans la section qui suit nous prouvons que toute
solution (u, v) du systeme (3.2), dans 'espace Lt peut étre prolongée continument par
une solution dans L;_ 4. Nous donnons par la suite un lemme qui caractérise une so-
lution locale et nous énoncons le théoréme principal d’existence globale de la solution,
avec une démonstration détaillée. Nous démontrons un résultat de dépendance continue
de la solution par rapport aux conditions initiales et nous terminons par un résultat de la
positivité de la solution suivi d'un exemple qui illustre les résultats obtenus.

3.2 Position du probléme.

Nous allons examiner certaines hypothéses significatives dans le contexte de la dy-
namique des populations. Afin d’étudier I'existence, nous allons définir les espaces sui-
vants :

. dé , i .
Soit L' ¢/ L1 ([0,a*) x §R) I'espace de Banach des classes d’équivalence de fonctions
Lebesgue intégrables, de [0,a") x {2 dans R muni de la norme :

a+
”(P(, t,.) ”Ll([(),(f)xg) = \/‘Q/(; |(P(a, L, JC)| dadx.

Pour le couple (¢, ) € L' x L, définissons la norme :

py
[low) G el ot + w6,

Soit T > 0, pour tous r € R, on défini 'espace L, de toutes les fonctions ¢ € L!, muni de la

norme.
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ol = sup e (. )]s
0=<t<T

De méme pour (¢, ) € L! x L, nous avons :

aef
[0 wls, = lelly, + I,

3.2.1 Hypotheses.

Maintenant, nous présentons les hypotheses techniques pour notre probleme.

H1) Supposons que pour i = 1,2, f’ sont des fonctions mesurables sur
[0,a*) x [0,T) x £2x (0, +00)*,
et, il existe K; > 0 tel que

flanxe et - annin el = Ki|(a-a)|+|(-%)|+

(&) |+ (s -]

On suppose de plus que :
f(a,t,%,0,0,0,00=0 p.p.(a,t,x) € [0,a")x[0,T) x §2.
H2) Les taux de natalité 3, et 3, sont des fonctions mesurables et non négatives. De plus
Bur B €L ([0,a%) x [0,T) x £2x (0, +00)?).

H3) Les taux de mortalité p, (a) et p, (a) sont des fonctions Lebesgue-intégrables telles
que

My (@), Uy (@) =0 p.p.dans (0,a").

Pour z = u, v, la quantité
1, (a)= e_fou Mz(DdT

est la probabilité de survie de chaque individu a I'dge a. Donc 11 (a*) =0 si

a* a*
f My (T) dT:f My (1) dT =+00.
0 0

C’est-a-dire les individus u et v meurent par 1'dge a*. Notons que pour z = u, v,
IT,(a) e L (0,a"), (voir par exemple [27]).

H4) Les distributions initiales 1, et vy sont Lebesgue-intégrables et satisfont 1y, vo =0 p.
p dans [0,a") x £2.

H5) Nous supposons que la force de l'infection y et le taux de recouvrement § sont mesu-
rables et non négatifs sur leurs domaines respectifs. En outre, il existe des constantes
positives Ymax, Omax telles que :

0 < Y(@t,%P1,P2) < Ymax <400 p.p. (a,t,x) €[0,a) x[0,T) x {2,
0 < 8(a,t,x)<8max<+00 p.p.(a,t,x)€[0,a")x][0,+00) x £2.
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Remarque 3.2.1 Pouri=1,2, f! esta;-Lipschitzienne et continue par rapport i (u, v). Plus
précisément, il existe «; > 0 tel que:

Hfl (-) L., u, U’PI)PZ) _fi (-) t;-’ﬁ;v)P_l)P_Z)

= =) ]+ [ (r=9) G ]

En effet, il résulte de H1) que :

0fl (-) t’-) u, U)PI)PZ) _fi (-) t;-)ﬁ)vrP_I)P_Z)

=K w-0) G|+ (v-7) G )|+

Yool <P ] |

PuisqueP; (t,x) = foa+ u(a,t,x)daetP,(t,x) = foa+ v(a, t,x)da, alors

IA

(=) e, a |- 6 1),

-2

Ll

IA

. a||(v-7) 6w

Donc

0fl (-) t)-’ u, U)PlyPZ) - fi (-; ty-)ﬁyE)P_I;P_2)

L S(Xi [”(u_ﬂ) (-) t))” + H(V_E) (" t")”Ll] °

aveca; =K;(a* +1) et a fortiori

|7 C e w PP | <ailian vt

Notons que pour i = 1,2, I'opérateur de diffusion A’ = d; A,, sous les conditions de Neu-
mann, engendre un semi-groupe uniformément bornées e’ et il existe une constante
positive C; telle que 'inégalité

|e¥ 2. 0] | =Citzt,0m. (3.3)

est satisfaite pour tous ¢ = 0, (voir par exemple le lemme 3, p. 25 dans [64]).
Nous pouvons démontrer maintenant le résultat suivant :

Proposition 3.2.1 SoitT > 0. La solution du systeme (3.2) est la solution du systeme suivant
donné par :

1 (L‘—S)Al .
%em up(a— If,x)+f0t]%(‘(’;—e_t+s)f1 (s+a—t,s,x,u,v,P,P)ds si a>t
u u
u(a,t,x) =+
1 (r-s)Al .
11, (a) e u(O,t—a,x)+ftt_a]%(‘:;—eHS)f1 (s+a-ts,x,uv,P,P)ds si a<t,
L (a—
(3.4)
2 (t-5)A? )
%em vy (a— t,x)+f0t%—e_t+s)f2(s+a— t,s,x,u,v,P1,P2)ds si a>t
v v
via,t,x) =1
2 (t-5)A2 )
I, (a)e™ v(O,t—a,x)+ftt_a%f2(s+a—t,s,x, u,v,P1,Po)ds si a<t.
(a-
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Preuve.

Supposons que u et v sont dérivables et vérifient (3.2). Nous intégrons (3.2) le long des
lignes caractéristiques ¢ = a — £, ol ¢ est une constante.

— La technique des caractéristiques (ici on a des demi-droites de pente +1) réduit les
deux équations du systeme (3.2) sur chacune de ces caractéristiques a des équations
différentielles ordinaires dont la résolution est simple (voir [43], [61] et [74]). En
effet fixons arbitrairement (ay, fp) avec ag = 0 et fy = 0. Posons le changement de
fonctions suivant :

uh,x) : =ulag+h,ty +h,x),
v(h,x) : =v(ag+h,ty + h,x).
Alors les équations du systéme (3.2) sont approximées par :

+ Uy (d0+h)ﬁ=A1ﬁ+fl (a0+h, o +h,x,ﬁ,?,l51,f’2),

&|&
RN

(3.5)
+ Wy (ap+ W) V=A*u+ f%(ap+h, ty + h,x,u,7,P1,Py).

&l&.
ST

Mulptiplions les équations du systéme (3.5) par leur facteur intégrant correspondant
el Hulao+0dT o ofy' W@ +T)dT ot posons :

I(h, x) = elo Hulao+DdTg(y y),
S(h, x) = elo HolatDdT 5 5
Fy(ao+h, to + 1, x,1,S,P1,PS) = el Wulat0dT £1 (g0 4 b 1y + b, x,7,7,P,P,),
Fy(ao+h, to + I, x,1,S,P1,PS) = o Wo(@+dT £2 (g 4 bty + b, x,0, 7, Py, Py)

ou P{ et Pg représentent les populations totales de I et S respectivement. On peut réécrire
donc le systeme (3.5) comme un probleme de Cauchy:

4~ A1+F (ap+h, to + h,x,1,S,PL,PS),
@ =A’S+F,(ag+ h, o + h,x,1,S,P},P3),
1(0, x) = u(ao, 1 , x),
S0, x) = v(ag, ty, X).

qui admet comme solution

h
1(h,x) = 1(0,x)eA1h+f N IE (ag+ s, 1o +5,x,1,S,PL,PS) ds,
0
AR h A%(h-s) I pS
S(h,x) = S(0,x)e +f e ¥y (ao+s,to +5,x,1,S,P;,Py)ds.
0
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En revenant a iz et ¥, nous obtenons

h
h h

a(h,x) = e~ o ””(“°+T)dTa(0,x)eAlh+f o~ Js Bulao+T)dT AT (h-s5)

0
xFy (ap+s, to +5,x,1,0,P1,Py) ds,

- — [y (ag+vydr ; AZh h — My (ag+ydT JA%(h—s3)

p(h,x) = e JoHvldo (0, x)e™ "+ | e Js Huldo e
0

xFy (ap+s,to +5,x,1,0,P1,Py) ds.

Tout point (a, t) est atteint par une demi-droite parallele a la premiére bissectrice qui part
du point (a—¢,0) si a> ¢, du point (0, — a) si a < t et de 'origine si t = a.

Pour a > t, posons :

(Cl(),to):(d—t,()), h:t)

donc

_ —ft (a—t+1)dT ~ Aly g —ft (a-t+1)dT Al(t-3)
iu(t,x) = e JoHu n0,x)e* "+ | e JsHu e
0

xFy(a—t+s,s,x,0,0,P1,Py)ds,

v(t,x)

t
e—fotpy(a—HT)dT 7(0, x) eAzt +f e—fstpy(a—HT)d‘reAz(t—s)
0
xFy(a—t+s,s,x,i,0,P1,Py)ds.

Apres le changement de variable : { = a — ¢ + 1, nous aurons :

e_fot pu(“‘l’ﬂ-‘[)d‘l’ — M
I, (a-1t)
o Suta—rioar _ (@
II,(a—t+5s) '
Ainsi :
Hu (a) Al t Hu (a) e(t—s)Al
bX) = R LA L
u(a,t,x) T a-1 ug(a—t,x) . Gotry
><f1 (s+a-ts,x,uv,P1,Py)ds,
11, (a) (A2 t I, (a) e(t—s)A2
LX) = R L a—
v(a,t,x) Toa-p vo(a—t,x) T atte)

><f2 (s+a—ts x,u,v,P1,Py)ds.

Pour a < t, posons :
(ao, %) =(0,t—a), h=a.
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le méme raisonnement nous ramene a écrire :

a
a(a,x) = e Jom@dtyg ehlay f o [ HudT A (a-9)
0
xFy (s, t—a+s,x,i,0,P,Py)ds,
a a a
Bax) = e fimmdryg gehay f o~ [0 dT A2 (a-s)
0

xFy (s, t—a+s,x,i,0,P,Ps)ds.

le changement de variable : { = t — a + s, nous donne :

1
LI, (a) elt=97

u(a, t,x) = Il,(a ey 0,t—a,x) + _
( ) u(a) ( ) u Tla—tts)
><f1 (s+a-—t,s,x,u vP,Pds,

t T, (a) et 9N
via, t,x) = II,(a) e“sz(O,t—a,x)+ Lv@e 7

—a I, (a—t+5)
xf2 (s+a-ts,x,uv,P,Py)ds.

En combinant les deux résultats, nous obtenons la solution intégrale du systéme (3.2) sur
les caractéristiques.

Nous allons montrer maintenant I'existence d’'une solution au probleme (3.2).

Définition 3.2.1 (u, v) est dite solution du probléme (3.2) pour t € [0, T], T > 0; si
u(') t) ')) V(', t; ) € Ll ([0, a+) X Q)

avec une norme finie dans L, et (u, v) satisfait le systeme (3.4).

3.3 Existence et unicité de la solution.

Dans cette partie, nous nous intéressons a |’existence et 'unicité des solutions du sys-
teme (3.2) sous les conditions de Lipschitz. La méthode est basée sur le principe de la
contraction du point fixe.

Nous définissons un opérateur ¢ (u, v) = ((pl (w,v), b2 (u, v)). Nous donnons des condi-
tions dans lesquelles ¢ est une contraction dans un ensemble fermé, convexe M, a dé-
terminer. La démonstration est fondée sur deux lemmes fondamentaux, le premier, est
le lemme de Gronwall qui permet I’estimation d'une fonction possédant une certaine in-
égalité. Le deuxiéme lemme, nous donne un résultat d’estimation a priori de la solution
(u, v).

En utilisant (3.4) et quelques calculs, on arrive a une estimation de la forme :
t
(2t 0) G, s < 2ty v s + oz f It 0) G, ) ds.
0
ol |, et u2 sont des constantes en fonction des données présentées.
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Lemme 3.3.1 SoitT >0 et t € [0, T). Sous les hypothéses H1) — H5) il existe des constantes
positives |11, 2 telles que toute solution (u, v) du systeme (3.2) satisfait.

I, v) (1, )l < [l (uo, vo) [l €2
Preuve.
Lanorme de u(a, t, x) est donnée par :

déf at t at
lze (., 2, )l gfo fQIu(a,t,x)ldxdast fglu(a,t,x)ldxdm—ft fQIu(a,t,x)ldxda.

L'expression de u(a, t, x) dans (3.4) nous donne :

[lze (., t,.)”Ll <L+ +I13+]14.

tel que

t ) a’

I, = ff )\e“Af Bu(s,t—a,x,P,Pru(s,t—a,x)ds|dx da.
0 JN? 0
t t 1

I, = f fgf eI flsra—t,s,xu, l/,Pl,Pg)dS‘ dx da.
0 t—a
at )

I; = f fQ’eIA uo(a—t,x)‘dxda.
t
at t 1

I, = f fo ‘e(t's)A f1 (s+a-ts,x,u, U,Pl,Pg)dS‘ dxda.
t 0

Nous allons estimer chaque intégrale séparément.

La premiere intégrale I; satisfait

IR

t
f H)\e“Alﬁu (s,t—a,x,P;,P)u(, t—a,.)
0

I

IA

AeaAlﬁu (S) r— a, xIPI)PZ) u(S, r— a, X)’ dS dx da

IA

da,
Ll

En utilisant ’estimation (3.3), nous obtenons :

t
L=<C ||ﬁu||Loof0 luG,t—a,)lp da,

Faisons le changement de variables s=t — a,
t
h=ClBul [ 1000 G5l ds
0
Pour I3 nous avons:

a+
_ Al _
Ig_ft f ‘e ug (a t,x))dxda,
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Soit s=a—t, alors:

a+
Al
I3 <= fo fg‘e uo(s,x)’dxds

1
< H e™ u,

1
s Cilluollyr.

Puisque :

1
e([—S)A f1(3+ a—t,s,x,u,v,P,P) dsdx da,

Izzfotf(zf:a

Le théoréme de Fubini implique :

Izzfotf(zf;

at t
I4:f fo )e(t—S)Alfl(S-l-(/l— LS X u, U,Pl,Pz)’dS dxda,
r 0

1
eI flsra—t,s,xu, V)PI:PZ)‘ dadxds.

Pourly,ona:

En changeant I'ordre d’intégration dans I, il en résulte que :
t at .
Iy :f fo ‘e(t—s)A fls+a-tsxu, V,Pl,Pz)‘ dadxds,
0 t

Il s’ensuit :

1
e(l’—S)A f1(8+ a—1t,8x,u, U’Pl,Pz)‘ dadxds.

t at
1+15fff
2 ! 0 JQ2Ji—s

Soitt=s+a—t, alors:

12+I4

IA

t at
f f f ‘e”_s)Alfl(T,s,x, u, U,PI,PZ)‘dT dx ds
0o JN2Jo

t
1
f ‘)e(I_S)A s, u,v,P,Py)
0

IA

das
Ll

IA

t
Clﬁ ||]C1 (~y S U, UerPZ) ||L1 dsy

L'estimation donnée dans la remarque 3.2.1 donne
t

L+I,=C oqf Il(w,v) (s, )l ds.
0
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Enfin, on en déduit que

IA

t
”u(y tr-)lILl Cl ||u0||L1 +C1 ||ﬁu||Looj(; ”(u) U) (-rsy-)”Ll dS

t
+Cra fo 1 0) (5, )l ds

t
Cilluolipr +Cu [||Bufl o0 + oq]f0 I, v) G, s, )l ds.
De méme pour v(a, t, x) on obtient

t
lv Gt )l < Collwollps + Co [[|Bull oo + |Bo || ;oo + 2] fo I, v) (5, ) I ds.

Par conséquent, il existe p; > 0 et pp > 0 tels que

t
” (u) U) (~) t) -)”L1 =< Hl ”(uO) UO)”L1 + HZ‘/(; ”(uy U) (-) Sy -) ”L1 ds-

Le reste de la preuve est une conséquence de I'inégalité de Gronwall.

Sous les mémes hypotheéses du lemme 3.3.1, nous avons :

Théoreme 3.3.1 Le probleme (3.4) possede une solution locale unique.

Preuve.
Le lemme précédent implique que pour certaines valeurs positives c et r, on a

I, v) (o 8, )l <ce™ | £=0,

D’ou (u, v) € L, pour un certain r > 0.

On définit I'opérateur ¢ (u, v) = (1 (4, v), G2 (1, v)) comme suit :

pour a>t
II t 7 (t-s)A!
(bl (u’ U) #(a)t)etAluO(a_tyx)'*' 0 %fl (S—I—a_tysyx) u, U)PIyPZ)dS)
u - u -
II L7 (t—s)A?
¢ (U, v) #(a)t) Ny (a—t,x) + A %fz(s+a—t,s,x,u,v,Pl,Pg)ds.
v - v -
pour a<t,
toJ7 (t—s)A!
G1(w,v) = I, (@)e™ u©,t—a,x) + %fl (s+a—t,sxuv,P,Pyds,
t—a u -
LT, (a) e 9N
o2 (1, v) = Hv(a)e“sz(O,t—a,x)+ v (@) fz(s+a—t,s,x,u,v,Pl,Pg)ds.

t-a 1ly(a—t+s)
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— Lopérateur ¢ est défini de L, dans L, pour r assez grand.

En effet si (u,v) € L, alors ||(u, v) (., t,.) I e”"" < ¢ pour certain ¢ > 0. Cela donne
en particulier que

I (o, vo)li1 < c.
Puisque

t
b (e, v)|| 11 =< w1 e, vo) Il + uzfo I, v) G, s, )l ds.

donc

t
2C
plc+”—f re ds
r Jo

(CICAD] I
c
< puc+E%%e”—1)
< pce’t+=et
H) re
= +—|ce
5
< ce'" pourr= 2

Il en résulte que pour r assez grand

rt

sup [[dw, )| e <oo.
0<t<T

Dans la suite, nous montrons qu'’il existe un r strictement positif tel que ¢ est une
contraction dans L, .

— ¢ est une contraction stricte de L, dans L, pour certain r > 0.

En effet, soient (u,v) et (&, 7) dans L,, alors Py (£,x) = f0a+ U(a,t,x)da et P, (t,x) =
1% B(a, 1, v)da.

b1 (w, v) = b1 (7, 9) | diffo fQ\q)l(u,v)—q)l(ﬁ,?deda
t
< fon |q)1(u,v)—q)1(ﬁ,3)|dxda

a+
+f f |(|>1 (u,v) =Py (ﬁ,3)| dx da.
r JI2
En remplacgant ¢, par son expression (dans chaque cas a < f et a > £), nous obtenons:

&1 (w, v) =1 (@, 7) ;2 =T + Lo + 1.
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Avec
t 1 at
b= ffg e“Af Bu (s, t—a,x,P1,Py) [u(s, t—a,x)~u(s,t—a,x)ds]|dx da.
0 0
t t ) L
L = ffgf el!=9A [fl(s+a—t,s,x,u,v,P1,Pg)—f1(s+a—t,s,x,ﬁ,v,Pl,Pz)]ds dx da.
0 t—a
a* t . L
Is = f fg'f eli=9A [f1(8+a—t,u,v,P1,Pz)—f1(s+a—t,s,x,ﬁj,Pl,Pz)]ds dx da.
t 0

Considérons l'intégrale I, :
t
o o
t a*
Jo Jol
t
)

t
Gy ”ﬁu”LoofO ”u(-,t—d,.)—ﬂ(.,t—a,.)

I

a+
e“AlfO Bu(s, t—a,x,P1,Py)[uls,t—a,x)-u(s,t—a,x)|ds|dx da

IA

e Bu (s, t,x,P1,Pp) [u(s, t—a,x)-Tu(s, t—a,x)]‘ds dxda

IA

eaAlﬁu (S) t_a)x!Pl!PZ) [u(-) t_a;') _ﬂ(') t_a)‘)]

da
Ll

IA

|1 da.

Soit T=t-a, donc

t
Il SC] “ﬁu”Loo‘/(; ||u(-)T)-) _ﬁ(-)T)-) ”Ll dT)

Ceci implique que :

t
b= Gl [ e e futn) -G dr

IA

t
Cr [Bull sUpe™ (o1, ~T (T, f e dr
0<t<T 0

IA

_ 1
C1 [|Bull o supe™™" ut, 1,0 (T, )| = (e = 1)
0<1<T r

tr
C1 [|Bullyoo supe™ (o1, — (T, |1 —
0<1<T r

IA

Par conséquent, pour ¢ positif, nous avons :

etr
L =Cr [[Bullie ||”("T")_ﬂ("‘r")”LrT’

et

etr

LG [Pl w0~ @), &

Maintenant, considérons l'intégrale I,.
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t
_ 1
f eI [l (s+a—t,5x,u,0,P,Py)
t—a

I,

—f! (s+ a-t, s,x,ﬁ,ﬂ,P_l,P_g)] ds) dx da.

Le théoreme de Fubini implique que :

NS

—fl(s+ a—t, s,x,ﬂ,?,,P_l,P_g)] ’ dadxds.

_aal
e 9N [fl(s+a—t,sxuv,P;,Py)

Pour 'intégrale I3, nous avons :

ST

f! (s+a— t,s, X, l),Pl,P_g)] ds‘dx da

t at
f f f ‘ pli=9A! [f1 (s+a—t,sx,uvP;,Py)—
0o JN2J:t

f1 (s+ a-t, s,x,ﬁ,?,P_l,P_g)] ‘ dadx ds.

Faisons la somme des deux intégrales I et I3, pour avoir :

t a*
lotls = fofrzft
—-S

f1 (s+ a-t,s, x,ﬁ,?,P_l,P_g)] ‘ dadx ds.

aal
"IN [fl(s+a—t,sxu,v,P, Py~

Posonst=s+a—t .

t at .
I, +1;5 :fo fﬂfo ‘ e(t_s)A1 [fl (t,x,u,v,P1,Ps) —f1 (T,s,x,ﬂ,?,Pl,Pg)”dT dx ds,

donc
ds,

L!

t
L+1s= f [e =% [ s v PP = £ (5, TP
0

et
t
I +I3<C oqfo lw,v) (., 6,)-(@v) (1) ds

Utilisons la norme L, pour obtenir :

t
C ouf e e ||, v)(,1,) - (D), 1,0 ds
0

L+I3 <
t
< Ciagsup e ¥ |(wv)(,1,)— (D), t,.)||L1f e’ds
0<s<T 0
el’l’
< G fwn-@ol, (<),
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Par conséquent :

tr

etz (Tl =@,
Nous avons enfin :

010,001 @) s = C1 & ([Bullye ) - (@3,
ce qui donne :
Ci
r

|01 v) =01 (@ D)1 €™ = — ([[Bull oo + ) [ ) = (w,7)

L,*

D’une maniere similaire pour ¢, on a:

v . C _
b2 (, v) = 2 (%, 7)1 €™ S72[SupﬂlﬁullpmIIBvIILoo}wz] |G v) = (@ V)], -

d’ou

b (1, v) - & (%, 7)

pour une certaine constante w > 0, ou

w=sup{C ([|Pull oo + 1), Co [sup {[[Bull oo [Bo | o} + 2]}

w —
Lrs7||(u,v)—(u,v) L

Il est clair, que ¢ est une contraction stricte pour r assez grand (en particulier pour
r>uw).

Maintenant, Soit M un ensemble fermé défini par :
M={(w,v):l(u,v)(, 1,1 < wce’™, t=0}.

Notons que M c L, pour chaque r > 0.

— Lopérateur ¢ satisfait ¢ (M) < M.
En effet, puisque

t
&, )| 12 = w1 (utg, vo) Il + uzfo I, v) (5, )l ds,

si (u,v) e M alors :

t
V)1 = 1C+—H2plc re’* ds
L H )
< e+ B iy
r
< pce'l.

pour r assez grand.
Cela permet de conclure que 'opérateur ¢ admet un point fixe unique dans M.

Les hypothéses sur les conditions initiales impliquent que le point fixe n’est pas
trivial.
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3.4 Solution globale dans L.

Nous nous intéressons dans cette section a 'existence globale de la solution (u, v)
dans!’espace L!. La démonstration fait appel a plusieurs arguments fondamentaux. Nous
commencons tout d’abord par un résultat de continuité de la solution par rapport au
temps, en effet nous montrons que toute solution (u, v) dans LT admet une extension
dans un intervalle plus large. Nous définissons ensuite 'intervalle maximal d’existence
de la solution suivi d'un lemme caractérisant une solution locale. Nous démontrons en
dernier lieu le théoreme d’existence globale de la solution.

Proposition 3.4.1 Soient (ug, vo) € L' et T, T > 0. Soit (u, v) € LT = C([0, T];L}) une solution
du systeme (3.4) dans lintervalle [0, T].

On définit (1, D) € LT un prolongement continu de la solution (u, v) dans [T,T + T] tel que

u(,t,x) = u(,t=-Tx),
v(,t,x) = 0(,t-Tx).
et (i, V) est donnée par :
Poura>t
11, (a t I,(a
i(at,x) = LetAlu(a—t,T,x)+ ¢e”_s)Al
I, (a-1) o II,(a—t+5s)
xfl(s+a—-ts+Txa,00P;,P)ds,
N IIy(a) a2 g Iy (a) (t—5)A2
via t,x) = ————e va-t,Tx)+| ———mm
( ) II,(a-1) ( ) o IlI,(a—t+5s)

x f2 (s+a-t,s+T x4, ﬁ,f’l,pz)d&

etpoura<-t

at t II
aa,t,x) = NI,(a) eaAlf B () A(s, f—a,x)ds+ u(a) e(t—s)Al
0 t—a lly(a—t+5s)
xfl(s+a—t,s+T,x,ﬂ,l7,f’1,p2)d&
a+
v(at,x) = Hﬂmeﬁif B D(s,t—a,x)+(1-=N)Py(s) (s, t—a,x)ds
0
t H A A
+ ¢(3“_3)A2f2(s+a—z‘,s%—T,x,Ift, 0,P1,P,) ds.

t-a lly(a—1t+5)
Alors (u, v) € L™ est une solution de (3.2) dans [0,T +1].
Preuve.
Nous procédons comme dans [1].

Puisque (u, v) est solution du systeme (3.4) dans I'intervalle [0, T], il suffit de vérifier qu’elle
reste solution pour tout ¢ € [T, T +T]. Pour cela nous allons distinguer trois cas selons la

45



CHAPITRE 3. COMPATIBILITE D’UN MODELE D’EPIDEMIE AVEC TRANSMISSIONS
VERTICALE ET HORIZONTALE.

positionde a: a€(0,t-T), ae (t-T,t) etac (t,a*).

SoitT<r<T+T.

— Cas:0<a<t-T.

i(a,t-T,x)

= )\Hu(a)e“Alf ﬁu(s)ﬂ(s,t—T—a,x)ds+f
0 (

u(a,t, x)

=T 11, (a)
. A
xe!"TmIN £l (s a—t+T,s+T,x, i1, 0,P1,P,) ds.

Utilisons le fait que u(.,t,x) = @ (., t =T, x) et faisons un changement de variables
T=s5+T dans la deuxieme intégrale, nous obtenons

“ C @
u(a,t,x) = AUu(a)e“Alfo Bu(Su(s,t—a,x)ds+ t—anu(au—t+s) (t-5)A!

><f1 (s+a-ts,x,uvP,Pds.

— Cas:t-T<ac<t.
ula, t,x)=1t(a,t—T,x)

Prenons I'expression de #(,, ¢, x), en tenant compte du fait que a > ¢t —T. Nous écri-
vons donc :

T
ELIC N DA (@ t+ T, T, %) + t (@) l=T-9A!
II,(a—t+T) 0 II,(a—t+T+5s)

x f1 (s+a-t-Ts+Tx, A,l?,f)hpz)ds-

u(a, t,x) =

Remplacons I'expression de u(a—t+ T, T, x) pour a < t.

11y (a) e(t_T)Al
II,(a—t+T)
t I, (a— t+T)e(T—3)A1
r—a Iy (@a—t+5)
=T 11, (a)
o Ily(a—t+T+y5s)

a+
u(a, t, x) Ay (a-t+T) e(“'”mlf Bu(s)u(s,t—a,x)ds
0

f1 (s+a-ts+T x,u, V,Pl,Pz)dS]

1 N N
ell"T=9A" f1 (s+a—t-T,s+Tx,,0,P,P,)ds.

Alors en posantt=s+ T, nous aurons :

at T I, (a) 1
tx) = AT “Alf J—ax)ds+ | =T _ltm9A
u(a,t,x) yw(@e | Bu(s)u(s a,x)ds T (a—t+s)e
><f1(3+a—t,s,x,u,v,Pl,Pg)ds
t Hu (a) e(t_s)Al

1
st+a-t,s,x,uvPy,Pr)ds.
T I, (a—t+5) Fe 1b2)
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En regroupant les deux dernieres intégrales, nous obtenons :

t 11, (a) (t—s)A!

a+
vt; = )\H aAlf ’t_ ) d
u(a, t,x) w@e™ | Pu@ulsi-axdst | Hy(a—t+s)

><f1 (s+a—t s x,uv,P1,Py)ds.

— Cas:a>t.
ula, t,x) = da,t-T x)
-T
= —Hu (a) e(t'T)Alu(a— t+T,T,x)+ [ (@) e”"T_S)Al
II,(a—t+T) o Ily(a—t+T+ys)

x fl(s+a-t+T,s+Txa0P,P,)ds.

Remplagons I'expression de u (a— t+ T, T, x) pour a > t.

11, (a) e(t_T)Al II,(a—t+T) eTAl
II,(a—t+T) II,(a-1)
Tﬂu(a—t-l-T)e(T_s)Al
o Ily(a—t+5s)
=T 11, (a)

__T—Al . A A A
+ i ( T )e(t T-s)A f1(5+a—t+T;S+T,x,u,U,P1,P2)dS'
0 ulad— S

u(a,t,x) ugla—t,x)+

f1 (s+a—ts,x,u,v,P1,Py)ds

On conclut apres le changement de variables 1= s+ T que

11, (a) tAl g Iy (a) (t—s)Al
P — t’ _|_ -
Toa—p® “@ b9% | T s

f1 (s+a-—t,s x,u,vP,Pyds.

u(a,t, x)

Notons que les mémes techniques de calcul, sont valables pour v(a, t, x).

Donc (u, v) est solution du systéme (3.4) pour tout ¢ € [0,T +T].

Donnons la définition d’un intervalle maximal d’existence d’'une solution et un lemme
qui caractérise une solution locale.

Définition 3.4.1 Soit (ug, vg) € L! [0, a*) x (2. On appelle intervalle maximal d’existence de
la solution [0, T, 441, Uintervalle ayant la propriété suivante : si0 < T < T,,4x alors il existe
(u, v) € LY solution de (3.4) dans [0, T].
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Proposition 3.4.2 Soit (uy, vo) € L' [0,a") x (2, et soit (u, v) une solution du (3.4) dans l'in-
tervalle [0, Tp,4x). Alors sous les hypotheses H1)- H5), nous avons

Si Tax < +oo alors li%n l(w,v) (., ¢t ) = +oo.
t—Tm,

ax

Preuve.
Soit [0, T1,4x] l'intervalle maximal d’existence de la solution.

Raisonnons par 'absurde et supposons que Trhax < +00, et qu'il existe r > 0 tel que || (u, V) [l;1 <
r pour tout ¢ € [0, T,4x), alors il existe T € [0, T,4x) tel que (u, v) est une solution de (3.4)
dans I'intervalle [0, T].

D’apres la proposition précédente on peut définir (i, ¥) € LT un prolongement continu
de la solution (u, v) dans [T, T + T] avec T > 0.

Prenons par exemple T = Tpax — % > 0. La méme proposition permet de conclure que
(u, v) est une solution du (3.4) dans [0, T +T] = [0, Tjnax + 3|, cela contredit la maximalité
de l'intervalle [0, T, 4x]-

Ainsi notre hypothese est fausse, donc si Tax < +00 alors li%n l(w,v) (., £ ) = +oo.

I— Imax

Donnons maintenant le théoreme de I'existence globale de la solution de (3.4).

Théoreme 3.4.1 Supposons les hypotheses de la proposition 3.4.2. Alors (u, v) est une solu-
tion du probleme (3.4) pour tout t € [0, +00).

Preuve

Montrons que T3 = 00, supposons par absurde que Tyax < 00, alors :

li%n I (w,v) (., ¢ )1 =+oo.

I—Tmax

D’apres le lemme 3.3.1, nous avons :

. s t
im [[(w,v)(, 8, )l < LHm o gl (uo, vo) i €2,
t—Tm T

ax — Imax

Par conséquent :

+00 < 1 [l (ug, Vo) Il e ™2 < +o0.

Nous obtenons une contradiction et nous concluons que T,y = co.

3.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux
conditions initiales.
Le résultat suivant démontre que la solution dépend contintiment de la condition initiale

(uo, vy). Prenons deux solutions (u, v) et (i, ?) du probleme (3.4) sur [0, T) avec des condi-
tions initiales (ug, vg) et (ily, Dy), respectivement, alors :
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Proposition 3.5.1 (Dépendance continue). Pour certaines constantes positives |1y et [a,
nous avons :

”((uv U) - (L_l, Ij)) (-; tv ) ”]_,1 = Ml ”((MO) UO) - (I/_LOr ﬁO))lILl etl—lz.
Preuve.

La preuve est similaire a celle donnée pour le lemme 3.3.1.

3.6 Positivité de la solution.

Soit L! le cone positif de L. Supposons que H6) est vérifiée.
H6) : 1l existe un réel 0 > 0 tel que pour tout (u, v) e L1 x L :

u+6f1(a,t,x,u,v,P1,P2) > 0,
v+9f2(a,t,x,u,v,P1,P2) >

Théoreme 3.6.1 Si H1)-H6) sont satisfaites, alors la solution du probleme (3.4) vérifie (u, v) €
Lix L,

preuve.

Selon Busenberg et al.[15], nous pouvons réécrire le probléme (3.2) comme suit :

Du+pu(a)u:(A1—%)u+%(u+6f1 (a,t,x,u,v,P1,Ps)), (3.6)
Dv+pv(a)v:(Az—é)v+5(v+6f2(a,t,x,u,v,Pl,Pg)). :
ol 0 est choisi comme précédemment dans H6). Posons
11, (a) _U=9)  p Al
Uy(a, t,x,u,v,P;,Py,8)i=—— o= 0 el A Ty +07! st+a—-tsx,u v,P;,P)l,
1( 1,P2,$) oIl (a—1+s) [ [ 1,P2)]
Iy (a) U= (;_g)A2
Uy(a, t,x,u, 1,P1,Ps,8) = ————e~ 0 "IN [y 0f2(s+a—t,s x uv,P;,P)l.
2( 1,P2,$) 0l a—r53) [ fel 1,P2)]
Alors, la solution correspondante (u, v) vérifie le systeme suivant :
_L Al
%uo (a—t,x)+ [{¥1(a, t,x,u,v,P1, Py, 5)ds sia>t
u(a,t, x) =1 ‘
11, (a) e_%e“Alu(O,t—a,x)+ftt_a%(a, t,x,u,v,P1,Ps,8)ds sia<t,
Hu(a) —é tA2 ¢ l‘w ¢ P:.P d . t
me e vola- ,x)+f0 2(a, t,x,u,v,P1,Ps,8)ds sia>
via,t,x) =4
11, (a) e‘ge“sz"(O,t—a,x)+ff_au72(a, t,x,u,v,P1,Ps,s)ds sia<t.

(3.7)
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Puisque la solution (3.4) du probleme (3.2) est obtenue par le théoreme de la contrac-
tion du point fixe, alors elle correspond a la limite d'une suite itérative («”, v"*) donnée
par

_t Al .
%e ie uy(a— t,x)+f0tLP1(a, Lx,u",v",P,P},s)ds sia>t
w1 (a, t,x) = !
_a gl .
Iy (@e e u™(0,t—a,x) + [l ,W(a t,x,u",v",PLPY,s)d sia<t,
(3.8)
1, —é A2 tw noyn pn pn ¢ .
me e vo(a—t,x)+f0 H(a, t,x,u",v", L 2,5) S sia>t
v a,t, x) =
a 2 .
11, (a) PR v (0, t—a,x)+ftt_akl72(a, t,x,u",v",P!,P},s)ds sia<t.
Avec

+

a
P (¢, x) :f u"(a, t,x)da,
0

et

+

a
P} (t,x) f v"(a, t,x)da.
0

. 1 ..
Le semi groupe e™ est positif, et u” € L}r, donc

(@)  _: a0 _a aal
— 2" e ugla—t,x), I, (@e e u"0,t—a,x) e Ll
T a-10 o ), 11y (a) ( )eL]
et
11, (a) Ut RPN 1
— e 0 e u+0f (s+a—t,s x,u", v PP eLl.
0Il,(a—t+s) [ I P el

(De méme pour v € L1).

Ainsi u™*! (a, t, x) et v (a, t, x) sont des combinaisons linéaires convexes de deux élé-
ments de LL.

n+1

Il en résulte que (1!, v"*1) e L1 x L! et par conséquent u, v = 0.

Exemple 3.6.1 Considérons le modele (3.2) avec

fl (d,t,x,u,U,Pl,Pz) = Y(Cl, t’xrpl)PZ)U_6(a) t,X) u,
f?(a, t,x,u,v,P1,Py)

-v(a, t,x,P1,P2) v+8(a,t x)u.
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Le systeme s’écrit donc sous la forme :

Oru+O0qu+ Yy (@u=dAxu+vy(a,t x,P,P)v-38(a,tx)u,

v+ 0av+ Wy (@ v=dy Axv—y(a,t,x,P;,P2) v+06(a,t,x)u,

u(0,t,x) = )\foa+ Bu(a,t,x,P1,Pr)u(a,t,x)da,

v(,t,x)= f0“+ By(a, t,x,P,Pv(at,x)+(1-ANPy(at, x,P,P)ula,t x)da,

\ u(a,0,x) =ug(a,x), (3.9)
v(a,0,x)=v(a x),
Ou
du —,
n
v
On ™~
Proposition 3.6.1 Le modeéle (3.9) admet une unique solution globale, et positive (u,v) €
Lix L.
Preuve.

D’apres le théoreme 3.4.1, les hypotheses H1)-Hb5), qui sont satisfaites pour le systéeme (3.9),
assurent l'existence globale et l'unicité de la solution. Il suffit donc,montrer la positivé de
cette solution.

Il est évident qu'il existe un certain nombre 0 > 0 tel que si

1 1
G:min(—,—)

6max Ymax

alors pour tout (u,v) € L}r X L}r nous avons H6) i.e :

u+0f' (a,t,x,u,v,Py,Py)
v+0f%(a,t,x,u,v,P,Py)

v

vV

Il résulte du théoreme 3.6.1, que la solutions correspondante est positive.

Ainsi le modele (3.9) possede une solution unique globale et positive (u, v) € L{L X L1+.

3.7 Conclusion et perspectives.

L'épidémiologie spatiale est devenue un sujet important visant a analyser la propaga-
tion des maladies infectieuses. Dans cette partie, nous avons étudié un modele décrivant
la propagation des maladies infectieuses. La transmission est a la fois horizontale et verti-
cale. Nous avons supposé que la force de I'infection et les taux de natalité dépendent des
populations totales des infectées et des susceptibles, P; et P, respectivement. Les équa-
tions sont du type intégro-différentiel. Grace a des conditions appropriées sur les données
telles que les fonctions démographiques et épidémiques, nous avons donné une preuve
directe que le modele est bien posé et nous avons étudié |'existence de solutions grace au
théoreme de point fixe et la théorie des semi-groupes. Cependant, 'approche est appli-
cable a une grande variété de modeles de dynamique des populations. Il est encore un
probleme ouvert intéressant si le systeme admet des états d’équilibre stables. En outre, le
comportement asymptotique n’est pas encore connu.
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Pour plus de simplicité, on a supposé que le taux de mortalité p = p (a) est une fonction
de I’dge seulement, et le taux de recouvrement 6 = 0 (4, £, x) est une fonction de ’age a, le
temps ¢ et 'espace x, les mémes résultats restent vrais quand ils sont fonctions de P; et

Py, c’est a dire p = p(a,P;,Py) et 6= 06(a, t, x,P1,P»). Nous allons examiner ce cas dans un
prochain travail.
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Systemes proie-prédateur
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Chapitre 4

Introduction générale sur les systémes
proie-prédateur.
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4.1 Modeles de croissance.

Les premiers modeles de croissance de population datent de la fin du 18°*° siécle. Ci-
tons en particulier le modele de Malthus, qui était un économiste. Il disait que si elle n’est
pas freinée, une population s’accroit géométriquement. Ceci se traduit par une équa-
tion discrete de la forme : P,,+; = AP, avec P, représentant la taille de la population
au temps n + 1 et A désigne le parameétre malthusien, appelé aussi raison géométrique.
Suivant les valeurs de A par rapport a 1, la population diminue (A < 1), ou elle devient
constante (A = 1), ou encore elle augmente de maniere exponentielle (A > 1). Ce modele
peut s’écrire aussi en temps continu. Dans ce cas I'équation régissant la population est de
la forme : P(#) = rP(¢), ol P(¢) est la taille de la population et r son taux de croissance. La
solution de cette équation est P(¢) = Pye’’. Dans ce cas continu c’est la position de r par
rapport a 0 qui donne le sens de variation de P(#). Si r <0, la taille de la population dimi-
nue, si r =0, la population reste constante et si r > 0, la population augmente de maniere
exponentielle, qui est loin de la réalité, sachant que les ressources sont limités.

Des phénomeénes d’auto régularisation vont donc se mettre en place. Ces phénomenes
sont pris en compte dans le modele de Verhulst (1838), appelé aussi modele a croissance
logistique. Ce modele, en temps continu, se présente sous la forme d'une équation dif-
férentielle : P(f) = rP(1 — I%), avec r le taux croissance de la population et K la capacité
d’accueil du milieu, c’est-a-dire le nombre d’individus maximal que le milieu peut sup-
porter en tenant compte de 'espace, des ressource ect....Une population a croissance
logistique tend toujours vers K, quelque soit la densité de population initiale (Py > 0).

Linconvénient du modele de Verhulst est qu’il ne prend pas en compte le fait que lorsque
les individus d'une espéce sont en nombre assez petit, il arrive qu’il n'y a pas les parte-
naires sexuels et alors la population disparait. Ce phénomene est dit effet Allee. Ces mo-
deles sont de la forme : P(£) = a1 P + a»P% + a3P3. Dans ce cas, la population tend vers K des
qu’elle dépasse un certain seuil sinon, elle disparait.

4.2 Modeéeles proie-prédateurs.

Les populations ne vivent pas isolées et sont donc en interactions entre elles. La plu-
part des modeles d’interactions que I'on utilise actuellement sont basés sur les modeles
de Lotka et Volterra.

Alfred Lotka (1880-1949), était un chimiste, démographe, écologiste et mathématicien.
Vito Volterra (1860-1940) était un mathématicien.

Le systeme proie-prédateur a été imaginé par Volterra en 1925 pour modéliser I'évolution
des sardines (comme proie) et des requins (comme prédateur) dans la mer Adriatique.
Un modele similaire a été développé par Lotka, un scientifique américain a la méme
époque. Ce modele se présente sous la forme de deux équations différentielles :

.: _b
{x AXTIXY(x(0), () = (%0, Y0)» X0, Yo >0

y=cxy—dy

avec .
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densité de proies.

densité des prédateurs.

taux de croissance des proies.

taux d’attaque pour un prédateur par unité de temps.
taux de conversion de biomasse.

taux de mortalité des prédateurs.

UO =< R

L'analyse mathématique de ce systéme permet d’obtenir les états d’équilibre du mo-
dele et leur stabilité. Le modele prévoit des trajectoires cycliques qui définissent des oscil-
lations des densités des populations de proie et de prédateur décalées dans le temps. De
telles oscillations ont été observées dans la nature dans le célébre systeme lynx - lievres
des neiges de la baie d'Hudson ot les populations de lynx présentent des oscillations
de période 10 ans en retard de celles des populations de lievre (Stenseth et al. 1998).
Ces oscillations (visibles sur la figure 1) admettent I'interprétation biologique suivante :
si au début on suppose que les deux populations des proies et des prédateurs sont en
nombre tres faible, alors les proies tendent a se multiplier assez vite car les rencontres
proies-prédateurs sont tres rares. Quand le nombre de proies augmente, les prédateurs
trouvent plus de nourriture. Leur nombre croit plus rapidement qu’avant. Par consé-
quent, les proies diminuent et les rencontres entre prédateurs et proies se raréfient. Le
nombre de prédateurs commence alors a diminuer a cause du manque de nourriture et
par conséquent le nombre de proies augmente, et ainsi de suite.

Effectifs Proie
Prédateur

Temps

Ce modele proie-prédateurs ou encore modele de Lotka-Volterra, joue encore aujour-

d’hui un réle déterminant en dynamique des populations et est considéré comme un mo-
dele de base.

Les modeles proie-prédateur ont été étudiés mathématiquement depuis la publication
des travaux de Lotka-Volterra. Les principes de ce modeéle, la conservation de la masse et
de la décomposition des taux de changement dans les processus de naissance et de décés
sont restés valables jusqu’a aujourd’hui et de nombreux écologistes adherent a ces prin-
cipes.

Des modifications se sont limitées a remplacer la fonction de croissance malthusienne,
la consommation du prédateur ou la mortalité du prédateur par des fonctions plus com-
plexes telles que la croissance logistique, les réponses fonctionnelles de Holling type I, 11
et IIT ou les taux de mortalité dépendante de la densité.

Les réponses fonctionnelles mentionnées dépendent tous de ’abondance de proie N seule-
ment, mais bientot, il s’est avéré que 'abondance des prédateurs P peut influencer sur-

cette fonction (Curds et Cockburn, 1968 ; Hassell et Varley, 1969; Sel, 1974). Par la suite,

56



CHAPITRE 4. INTRODUCTION GENERALE SUR LES SYSTEMES PROIE-PREDATEUR.

plusieurs modeles ont été développés incorporant cet effet (Hassell et Varley 1969 ; DeAn-
gelis et al., 1975; Beddington, 1975). Cependant, ces modeles exigent généralement plu-
sieurs parametres et leur analyse est complexe. Par conséquent, ils sont, d'un c6té, rare-
ment utilisés en écologie appliquée et, de I'autre coté, ils ont recu peu d’attention dans
la littérature mathématique. Une facon simple d’intégrer la dépendance des prédateurs
dans la réponse fonctionnelle a été proposé par Arditi et Ginzburg (1989) qui ont consi-
déré cette réponse comme une fonction du rapport %, consommateurs/ressources. Lhy-
pothese principale est que la dynamique du systéme est régie par la quantité de nourri-
ture disponible par consommateur. Le ratio proie-prédateur a été intégré dans la réponse
fonctionnelle (Arditi & Ginzburg 1989) pour résoudre deux problémes du modele proie-
dépendant : les paradoxes de I'’enrichissement et du contrdle biologique.

Dans le domaine biologique, les modeles proies prédateurs de type ratio dépendant posent
un défit concernant leurs dynamiques proche de I'origine. Ceci est da au fait que la ré-
ponse fonctionnelle n’est pas définie a I'origine donc elle ne peuvent étre linéarisées au-
tour de ce point.

La réponse fonctionnelle, définie comme la consommation moyenne des proies par un
prédateur par unité de temps, joue un role crucial dans la modélisation mathématique
des interactions proies-prédateurs. Depuis les travaux pionniers de Lotka -Volterra, de
nombreuses contributions ont été faites pour 'améliorer. L'interférence mutuelle entre
les prédateurs a été introduite par Hassel et Varley (1969), DeAngelis (1975), et Bedding-
ton (1975), nous renvoyons le lecteur a Auger 2010 [7], Bandyopadhyay et Chattopadhyay
2005 [8], Garay et al. 2015 [26], Haque 2011 [31] et les références incluses.

Le phénomene d’extinction représente une préoccupation majeure pour les écologistes.
Si la réponse fonctionnelle n’est pas définie a I’origine, il est vital de chercher la meilleure
méthode qui nous permettra d’observer les propriétés des modeles ratio dépendants et
de surmonter les problemes de continuité liés a la réponse fonctionnelle.

Le modele proie-prédateur ratio-dépendant général d’Arditi & Ginzburg (1989) est le sui-
vant :

d

{ = x-g®)y,
2= eg(y)—dy.

avec

x(.): densité des proies,

y(): densité des prédateurs,

f(x): lacroissance de la proie en absence de prédateurs,
g(f) : lafonction trophique ou la réponse fonctionnelle,

e: I'efficacité de la conversion prédatrice,

d: taux de mortalité des prédateurs en absence de proies.

Lorsque la prédation évolue, le processus de recherche dépend du modéle proie-prédateur
le plus approprié i.e celui d’Arditi et Ginzburg 1989,

dt ~ ax+by V-
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La fonction trophique est g(%) = m
D)

Il est supposé que les prédateurs passent un certain temps a de rencontre avec les proies,
et gaspillent un temps b avec d’autres prédateurs et aussi que la proie a une croissance
Malthusienne ax. La croissance Malthusienne permet d’identifier les cas dans lesquels
la stabilité est uniquement due a la prédation. L'analyse de ce modele est complexe en
raison de son comportement singulier a I'origine, voir Kuang 1999, Hsu 2001 [34] et les
références citées.
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Effet des fluctuations environnementales
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CHAPITRE 5. EFFET DES FLUCTUATIONS ENVIRONNEMENTALES SUR UNE
INTERACTION PROIE-PREDATEUR.

Cette partie est une présentation d'un article soumis :

S. M. Bouguima, S. Fekih, Effect of environmental fluctuations on a prey-predator in-
teraction, International Journal of Biomathematics(IJB).

Un modele plus réaliste considere la variation de I'environnement. Leffet de la fluctua-
tion du niveau des eaux sur un modele proie-prédateur ratio-dépendant n’a pas été étudié
dans la littérature. La fluctuation des eaux peut augmenter I’extinction de I’espece. Le but
de cette partie est d’étudier ce risque. REcemment, dans [17] les auteurs ont étudiés I'effet
de la variation des niveaux des eaux sur les especes de poissons dans le lac de Pareloup
dans le sud de la France. Ils ont considéré le systeme suivant :

46 = — min (880, v4) B (1) + Y6G (1) - mg (G(1)?,

B(H+D’
dB s r(H)G(1)
4B _ 1y mm(BWD ,YB) B(t) — mpB(f).

avec r(.) est une fonction de R* dans R*, 1-périodique. Le modele tient compte de la
compétition des prédateurs. Les auteurs ont montré qu'’il existe une solution périodique
positive. Il y a survie de 'espéce sous certaines conditions. En particulier, si le niveau des
eaux est élevé, il y a un risque de la disparition des prédateurs.

Dans [9], les auteurs ont considéré une fonction réponse de type Beddington-DeAngelis.
Lapproche est faite de point de vue, points d’équilibre du systeme.

Dans cette thése, nous étudions une interaction plus complexe entre les especes des gar-
dons comme proie et les espéces de brochets comme prédateur, en considérant une ré-
ponse fonctionnelle d’Arditi - Ginzburg. Cependant, nous ne discutons pas ici la signi-
fication écologique générale de cette classe de modéles, mais nous étudions plutdt une
caractéristique mathématique particuliere de ce modele : Le comportement autour de
I'origine (0, 0), (ou ces modeles ne sont pas directement définis) et ses implications sur le
comportement global. Des comportements dynamiques intéressants comme I’extinction
des populations peuvent se produire.

5.1 Présentation du modele.

Notons G () et B () respectivement les biomasses de la proie et du prédateur a l'ins-
tant t. Quand un prédateur attaque une proie, il a acces a une certaine quantité de nour-
riture en fonction du niveau des eaux. Lorsque le niveau des eaux baisse, le prédateur est
plus en contact avec la proie. Soit r le parametre de ’accessibilité de la proie. La valeur
minimale de r est atteinte au printemps et la valeur maximale est atteinte au cours de
I’automne. Notons respectivement par yg et yp les taux de consommation maximums de
ressources de la proie et du prédateur. Le prédateur a besoin d'une quantité yg pour sa
nourriture, mais il a acces a une quantité :

rG (1)
B(t) + hG(t)
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Cela donne la mesure dans laquelle I’environnement assure la protection de la proie.
On suppose que les prédateurs passent quelque temps de rencontre h avec les proies. Par
conséquent, la quantité de nourriture recue par le prédateur est :

min(—er )
B(O+hG@) B

Notons 13 le taux de conversion de la proie consommée par le prédateur en biomasse,
et mg, mg, les taux de consommation de biomasse par le métabolisme de la proie et du
prédateur, respectivement. Le modele est

46 = —min (g7, y5) B () + Y6G (1) - maG(8) = F1 (G, B),

48 — vy min (20, i) B(£) — mpB (1) = Fa(G, B).

(5.1)

Nous allons montrer que le niveau des eaux affecte grandement la dynamique des in-
teractions proies-prédateurs.

Organisation de ce chapitre.

Nous commencons par I'étude de I'existence globale et de la positivité de solutions.
Nous discutons ensuite |'existence des équilibres et leur stabilité suivie de quelques si-
mulations numériques. Nous terminons par une breve conclusion.

5.2 Compatibilité du systeme biologique.

Avant de se lancer dans une analyse détaillée, nous assurons que le modele admet une
solution unique globale et positive. A 'intérieur du cone positif, les fonctions F; et F, sont
localement Lipschitziennes.

Théoreme 5.2.1 Le systeme (5.1) possede une solution unique, globale et positive (G, B)
pour toute valeur initiale Gy, By > 0.

Preuve.
Pour ¢ = 0, considérons le systéme suivant :

d . u _
ak — —mm(m,yg)e “B(t)+Yc— mg,

; u (5.2)
%: TBmln(W;YB)B(t)—mBB([’)

avec des conditions initiales («(0) =InG(0),B(0)). Il est clair que les coefficients de (5.2)
sont localement Lipschitziens, donc il existe une solution locale unique (u(t),B(?)) de
(5.2) dans (0, Trhax), ol Trhax est le temps maximal de I’existence de la solution. Par consé-
quent

(G(t) = e”(”,B(t)) est la solution positive locale unique du systeme (5.1).

De plus T = +00. En effet, a partir de (5.1), nous avons :

@<( 15— mgp) B (1)
dl‘_YBB B .

Cela implique que
B(1) < Bye(Ys8m8)!,
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De méme, nous avons
- —-m ( } ,
d t

et le principe de comparaison basé sur le lemme de Gronwall implique que

G(t) < GgelYe~ma)t,

Remarque 5.2.1 La preuve précédente montre que lorsque la croissance maximale nette ,
YBTB— Mg du prédateur est négative, alors le prédateur va a U'extinction, indépendamment
du niveau des eaux, et si Yg— mg est négative, alors la proie va a l'extinction et le prédateur
aussi.

5.3 Analyse mathématique et résultat principal.

Soient Gg, By > 0, les densités initiales respectives de la proie et du prédateur. Nous
supposons que

H.1) TBYB — MB > YG — MgG.

HZ2)mp+yg—mg<r.

Théoreme 5.3.1 Sous les conditions H.1) et H.2), I'équilibre (0,0) est localement asympto-
tiqguement stable dans une région ot Gy est suffisamment petite par rapport a By.

La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Remarque 5.3.1 La condition H.2) montre que si le niveau des eaux est assez bas, alors il
existe un risque de l'effondrement du stock des proies et des prédateurs.

Proposition 5.3.1 Sous la condition
TBYB — MB > YG — MG,
pour toute solution (G,B) avec B #0, il existe ty > 0 tel que pour tout t > 1y,
rG(t) < ys B(1) + hG(1)).

Preuve.

Raisonnons par I'absurde et supposons qu’ il existe une solution (G, B) telle que pour tout
> 1,
rG(t) = yg (B(¥) + hG(1)).

Puisque
rG(t) -
B+ hG() TP
Alors
rG(t)

min —B(t) " th,YB =YB.

Il en résulte que

@—T B(t) — mgB(1)
dr BYB B )
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et
B(t) =Bgexp (1pys — msg) .

Maintenant, de I’équation de la proie, nous obtenons

aG
T —ysB(#) - mgG(t) + Y6 G(1).

Cela implique que
G(t) = Golexp—(mc-Yc)?]
__ysBoexp (Yo —mq) ¢t
(t8Ys — Mg + mG - Yc)

[exp (tgYs — mp + mg—Yg) t — 1]

YsBo
= |Go+ — t
0 (TBYB—mB+mG—YG) eXP[(YG mG)]
YsBo

— expl|T —-—m f.
(TBYB—mB+mG—YG) p(BYB B)

D’ou la différence

rG(1) — yg B(£) + hG(1)) = (r —ysh) G(1) — YgB(1) =
K(Go, Bo) lexp —(mg — YG) ] — L (Bo) lexp((tgYs — ms) t].

Avec B
K(Gg,Bg) = (T - YBh) [GO + (TBYB—nY;?ﬁOmG—YG) ’
_ (r—ysh)
L(Bo) = (ToYs-ms+ma—ya) | 1] Y8Bo.

Ici les quantités K(Gg, Bg) et L(Bg) sont indépendants de ¢, lorsque ¢ tend vers +oo,
alors la différence tend vers —oo. Il en résulte qu’ il existe t; > 1, tels que
rG(t) —ys (B(1) + hG(1)) < 0. Ceci est une contradiction et il existe #, > 0 tel que pour tout
> 1,
rG(1) < yp (B(#) + hG(1)).

Cela acheve la démonstration.

Ainsi, le systeme devient un modele proie-prédateur classique

dG _ _ . _GB _
ar = rB+hG+YGG mgG 53
aB _ B _..B (5.3)
dr = BT BpG — 1B
Notons que  lim % =0. En effet, en considérant les coordonnées polaires :
(G,B)—(0,0)

G = rsin®

B = rcos0

r = VG2+B2et0e]0,2m].

nous remarquons que (G, B) — (0,0) quand r tend vers 0, de plus

. GB I rsin cos0
im = lim—————
(GB)—(0,00B+ hG r—0cos0+ hsinb
sin® cosH
= 0 car

- €
cosO + hsinB
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Par conséquent, on définit go(G,B) = 5 hG en (0,0) par go(0,0) =

Les isoclines sont des lignes droites qui passent par 'origine (0,0), qui est le seul équi-
libre du systeme (5.3).

Proposition 5.3.2 Siyg — mg <0, alors (G(t),B(t)) — (0,0) quand t — +oo0.
Preuve.

D’apreés le systeme (5.3), si Yyg —mg <0 alors 4 d = <0, et puisque G est positive et majo-
rée par une fonction qui tend vers 0 quand t tend vers +oo,

G(1) < GgelYe~ma)t,

alors G — 0, quand t — +o0.
L'équation de B nous donne

dB<(T rG—mpg)B
T B B) b.

D’apres le principe de comparaison, on a
B(#) =Bpexp (tgr G—mgp) L.

Donc B(#) — 0, quand t — +oo.

Remarque 5.3.2 Si la croissance maximale nette de la proie yg — mg est négative, alors il y
aura lUextinction de la proie, suivie par l'extinction du prédateur.

La stabilité locale d’'un équilibre peut étre étudiée par l'analyse de la matrice jacobienne
du systeme. A l'équilibre (0,0), la matrice jacobienne du systeme (5.3) ne peut pas étre cal-
culée directement puisque le systeme est singulier en (0,0). Selon une approche proposée

dans [38], nous allons étudier le systeme (,B).

Posons L := %, nous avons le systeme

= 14hL T (mg +yG—ma)L,

dL _ —rL(+1gl)
{ (5.4)
dr = BT ThL — mgB.

Le seul équilibre sur l'axe L est (0,0). Les valeurs propres de la matrice jacobienne sont
(mp + Y — mg—r) et (—mp). Léquilibre (0,0) est stable pour le systeme (5.4) si mg + YG —
mg < r. Sinon, il est instable.

Proposition 5.3.3 Supposons que mg + Yg — mg < r, alors U'équilibre (0,0) est localement
asymptotiquement stable dans une région ot Gy est suffisamment petite par rapport a By.

Preuve.

Pour une population initiale du prédateur By, fixe et petite, si le rapport est petit, alors
LetB — 0quand f — +0o.Donc G=L.B — 0 quand ¢ — +o0.
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5.4 Simulation numérique

Pour illustrer les résultats théoriques, nous donnons quelques simulations numeériques.
Les parametres du modele sont
13=0.8, h=0.2, mg=0.01, r=0.6, yg=0.8, Bp=10

Figure 1 illustre le cas lorsque yg — mg < 0. Les valeurs des parameétres sont :
mg=0.3, yc=0.2, Go=5.

Figure 2 illustre le cas ou yg — mg > 0, et mp + Yg — mg < r . Les valeurs des parametres
sont: mg=0.2, yg=0.5Gop=0.3.

Figure 1
Zﬂ T T T T T T T T T
—G
—B
15
10+ s
m
'
5 - —
1] _\
_,5 | 1 1 | | | | 1 1
(1] 50 100 150 200 250 300 350 40 450 ]
Time
Figure 2
12 T T T T T T T T T
—G
— E H
_2 | 1 1 | | | | 1 1
(1] 50 100 150 200 250 300 350 40 450 500

5.5 Conclusion et perspectives.

Un modele mathématique ratio dépendant est effectué pour représenter la dynamique
proie-prédateur lorsque la variation du niveaux des eaux se produit. Le modele montre
que la survie des especes dépend des parametres biologiques et écologiques.

Nous avons prouvé que lorsque la croissance maximale nette du prédateur est négative,
alors le prédateur va a 'extinction indépendamment du niveau des eaux.
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De méme, sila croissance nette maximale de la proie est négative alors la proie et le préda-
teur vont a I'extinction. La présente étude montre que la dynamique du systéme dépend
fortement de la fluctuation des niveaux des eaux. Il a été observé que lorsque le niveaux
des eaux est assez bas, a la fois, les proies et les prédateurs vont a 'extinction pour des
conditions initiales appropriées. Ainsi, le programme gestion du lac et du barrage peut
avoir des impacts négatifs sur la survie des especes. L'équilibre (0,0) peut avoir plusieurs
comportements en fonction des valeurs des parametres et les conditions initiales. Les
figures illustrent le résultat d’analyse obtenu dans les propositions 5.3.2 et 5.3.3. En rai-
son d'un manque de données réelles, nous avons utilisé des valeurs théoriques. Figure 1
montre le cas lorsque yg — mg < 0 et a la fois prédateur et proie vont a '’extinction. Figure
2 explique I'extinction lorsque le niveau de |’eau est suffisamment élevée mg+yg—mg <r.

Il devrait étre intéressant d’étudier le comportement global de (0,0) et de déterminer avec
précision le bassin d’attraction.
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Nous nous intéressons dans cette these a I'étude mathématique de quelques
modeles issus de la dynamique de population. Le travail est présenté en deux
parties. Nous considérons dans la premiere partie un systeme de réaction-
diffusion structuré en age du type SIS. Nous montrons que le modeéle est bien
posé dans I'espace L1.

Dans la deuxiéme partie nous étudions I'effet des fluctuations des eaux sur une
interaction proie-prédateur. Nous prouvons la positivité de solutions et
I'existence d'équilibres et leur stabilité. Les simulations numériques sont
présentées pour illustrer le résultat obtenu.

Abstract

In this thesis, we are concerned with the mathematical study of some models
from population dynamics. The work is presented in two parts. We consider in
the first part, an age structured system of SIS type with reaction-diffusion
equations. We prove that the model is well posed in L1 space.

In the second part we study the effect of water fluctuations on predator-prey
interaction. We prove the positivity of solutions and the existence of
equilibrium and stability. Numerical simulations are presented to illustrate the
result.





