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Introduction

L�objectif de ce travail est d�étudier l�existence des solutions pour certaines classes d�équations

di¤érentielles avec des conditions aux limites nonlocales dans les échelles de temps.

La théorie des échelles de temps a été intoduite par Stéphan Hilger dans sa thèse de doctorat

en 1988. Cette théorie permet d�uni�er l�analyse continue et l�analyse discrète.

Elle a connu un essor considérable au cours de ses dernières années pour expliquer plusieurs

phénomènes discrets notamment en économie, en biologie et surtout en informatique qui fait ap-

pel aux ensembles discrets et donc, les équations aux di¤érences qui sont abondamment utilisées

pour faire avancer cette science. Elle est très utile pour décrire des phénomènes saisonniers.

Par exemple, ce pourrait être pour l�étude d�une population d�insectes qui après un certain

temps disparaît, pour réapparaître ultérieurement après avoir été pendant un certain temps

sous forme de larve.

Les équations dynamiques dans les échelles de temps on été étudiées par plusieurs auteurs

en utilisant le théorème du point �xe de Leray-Schauder, la méthode des sous et sur solutions,

la théorie du degré de Mawhin et les théorèmes des points �xes dans les cônes (voir [3], [4], [8],

[9], [15], [19], [25] et [28])...

Il est bien connu que la méthode de sous et sur solutions couplée avec la technique itérative

dans les échelles de temps a été utilisée par plusieurs auteurs pour montrer l�existence des

solutions pour des problèmes aux limites non linéaires (voir [7, Chapitre 6], [18], [22], [23,

Chapitre 4], [24] et [29])...

Cette thèse est divisée en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on introduit quelques dé�nitions et notations concernant la théorie

des échelles de temps.
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Le deuxième chapitre est consacré a l�existence des solutions minimales et maximales pour

le problème aux limites suivant:

8>>><>>>:
�
�
'p(u

�)
��
= f(t; u�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) =
R �2(b)
a g1(s)u (s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u (s)�s,

(1)

où 'p(u) = jujp�2 u; u 2 R; p > 1, [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T , f :

[a; b]T � R! R est une function continue, gi :
�
a; �2(b)

�
T
! R+ sont deux fonctions continues

pour i = 1; 2 et a0 et a1 sont deux nombres réels positifs. Les résultats de ce chapitre se trouvent

dans [13].

Dans le troisième chapitre on étudie l�existence des solutions minimales et maximales pour

le problème aux limites suivant:

8>>><>>>:
�('p(u�))� = f(t; u; u�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) = L1(u);

d1u(�
2(b)) + d2u

�(�(b)) = L2(u);

(2)

où 'p(u) = jujp�2 u; avec p > 1; f : [a; b]T � R2 ! R une fonction continue, Li :

C
��
a; �2(b)

�
T

�
! R sont continues et croissantes pour i = 1; 2, a 2 Tk; b 2 T k et ci; di 2 R+

tels que: c1 + c2 6= 0 et d1 + d2 6= 0.

Les résultats de ce chapitre améliorent et généralisent ceux qui ont été obtenu dans [4] et

[12].

En�n dans le dernier chapitre, on étudie l�existence des solutions pour le système d�équations

di¤érentielles quasilinéaires avec des conditions aux limites nonlocales dans les échelles de temps

suivant
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8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� = f(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;

�('q(v�))� = g(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) = L1(u);

c3u(�
2(b)) + c4u

�(�(b)) = L2(u);

c01v(a)� c02v�(a) = L3(v);

c03v(�
2(b)) + c04v

�(�(b)) = L4(v);

(3)

où 'p(u) = jujp�2 u; p > 1; q > 1; ci; c
0
i 2 R+; pour i = 1; :::; 4; f : [a; b]T � R2 �! R; et

g : [a; b]T �R2 �! R sont deux fonctions continues et Li : C(
�
a; �2(b)

�
T
) �! R sont continues

et croissantes.pour i = 1; :::; 4:

Les résultats de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [11].
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Chapitre 1

La théorie des échelles de temps

Dans ce chapitre, on donne quelques dé�nitions et résultats concernant la théorie des échelles

de temps. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [6], [7] et [20].

1.1 Les échelles de temps

Dé�nition 1.1 Une échelle de temps est une partie non vide fermée de R:

Exemple 1.1 Les ensembles suivants sont des échelles de temps: R;Z;N; [0; 1][[2; 3] ; [0; 1][N.

Par contre les ensembles suivants Q;R nQ;C; (0; 1) ne sont pas des échelles de temps.

On note une échelle de temps par le symbole T:

1.2 Les opérateurs de sauts

Dé�nition 1.2 Soit T une échelle de temps. Pour tout t 2 T; on dé�nit l�opérateur de saut

supèrieur � : T ! T par

�(t) := inf fs 2 T : s > tg :

Dé�nition 1.3 Soit T une échelle de temps. Pour tout t 2 T; on dé�nit l�opérateur de saut

infèrieur � : T ! T par

�(t) := sup fs 2 T : s < tg :
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Remarque 1.1 Dans ces dé�nitions, on pose inf � = supT , c�est-à-dire �(t) = t si T admet

un maximum t:

Remarque 1 On pose sup� = inf T; c�est-à-dire �(t) = t si T admet un minimun t:

1.3 La classi�cation des points dans une échelle de temps T:

Dé�nition 1.4 Un point t de T est dit dispersé à droite si �(t) > t:

Dé�nition 1.5 Un point t de T est dit dispersé à gauche si �(t) < t:

Dé�nition 1.6 Un point t de T est dit isolé si il est à la fois dispersé à droite et à gauche.

Dé�nition 1.7 Un point t de T est dit dense à droite si t < supT et �(t) = t:

Dé�nition 1.8 Un point t de T est dit dense à gauche si t > inf T et �(t) = t:

Dé�nition 1.9 Un point t de T est dit dense si il est à la fois dense à droite et à gauche.

Dé�nition 1.10 La fonction de granulation � est dé�nie par

� : T ! [0;+1) ;

t 7�! �(t) = �(t)� t:

Dé�nition 1.11 L�ensemble T �est dé�ni par

T � =

8<: Tn (�(supT ); supT ] , si supT <1;

T si supT =1:

Dé�nition 1.12 L�ensemble T�est dé�ni par

T� =

8<: Tn (inf T; �(inf T )] , si inf T >1;

T si inf T =1:
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Dé�nition 1.13 On dé�nit la fonction f� par

f� : T ! R;

t 7! f�(t) = f(�(t)):

Exemple 1.2 Etudions les deux cas des échelles de temps T = R et T = Z:

i) Si T = R; alors pour tout t 2 R; on a

�(t) = inf fs 2 R : s > tg = inf(t;+1) = t;

et

�(t) = sup fs 2 R : s < tg = sup(�1; t) = t:

Par conséquent tout point t de R est un point dense et on a

�(t) = 0:

ii) Si T = Z; alors pour tout t 2 Z on a

�(t) = inf fs 2 Z : s > tg = inf ft+ 1; t+ 2; :::g = t+ 1;

et

�(t) = sup fs 2 Z : s < tg = sup f:::; t� 2; t� 1g = t� 1:

Par conséquent tout point t de Z est un point isolé et on a

�(t) = 1:

1.4 Delta di¤érentiabilité

Soit f : T ! R une fonction.

Dé�nition 1.14 On dit que f admet une delta-dérivée en un point t 2 T � et on la note f�(t)
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si pour chaque " > 0, il existe un voisinage U de t tel que

��f(�(t))� f(s)� f�(t)(�(t)� s)�� � " j�(t)� sj , 8s 2 U:
Dé�nition 1.15 On dit que f est delta-di¤érentiable dans T � si f�(t) existe pour tout t 2 T �.

Exemple 1.3 Soit la fonction f : T �! R dé�nie par f(t) = � où � 2 R:

Pour cet exemple f�(t) = 0; en e¤et pour chaque " > 0 on a

��f(�(t))� f(s)� f�(t)(�(t)� s)�� = j�� �� 0(�(t)� s)j

= 0

� " j�(t)� sj , 8s 2 T:

Exemple 1.4 Soit la fonction f : T �! R dé�nie par f(t) = t.

Pour cet exemple f�(t) = 1; en e¤et pour chaque " > 0 on a

��f(�(t))� f(s)� f�(t)(�(t)� s)�� = " j�(t)� s� (�(t)� s)j

= 0

� " j�(t)� sj , 8s 2 T:

Théorème 1.1 [6]Soit f : T �! R une fonction et soit t 2 T �. Alors on a les propriétés

suivantes

(i) Si f est delta-di¤érentiable en t, alors f est continue en t:

(ii) Si f est continue en t et t est dispersé à droite, alors f est delta-di¤érentiable en t et

f�(t) = f(�(t))�f(t)
�(t) :

(iii) Si t est dense à droite , alors f est di¤érentiable en t si et seulement si lims!t
f(t)�f(s)
t�s

existe et �nie.

Dans ce cas f�(t) = lims!t
f(t)�f(s)
t�s :

(iv) Si f est delta-di¤érentiable en t alors f(�(t)) = f(t) + �(t)f�(t):
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Théorème 1.2 [6]Soient f; g : T �! R deux fonctions delta-di¤érentiables en t 2 T �, alors

on a

(i) f + g est delta-di¤érentiable en t et on a

(f + g)�(t) = f�(t) + g�(t):

(ii) Pour tout � 2 R, �f est delta-di¤érentiable en t et on a

(�f)�(t) = �f�(t):

(iii) Si fg est delta-di¤érentiable en t alors on a

(fg)�(t) = f�(t)g(t) + f(�(t))g�(t)

= f(t)g�(t) + f�(t)g(�(t)):

(iv) Si f(t)f(�(t)) 6= 0; alors 1
f est delta-di¤érentiable en t et on a

�
1

f

��
(t) = � f�(t)

f(t)f(�(t))
:

(v) Si g(t)g(�(t)) 6= 0; alors f
g est delta-di¤érentiable en t et on a

�
f

g

��
(t) =

f�(t)g(t)� f(t)g�(t)
g(t)g(�(t))

:

Dé�nition 1.16 Soit f : T �! R une fonction, f est dite deux foix delta-di¤érentiables si f�

est delta-di¤érentiable sur T �
2
= (T �)� avec une dérivée f�� = (f�)� : T �

2 �! R:

Dé�nition 1.17 Soient f et g deux fonctions delta-di¤érentiables et supposons f� est delta-

di¤érentiable, alors

(fg)�� = (f�g + f�g�)�

= f��g + (f�)�g� + (f�)�g� + (f�)�g��:
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Remarque 1.2 La fonction (fg)� est delta-di¤érentiable si f et g sont delta-di¤érentiables.

1)_ Pour une fonction f : Z �! R on a

f�(t) =
f(�(t))� f(t)

�(t)

= f(t+ 1)� f(t), 8t 2 T;

d�ou

f��(t) =
f�(�(t))� f�(t)

�(t)

= f�(t+ 1)� f�(t)

= f(t+ 2)� f(t+ 1)� f(t+ 1) + f(t)

= f(t+ 2)� 2f(t+ 1) + f(t):

2)_ L�opérateur � n�est pas continu en général, en e¤et

Remarque 1.3 Soit T l�échelle de temps dé�nie par:

T =

�
sin(

�

2(n+ 1)
); n 2 N

�
[ f0; 1g :

Si on pose un = sin( �
2(n+1)); alors on a

�(un) = un+1 = sin(
�

2(n+ 2)
) �! 0 6= 1 = �(0);

donc � est discontinu au point 0.

Théorème 1.3 [7] (Théorème de la moyenne)

Soit g : [a; b]T �! R une fonction continue et supposons que g est delta-di¤érentiable sur

[a; b)T : Alors il existe �; � 2 [a; b)T tel que

g�(�) � g(b)� g(a)
b� a � g�(�):

Dé�nition 1.18 Soient T une échelle de temps et g : [a; b]T �! R une fonction. La fonction

G : T � �! R est appelée primitive de g si G�(t) = g(t) pour tout t 2 T �: Dans ce cas on dé�nit
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l�intégrale de g par
t2Z
t1

g(s)�s = G(t2)�G(t1); pour t1; t2 2 T:

Théorème 1.4 Soit f : [a; b]T ! R une fonction tel que [a; b]T = ftk : k = 0; 1; :::; ng ; alors

bZ
a

f(t)�t =
n�1X
k=0

�(tk)f(tk):

Dé�nition 1.19 Soit T une échelle de temps, la fonction g : T �! R est rd-continue si elle

est continue en tout point dense à droite et sa limite existe en tout point dense à gauche.

Remarque 1.4 Toute fonction continue est rd-continue.

Le résultat suivant est du à Stéphan Hilger (voir [20]) et on peut le trouver dans [6] et [7].

Proposition 2 Soient T une échelle de temps et g; h sont deux fonctions de T dans R tel que

h�(t) = g(t) alors on a les propriétés suivantes

(i) Si g est rd-continue, alors g a une primitive h : t �!
tZ
s

g(r)�r = h(t) � h(s); pour

s; t 2 T:

(ii) Si g est rd-continue, alors

������
tZ
s

g(r)�r

������ �
tZ
s

jg(r)j�r:

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Theoreme 2.8 dans [14].

Théorème 1.5 [14] Soit T une échelle de temps et supposons que

(i) Pour tout n 2 N; la fonction egn : [s; t]T �! R est rd-continue;

(ii) limn!+1 egn = g sur [s; t]T et g est rd-continue sur [s; t]T ;
(iii) Il existe une fonction rd-continue eg tel que jegnj � jegj sur [s; t]T pour tout n 2 N:
Alors

lim
n!+1

tZ
s

egn(r)�r = tZ
s

g(r)�r:
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Chapitre 2

Existence des solutions minimales et

maximales pour un problème

quasilineaire elliptique avec des

conditions aux limites nonlocales

dans les échelles de temps.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s�intéresse à la construction des solutions minimales et maximales pour le

problème aux limites suivant:

8>>><>>>:
�
�
'p(u

�)
��
= f(t; u�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) =
R �2(b)
a g1(s)u (s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u (s)�s,

(2.1)

où 'p(u) = jujp�2 u; u 2 R; p > 1, [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T , f :

[a; b]T � R ! R est une function continue, gi :
�
a; �2(b)

�
T
! R+ sont des fonctions continues,

i = 0,1 et a0 et a1 sont deux nombres réels positifs.
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Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la première section, on donne quelques résultats

préliminaires. Dans la deuxième section, on énonce et on montre le résultat principal de ce

chapitre et dans la dernière section, on donne un exemple d�application. Les résultats de ce

chapitre se trouvent dans [13].

Notation 3 Dans ce chapitre on note par D l�ensemble suivant:

D =
n
g 2 C1(

�
a; �2(b)

�
T
) :
�
'p(g

�)
��

est rd-continue sur [a; b]T
o
:

2.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques resultats préliminaires qui seront utiles pour la suite.

On considère le problème aux limites suivant:

8>>><>>>:
�('p(u�))� = �bh(t; u�), t 2 [a; b]T ,
u(a)� a2u�(a) = c,

u(�2(b)) + a3u
�(�(b)) = d,

(2.2)

où bh : [a; b]T � R ! R est une fonction continue et strictement croissante par rapport à la

seconde variable, a2 et a3 sont des nombres réels positifs et c et d sont des nombres réels.

Lemme 2.1 (Principe de comparaison faible).

Soient u1,u2 deux fonctions tels que ui 2 D pour i = 1,2, et

8>>><>>>:
�('p(u�1 ))� + bh(t; u�1 ) � �('p(u�2 ))� + bh(t; u�2 ), t 2 [a; b]T ,
u1(a)� a2u�1 (a) � u2(a)� a2u�2 (a),

u1(�
2(b)) + a3u

�
1 (�(b)) � u2(�2(b)) + a3u�2 (�(b)),

(2.3)

alors u1(t) � u2(t), 8t 2
�
a; �2(b)

�
T
.

Preuve: Supposons qu�il existe t0 2
�
a; �2(b)

�
T
tel que

w(t0) := u2(t0)� u1(t0) = min
�
w(t) : a � t � �2(b)

	
< 0,
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et

w(t) > w(t0), 8t 2 (t0; �2(b)]T . (2.4)

On distingue les cas suivants

Cas 1:

i) Si t0 = a et a = �(a), on obtient la contradiction suivante

0 > u2(a)� u1(a) � a2(u�2 (a)� u�1 (a)) = 0.

ii) Si t0 = a et a < �(a), on distingue deux sous-cas

1) Si w�(t0) > 0, alors d�aprés (2.3) on a w(a) > 0 ce qui contredit la dé�nition de t0.

2) Si w�(t0) � 0, alors w(a) � w(�(a)) ce qui contredit aussi la dé�nition de t0.

Cas 2:

i) Si t0 = �2(b) et �2(b) = �(b), on obtient la contradiction

0 > u2(�
2(b))� u1(�2(b)) � �a3(u�2 (�(b))� u�1 (�(b))) = 0.

ii) Si t0 = �2(b) et �2(b) > �(b), on distingue deux sous-cas

1) Si w�(�(b)) > 0, alors on a w(�2(b)) > w(�(b)), mais ceci contredit la dé�nition de t0.

2) Si w�(�(b)) � 0, alors d�aprés (2.3), on a w(�2(b)) > 0 ce qui contredit la dé�nition de

t0.

Cas 3: Si t0 2
�
a; �2(b)

�
T
, on distingue quatre sous-cas:

Sous-cas 1: �(t0) = t0 = �(t0).

i) Si w�(t0) > 0, alors lim
t!t0

w�(t) = w�(t0); ce qui entraîne l�existence d�un réel � > 0 tel

que w�(t) > 0 sur (t0 � �; t0]; ce qui veut dire que w est croissante sur (t0 � �; t0]. Mais ceci

contredit la dé�nition de t0.

ii) Si w�(t0) < 0, alors lim
t!t0

w�(t) = w�(t0) < 0, ce qui entraîne l�existence d�un réel � > 0

tel que w�(t) < 0 sur [t0; t0 + �); ce qui veut dire que w est décroissante sur [t0; t0 + �). Mais

ceci contredit la dé�nition de t0.

iii) Si w�(t0) = 0, alors u�1 (t0) = u
�
2 (t0) et par suite 'p(u

�
1 (t0)) = ('p(u

�
2 (t0)).
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Comme 'p est croissante, on obtient

�('p(u�2 ))�(t0) + ('p(u�1 ))�(t0) = lim
t!t0

�'p(u�2 (t)) + 'p(u�1 (t))
t� t0

� 0. (2.5)

Mais en ce point, on a

�('p(u�2 ))�(t0) + bh(t0; u�2 ) + ('p(u�1 ))�(t0)� bh(t0; u�1 ) � 0.
C�est-à-dire que

�('p(u�2 ))�(t0) + ('p(u�1 ))�(t0) � bh(t0; u�1 )� bh(t0; u�2 ).
Comme u2(t0) < u1(t0) et bh est une fonction strictement croissante par rapport à la seconde
variable, on obtient

�('p(u�2 ))�(t0) + ('p(u�1 ))�(t0) > 0.

Ce qui est en contradiction avec (2.5).

Sous-cas 2: �(t0) = t0 < �(t0).

i) Si w�(t0) > 0, alors lim
t!t�0

w�(t) = w�(t0); ce qui entraîne l�existence d�un réel � > 0 tel

que w�(t) > 0 sur (t0 � �; t0]; ce qui veut dire que w est croissante sur (t0 � �; t0]. Mais ceci

contredit la dé�nition de t0.

ii) Si w�(t0) � 0, alors on a w�(t0) � w(t0). Mais ça contredit la dé�nition de t0.

Sous-cas 3: �(t0) < t0 = �(t0).

i) Si w�(t0) < 0, alors lim
t!t0

w�(t) = w�(t0) < 0; ce qui entraîne l�existence d�un réel � > 0

tel que w�(t) < 0 sur [t0; t0 + �); ce qui veut dire que w est décroissante sur [t0; t0 + �). Mais

ceci contredit la dé�nition de t0.

ii) Si w�(t0) � 0, alors on a

u�2 (t0) � u�1 (t0).

Alors

'p(u
�
2 (t0)) � 'p(u�1 (t0)).
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D�autre part, comme �(t0) est un point dispersé à droite, on a

w�(�(t0)) =
w(t0)� w(�(t0))

t0 � �(t0)
< 0.

d�où

u�2 (�(t0)) < u
�
1 (�(t0)).

Ce qui entraîne que

'p(u
�
2 (�(t0))) < 'p(u

�
1 (�(t0))). (2.6)

Alors on a

('p(u
�
1 )
�(�(t0)) =

'p(u
�
1 )(t0)� 'p(u�1 )(�(t0))

t0 � �(t0)

<
'p(u

�
2 )(t0)� 'p(u�2 )(�(t0))

t0 � �(t0)
= ('p(u

�
2 )
�(�(t0)).

C�est-à-dire que

'p(u
�
1 (�(t0))) < 'p(u

�
2 (�(t0)));

et comme la fonction bh est croissante par rapport à la deuxième variable, on obtient:
�'p(u�2 (�(t0))) + bh(�(t0); u�2 (t0)) < �'p(u�1 (�(t0))) + bh((�(t0)); u�1 (t0)):

Ce qui est en contradiction avec (2.3).

Sous-cas 4: �(t0) < t0 < �(t0).

i) Si w�(t0) � 0, alors w�(t0) � w(t0); ce qui contredit la dé�nition de t0.

ii) Si w�(t0) > 0, alors on a

u�2 (t0) > u
�
1 (t0).

Ce qui entraîne que:

'p(u
�
2 (t0)) > 'p(u

�
1 (t0)).
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D�autre part, on a:

w�(�(t0)) =
w(t0)� w(�(t0))

t0 � �(t0)
< 0.

C�est-à-dire:

u�2 (�(t0)) < u
�
1 (�(t0)).

Alors on a:

'p(u
�
2 (�(t0))) < 'p(u

�
1 (�(t0))).

Par suite, on a:

('p(u
�
1 ))

�(�(t0)) =
'p(u

�
1 (t0))� 'p(u�1 (�(t0)))

t0 � �(t0)

<
'p(u

�
2 (t0))� 'p(u�2 (�(t0)))

t0 � �(t0)
= ('p(u

�
2 ))

�(�(t0)).

C�est-à-dire:

('p(u
�
1 ))

�(�(t0)) < ('p(u
�
2 ))

�(�(t0)).

Comme bh est une fonction strictement croissante par rapport à la deuxième variable, on obtient:
�('p(u�1 ))�(�(t0)) + bh(t; u1(t0)) > �('p(u�2 ))�(�(t0)) + bh(t; u2(t0)).

Ce qui est en contradiction avec (2.3).

Remarque 2.1 La preuve du Lemme 2.1 est une généralisation du Lemme 3:4 dans [1]:

Dé�nition 2.1 : On dit que � 2 D est une sous solution de (2.2) si:8>>><>>>:
�
�
'p(�

�)
�� � �bh(t; ��), t 2 [a; b]T ,

�(a)� a2��(a) � c,

�(�2(b)) + a3�
�(�(b)) � d.

Dé�nition 2.2 : On dit que � 2 D est une sur solution de (2.2) si:8>>><>>>:
�
�
'p(�

�)
�� � �bh(t; ��), t 2 [a; b]T ,

�(a)� a2��(a) � c,

�(�2(b)) + a3�
�(�(b)) � d.
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On a le résultat suivant.

Théorème 2.1 : Supposons que � et � sont des sous et sur solutions du problème (2.2) tel

que �(t) � �(t), pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T
. Alors le problème (2.2) admet une unique solution

u 2 D tel que

�(t) � u(t) � �(t), pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T
.

Preuve: La preuve est similaire à celle du Théorème 3.1 dans [1], on peut montrer que le

problème (2.2) admet au moins une solution et à l�aide du Lemme 2.1 il résulte que ce problème

admet une unique solution.

Maintenant, on considère le problème suivant

8>>><>>>:
�
�
'p(u

�)
��
= f(t; u�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) =
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u(s)�s,

(2.7)

où f : [a; b]T � R ! R est une fonction continue, gi :
�
a; �2(b)

�
T
! R+ sont des fonctions

continues (i = 0,1) et a0 et a1 sont deux nombres réels positifs.

Dé�nition 2.3 On dit que u est une solution de (2.7) si:

i) u 2 D.

ii) u satisfait (2.7).

Dé�nition 2.4 On dit que u est une sous solution de (2.7) si:

i) u 2 D.

ii)

8>>><>>>:
�
�
'p(u

�)
�� � f(t; u�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) �
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) �

R �2(b)
a g2(s)u(s)�s.

Dé�nition 2.5 On dit que u est une sur solution de (2.7) si:

i) u 2 D.

ii)

8>>><>>>:
�
�
'p(u

�)
�� � f(t; u�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) �
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) �

R �2(b)
a g2(s)u(s)�s.
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2.3 Résultat principal

Dans cette section, on énonce et on montre le résultat principal de ce chapitre.

Sur la fonction f , on impose la condition suivante:

(H) Il existe une fonction continue h : R! R strictement croissante tel que: s 7�! f(t; s) +

h(s) est croissante pour tout t 2 [a; b]T .

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant:

Théorème 2.2 Supposons que l�hypothèse (H) est satisfaite et soient u et u des sous et sur

solutions respectivement du problème (2.7) tel que u � u sur
�
a; �2(b)

�
T
, alors le problème (2.7)

admet une solution maximale u? et une solution minimale u? tel que pour chaque solution u de

(2.7) avec u � u � u sur
�
a; �2(b)

�
T
, on a

u � u? � u � u? � u, t 2
�
a; �2(b)

�
T
.

Pour la démonstration de ce théorème, on a besoin d�un résultat préliminaire:

Soient w, w 2 D, tel que u � w � w � u, t 2
�
a; �2(b)

�
T
.

On considère les problèmes aux limites suivants:

8>>><>>>:
�('p(u�))� + h(u�) = f(t; w�) + h(w�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) =
R �2(b)
a g1(s)w(s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)w(s)�s,

(2.8)

et 8>>><>>>:
�('p(u�))� + h(u�) = f(t; w�) + h(w�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) =
R �2(b)
a g1(s)w(s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)w(s)�s.

(2.9)

Lemme 2.2 Soient w et w des sous et sur solutions respectivement du problème (2.7) et sup-

posons que la condition (H) est satisfaite. Alors il existe deux solutions uniques eu et bu de (2.8)
et (2.9) respectivement tel que

u � w � eu � bu � w � u sur �a; �2(b)�
T
:
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Preuve: La preuve est donnée en deux étapes.

Etape 1: w est une sous solution de (2.2).

Soit t 2 [a; b]T , on a

�('p(w�))� + h(w�) � f(t; w�) + h(w�),

� f(t; w�) + h(w�).

C�est-à-dire

8t 2 [a; b]T , � ('p(w
�))� + h(w�) � f(t; w�) + h(w�). (2.10)

D�autre part, on a

w(a)� a0w�(a) �
Z �2(b)

a
g1(s)w(s)�s,

�
Z �2(b)

a
g1(s)w(s)�s.

C�est-à-dire

w(a)� a0w�(a) �
Z �2(b)

a
g1(s)w(s)�s. (2.11)

D�une manière analogue, on a

w(�2(b)) + a1w
�(�(b)) �

Z �2(b)

a
g2(s)w(s)�s. (2.12)

Alors d�aprés (2.10), (2.11) et (2.12), il résulte que w est une sous solution de (2.2).

Etape 2: w est une sur solution de (2.2).

Soit t 2 [a; b]T , on a

�('p(w�))� + h(w�) � f(t; w�) + h(w�),

� f(t; w�) + h(w�).

C�est-à-dire

8t 2 [a; b]T , � ('p(w
�))� + h(w�) � f(t; w�) + h(w�). (2.13)
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D�autre part, on a

w(a)� a0w�(a) �
Z �2(b)

a
g1(s)w(s)�s, (2.14)

et

w(�2(b)) + a1w
�(�(b)) �

Z �2(b)

a
g2(s)w(s)�s. (2.15)

Alors d�aprés (2.13), (2.14) et (2.15), il résulte que w est une sur solution de (2.2).

D�aprés lesEtapes 1 et 2 et puisque la fonction u 7! f(t; u)+h(u) est continue et strictement

croissante, alors d�aprés le Théorème 2.1, le problème (2.8) admet une unique solution tel que

w � eu � w:
D�une manière analogue on montre que le problème (2.9) admet une unique solution tel que

w � bu � w et en utilisant une preuve similaire à celle du Lemme 2.1, on a eu � bu sur �a; �2(b)�
T
.

Preuve: du Théorème 2.2

La preuve est donnée en plusieures étapes.

On pose u0 = u, u0 = u et dé�nissons les suites (un)n2N; (un)n2N comme suit8>>><>>>:
�('p(un+1)�)� + h(u�n+1) = f(t; u�n) + h(u�n), t 2 [a; b]T ,

un+1(a)� a0u�n+1(a) =
R �2(b)
a g1(s)un(s)�s,

un+1(�
2(b)) + a1u

�
n+1(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)un(s)�s,

(2.16)

et 8>>><>>>:
�('p(un+1)�)� + h(u�n+1) = f(t; u�n) + h(u�n), t 2 [a; b]T ,

un+1(a)� a0u�n+1(a) =
R �2(b)
a g1(s)un(s)�s,

un+1(�
2(b)) + a1u

�
n+1(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)un(s)�s.

(2.17)

Etape 1: Pour tout n 2 N, on a

u � un � un+1 � un+1 � un � u dans
�
a; �2(b)

�
T
.

Raisonnons par recurrence.
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i) Pour n = 0, on a

8>>><>>>:
�('p(u1)�)� + h(u�1 ) = f(t; u�) + h(u�), t 2 [a; b]T ,

u1(a)� a0u�1 (a) =
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s,

u1(�
2(b)) + a1u

�
1 (�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u(s)�s,

(2.18)

et 8>>><>>>:
�('p(u1)�)� + h(u�1 ) = f(t; u�) + h(u�), t 2 [a; b]T ,

u1(a)� a0u�1 (a) =
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s,

u1(�
2(b)) + a1u

�
1 (�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u(s)�s.

(2.19)

Puisque u et u sont des sous et sur solutions de (2.18), alors d�aprés le Lemme 2.2, on a

u = u0 � u1 � u1 � u0 = u sur
�
a; �2(b)

�
T
.

ii) Supposons pour n > 1, on a

u � un�1 � un � un � un�1 � u sur
�
a; �2(b)

�
T
,

et montrons que

u � un � un+1 � un+1 � un � u sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Soit t 2 [a; b]T , on a

�('p(un)�)� + h(u�n) = f(t; u�n�1) + h(u�n�1). (2.20)

Puisque un�1 � un et en utilisant l�hypothèse (H), on obtient

f(t; u�n�1) + h(u
�
n�1) � f(t; u�n) + h(u�n). (2.21)

Alors, d�aprés (2.20) et (2.21), on obtient

8t 2 [a; b]T , � ('p(un)
�)� � f(t; u�n). (2.22)
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D�autre part, on a

un(a)� a0u�n (a) =

Z �2(b)

a
g1(s)un�1(s)�s,

�
Z �2(b)

a
g1(s)un(s)�s.

C�est-à-dire

un(a)� a0u�n (a) �
Z �2(b)

a
g1(s)un(s)�s, (2.23)

et

un(�
2(b)) + a1u

�
n (�(b)) =

Z �2(b)

a
g2(s)un�1(s)�s,

�
Z �2(b)

a
g2(s)un(s)�s.

C�est-à-dire

un(�
2(b)) + a1u

�
n (�(b)) �

Z �2(b)

a
g2(s)un(s)�s. (2.24)

Alors, d�aprés (2.22),(2.23) et (2.24), il résulte que un est une sur solution de (2.17).

D�une manière analogue, on peut montrer que un est une sous solution de (2.17) et par suite

d�aprés le Lemme 2.2, il existe une unique solution un+1 et un+1 de (2.16) et (2.17) tel que

u � un � un+1 � un+1 � un � u; sur
�
a; �2(b)

�
T
.

Par suite, il résulte que

8n 2 N; u � un � un+1 � un+1 � un � u; sur
�
a; �2(b)

�
T
.

Etape 2: Il existe une constante positive C1 indépendante de n 2 N, tel que

u�n 0 := max
t2[a;�(b)]T

��u�n (t)�� � C1, pour tout n 2 N:
En e¤et: soient n 2 N et t 2 [a; �(b)]T : Puisque un est continue sur

�
a; �2(b)

�
T
et u�n est
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continue sur [a; �(b))T , alors d�aprés le Théorème 1.3, il existe �n, �n 2
�
a; �2(b)

�
T
tel que

u�n (�n) �
un
�
�2(b)

�
� un (a)

�2(b)� a � u�n (�n) :

Alors, on a

�'p(u�n+1)(t) = �'p(u�n+1)(�n) +
tZ

�n

(f(s; u�n(s)) + h(u
�
n(s))� h(u�n+1(s)))�s

�

'p

 
un+1

�
�2(b)

�
� un+1 (a)

�2(b)� a

!

+

tZ
�n

(f(s; u�n(s)) + h(u
�
n(s))� h(u�n+1(s)))�s

� 1

(�2(b)� a)p�1
'p
�
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�
+K;

où:

K = (M1(f) + 2M2(h)) (�(b)� a) ;

M1(f) := max fjf(t; u)j : t 2 [a; b]T , u � u � ug ,

et

M2(h) := max fjh(u)j : u � u � ug .

Alors, si on pose

fC1 := 1

(�2(b)� a)p�1
'p
�
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�
+ (M1(f) + 2M2(h)) (� (b)� a) ;

on obtient

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; 'p(u
�
n+1)(t) � fC1:

Ce qui entraîne que

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; u
�
n+1(t) � eC 1

p�1
1 : (2.25)
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D�une manière similaire, on obtient

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; 'p(u
�
n+1)(t) � fC2, (2.26)

où fC2 := 1

(�2(b)� a)p�1
'p
�
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�
+ (m1(f) + 2m2(h)) (�(b)� a) ,

avec

m1(f) := min ff(t; u) : t 2 [a; b]T , u � u � ug ,

et

m2(h) := min fjh(u)j : u � u � ug .

Ce qui entraîne que

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; u
�
n+1(t) �

���fC2��� 2�pp�1 fC2: (2.27)

Maintenant si on pose par dé�nition

C1 := max

� eC 1
p�1
1 ;

���fC2��� 1
p�1

; max
t2[a;�(b)]T

��u� (t)��� ;
alors d�aprés (2.25) et (2.27), on obtient

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; max
t2[a;�(b)]T

��u�n (t)�� � C1:
Etape 3: Il existe une constante positive C3 indépendante de n 2 N, tel que

u�n 0 := max
t2[a;�(b)]T

��u�n (t)�� � C3, pour tout n 2 N:
La preuve est similaire à celle de l�Etape 2.

Etape 4: La suite (u�n )n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T .

Soient " > 0 et t, s 2 [a; �(b)]T tel que t < s, alors pour chaque n 2 N, on a

��'p(u�n+1)(s)� 'p(u�n+1)(t)�� � (M1(f) + 2M2(h)) js� tj .
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Si on pose K1 :=M1(f) + 2M2(h), on a

��'p(u�n+1)(s)� 'p(u�n+1)(t)�� � K1 js� tj :
Alors, si on choisit js� tj < "

K1 + 1
, on obtient

��'p(u�n+1)(s)� 'p(u�n+1)(t)�� < ".
Par conséquent, la suite ('p(u

�
n+1))n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T .

Or, comme l�application '�1p est un homeomorphisme croissant de R dans R, on déduit que

��u�n (s)� u�n (t)�� = ��'�1p ('p(u�n+1)(s))� '�1p ('p(u�n+1)(t))�� ,
c�est-à-dire la suite (u�n )n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T .

Etape 5: La suite
�
u�n
�
est équicontinue sur [a; �(b)]T .

La preuve est similaire à celle de l�Etape 4.

Etape 6: La suite (un)n2N converge vers une solution maximale de (2.7).

D�aprés les Etapes 1, 2 et 4 la suite de fonctions (un)n2N est uniformément bornée sur

C1(
�
a; �2(b)

�
T
) et (u�n )n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T , alors d�aprés le Théorème d�Arzéla-

Ascoli il existe une sous-suite (unj ) de (un)n2N qui converge dans C
1(
�
a; �2(b)

�
T
).

Soit

u := lim
nj!+1

= unj .

Alors

u� = lim
nj!+1

= u�nj .

Or d�aprés l�Etape 1 la suite (un)n2N est décroissante et minorée, donc elle converge vers une

fonction qu�on note par u? et par unicité de la limite, on a u = u? et la suite (un)n2N converge

dans C1(
�
a; �2(b)

�
T
) vers u?.

Soit t 2 [a; b]T , on a

�'p(u�n+1)(t) = �'p(u�n+1)(a) +
Z t

a
(f(� ; u�n(�)) + h(u

�
n(�))� h(u�n+1(�)))�� .
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Maintenant, si on fait tendre n vers +1, on obtient

(f(� ; u�n(�)) + h(u
�
n(�))� h(u�n+1(�)))! (f(� ; u?�(�)),

D�autre part on a

9K2 > 0, 8n 2 N, 8� 2 [a; b]T ,
��(f(� ; u�n(�)) + h(u�n(�))� h(u�n+1(�)))�� � K2.

Alors d�aprés le Théorème 1.5, on a

�'p(u?�)(t) = 'p(u?�)(a) +
Z t

a
f(� ; u?�(�))�� .

Ainsi, on obtient

8t 2 [a; b]T , � ('p(u
?�))� = f(t; u?�). (2.28)

De même d�aprés le Théorème 1.5, on a

u?(a)� a0u?�(a) =
Z �2(b)

a
g1(s)u

?(s)�s, (2.29)

et

u?(�2(b)) + a1u
?�(�(b)) =

Z �2(b)

a
g2(s)u

?(s)�s. (2.30)

Alors, d�aprés (2.28),(2.29) et (2.30), il résulte que u? est une solution du problème aux limites

suivant 8>>><>>>:
�('p(u�))� = f(t; u�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) =
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u(s)�s.

(2.31)

Maintenant, on montre que si u est une autre solution de (2.7) tel que u � u � u sur
�
a; �2(b)

�
T
,

alors u � u? sur
�
a; �2(b)

�
T
.

Comme u est une sous solution de (2.7), alors d�aprés l�Etape 1, on a

8n 2 N, u � un.
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Si on fait tendre n! +1, on obtient

u � lim
n!+1

un = u
?.

C�est-à-dire u? est une solution maximale du (2.7).

Etape 7: La suite (un)n2N converge vers une solution minimale u? du problème (2.7).

La preuve est similaire à celle de l�Etape 6.

La preuve de notre résultat est terminée.

2.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d�application.

On considère le problème aux limites suivant:

8>>><>>>:
�('p(u�))� = �1(u�)k1 � (u�)k2 +M , t 2 [0; 10]T ,

u(0) = 0, u(�2(10)) =

�2(10)Z
0

g2(s)u(s)�s,
(2.32)

où k1 > 0, k2 > k1, �1 et M , sont des nombres réels positifs, g2(s) = ks, où k est un

paramètre réel positif.

Cas 1: Si T = R, on a

8>>><>>>:
�('p(u

0
))
0
= �1u

k1 � uk2 +M , t 2 [0; 10],

u(0) = 0, u(10) =

10Z
0

g1(s)u(s)ds:
(2.33)

Proposition 4 Supposons que 0 < k � 1

50
, alors le problème (2.33) admet une solution max-

imale u? et une solution minimale u?.

Preuve: On pose (u; u) = (�1;�2), où �1(t) = 0 pour tout t 2 [0,10] et �2(t) = L, pour tout

t 2 [0,10] :

Tout d�abord, il n�est pas di¢ cile de véri�er que �1 est une sous solution de (2.33).
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Maintenant, �2 est une sur solution de (2.33) si on a8>>><>>>:
�('p(�

0
2))

0
(t) � �1�k12 (t)� �

k2
2 (t) +M , t 2 [0; 10],

�2 (0) = L � 0; �2 (10) = L �
10Z
0

g2(s)�2 (s) ds:

C�est-à-dire 8<: 0 � �1Lk1 � Lk2 +M , t 2 [0; 10],

�2 (0) = L � 0; �2 (10) = L � 50kL:

Comme k2 > k1, alors si on choisit L su¢ sament grand et k � 1
50 , on obtient �2 est une sur

solution de (2.33) et par conséquent d�aprés le Théorème 2.2, il résulte que le problème (2.33)

admet une solution maximale u? et une solution minimale u?.

Cas 2: Si T = N, on a

8>><>>:
�('p(u�))� (t) = �1uk1 (t+ 1)� uk2 (t+ 1) +M , t 2 [0; 10]N,

u(0) = 0, u(12) =
11X
s=0

g2(s)u(s):
(2.34)

Proposition 5 Supposons que M > 3 et
12e�12

11X
i=0

i2e�i

� k � 1

66
, alors le problème (2.34) admet

une solution maximale u? et une solution minimale u?.

Preuve: On pose (u; u) = (�3;�2) où �3(t) = te�t, pour tout t 2 [0; 12]N et �2 (t) = L, pour

tout t 2 [0; 12]N:

�3 est une sous solution du problème (2.34) si on a8>><>>:
�('p(��3 ))� (t) � �1�

k1
3 (t+ 1)� �

k2
3 (t+ 1) +M , t 2 [0; 10]N,

�3(0) � 0, �3(12) �
11X
s=0

g2(s)�3(s):
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C�est-à-dire8>>>>><>>>>>:
�('p(��3 ))� (t) � �1 (t+ 1)

k1 e�k1(t+1) � (t+ 1)k2 e�k2(t+1) +M , t 2 [0; 10]N,

�3(0) = 0 � 0,

�3(12) = 12e
�12 � k

11X
i=0

i2e�i;

où

('p(�
�
3 ))

� (t) = 'p (�3 (t+ 2)� �3 (t+ 1))� 'p (�3 (t+ 1)� �3 (t)) :

Comme

�('p(��3 ))� (t)� �1 (t+ 1)
k1 e�k1(t+1) + (t+ 1)k2 e�k2(t+1) < 3, 8t 2 [0; 10]N:

Alors si on choisit M > 3 et k � 12e�12

11X
i=0

i2e�i

, on obtient �3 est une sous solution du problème

(2.34).

De même �2 est une sur solution de (2.34) si on a8>><>>:
�('p(��2 ))� (t) � �1�

k1
2 (t+ 1)� �

k2
2 (t+ 1) +M , 8t[0; 10]N,

�2(0) � 0, �3(12) �
11X
s=0

g2(s)�3(s):

C�est-à-dire 8>><>>:
0 � �1Lk1 � Lk2 +M , t 2 [0; 10]N,

�2 (0) = L � 0; �2 (12) = L �
11X
s=0

g2(s)L = kL
11X
i=0

i = 66kL:

Puisque k2 > k1, alors si on choisit L su¢ sament grand et k � 1
66 , on obtient �2 est une sur

solution de (2.34) et par conséquent d�aprés le Théorème 2.2, il résulte que le problème (2.34)

admet une solution maximale u? et une solution minimale u?.
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Chapitre 3

Existence des solutions extrémales

pour certaines problèmes

quasilineaires avec des conditions

aux limites nonlocales et avec une

nonlinéarité dépendant de la

première dérivée dans les échelles de

temps.

3.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est la construction des solutions minimales et maximales pour le problème

aux limites suivant
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8>>><>>>:
�('p(u�))� = f(t; u; u�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) = L1(u);

d1u(�
2(b)) + d2u

�(�(b)) = L2(u);

(3.1)

où 'p(u) = jujp�2 u; avec p > 1; f : [a; b]T � R2 ! R est une fonction continue, Li :

C(
�
a; �2(b)

�
T
) ! R sont continues et croissantes pour (i = 1; 2), a 2 Tk; b 2 T k et ci; di 2 R+

tels que: c1 + c2 6= 0 et d1 + d2 6= 0.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la première section, on donne quelques résultats

préliminaires. Dans la deuxième section, on énonce et on montre le résultat principal de ce

chapitre et dans la dernière section, on donne un exemple d�application.

Notation 6 Dans ce chapitre on note par D l�ensemble suivant

D =
n
g 2 C1(

�
a; �2(b)

�
T
) :
�
'p(g

�)
��

est rd-continue sur [a; b]T
o
:

3.2 Résultats préliminaires

Dans cette section on donne quelques résultats préliminaires qui seront utiles pour la suite.

On considère le problème aux limites suivant:

8>>><>>>:
�('p(u�))� = F (t; u�)� bh(t; u); t 2 [a; b]T ;
c1u(a)� c2u�(a) = A;

d1u(�
2(b)) + d2u

�(�(b)) = B,

(3.2)

où F : [a; b]T � R ! R est une fonction continue strictement décroissante par rapport à la

seconde variable, bh : [a; b]T � R ! R est une fonction continue et strictement croissante par

rapport à la deuxième variable et A et B deux constantes réels.

Lemme 3.1 (Principe de comparaison faible).
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Soient u1, u2 deux fonctions tels que ui 2 D pour i = 1,2, et

8>>><>>>:
�('p(u�1 ))� � F (t; u�1 ) + bh(t; u1) � �('p(u�2 ))� � F (t; u�2 ) + bh(t; u2); t 2 [a; b]T ;
c1u1(a)� c2u�1 (a) � c1u2(a)� c2u�2 (a);

d1u1(�
2(b)) + d2u

�
1 (�(b)) � d1u2(�2(b)) + d2u�2 (�(b));

(3.3)

alors

u1(t) � u2(t); 8t 2
�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve: Supposons qu�il existe t0 2
�
a; �2(b)

�
T
tel que

w(t0) := u2(t0)� u1(t0) = min
�
w(t) : a � t � �2(b)

	
< 0,

et

w(t) > w(t0),pour tout t 2 (t0; �2(b)]T . (3.4)

On distingue quatre cas

Cas 1:

i) Si t0 = a et a = �(a), on obtient la contradiction:

0 > c1(u2(a)� u1(a)) � c2(u�2 (a)� u�1 (a)) = 0.

ii) Si t0 = a et a < �(a), on distingue deux sous-cas

Si w�(t0) > 0, alors d�aprés (3.3) on obtient w(a) > 0 ce qui contredit la dé�nition de t0.

Si w�(t0) � 0, alors w(a) � w(�(a)) ce qui contredit la dé�nition de t0.

Cas 2:

i) Si t0 = �2(b) et �2(b) = �(b), on obtient la contradiction:

0 > d1(u2(�
2(b))� u1(�2(b))) � �d2(u�2 (�(b))� u�1 (�(b))) = 0.

ii) Si t0 = �2(b) et �2(b) > �(b), on distingue deux sous-cas

Si w�(�(b)) > 0, alors on a w(�2(b)) > w(�(b)) ce qui contredit la dé�nition de t0.

Si w�(�(b)) � 0, alors d�aprés (3.3) on obtient w(�2(b)) > 0 ce qui contredit la dé�nition
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de t0.

Cas 3: Si t0 2
�
a; �2(b)

�
T
, on distingue quatre sous-cas

Sous-cas 1: �(t0) = t0 = �(t0).

i) Si w�(t0) > 0, alors lim
t!t0

w�(t) = w�(t0), ce qui entraîne l�existence d�un réel � > 0 tel

que w�(t) > 0 sur (t0� �; t0], alors w est croissante sur (t0� �; t0] ce qui contredit la dé�nition

de t0.

ii) Si w�(t0) < 0, alors lim
t!t0

w�(t) = w�(t0) < 0 ce qui entraîne l�existence d�un réel � > 0

tel que w�(t) < 0 sur [t0; t0 + �), c�est-à-dire que, w est décroissante sur [t0; t0 + �) ce qui

contredit la dé�nition de t0.

iii) Si w�(t0) = 0, alors u�1 (t0) = u
�
2 (t0) et ainsi 'p(u

�
1 (t0)) = ('p(u

�
2 (t0)).

Puisque 'p est croissante, on obtient

�('p(u�2 ))�(t0) + ('p(u�1 ))�(t0) = lim
t!t0

�'p(u�2 (t)) + 'p(u�1 (t))
t� t0

� 0. (3.5)

Mais en ce point on a

�('p(u�2 ))�(t0)� F (t0; u�2 ) + bh(t0; u�2 ) + ('p(u�1 ))�(t0) + F (t0; u�1 )� bh(t0; u�1 ) � 0.
C�est-à-dire

�('p(u�2 ))�(t0) + ('p(u�1 ))�(t0) � bh(t0; u�1 )� bh(t0; u�2 ).
Puisque u�2 (t0) < u

�
1 (t0) et la fonction bh est strictement croissante par rapport à la deuxième

variable, on obtient

�'p(u�2 (t0))� + 'p(u�1 (t0))� > 0.

Ce qui est en contradiction avec (3.5).

Sous-cas 2: �(t0) = t0 < �(t0).

i) Si w�(t0) > 0, alors il existe un réel � > 0 tel que w�(t) > 0 sur (t0� �; t0], ce qui signi�e

que w est strictement croissante sur (t0 � �; t0]. Mais ça contredit la dé�nition de t0.

ii) Si w�(t0) � 0, alors on a w�(t0) � w(t0) ce qui contredit la dé�nition de t0.

Sous-cas 3: �(t0) < t0 = �(t0).

i) Si w�(t0) < 0, alors il existe un réel � > 0 tel que w�(t) < 0 sur [t0; t0+ �), ce qui signi�e
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que w est strictement décroissante sur [t0; t0 + �). Mais ça contredit la dé�nition de t0.

ii) Si w�(t0) � 0, alors on a

u�1 (t0) � u�2 (t0).

Ce qui entraîne que

'p(u
�
1 (t0)) � 'p(u�2 (t0)).

D�autre part, on a

w�(�(t0)) =
w(t0)� w(�(t0))

t0 � �(t0)
< 0.

C�est-à-dire

u�2 (�(t0)) < u
�
1 (�(t0)).

Ce qui entraîne que

'p(u
�
2 (�(t0))) < 'p(u

�
1 (�(t0))).

Par suite on a

('p(u
�
1 ))

�(�(t0)) =
'p(u

�
1 (t0))� 'p(u�1 (�(t0)))

t0 � �(t0)

<
'p(u

�
2 (t0))� 'p(u�2 (�(t0)))

t0 � �(t0)
= ('p(u

�
2 ))

�(�(t0)).

Ce qui signi�e que

('p(u
�
1 ))

�(�(t0)) < ('p(u
�
2 ))

�(�(t0)).

Puisque la fonction bh est strictement croissante par rapport à la seconde variable et F est

strictement décroissante par rapport à la seconde variable, on obtient

�('p(u�2 ))�(�(t0))� F (�(t0); u�2 ) + bh(�(t0); u�2 (�(t0)))
< �('p(u�1 ))�(�(t0))� F (�(t0); u�1 ) + bh(�(t0); u�1 (�(t0))).

Ce qui est en contradiction avec (3.3).

Sous-cas 4: �(t0) < t0 < �(t0).
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i) Si w�(t0) � 0, alors w�(t0) � w(t0). Ceci contredit la dé�nition de t0.

ii) Si w�(t0) > 0, alors on a

u�1 (t0) < u
�
2 (t0).

Ce qui entraîne que

'p(u
�
1 (t0)) < 'p(u

�
2 (t0)).

D�autre part, on a

w�(�(t0)) =
w(t0)� w(�(t0))

t0 � �(t0)
< 0.

C�est-à-dire

u�2 (�(t0)) < u
�
1 (�(t0)).

Ce qui entraîne que

'p(u
�
2 (�(t0))) < 'p(u

�
1 (�(t0))).

Par suite, on a

('p(u
�
1 ))

�(�(t0)) =
'p(u

�
1 (t0))� 'p(u�1 (�(t0)))

t0 � �(t0)

<
'p(u

�
2 (t0))� 'p(u�2 (�(t0)))

t0 � �(t0)
= ('p(u

�
2 ))

�(�(t0)).

C�est-à-dire

('p(u
�
1 ))

�(�(t0)) < ('p(u
�
2 ))

�(�(t0)).

Puisque la fonction bh est strictement croissante par rapport à la seconde variable et F est

strictement décroissante par rapport à la seconde variable, on obtient

�('p(u�1 ))�(�(t0))� F (�(t0); u�1 ) + bh(�(t0); u�1 (�(t0)))
> �('p(u�2 ))�(�(t0))� F (�(t0); u�2 ) + bh(�(t0); u�2 (�(t0))).

Ce qui est en contradiction avec (3.3).

Dé�nition 3.1 On dit que � est une sous solution de (3.2) si:
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i) � 2 D.

ii)

8>>><>>>:
�('p(��))� � F (t; ��)� bh(t; �); t 2 [a; b]T ;
c1�(a)� c2��(a) � A;

d1�(�
2(b)) + d2�

�(�(b)) � B:

Dé�nition 3.2 On dit que � est une sur solution de (3.2) si:

i) � 2 D.

ii)

8>>><>>>:
�('p(��))� � F (t; ��)� bh(t; �); t 2 [a; b]T ;
c1�(a)� c2��(a) � A;

d1�(�
2(b)) + d2�

�(�(b)) � B:

Maintenant, si on suppose de plus F est une fonction bornée, alors on a le résultat suivant:

Théorème 3.1 Supposons que � et � sont les sous et sur solutions de problème(3.2) tel que

� � � sur
�
a; �2(b)

�
T
. Alors le problème (3.2) admet une unique solution u 2 D tel que:

� � u � � sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve: En utilisant une preuve similaire à celle du Théorème 3.1 dans [4] on montre que

le problème (3.2) admet au moins une solution et d�aprés le Lemme 3.1, il résulte que cette

solution est unique.

3.3 Résultat principal

On considère le problème aux limites suivant

8>>><>>>:
�('p(u�))� = f(t; u; u�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) = L1(u);

d1u(�
2(b)) + d2u

�(�(b)) = L2(u);

(3.6)

où 'p(u) = jujp�2 u; avec p > 1; f : [a; b]T � R2 ! R est une fonction continue, Li :

C(
�
a; �2(b)

�
T
) ! R sont continues et croissantes pour i = 1; 2, a 2 Tk; b 2 T k et ci; di 2 R+

tels que: c1 + c2 6= 0 et d1 + d2 6= 0.
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Dé�nition 3.3 On dit que u est une sous solution de (3.6) si:

i) u 2 D.

ii)

8>>><>>>:
�('p(u�))� � f(t; u; u�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) � L1(u);

d1u(�
2(b)) + d2 u

�(�(b)) � L2(u):

Dé�nition 3.4 On dit que u est une sur solution de (3.6) si:

i) u 2 D.

ii)

8>>><>>>:
�('p(u�))� � f(t; u; u�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) � L1(u);

d1u(�
2(b)) + d2u

�(�(b)) � L2(u):

Maintenant, on dé�nit la condition de Nagumo-Bernestein

Dé�nition 3.5 (Condition de Nagumo-Bernstein).

On dit que f : [a; b]T �R2 ! R satisfait la condition de Nagumo-Bernstein relativement aux

valeurs u et u si il existe Q : [a; b]T ! R+ et 	 : [a; b]T ! R+ deux fonctions continues tel que:

jf(t; u; v)j � Q(t) + 	 (t) jvjp�1 ; (3.7)

pour tout (t; u; v) 2 D0 où D0 =
�
(t; u; v) 2

�
a; �2(b)

�
T
� R2 : u(t) � u(t) � u(t)

	
.

On a le résultat suivant:

Lemme 3.2 Si f : [a; b]T �R2 ! R satisfait la condition de Nagumo-Bernestein (3.7), alors il

existe une constante K > 0; tel que pour toute solution u de (3.6) véri�ant u(t) � u(t) � u(t);

pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T
, on a

u�
0
� K:

Preuve: Puisque u est continue sur
�
a; �2(b)

�
T
et u� est continue sur [a; �(b))T , alors d�aprés

le Théorème 1.3, il existe �, � 2 [a; �(b)]T tel que

u� (�) �
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�2(b)� a � u� (�) ;
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Alors, on a

�'p(u�)(t) = �'p(u�)(�) +
tZ
�

f(s; u�(s); u� (s))�s

� 'p

 
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�2(b)� a

!
+

tZ
�

f(s; u�(s); u� (s))�s

� 1

(�2(b)� a)p�1
��'p �u ��2(b)�� u (a)���+

������
tZ
�

f(s; u�(s); u� (s))�s

������
� 1

(�2(b)� a)p�1
��'p �u ��2(b)�� u (a)���+ signe(t� �) tZ

�

��f(s; u�(s); u� (s))���s
� 1

(�2(b)� a)p�1
��'p �u ��2(b)�� u (a)���+ signe(t� �) tZ

�

(Q(s) + 	(s)
��u�(s)��p�1)�s

� 1

(�2(b)� a)p�1
��'p �u ��2(b)�� u (a)���+ (�(b)� a) (kQk0 + k	k0 u�p�10

):

Par suite, si on suppose (�(b)� a) k	k0 < 1; on obtient

u�p�1
0

�

1

(�2(b)� a)p�1
��'p �u ��2(b)�� u (a)���+ (�(b)� a) kQk0
1� (�(b)� a) k	k0

:

Maintenant si on pose par dé�nition

Kp�1 =

1

(�2(b)� a)p�1
��'p �u ��2(b)�� u (a)���+ (�(b)� a) kQk0
1� (�(b)� a) k	k0

;

on obtient u�
0
� K:

Maintenant, on suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites.

(H1) Il existe h : R ! R une fonction continue est strictement croissante tel que: s 7�!

f(t; s; z) + h(s) est croissante pour tout t 2 [a; b]T et pour tout z 2 R:

(H2) La fonction z 7�! f(t; s; z) est décroissante pour tout t 2 [a; b]T et pour tout s 2 R:
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Théorème 3.2 Soient u et u la sous et la sur solution respectivement du problème (3.6) tel

que: u � u dans
�
a; �2(b)

�
T
; et supposons que les hypothèses (H1), (H2) et la condition de

Nagumo-Bernestein relativement aux valeurs u et u sont satisfaites. Alors le problème (3.6)

admet une solution maximale u? et une solution minimale u? tel que pour chaque u � u � u

dans
�
a; �2(b)

�
T
; on a

u � u? � u � u? � u, sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Pour la preuve de ce théorème, on a besoin d�un lemme préliminaire.

Soient w et w 2 D tel que u � w � w � u dans
�
a; �2(b)

�
T
:

Pour tout v 2 R, on pose par dé�nition �(v) = max f�K;min fv;Kgg, où K est une

constante dé�nie dans la preuve du Lemme 3.2. Alors la fonction � est continue, bornée et

croissante.

On considère les problèmes aux limites suivants:

8>>><>>>:
�('p(u�))� + h(u) = f(t; w; �(u�)) + h(w); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) = L1(w);

d1u(�
2(b)) + d2u

�(�(b)) = L2(w);

(3.8)

et 8>>><>>>:
�('p(u�))� + h(u) = f(t; w; �(u�)) + h(w); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) = L1(w);

d1u(�
2(b)) + d2u

�(�(b)) = L2(w):

(3.9)

Lemme 3.3 Soient w et w la sous et la sur solution respectivement du problème (3.6) et

supposons que les hypothèses (H1), (H2) et la condition de Nagumo-Bernestein relativement

aux valeurs u et u sont satisfaites, alors il existe une unique solution eu et bu de (3.8) et (3.9)
respectivement tel que

u � w � eu � bu � w � u; dans �a; �2(b)�
T
:

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.

Etape 1: w est une sous solution de (3.8).
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Soit t 2 [a; b]T , on a

�('p(w�))� + h(w) � f(t; w;w�) + h(w);

� f(t; w;w�) + h(w):

C�est-à-dire

8t 2 [a; b]T ; � ('p(w
�))� + h(w) � f(t; w;w�) + h(w)

Puisque w est une sous solution de (3.6) et u � w � u sur
�
a; �2(b)

�
T
; alors en utilisant une

preuve similaire à celle du Lemme 3.2, on montre que
w�

0
� K: Par suite on a �(w�) = w�

et par conséquent

8t 2 [a; b]T ; � ('p(w
�))� + h(w) � f(t; w; �(w�)) + h(w): (3.10)

D�autre part, on a

c1w(a)� c2w�(a) � L1(w);

� L1(w):

C�est-à-dire

c1w(a)� c2w�(a) � L1(w): (3.11)

De même, on a

d1w(�
2(b)) + d2w

�(�(b)) � L2(w): (3.12)

Alors d�aprés (3.10),(3.11) et (3.12), il résulte que w est une sous solution de (3.8).

Etape 2: w est une sur solution de (3.8).

Soit t 2 [a; b]T , on a

�('p(w�))� + h(w) � f(t; w;w�) + h(w):

En utilisant une preuve similaire à celle du Lemme 3.2, on montre que
w�

0
� K: Par suite
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on a �(w�) = w�, donc

8t 2 [a; b]T ; � ('p(w
�))� + h(w) � f(t; w; �(w�)) + h(w): (3.13)

D�autre part on a

c1w(a)� c�2 w(a) � L1(w): (3.14)

et

d1w(�
2(b)) + d2w

�(�(b)) � L2(w): (3.15)

Alors d�aprés (3.13),(3.14) et (3.15), il suit que w est une sur solution de (3.8).

D�aprés les Etapes 1 et 2 et comme (t; u�) 7�! f(t; w; �(u�)) + h(w) est une fonction

continue, bornée et strictement décroissante par rapport à la seconde variable et h : u 7�! h(u)

est une fonction continue et strictement croissante, alors d�aprés le Théorème 3.1 le problème

(3.8) admet une unique solution eu de (3.8) tel que w � eu � w sur �a; �2(b)�
T
:

D�une façon similaire, on montre qu�il existe une unique solution bu de (3.9) tel que w � bu � w
sur

�
a; �2(b)

�
T
:

Finalement en utilisant une preuve similaire à celle du lemme 3.1, on montre que eu � bu sur�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve: du Théorème3.2: La preuve est donnée en plusieurs étapes:

On pose u0 = u , u0 = u et on dé�nit les suites (un)n2N et (un)n2N par:8>>><>>>:
�('p(u�n+1))� + h(u�n+1) = f(t; un; �(u�n+1)) + h(un); t 2 [a; b]T ;

c1un+1(a)� c2u�n+1(a) = L1(un);

d1un+1(�
2(b)) + d2u

�
n+1(�(b)) = L2(un);

(3.16)

et 8>>><>>>:
�('p(u�n+1))� + h(un+1) = f(t; un; �(u�n+1)) + h(un); t 2 [a; b]T ;

c1un+1(a)� c2u�n+1(a) = L1(un);

d1un+1(�
2(b)) + d2u

�
n+1(�(b)) = L2(un):

(3.17)
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Etape 1: Raisonons par recurrence et montrons que pour tout n 2 N, on a

u � un � un+1 � un+1 � un � u sur
�
a; �2(b)

�
T
:

i) Pour n = 0, on a

8>>><>>>:
�('p(u�1 ))� + h(u1) = f(t; u0; �(u�1 )) + h(u0); t 2 [a; b]T ;

c1u1(a)� c2u�1 (a) = L1(u0);

d1u1(�
2(b)) + d2u

�
1 (�(b)) = L2(u0);

(3.18)

et 8>>><>>>:
�('p(u�1 ))� + h(u1) = f(t; u0; �(u�1 )) + h(u0); t 2 [a; b]T ;

c1u1(a)� c�2 u1(a) = L1(u0);

d1u1(�
2(b)) + d�2 u1(�(b)) = L2(u0):

(3.19)

Comme u et
_
u sont des sous et sur solutions du problème (3.6), alors d�aprés le Lemme 3.3, on

obtient

u � u0 � u1 � u1 � u0 � u:

ii) Supposons pour n > 0 �xé, on a

u � un�1 � un � un � un�1 � u;

et montrons que

u � un � un+1 � un+1 � un � u:

Soit t 2 [a; b]T , on a

�('p(u�n ))� + h(un) = f(t; un�1; �(u�n )) + h(un�1); (3.20)

et comme un�1 � un, alors d�aprés l�hypothèse (H1), on obtient

f(t; un�1; �(u
�
n )) + h(un�1) � f(t; un; �(u�n )) + h(un): (3.21)
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Donc d�aprés (3.20) et (3.21), il résulte que

8t 2 [a; b]T , � ('p(un))
� � f(t; un; �(u�n )):

Maintenant en utilisant un raisonnement similaire à celui du Lemme 3.2, on montrer queu�n 0 � K alors �(u�n ) = u
�
n ; et par suite on obtient

8t 2 [a; b]T , � ('p(u
�
n ))

� � f(t; un; u�n ): (3.22)

D�autre part, on a

c1un(a)� c�2 un(a) = L1(un�1); (3.23)

� L1(un):

et

d1un(�
2(b)) + d�2 un(�(b)) = L2(un�1); (3.24)

� L2(un):

D�aprés (3.22), (3.23) et (3.24), il résulte que un est une sur solution de (3.6) et d�une manière

analogue on montre que un est une sous solution de (3.6), alors d�aprés le Théorème 3.1, il

existe une unique solution un+1 et un+1 de (3.16) et (3.17) respectivement tel que

u � un � un+1 � un+1 � un � u:

Alors on a

8n 2 N; u � un+1 � un � un � un+1:

Etape 2: Montrons que la suite (un)n2N converge vers une solution maximale de (3.6).

D�aprés l�Etape 1 et puisque
u�n 0 � K; 8n 2 N; alors la suite (un)n2N est uniformément

bornée sur C1rd
��
a; �2(b)

�
T

�
:
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Maintenant, soit "1 > 0 et t; s 2 [a; �(b)]T tel que t < s; alors pour chaque n 2 N; on a

��'p(u�n+1(s))� 'p(u�n+1(t))�� =

������
sZ
t

�
f(� ; un(�); �(u

�
n+1(�)) + h(un(�))� h(u�n+1(�))

�
��

������ ;
�

sZ
t

���f(� ; un(�); �(u�n+1(�)) + h(un(�))� h(u�n+1(�))����� ;
� (M1(f) + 2M2(h)) js� tj :

où

M1(f) = max
�
jf(t; s; z)j : t 2

�
a; �2(b)

�
T
; u � u � u et jzj � K

	
;

et

M2(h) = max fjh(u)j : u � u � ug :

Si on pose par dé�nition

K1 :=M1(f) + 2M2(h);

on obtient ��'p(u�n+1(s))� 'p(u�n+1(t))�� � K1 js� tj :
Par suite, si on choisit js� tj � "1

K1+1
; on obtient

'p(u
�
n+1(s))�

��'p(u�n+1(t))�� � "1:
Alors la suite ('p(u

�
n ))n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T et comme '

�1
p est un homeomor-

phisme de R dans R; on a

��u�n (s)� u�n (t)�� = ��'�1p ('p(u�n (s)))� '�1p ('p(u�n (t)))�� :
Par conséquent la suite (u�n )n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T ; donc d�aprés le théorème

d�Arzéla-Ascoli, il existe une sous suite (unj )nj2N de (un)n2N qui converge dans C
1
��
a; �2(b)

�
T

�
:

Soit

u = lim
nj!+1

unj :

47



Alors

u� = lim
nj!+1

u�nj :

Mais d�aprés l�Etape 1, la suite (un)n2N est décroissante et bornée alors elle est convergente

vers une fonction u?: Par unicité de la limite on a u = u? et la suite (un)n2N converge vers u?

dans C1
��
a; �2(b)

�
T

�
:

Soit t 2 [a; �(b)]T , on a

�'p(u�n+1(t)) = �'p(u�n+1(s)) +
sZ
t

�
f(� ;

_
un(�); �(u

�
n+1(�)) + h(un(�))� h(un+1(�))

�
�� ;

Comme

lim
n!+1

�
f(� ; un(�); �(u

�
n+1(�)) + h(un(�))� h(un+1(�))

�
= f(� ; u?(�); �(u?�(�)):

Alors

9K4 > 0;8n 2 N;8� 2 [a; �(b)]T :
���f(� ; un(�); �(u�n+1(�)) + h(un(�))� h(un+1(�))��� � K4:

Par suite d�aprés le Théorème 1.5, on obtient:

�'p(u?�(t)) = �'p(u?�(s)) +
sZ
t

�
f(� ; u?(�); �(u?�(�)) + h(u?(�))� h(u?�(�))

�
�� ;

et par conséquent pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T
; on obtient

�('p(u?�))� (t) = f(t; u?(t); �(u?�(t)); (3.25)

De même, on a

c1u
?(a)� c2u?�(a) = L1(u?); (3.26)

et

d1u
?(�2(b)) + d2u

?�(�(b)) = L2(u
?): (3.27)
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Maintenant en utilisant une preuve similaire à celle du Lemme 3.2, on montre que
u?�

0
� K;

et par suite �(u?�(t)) = u?�(t) c�est-à-dire que u? est une solution de (3.6).

Maintenant, on montre que si u est une autre solution de (3.6) tel que: u � u � u sur�
a; �2(b)

�
T
, alors: u � u? sur [a; b]T :

Puisque u est une sous solution de (3.6), alors d�aprés l�Etape 1, on obtient

8n 2 N : u � un:

On fait tendre n! +1; on obtient

u � lim
n!+1

un = u
?:

C�est à dire u? est une solulion maximale pour le problème (3.6).

Etape 3: La suite (un)n2N converge vers une solution minimale u? de (3.6).

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�Etape 2.

3.4 Application

Dans cette section on donne un exemple d�application.

On considère le problème aux limites suivant

8>>><>>>:
�('p(u�))� = �1uk1 � uk2 � �2uk1

��u���p�1 + g(t), t 2 [0; 10]T ,
u(0)� a0u�(0) = 0, u(�2(10)) + a1u�(�(10)) =

�2(10)Z
0

g2(s)u(s)�s,
(3.28)

où k2 > k1 > 0, �1 et �2 sont des paramètres réels positifs et g : [0; �2(10)]T ! R+ et

g2 : [0; �
2(10)]T ! R+ deux fonctions continues avec

�2(10)Z
0

g2(s)�s � 1.

Cas 1: Si T = R, on a
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8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u
0
))
0
= �1u

k1 � uk2 + �2uk1
���u0���p�1 + g(t), t 2 [0; 10],

u(0)� a0u
0
(0) = 0,

u(10) + a1u
0
(10) =

10Z
0

g2(s)u(s)ds,

(3.29)

où g2 est une fonction réelle positive.

Proposition 7 Le problème (3.29) admet une solution maximale u? et une solution minimale

u?.

Preuve: On pose (u; u) = (0; L), où L est une constante positive plus grande que 1.

Tout d�abord puisque

10Z
0

g1(s)ds � 1 on a

L �
10Z
0

g1(s)Lds.

Maintenant u et u sont des sous et sur solutions de (3.29), si on a

8<: 0 � g(t), 8t 2 [0; 10],

0 � �1Lk1 � Lk2 + g(t).

C�est-à-dire 8<: g(t) � 0, 8t 2 [0; 10],

Lk2 � �1Lk1 + g(t).

Si on choisit L su¢ sament grand, on obtient que u et u sont des sous et sur solutions de (3.29)

et pour que la fonction ef dé�nie par ef (t; u; v) = �1uk1 � uk2 � �2uk1 ��u���p�1 + g(t) satisfait la
condition de Nagumo-Bernstein il faut choisir �2 < 1

10Lk1
:

Par suite d�aprés le Théorème 3.2, il résulte que le problème (3.29) admet une solution

maximale u? et une solution minimale u?.
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Cas 2: Si T = Z, on a

8>>>>><>>>>>:
�('p(u�))� = �1uk1 � uk2 � �2uk1

��u���p�1 + g(t), t 2 [0; 10]Z,
u(0)� a0�u(0) = 0,

u(12) + a1�u(11) =
11X
s=0

g2(s)u(s),

(3.30)

où g1 est une fonction réelle positive.

Théorème 3.3 Le problème (3.30) admet une solution maximale u? et une solution minimale

u?.

Preuve: On pose (u; u) = (0; L), où L est une constante positive.

Tout d�abord, puisque
11X
s=0

g2(s) � 1, on a

L �
11X
s=0

g2(s)L.

Maintenant, u et u sont des sous et sur solutions de (3.30), si on a

8<: 0 � g(t), pour tout t 2 [0; 10]Z,

0 � �1Lk1 � Lk2 + g(t) pour tout t 2 [0; 10]Z

C�est-à-dire 8<: g(t) � 0, pour tout t 2 [0; 10]Z;

Lk2 � �1Lk1 + g(t), pour tout t 2 [0; 10]Z:

Si on choisit L su¢ sament grand, on obtient que u et u sont des sous et sur solutions de (3.30)

et pour que la fonction ef satisfait la condition de Nagumo-Bernstein il faut choisir �2 < 1
11Lk1

:

Par suite d�aprés le Théorème 3.2, il résulte que le problème (3.30) admet une solution

maximale u? et une solution minimale u?.
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Chapitre 4

Existence de solutions pour certaines

classes de systèmes d�équations

di¤érentielles quasilinéaires avec des

conditions aux limites nonlocales

dans les échelles de temps.

4.1 Introduction:

Dans ce chapitre, on s�intérèsse a l�existence des solutions pour le problème aux limites suivant

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� = f(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;

�('q(v�))� = g(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c2u�(a) = L1(u);

c3u(�
2(b)) + c4u

�(�(b)) = L2(u);

c01v(a)� c02v�(a) = L3(v);

c03v(�
2(b)) + c04v

�(�(b)) = L4(v);

(4.1)
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où 'p(u) = jujp�2 u; p > 1; q > 1; ci; c0i 2 R+; pour tout i = 1; 2; 3; 4; f : [a; b]T � R2 �! R; et

g : [a; b]T � R2 �! R sont deux fonctions continues et Li : C(
�
a; �2(b)

�
T
) �! R continues et

croissantes pour tout i = 1; 2; 3; 4:

La dé�nition de la sous solution et la sur solution et la construction des suites dépend de

la monotonie des deux fonctions f et g, alors d�aprés C. V. Pao (voir [27]) on peut classer le

système (4.1) suivant la monotonie des deux fonctions f et g en trois types:

Type 1: Système quasimonotone croissant: f est croissante par rapport à v et g est

croissante par rapport à u:

Type 2: Système quasimonotone décroissant: f est décroissante par rapport à v et g est

décroissante par rapport à u:

Type 3: Système quasimonotone mixte: f est croissante par rapport à v et g est décroissante

par rapport à u or vise versa.

Dans ce chapitre, on montre l�existence des solutions minimales et maximales si le système

(4.1) est de Type 1. Si le système (4.1) est de Type 2, on montre l�existence des solutions

maximales-minimales et minimales-maximales. Par contre si le système (4.1) est de Type 3,

on montre l�existence d�au moins une quasi-solution.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la première section on donne quelques résultats

préliminaires. Dans la deuxième section on énonce et on montre les résultats principaux de ce

chapitre et dans la dernière section on donne des exemples d�applications.

4.2 Résultats préliminaires:

On considère le problème suivant

8>>><>>>:
�('p(u�))� = �bh(t; u�), t 2 [a; b]T ,
�1u(a)� �2u�(a) = c,

�3u(�
2(b)) + �4u

�(�(b)) = d,

(4.2)

où bh : [a; b]T � R ! R est une fonction continue et strictement croissante par rapport à la

seconde variable, �1; �2, �3 et �4 sont des nombres réels positifs et c et d sont des nombres

réels.
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Dans ce chapitre, on note par D = fg 2 C1(
�
a; �2(b)

�
T
) :
�
'p(g

�)
��

est rd-continue sur

[a; b]T g:

Lemme 4.1 (Principe de conparaison faible).

Soient u1,u2 deux fonctions tel que ui 2 D pour i = 1,2, et

8>>><>>>:
�('p(u�1 ))� + bh(t; u�1 ) � �('p(u�2 ))� + bh(t; u�2 ), t 2 [a; b]T ,
�1u1(a)� �2u�1 (a) � �1u2(a)� �2u�2 (a),

�3u1(�
2(b)) + �4u

�
1 (�(b)) � �3u2(�2(b)) + �4u�2 (�(b)),

(4.3)

alors u1(t) � u2(t), pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T
.

Preuve: La preuve est similaire à celle du Lemme 2.1 du Chapitre 2.

Dé�nition 4.1 : On dit que � 2 D est une sous solution de (4.2) si8>>><>>>:
�
�
'p(�

�)
�� � �bh(t; ��), t 2 [a; b]T ,

�1�(a)� �2��(a) � c,

�3�(�
2(b)) + �4�

�(�(b)) � d.

Dé�nition 4.2 : On dit que � 2 D est une sur solution de (4.2) si8>>><>>>:
�
�
'p(�

�)
�� � �bh(t; ��), t 2 [a; b]T ,

�1�(a)� �2��(a) � c,

�3�(�
2(b)) + �4�

�(�(b)) � d.

On a le résultat suivant.

Théorème 4.1 : Supposons que � et � sont des sous et sur solutions du problème (4.2) tel

que �(t) � �(t), pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T
. Alors le problème (4.2) admet une solution unique

u 2 D tel que

�(t) � u(t) � �(t), pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T
.

Preuve: La preuve est similaire à celle du Théorème 3.1 dans [1], on peut montrer que le

problème (4.2) admet au moins une solution et d�aprés le Lemme 4.1 il résulte que le problème

(4.2) admet une unique solution.
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4.3 Résultats principaux

On suppose que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(H1) 9h1 : R ! R une fonction continue et croissante tel que u 7�! f(t; u; v) + h1(u) et

croissante pour tout t 2 [a; b]T et u 2 R:

(H2) 9h2 : R ! R une fonction continue et croissante tel que v 7�! g(t; u; v) + h2(v) et

croissante pour tout t 2 [a; b]T et v 2 R:

4.3.1 Existence des solutions extrémales pour les systèmes quasimonotones

croissants.

Dans cette section, on suppose que l�hpothèse suivante est satisfaite

(H3) f est croissante par rapport à v et g est croissante par raport à u:

Dé�nition 4.3 On dit que (u; v) est une solution de (4.1) si:

i) (u; v) 2 D2:

ii) (u; v) satisfait (4.1).

Dé�nition 4.4 On dit que (u; v) est une sous solution de (4.1), si:

i) (u; v) 2 D2:

ii)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� � f(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;

�('q(v�))� � g(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;

c1u(a)� c�2 u(a) � L1(u);

c3u(�
2(b)) + c�4 u(�(b)) � L2(u);

c01v(a)� c02v�(a) � L3(v);

c03v(�
2(b)) + c04v

�(�(b)) � L4(v):

Dé�nition 4.5 On dit que (
_
u;
_
v) est une sur solution de (4.1), si:

i) (
_
u;
_
v) 2 D2:
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ii)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�('p(
_
u
�
))� � f(t;

_
u
�
;
_
v
�
); t 2 [a; b]T ;

�('q(
_
v
�
))� � g(t;

_
u
�
;
_
v
�
); t 2 [a; b]T ;

c1
_
u(a)� c2

_
u
�
(a) � L1(

_
u);

c3
_
u(�2(b)) + c4

_
u
�
(�(b)) � L2(

_
u);

c01
_
v(a)� c02

_
v
�
(a) � L3(

_
v);

c03
_
v(�2(b)) + c04

_
v
�
(�(b)) � L4(

_
v):

Théorème 4.2 :Supposons que les hypothèses (Hi)i=1,2,3 sont satisfaites et soient (u; v) et

(
_
u;
_
v) la sous et la sur solution respectivement de (4.1) tel que u �

_
u et v �

_
v sur

�
a; �2(b)

�
T
,

alors le système (4.1) admet une solution maximale (u?; v?) et une solution minimale (u?; v?)

tel que pour chaque solution (u; v) de (4.1) avec u � u �
_
u et v � v �

_
v on a

u � u? � u � u? � u et v � v? � v � v? � v sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.

On pose u0 = u; v0 = v et on dé�nit les suites (un)n2N et (vn)n2N par8>>><>>>:
�('p(u�n+1))� + h1(u�n+1) = f(t; u�n; v�n) + h1(u�n); t 2 [a; b]T ;

c1un+1(a)� c2u�n+1(a) = L1(un);

c3un+1(�
2(b)) + c4u

�
n+1(�(b)) = L2(un);

et 8>>><>>>:
�('q(v�n+1))� + h2(v�n+1) = g(t; u�n; v�n) + h2(v�n); t 2 [a; b]T ;

c01vn+1(a)� c02v�n+1(a) = L3(vn);

c03vn+1(�
2(b)) + c04v

�
n+1(�(b)) = L4(vn):

De même, on pose u0 = u, v0 = v et on dé�nit les suites (un)n2N et (vn)n2N par8>>><>>>:
�('p(u�n+1))� + h1(un+1) = f(t; u�n; v�n) + h1(un); t 2 [a; b]T ;

c1un+1(a)� c2u�n+1(a) = L1(un);

c3un+1(�
2(b)) + c4u

�
n+1(�(b)) = L2(un);
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et 8>>><>>>:
�('q(v�n+1))� + h2(v�n+1) = g(t; u�n; v�n) + h2(v�n); t 2 [a; b]T ;

c01vn+1(a)� c02v�n+1(a) = L3(vn);

c03vn+1(�
2(b)) + c04v

�
n+1(�(b)) = L4(vn);

Etape 1: Raisonnns par recurrence et montrons que pour tout n 2 N, on a

u � un � u et v � vn � v sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve:

1) Pour n = 0; on a: u = u0, alors u � u0 � u et v = v0, alors v � v0 � v:

2) Supposons pour n > 1 �xé on a u � un � u et v � vn � v et montrons que u � un+1 � u

et v � vn+1 � v:

On a

�('p(u�n+1))� + h1(u�n+1) + ('p(u�))� � h1(u�)

� f(t; u�n; v
�
n) + h1(u

�
n)� f(t; u�; v�)� h1(u�)

� f(t; u�n; v
�) + h1(u

�
n)� f(t; u�; v�)� h1(u�) � 0:

Alors

�('p(u�n+1))� + h1(u�n+1) � �('p(u�))� + h1(u�): (4.4)

D�autre part on a

(c1un+1(a)� c2u�n+1(a))� (c1u(a)� c2u�(a))

= L1(un)� L1(u) � 0:

Alors

c1un+1(a)� c2u�n+1(a) � c1u(a)� c2u�(a): (4.5)

De même on a

c3un+1(�
2(b)) + c4u

�
n+1(�(b)) � c3u(�2(b)) + c4u�(�(b)): (4.6)
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En conclusion d�aprés (4.4), (4.5), (4.6) et en utilisant le Lemme 4.1, on obtient

u � un+1 sur
�
a; �2(b)

�
T
:

D�une façon similaire, on montre que

un+1 � u sur
�
a; �2(b)

�
T
;

et

v � vn+1 � v sur
�
a; �2(b)

�
T
:

En conclusion

8n 2 N : u � un � u et v � vn � v sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Etape 2: Pour tout n 2 N; on a

un � un+1 et vn � vn+1 sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�Etape 1.

Etape 3: Pour tout n 2 N, on a

u � un+1 � un � u et v � vn+1 � vn � v sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�Etape 1.

Etape 4: Il existe deux constantes C 01 et C
0
2 indépendantes de n tels que

u�n 0 � C 01 et v�n 0 � C 02, pour tout n 2 N:
1) Soient n 2 N et t 2 [a; �(b)]T :

Puisque un est continue sur
�
a; �2(b)

�
T
et u�n est continue sur

�
a; �2(b)

�
T
, alors d�aprés le

Théorème 1.3, il existe �n, �n 2
�
a; �2(b)

�
T
tel que

u�n (�n) �
un
�
�2(b)

�
� un (a)

�2(b)� a � u�n (�n) :
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Alors, on a

'p(u
�
n+1)(t) = �'p(u�n+1)(�n) +

tZ
�n

(f(s; u�n(s); v
�
n(s)) + h1(u

�
n(s))� h1(u�n+1(s)))�s

�

'p

 
un+1

�
�2(b)

�
� un+1 (a)

�2(b)� a

!

+

tZ
�n

(f(s; u�n(s); v
�
n(s)) + h1(u

�
n(s))� h1(u�n+1(s)))�s

� 1

(�2(b)� a)p�1
'p
�
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�
+K 0;

où

K 0 =
�
M 0
1(f) + 2M

0
2(h)

�
(�(b)� a) ;

avec

M 0
1(f) := max ff(t; u; v) : t 2 [a; b]T , u � u � u et v � v � vg ,

et

M 0
2(h) := max fjh(u)j : u � u � ug .

Alors si on pose

fC10 := 1

(�2(b)� a)p�1
'p
�
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�
+
�
M 0
1(f) + 2M

0
2(h)

�
(� (b)� a) ;

on obtient

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; 'p(u
�
n+1)(t) � fC10:

Ce qui entraîne que

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; u
�
n+1(t) � eC 0 1

p�1
1 : (4.7)

D�une manière similaire on a

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; 'p(u
�
n+1)(t) � fC20, (4.8)
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où fC20 := 1

(�2(b)� a)p�1
'p
�
u
�
�2(b)

�
� u (a)

�
+
�
m0
1(f) + 2m

0
2(h)

�
(�(b)� a) ,

avec

m0
1(f) := min fjf(t; u; v)j : t 2 [a; b]T , u � u � u et v � v � vg ,

et

m0
2(h) := min fjh(u)j : u � u � ug .

Alors d�aprés (4.8), on obtient

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; u
�
n+1(t) �

���fC20��� 2�pp�1 fC20: (4.9)

Maintenant si on pose

C 01 := max

� eC 0 1
p�1
1 ;

���fC20��� 1
p�1

; max
t2[a;�(b)]T

��u� (t)��� ;
alors d�aprés (4.7) et (4.9), on obtient

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; max
t2[a;�(b)]T

��u�n (t)�� � C 01:
D�une façon similaire on montre que

8n 2 N, 8t 2 [a; � (b)]T ; max
t2[a;�(b)]T

��v�n (t)�� � C 02:
Etape 5: Il existe deux constantes positives C 03 et C

0
4 indépendantes de n 2 N, tels que

u�n 0 � C 03 et v�n 0 � C 04 pour tout n 2 N:
Preuve: La preuve est similaire à celle de l�Etape 4.

Etape 6: Les suites de fonctions (u�n )n2N et (v
�
n )n2N sont équicontinues sur [a; �(b)]T .

Soient " > 0 et t, s 2 [a; �(b)]T tel que t < s, alors pour chaque n 2 N, on a

��'p(u�n+1)(s)� 'p(u�n+1)(t)�� � (M 0
1(f) + 2M

0
2(h)) js� tj .
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Si on pose par dé�nition:

K 0
1 :=M

0
1(f) + 2M

0
2(h);

on a ��'p(u�n+1)(s)� 'p(u�n+1)(t)�� � K 0
1 js� tj :

Par suite, si on choisit:

js� tj < "

K 0
1 + 1

,

on obtient: ��'p(u�n+1)(s)� 'p(u�n+1)(t)�� < ".
Par conséquent, la suite ('p(u

�
n+1))n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T .

Or comme l�application '�1p est un homeomorphisme croissante de R dans R on déduit de

l�égalité ��u�n (s)� u�n (t)�� = ��'�1p ('p(u�n+1)(s))� '�1p ('p(u�n+1)(t))�� ,
que la suite (u�n )n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T .

D�une façon similaire on montre que (v�n )n2N est équicontinue sur [a; �(b)]T .

Etape 7: les suites
�
u�n
�
n2N

et
�
v�n
�
n2N

sont équicontinues sur [a; �(b)]T :

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�Etape 6, alors on omettre la preuve.

Etape 8: La suite (un; vn)n2N converge vers la solution maximale de (4.1).

D�aprés les Etapes 1, 2 et 6, on a (un)n2N et (vn)n2N sont uniformément bornées sur

C1(
�
a; �2(b)

�
T
) et (u�n )n2N, (v

�
n )n2N sont équicontinues sur [a; �(b)]T , alors d�aprés le Théorème

d�Ascoli-Arzéla, il existe deux sous-suites (unj ) de (un)n2N et (vnj ) de (vn)n2N qui convergent

dans C1rd(
�
a; �2(b)

�
T
).

Soient

u := lim
nj!+1

= unj et v := lim
nj!+1

= vnj .

Alors

u� := lim
nj!+1

= u�nj et v
� := lim

nj!+1
= v�nj .

Mais, d�aprés l�Etape 1, les suites (un)n2N et (vn)n2N sont décroissantes et majorées, donc les

limites de ces suites existent et on les notes par u? et v? respectivement.
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Par unicité de la limite on a u = u? et v = v? et de plus les suites (un)n2N et (vn)n2N

convergent dans C1rd(
�
a; �2(b)

�
T
) vers u? et v? respectivement.

Soit t 2 [a; b]T , on a:

�'p(u�n+1)(t) = 'p(u�n+1)(a) +
Z t

a
(f(� ; u�n(�); v

�
n(�)) + h1(u

�
n(�))� h1(u�n+1(�)))�� ,

et

�'q(v�n+1)(t) = 'q(v�n+1)(a) +
Z t

a
(g(� ; u�n(�); v

�
n(�)) + h2(v

�
n(�))� h2(v�n+1(�)))�� .

D�autre part, on a

lim
n!+1

(f(� ; u�n(�); v
�
n(�)) + h(u

�
n(�))� h(u�n+1(�))) = (f(� ; u?�(�); v?�(�)),

lim
n!+1

(g(� ; u�n(�); v
�
n(�)) + h(v

�
n(�))� h(v�n+1(�))) = (g(� ; u?�(�); v?�(�)),

9K 00
2 > 0, 8n 2 N, 8� 2 [a; b]T ,

��(f(� ; u�n(�); v�n(�)) + h(u�n(�))� h(u�n+1(�)))�� � K 00
2 ,

et

9K 00
3 > 0, 8n 2 N, 8� 2 [a; b]T ,

��(g(� ; u�n(�); v�n(�)) + h(v�n(�))� h(v�n+1(�)))�� � K 00
3 ,

Par conséquent, d�aprés le Théorème 1.5, on a

�'p(u?�)(t) = 'p(u?�)(a) +
Z t

a
f(� ; u?�(�); v?�(�))�� ,

et

�'q(v?�)(t) = 'p(v?�)(a) +
Z t

a
g(� ; u?�(�); v?�(�))�� ,

Ainsi, on obtient

8t 2 [a; b]T ,� ('p(u
?�))� = f(t; u?�; v?�), (4.10)

et

8t 2 [a; b]T , � ('q(v
?�))� = g(t; u?�; v?�). (4.11)
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De même on a

c1u
?(a)� c2u?�(a) = L1(u?), (4.12)

c3u
?(�2(b)) + c4u

?�(�(b)) = L2(u
?), (4.13)

c01v
?(a)� c02v?�(a) = L3(v?), (4.14)

et

c03v
?(�2(b)) + c04v

?�(�(b)) = L4(v
?). (4.15)

Par suite d�aprés (4.10)(4.11),(4.12),(4.14),(4.13) et (4.15), il résulte que (u?,v?) est une solution

du problème (4.1)

Maintenant on montre que si (u; v) est une autre solution de (4.1) tels que u � u � u et

v � v � v sur
�
a; �2(b)

�
T
, alors u � u? et v � v? sur

�
a; �2(b)

�
T
.

Comme (u; v) est une sous solution de (4.1), alors d�aprés l�Etape 1, on a

8n 2 N, u � un et v � vn

Par passage à la limite quand n! +1, on obtient

u � lim
n!+1

un = u
? et v � lim

n!+1
vn = v

?.

C�est-à-dire que (u?; v?) est une solution maximale du problème (4.1).

Etape 9: La suite (un; vn)n2N converge vers la solution minimale (u?,v?) du problème (4.1).

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�Etape 8 d�ou le résultat.

4.3.2 Exixtence des solutions minimales-maximales et maximales-minimales

pour les systèmes quasimonotones décroissants.

Dans cette section on suppose que la condition suivante est satisfaite

(H4) f est décroissante par rapport à v et g est décroissante par raport u.

Dé�nition 4.6 : On dit que (u;
_
u) et (v;

_
v) sont des sous et sur solutions de (4.1) si:

i) (u;
_
u); (v;

_
v) 2 D2:
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ii)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� � f(t; u�;
_
v
�
); t 2 [a; b]T ;

�('p(
_
u
�
))� � f(t;

_
u
�
; v�); t 2 [a; b]T ;

�('q(v�))� � g(t;
_
u
�
; v�); t 2 [a; b]T ;

�('q(
_
v
�
))� � g(t; u�;

_
v
�
); t 2 [a; b]T ;

u(a)� a1u�(a) � L1(u); u(�2(b)) + a2u�(�(b)) � L2(u);

v(a)� a3v�(a) � L3(v); v(�2(b))+a4v�(�(b)) � L4(v);
_
u(a)� a1

_
u
�
(a) � L1(

_
u);

_
u(�2(b)) + a2

_
u
�
(�(b)) � L2(

_
u);

_
v(a)� a3

_
v
�
(a) � L3(

_
v);

_
v(�2(b)) + a4

_
v
�
(�(b)) � L4(

_
v):

Théorème 4.3 : Supposons que les hypothèses (H1),(H2) et (H4) sont satisfaites et soient

(u;
_
u) et (v;

_
v) sont des sous et sur solutions de (4.1) tel que, u �

_
u et v �

_
v sur

�
a; �2(b)

�
T
;

alors le système, admet une maximale-minimale solution (u?; v?) et une minimale-maximale

solution (u?; v?) tel que pour chaque (u; v) solution de (4.1) avec (u; v) � (u; v) � (
_
u;
_
v) on a

(u; v) � (u?; v?) � (u; v) � (u?; v?) � (
_
u;
_
v):

Preuve: On pose u0 =
_
u , v0 = v et dé�nissons les suites (un)n2N et (vn)n2N par:8>>><>>>:

�('p(u�n+1))� + h1(u�n+1) = f(t; u�n; v�n) + h1(u�n); t 2 [a; b]T ;

un+1(a)� a1u�n+1(a) = L1(un);

un+1(�
2(b)) + a2un+1(�(b)) = L2(un):

et 8>>>>><>>>>>:
�('q(v�n+1))� + h2(v�n+1) = g(t; u�n; v�n) + h2(v�n); t 2 [a; b]T ;

vn+1(a)�a3v�n+1(a) = L3(vn);

vn+1(�
2(b))+a4v

�
n+1(�(b)) = L4(vn):

D�une manière analogue, on prend u0 = u, v0 = v et dé�nissons les suites (un)n2N et (vn)n2N par:8>>><>>>:
�('p(u�n+1))� + h1(u�n+1) = f(t; u�n; v�n) + h1(u�n); t 2 [a; b]T ;

un+1(a)� a1u�n+1(a) = L1(un);

un+1(�
2(b)) + a2u

�
n+1(�(b) = L2(un)
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et 8>>><>>>:
�('q(v�n+1))� + h1(v�n+1) = g(t; u�n; v�n) + h1(v�n); t 2 [a; b]T ;

vn+1(a)� a3v�n+1(a) = L3(vn);

vn+1(�
2(b)) + a4v

�
n+1(�(b)) = L4(vn):

Le reste de la preuve est similaire à celle du Théorème 4.2.

4.3.3 Existence des solutions pour les systèmes quasimonotones mixtes.

Dans cette section, on suppose que l�hypothèse suivante est veri�ée:

(H5) f est croissante en v et g est décroissante en u:

Dé�nition 4.7 :On dit que (u; u) et (v; v) est une paire des sous et sur solution si:

i) u; u; v; v 2 D

ii)

8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u�))� � f(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;

�('p(u�))� � f(t;
_
u
�
;
_
v
�
); t 2 [a; b]T ;

�('q(v�))� � g(t;
_
u
�
; v�); t 2 [a; b]T ;

�('q(v�))� � g(t; u�;
_
v
�
); t 2 [a; b]T ;

iii)

8>>>>>>><>>>>>>>:

u(a)� a1u�(a) � L1(u); u(�2(b)) + a2u�(�(b)) � L2(u);
_
u(a)� a1

_
u
�
(a) � L1(

_
u);

_
u(�2(b)) + a2

_
u
�
(�(b)) � L2(

_
u);

v(a)�a3v�(a) � L3(v); v(�2(b))+a4v�(�(b)) � L4(v);
_
v(a)� a3

_
v
�
(a) � L3(

_
v);

_
v(�2(b)) + a4

_
v
�
(�(b)) � L4(

_
v):

On prend u0 =
_
u , u1 = u et v0 =

_
v , v1 = v et dé�nissons les suites (un)n2N, (vn)n2N par:8>>><>>>:

�('p(u�n+2))� + h1(u�n+2) = f(t; u�n; v�n) + h1(u�n); t 2 [a; b]T ;

un+2(a)� a1u�n+2(a) = L1(un);

un+2(�
2(b)) + a2u

�
n+2(�(b)) = L2(un):

et 8>>>><>>>>:
�('q(vn+2)�)� + h2(v�n+2) = g(t; u�n+1; v�n) + h2(v�n); t 2 [a; b]T ;

un+2(a)�a3v�n+2(a) = L3(vn)
:

;

vn+2(�
2(b)) + a4v

�
n+2(�(b)) = L4(vn);

et on a le résultat suivant:
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Théorème 4.4 :Supposons que les hypothèses (H1),(H2) et (H5) sont satisfaites et soient (u; u)

et (v; v) une paire de sous-sur solutions de (4.1) au sens de la dé�nition 4.7 tel que u � u

et v � v sur
�
a; �2(b)

�
T
; alors les suites (un)n2N et (vn)n2N sont monotones et véri�er les

propriétés suivantes:

u = u1 � u3 � ::: � u2n+1 � u2n � ::: � u2 � u0 = u; sur
�
a; �2(b)

�
T
;

v = v1 � v3 � ::: � v2n+1 � v2n � ::: � v2 � v0 = v; sur
�
a; �2(b)

�
T
:

Preuve: La preuve est similaire à celle de la preuve de l�Etape 1 du Théorème 4.2.

D�aprés le Théorème précédent les suites (u2n; v2n)n2N et (u2n+1; v2n+1)n2N sont monotones

et bornées. Par conséquent on pose par dé�nition

lim
n!+1

(u2n; v2n) = (u??; v??);

et

lim
n!+1

(u2n+1; v2n+1) = (u
??; v??);

et on a

u � u?? � u?? � u;

et

v � v?? � v?? � v:

En utilisant un raisonnement similaire à celle du Théorème 4.2, on montre le résultat suivant

Théorème 4.5 Supposons que les hypothèses (H1),(H2) et (H5) sont satisfaites et soient (u; u)

et (v; v) sont une paire de sous-sur solutions de (4.1) au sens de la Dé�nition 4.7 tels que,

u � u et v � v sur
�
a; �2(b)

�
T
; alors les suites (u2n; v2n)n2N et (u2n+1; v2n+1)n2N convergent

vers (u??; v??) et (u??; v??) qui sont quasi-solutions pour le problème (4.1).

Preuve: La preuve est similaire à celle du Théorème 4.2.
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4.4 Applications

Dans cette section on donne quelques exemples d�applications.

Exemple 4.1 On considère le problème aux limites suivant

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� (t) = u�1 (� (t))� u�1 (� (t)) + u�2 (� (t)) v�2 (� (t)) +fh1(t); t 2 [0; 10]T ;
�('q(v�))� (t) = v�3 (� (t))� v�3 (� (t)) + v�4 (� (t))u�4 (� (t)) +fh2(t); t 2 [0; 10]T ;
u(0)� u�(0) =

�2(10)Z
0

g1(s)u(s)�s;

u(�2(10)) + u�(�(10)) =

�2(10)Z
0

g2(s)u(s)�s;

v(0)� v�(0) =
�2(10)Z
0

g3(s)v(s)�s;

v(�2(10)) + v�(�(10)) =

�2(10)Z
0

g4(s)v(s)�s;

(4.16)

où �i > 0 pour tout i = 1; :::; 4; �i > 0 pour tout i = 1; :::; 4 avec �1 > max (�1; �2 + �2)

et �3 > max (�3; �4 + �4), ehi : [0; 10]T ! R+ est une fonction continue pour i = 1; 2 et

gi :
�
0; �2(10)

�
T
! R+ est une fonction continue avec

�2(10)Z
0

gi(s)�s < 1 pour tout i = 1; :::; 4:

Tout d�abord il n�est pas di¢ cile de véri�er que ce système est quasimonotone croissant et

que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites.

On va étudier deux cas.

Cas 1: Si T = R.
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Pour ce cas le système (4.16) devient

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u
0
))
0
(t) = u�1 (t)� u�1 (t) + u�1 (t) v�2 (t) +fh1(t); t 2 [0; 10] ;

�('q(v
0
))
0
(t) = v�2 (t)� v�3 (t) + v�2 (t)u�4 (t) +fh2(t); t 2 [0; 10] ;

u(0)� u0(0) =
10Z
0

g1(s)u(s)ds;

u(10) + u
0
(10) =

10Z
0

g2(s)u(s)ds;

v(0)� v0(0) =
10Z
0

g3(s)v(s)ds;

v(10) + v
0
(10) =

10Z
0

g4(s)v(s)ds:

(4.17)

On a le résultat suivant

Proposition 8 Le système (4.17) admet une solution maximale (u?; v?) et une solution mini-

male (u?; v?) :

Preuve: On pose (u; v) = (0; 0) et (u; v) = (L;L), où L est une constante strictement positive.

Tout d�abord il n�est pas di¢ cile de véri�er que (u; v) est un couple de sous solutions pour

le système (4.17).
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Maintenant (u; v) est un couple de sur solutions pour le système (4.17) si on a

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 � L�1 � L�1 + L�1+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10] ;
0 � L�2 � L�3 + L�2+�4 +fh2(t); t 2 [0; 10] ;
L �

10Z
0

g1(s)Lds;

L �
10Z
0

g2(s)Lds;

L �
10Z
0

g3(s)Lds;

L �
10Z
0

g4(s)Lds:

C�est-à-dire 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L�1 � L�1 + L�1+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10] ;
L�1 � L�2 + L�2+�4 +fh2(t); t 2 [0; 10] ;
L �

10Z
0

g1(s)Lds;

L �
10Z
0

g2(s)Lds;

L �
10Z
0

g3(s)Lds;

L �
10Z
0

g4(s)Lds:

Comme �1 > max (�1; �2 + �2) et �3 > max (�3; �4 + �4) et

10Z
0

gi(s)ds � 1 pour tout

i = 1; :::; 4, alors si on prend L su¢ sament grand, on obtient que (u; v) est un couple de sur

solutions pour le système (4.17) et par suite d�aprés le Théorème 4.2, le problème (4.17) admet

une solution maximale (u?; v?) et une solution minimale (u?; v?) :

Cas 2: Si T = Z.
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Pour ce cas le système (4.16) devient8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� (t) = u�1 (t+ 1)� u�1 (t+ 1) + u�2 (t+ 1) v�2 (t+ 1) +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
�('q(v�))� (t) = v�3 (t+ 1)� v�3 (t+ 1) + v�4 (t+ 1)u�4 (t+ 1) +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
u(0)��u(0) =

11X
s=0

g1(s)u(s);

u(12) + �u(11) =

11X
s=0

g2(s)u(s);

v(0)��v(0) =
11X
s=0

g3(s)u(s);

v(12) + �v(11) =

11X
s=0

g4(s)u(s);

(4.18)

où ('p(u
�))� = 'p(u (t+ 2)�u (t+ 1))�'p(u (t+ 1)�u (t)) et ('q(u�))� = 'q(u (t+ 2)�

u (t+ 1))� 'q(u (t+ 1)� u (t)):

On a le résultat suivant

Proposition 9 Le système (4.18)admet une solution maximale (u?; v?) et une solution mini-

male (u?; v?)

Preuve: On pose (u; v) = (0; 0) et (u; v) = (L;L), où L est une constante strictement positive.

Tout d�abord il n�est pas di¢ cile de véri�er que (u; v) est un couple de sous solutions pour

le système (4.18).

Maintenant (u; v) est un couple de sur solutions pour le système (4.18) si on a8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 � L�1 � L�1 + L�1+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
0 � L�2 � L�3 + L�2+�4 +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
L �

11X
s=0

g1(s)L;

L �
11X
s=0

g2(s)L;

L �
11X
s=0

g3(s)L;

L �
11X
s=0

g4(s)L:
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C�est-à-dire

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L�1 � L�1 + L�1+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
L�1 � L�2 + L�2+�4 +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
1 �

11X
s=0

g1(s);

1 �
11Z
0

g2(s);

1 �
11Z
0

g3(s);

1 �
11Z
0

g4(s):

Comme �1 > max (�1; �2 + �2) et �3 > max (�3; �4 + �4) et
11X
s=0

gi(s) � 1 pour tout i =

1; :::; 4, alors si on prend L su¢ sament grand, on obtient que (u; v) est un couple de sur solutions

pour le système (4.18) et par suite d�aprés le Théorème 4.2, le problème (4.18) admet une

solution maximale (u?; v?) et une solution minimale (u?; v?)

Exemple 4.2 Considérons le problème suivant

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� (t) = u�1 (� (t))� u�1 (� (t))� u�2 (� (t)) v�2 (� (t)) +fh1(t); t 2 [0; 10]T ;
�('q(v�))� (t) = v�3 (� (t))� v�3 (� (t))� v�4 (� (t))u�4 (� (t)) +fh2(t); t 2 [0; 10]T ;
u(0)� u�(0) =

�2(10)Z
0

g1(s)u(s)�s;

u(�2(10)) + u�(�(10)) =

�2(10)Z
0

g2(s)u(s)�s;

v(0)� v�(0) =
�2(10)Z
0

g3(s)v(s)�s;

v(�2(10)) + v�(�(10)) =

�2(10)Z
0

g4(s)v(s)�s;

(4.19)

71



où �i > 0 pour tout i = 1; :::; 4; �i > 0 pour tout i = 1; :::; 4 avec �1 > �1 et �3 > �3,ehi : [0; 10]T ! R+ est une fonction continue pour i = 1; 2 et gi :
�
0; �2(10)

�
T
! R+ est une

fonction continue avec

�2(10)Z
0

gi(s)�s < 1 pour tout i = 1; :::; 4:

Tout d�abord il n�est pas di¢ cile de véri�er que ce système est quasimonotone décroissant

et que les hypothèses (H1), (H2) et (H4) sont satisfaites.

On va étudier deux cas.

Cas 1: Si T = R.

Pour ce cas le système (4.19) devient

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u
0
))
0
(t) = u�1 (t)� u�1 (t)� u�1 (t) v�2 (t) +fh1(t); t 2 [0; 10] ;

�('q(v
0
))
0
= v�2 (t)� v�3 (t)� v�2 (t)u�4 (t) +fh2(t); t 2 [0; 10] ;

u(0)� u0(0) =
10Z
0

g1(s)u(s)ds;

u(10) + u
0
(10) =

10Z
0

g2(s)u(s)ds;

v(0)� v0(0) =
10Z
0

g3(s)v(s)ds;

v(10) + v
0
(10) =

10Z
0

g4(s)v(s)ds:

(4.20)

On a le résultat suivant

Proposition 10 Le système (4.20) admet une solution maximale-minimale (u?; v?) et une so-

lution minimale-maximale (u?; v?).

Preuve: On pose (u; u) = (0; L) et (v; v) = (0; L), où L est une constante strictement positive.
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(u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de sous et sur solutions si on a

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 � L�1 � L�1 +fh1(t); t 2 [0; 10] ;
0 � L�2 � L�3 +fh2(t); t 2 [0; 10] ;
L �

10Z
0

g1(s)Lds;

L �
10Z
0

g2(s)Lds;

L �
10Z
0

g3(s)Lds;

L �
10Z
0

g4(s)Lds:

C�est-à-dire 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L�1 � L�1 +fh1(t); t 2 [0; 10] ;
L�3 � L�2 +fh2(t); t 2 [0; 10] ;
L �

10Z
0

g1(s)Lds;

L �
10Z
0

g2(s)Lds

L �
10Z
0

g3(s)Lds

L �
10Z
0

g4(s)Lds:

Comme �1 > �1 et �3 > �3 et

10Z
0

gi(s)ds � 1 pour tout i = 1; :::; 4, alors si on prend L

su¢ sament grand, on obtient que (u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de sous et sur

solutions (4.20) et par suite d�aprés le Théorème 4.3, le problème (4.20) admet une solution

maximale-minimale (u?; v?) et une solution minimale-maximale (u?; v?).

Cas 2: Si T = Z.
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Pour ce cas le système (4.19) devient8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� (t) = u�1 (t+ 1)� u�1 (t+ 1)� u�2 (t+ 1) v�2 (t+ 1) +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
�('q(v�))� (t) = v�3 (t+ 1)� v�3 (t+ 1)� v�4 (t+ 1)u�4 (t+ 1) +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
u(0)��u(0) =

11X
0

g1(s)u(s);

u(12) + �u(11) =

11X
0

g2(s)u(s);

v(0)��v(0) =
11X
0

g3(s)v(s);

v(12) + �v(11) =

11X
0

g4(s)v(s);

(4.21)

où ('p(u
�))� = 'p(u (t+ 2)�u (t+ 1))�'p(u (t+ 1)�u (t)) et ('q(u�))� = 'q(u (t+ 2)�

u (t+ 1))� 'q(u (t+ 1)� u (t)):

On a le résultat suivant

Proposition 11 Le système (4.21) admet une solution maximale-minimale (u?; v?) et une so-

lution minimale-maximale (u?; v?).

Preuve: On pose (u; u) = (0; L) et (v; v) = (0; L), où L est une constante strictement positive.

(u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de sous et sur solutions si on a8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 � L�1 � L�1 +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
0 � L�2 � L�3 +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
L �

11X
0

g1(s)L;

L �
11X
0

g2(s)L;

L �
11X
0

g3(s)L;

L �
11X
0

g4(s)L:

C�est-à-dire
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L�1 � L�1 +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
L�3 � L�2 +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
1 �

11X
0

g1(s);

1 �
11X
0

g2(s);

1 �
11X
0

g3(s);

1 �
11X
0

g4(s):

Comme �1 > �1 et �3 > �3 et
11X
0

gi(s) � 1 pour tout i = 1; :::; 4, alors si on prend L

su¢ sament grand, on obtient que (u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de sous et sur

solutions (4.21) et par suite d�aprés le Théorème 4.3, le problème (4.21) admet une solution

maximale-minimale (u?; v?) et une solution minimale-maximale (u?; v?).

Exemple 4.3 Considérons le problème suivant

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� (t) = u�1 (� (t))� u�1 (� (t)) + u�2 (� (t)) v�2 (� (t)) +fh1(t); t 2 [0; 10]T ;
�('q(v�))� (t) = v�3 (� (t))� v�3 (� (t))� v�4 (� (t))u�4 (� (t)) +fh2(t); t 2 [0; 10]T ;
u(0)� u�(0) =

�2(10)Z
0

g1(s)u(s)�s;

u(�2(10)) + u�(�(10)) =

�2(10)Z
0

g2(s)u(s)�s;

v(0)� v�(0) =
�2(10)Z
0

g3(s)v(s)�s;

v(�2(10)) + v�(�(10)) =

�2(10)Z
0

g4(s)v(s)�s;

(4.22)

où �i > 0 pour tout i = 1; :::; 4; �i > 0 pour tout i = 1; :::; 4 avec �1 > max(�1; �2 + �2) et

�3 > �3, ehi : [0; 10]T ! R+ est une fonction continue pour i = 1; 2 et gi :
�
0; �2(10)

�
T
! R+
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est une fonction continue avec

�2(10)Z
0

gi(s)�s < 1 pour tout i = 1; :::; 4:

Tout d�abord il n�est pas di¢ cile de véri�er que ce système est quasimonotone mixte et que

les hypothèses (H1), (H2) et (H5) sont satisfaites.

On va étudier deux cas.

Cas 1: Si T = R.

Pour ce cas le système (4.22) devient

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u
0
))
0
(t) = u�1 (t)� u�1 (t) + u�1 (t) v�2 (t) +fh1(t); t 2 [0; 10] ;

�('q(v
0
))
0
= v�2 (t)� v�3 (t)� v�2 (t)u�4 (t) +fh2(t); t 2 [0; 10] ;

u(0)� u0(0) =
10Z
0

g1(s)u(s)ds;

u(10) + u
0
(10) =

10Z
0

g2(s)u(s)ds;

v(0)� v0(0) =
10Z
0

g3(s)v(s)ds;

v(10) + v
0
(10) =

10Z
0

g4(s)v(s)ds:

(4.23)

On a le résultat suivant

Proposition 12 Le système (4.23) admet au moins une quasi-solution.

Preuve: On pose (u; u) = (0; L) et (v; v) = (0; L), où L est une constante strictement positive.
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(u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de sous et sur solutions si on a

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 � L�1 � L�1 + L�2+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10] ;
0 � L�2 � L�3 +fh2(t); t 2 [0; 10] ;
L �

10Z
0

g1(s)Lds;

L �
10Z
0

g2(s)Lds;

L �
10Z
0

g3(s)Lds;

L �
10Z
0

g4(s)Lds:

C�est-à-dire 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L�1 � L�1 + L�2+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10] ;
L�3 � L�2 +fh2(t); t 2 [0; 10] ;
L �

10Z
0

g1(s)Lds;

L �
10Z
0

g2(s)Lds;

L �
10Z
0

g3(s)Lds;

L �
10Z
0

g4(s)Lds:

Comme �1 > max (�1; �2 + �2) et �3 > �3 et

10Z
0

gi(s)ds � 1 pour tout i = 1; :::; 4, alors si

on prend L su¢ sament grand, on obtient que (u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de

sous et sur solutions (4.23) et par suite d�aprés le Théorème 4.4, le problème (4.23) admet au

moins une quasi-solution.

Cas 2: Si T = Z.
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Pour ce cas, le système (4.22) devient:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�('p(u�))� (t) = u�1 (t+ 1)� u�1 (t+ 1) + u�2 (t+ 1) v�2 (t+ 1) +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
�('q(v�))� (t) = v�3 (t+ 1)� v�3 (t+ 1)� v�4 (t+ 1)u�4 (t+ 1) +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
u(0)��u(0) =

11X
s=0

g1(s)u(s);

u(12) + �u(11) =

11X
s=0

g2(s)u(s);

v(0)��v(0) =
11X
s=0

g3(s)v(s);

v(12) + �v(11) =

11X
s=0

g4(s)v(s);

(4.24)

où ('p(u
�))� = 'p(u (t+ 2)�u (t+ 1))�'p(u (t+ 1)�u (t)) et ('q(u�))� = 'q(u (t+ 2)�

u (t+ 1))� 'q(u (t+ 1)� u (t)):

On a le résultat suivant:

Proposition 13 Le système (4.24) admet au moins une quasi-solution.

Preuve: On pose (u; u) = (0; L) et (v; v) = (0; L), où L est une constante strictement positive.

(u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de sous et sur solutions si on a8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 � L�1 � L�1 + L�2+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
0 � L�2 � L�3 +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
L �

11X
s=0

g1(s)L;

L �
11X
s=0

g2(s)L;

L �
11X
s=0

g3(s)L;

L �
11X
s=0

g4(s)L:

C�est-à-dire
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L�1 � L�1 + L�2+�2 +fh1(t); t 2 [0; 10]Z ;
L�3 � L�2 +fh2(t); t 2 [0; 10]Z ;
1 �

11X
s=0

g1(s);

1 �
11X
s=0

g2(s);

1 �
11X
s=0

g3(s);

1 �
11X
s=0

g4(s):

Comme �1 > max (�1; �2 + �2) et �3 > �3 et
11X
s=0

g1(s) � 1 pour tout i = 1; :::; 4, alors si

on prend L su¢ sament grand, on obtient que (u; u) = (0; L), (v; v) = (0; L) est une paire de

sous et sur solutions (4.23) et par suite d�aprés le Théorème 4.4, le problème (4.23) admet au

moins une quasi-solution.
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 ملخص:

انتفاضهية ًجٌد انحهٌل نبعض أصناف انمعادلات انيدف من ىذه الأطزًحة ىٌ دراسة     

مع قيم حدية غيز محهية في سلانم انزمن  انشبو خطية ًانجمم انتفاضهية انشبو خطية

 باستعمال طزيقة انحهٌل انفٌقية ًانتحتية مزتبطة بتقنية انتزاجع.

 الكلمات المفتاحية:

   انديناميكية'  سلانم انزمن' غيز محهية' انحهٌل انتحتية ًانفٌقية' تقنية انتزاجع.ادلات انمع 

Résumé :  

    L’objet de cette thèse est l’étude de l’existence des solutions pour 

certaines classes d’équations différentielles quasilinéaires  et 

systèmes d’équations différentielles quasilinéaires avec des 

conditions aux limites non locales dans les échelles de temps en 

utilisant la méthode de sous et sur solutions couplée avec la 

technique itérative. 

Mots clés :  

     Equations dynamiques, échelles de temps, non locales, sous et sur 

solutions, technique itérative.  

Abstract : 

    The object of this thesis is to study the existence of solutions for  

certain classes of quasilinear differential equations and systems of 

quasilinear differential equations with nonlocal boundary conditions 

on time scales by busing the upper and lower solutions method 

coupled with monotone iterative technique. 

Key words : 

    Dynamic equations, time scales, nonlocal, lower and upper 

solutions, iterative technique.  

 



1 Résumé de Thèse

1.1 Titre: Sur l�existence des Solutions pour des classes de
problème aux limites quasilinéaires dans les échelles
de temps.

La thèse de doctorat est présenté par: Mr Nehari Mohamed.
Directeur de thèse: Mr Derhab Mohammed Professeur, UABB Tlemcen.

1.2

1.2.1 Résumé:

L�objectif de cette thèse est d�étudier l�existence des solutions pour certaines
classes d�équations di¤érentielles avec des conditions aux limites nonlocales dans
les échelles de temps. L�aproche utilisée est basée sur la méthode de sous et sur
solution avec une téchnique itérative monotone pour construire des solutions
minimales et maximales cette méthode est liée au principe de comparaison faible.
La thèse est composée d�une introduction, trois chapitre et d�une bibliogra-

phie.

Dans le premier chapitre on introduit quelques dé�nitions et notations con-
cernant la théorie des échelles de temps.
Le deuxième chapitre est consacré a l�existence des solutions minimales et

maximales pour le problème aux limites suivant8><>:
�
�
'p(u

�)
��
= f(t; u�), t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) =
R �2(b)
a

g1(s)u (s)�s,

u(�2(b)) + a1u
�(�(b)) =

R �2(b)
a

g2(s)u (s)�s,

(1)

où 'p(u) = jujp�2 u; u 2 R; p > 1, [a; b]T est un intervalle d�une échelle de
temps T , f : [a; b]T � R ! R est une function continue, gi :

�
a; �2(b)

�
T
! R+

sont deux fonctions continues pour i = 1; 2 et a0 et a1 sont deux nombres réels.

Dans le troisième chapitre on étudie l�existence des solutions minimales et
maximales pour le problème aux limites suivant8<:

�('p(u�))� = f(t; u; u�); t 2 [a; b]T ;
c1u(a)� c2u�(a) = L1(u);
d1u(�

2(b)) + d2u
�(�(b)) = L2(u);

(2)

où 'p(u) = juj
p�2

u; avec p > 1; f : [a; b]T � R2 ! R une fonction continue,
Li : C

��
a; �2(b)

�
T

�
! R sont continues et croissantes pour i = 1; 2, a 2 Tk;

b 2 T k et ci; di 2 R+ tels que: c1 + c2 6= 0 et d1 + d2 6= 0.

1



En�n dans le dernier chapitre on étudie l�existence des solutions pour le
système d�équations di¤érentielles quasilinéaires avec des conditions aux limites
nonlocales dans les échelles de temps suivant8>>>>>><>>>>>>:

�('p(u�))� = f(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;
�('q(v�))� = g(t; u�; v�); t 2 [a; b]T ;
c1u(a)� c2u�(a) = L1(u);
c3u(�

2(b)) + c4u
�(�(b)) = L2(u);

c01v(a)� c02v�(a) = L3(v);
c03v(�

2(b)) + c04v
�(�(b)) = L4(v);

(3)

où 'p(u) = jujp�2 u; p > 1; q > 1; ci; c
0
i 2 R+; pour i = 1; :::; 4; f : [a; b]T �

R2 �! R; et g : [a; b]T � R2 �! R sont deux fonctions continues et Li :
C(
�
a; �2(b)

�
T
) �! R sont continues et croissantes.pour i = 1; :::; 4:

1.3 Mots clés:

Problème aux limites, les échelles de temps, p-laplacien, La méthode de sous et
sur solution, Principe de comparaison, La condition de Nagumo-Bernestein.

1.4 Publication:

M. Derhab and M. Nehari, Existence of minimal and maximal solutions for a
second order quasilinear dynamic equation with integral boundary conditions,
Panam, J. 25 (2015), 17-35.
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1 Introduction

This work is concerned with the construction of the minimal and the maximal solutions of
the following quasilinear dynamic equation with integral boundary condition





−
(
ϕp(u∆)

)∆ = f(t, uσ), t ∈ [a, b]T ,

u(a) − a0u
∆(a) =

∫ σ2(b)

a
g1(s)u (s) ∆s,

u(σ2(b)) − a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a
g2(s)u (s) ∆s,

(1)

where ϕp(y) = |y|p−2
y, y ∈ R, p > 1, [a, b]T is an interval of a time scale T , f : [a, b]T ×R →

R is a continuous function, gi :
[
a, σ2(b)

]
T
→ R+ are continuous functions (i = 0,1) and a0

and a1 are two positive real numbers.
Dynamic equations on time scales with nonlocal boundary conditions have been studied

by several authors using the Leray-Schauder fixed point theorem, the upper and lower
solutions method, the coincidence degree theory of Mawhin and fixed point theorems in
cones (see [3], [7], [8], [11], [13], [19] and [21]).

It is well know that the method of upper and lower solutions coupled with monotone
iterative technique on time scales has been used to prove existence of solutions of nonlinear
boundary value problems by various authors (see [6, Chapter 6], [12], [16], [17, Chapter 4],
[18] and [22]).

The purpose of this work is to show that it can be applied successfully to problems with
integral boundary conditions of type (1).

The plan of this paper is as follows: In section 2, we give some definitions and notations.
In section 3, we prove some preliminaries results that will be used throughout the paper. In
section 4, we state and prove our main result. Finally in section 5, we give an example to
illustrate our results.

2 Definitions, Notations and Some Results on Time
Scales

In this section, we give some definitions, notations and some results on time scales.

Definition 1. A time scale T is an arbitrary nonempty closed subset of the real numbers
R.

Definition 2. We define the interval [a, b]T in T by

[a, b]T := {t ∈ T : a ≤ t ≤ b} ,

where a, b ∈ T .
Open intervals and half open intervals are defined similarly.

Definition 3. Let T be a time scale. For t ∈ T , we define the forward jump operator
σ : T → T by

σ(t) := inf {s > t : s ∈ T} ,



Existence of Minimal and Maximal Solutions 19

and the backward jump ρ : T → T by

ρ(t) := sup {s > t : s ∈ T} .

In this definition, we put inf ∅ = sup T and inf ∅ = inf T , where ∅ denotes the empty set. If
σ(t) > t, we say t is right-scattered, while if ρ(t) < t, we say t is left-scattered. If σ(t) = t,
we say t is right-dense, while if ρ(t) = t, we say t is left-dense.

Notation 1. For all t ∈ T , we put

T κ =
{

T\(ρ(sup T ), sup T ], if sup T < ∞,
T , if sup T = ∞.

Definition 4. The graininess function µ : T 7−→ [0,∞) is defined by

µ(t) := σ(t) − t.

Definition 5. Let T be a time scale and g : T 7−→ R is a function with t ∈ T κ, then we
define g∆(t) to be the number (provided it exists) with the property that given any ε > 0,
there is neighborhood U of t such that

∣∣(g(σ(t)) − g(s)) − g∆(t)(σ(t) − s)
∣∣ ≤ ε(σ(t) − s),

for all s ∈ U .
We call g∆(t) the delta derivative of g(t) at t and we say that g is delta-differentiable at

t.

The following result is due to [14] and can be found in [5] and [6].

Theorem 2. Let T be a time scale and g : T 7−→ R is a function with t ∈ T κ. Then, we
have the following properties:

(i) If g is continuous at t, then g is delta-differentiable at t.

(ii) If g is continuous at t and t is right-scattered, then g is delta-differentiable at t with

g∆(t) =
gσ(t) − g(t)

µ(t)
,

where gσ = g ◦ σ.

(iii) If g is delta-differentiable at t and right-dense, then

g∆(t) = lim
t→s

g(t) − g(s)
t − s

.

(iv) If g is delta-differentiable at t, then

gσ(t) = g(t) + µ(t)g∆(t).
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The following result can be found in [6].

Theorem 3. (Mean Value Theorem) Let g be a continuous function on [a, b]T and differ-
entiable on [a, b)T . Then there exists ξ, τ ∈ [a, b)T such that

g∆(τ ) ≤ g (b) − g (a)
b − a

≤ g∆(ξ).

Definition 6. Let T be a time scale and g : T 7−→ R is a function. The function G : T κ 7−→
R is called antiderivative of g if G∆(t) = g(t) for all t ∈ T κ.

In this case we define the integral of g by
t2∫

t1

g(s)∆s = G(t2) − G(t1), for t1, t2 ∈ T .

Definition 7. Let T be time scale. We say that the function g : T 7−→ R is rd-continuous
provided that g is continuous at each right-dense point t ∈ T and whenever t ∈ T is left-dense
lim

s→t−
g(s) exists and finite number.

Remark 4. We note that if g is continuous, then it is rd-continuous.

The following result is due to [14] and can be found in [5] and [6].

Proposition 1. Let T be a time scale and g, h are a mapping from T to R such that
g∆(t) = h(t), then we have the following properties

(i) If g is rd-continuous, then g has the antiderivative h : t →
t∫
s

g(s)∆s, s,t ∈ T .

(ii) If g is rd-continuous, then
∣∣∣∣

t∫
s

g(s)∆s

∣∣∣∣ ≤
t∫

s

|g(s)|∆s.

The following theorem is an immediate consequence of Theorem 2.8 in [10].

Theorem 5. Let T be a time scale and assume that:

(i) For each n ∈ N, the function g̃n : [s, t]T → R is rd-continuous;

(ii) limn→+∞ g̃n = g on [s, t]T and g is rd-continuous on [s, t]T ;

(iii) There exists an rd-continuous function g̃ such that |g̃n| ≤ |g̃| on [s, t]T for all n ∈ N.

Then,

lim
n→+∞

t∫

s

g̃n(τ )∆τ =

t∫

s

g(τ )∆τ.

Remark 6. In this paper, we define

C1
([

a, σ2(b)
]
T

)
=
{

g : T → R : g is continuous on
[
a, σ2(b)

]
T

and g∆ is continuous on [a, σ(b)]T

}
,

and

D =
{
g ∈ C1

([
a, σ2(b)

]
T

)
: (ϕp(g∆))∆ is rd-continuous on [a, b]T

}
.
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3 Preliminary Results

In this section, we give some preliminary results that will be used in the remainder of this
paper.

We consider the following problem




−(ϕp(u∆))∆ = −ĥ(t, uσ), t ∈ [a, b]T ,
u(a) − a2u

∆(a) = c,
u(σ2(b)) + a3u

∆(σ(b)) = d,
(2)

where ĥ : [a, b]T × R → R is a continuous function and strictly increasing in its second
variable, a2 and a3 are a positive real numbers, c and d are real numbers.

Lemma 3.1. (Weak comparison principle). Let u1,u2 are such that ui ∈ D for i = 1,2,
and 




−(ϕp(u∆
1 ))∆ + ĥ(t, uσ

1) ≤ −(ϕp(u∆
2 ))∆ + ĥ(t, uσ

2 ), t ∈ [a, b]T ,
u1(a) − a2u

∆
1 (a) ≤ u2(a) − a2u

∆
2 (a),

u1(σ2(b)) + a3u
∆
1 (σ(b)) ≤ u2(σ2(b)) + a3u

∆
2 (σ(b)).

(3)

Then u1(t) ≤ u2(t), for all t ∈
[
a, σ2(b)

]
T
.

Proof. Assume that there exists t0 ∈
[
a, σ2(b)

]
T

such that

w(t0) := u2(t0) − u1(t0) = min
{
w(t) : a ≤ t ≤ σ2 (b)

}
< 0,

and
w(t) > w(t0), for all t ∈ (t0, σ2(b)]T . (4)

We distinguish the following cases
Case 1.

(i) If t0 = a and a = σ(a), we obtain the contradiction

0 > u2(a) − u1(a) ≥ a2(u∆
2 (a) − u∆

1 (a)) = 0.

(ii) If t0 = a and a < σ(a), we distinguish two subcases:

– If w∆(t0) > 0, then by (3) we have w(a) > 0, which contradicts the definition of
t0.

– If w∆(t0) ≤ 0, then w(a) ≥ w(σ(a)), but this contradicts the definition of t0.

Case 2.

(i) If t0 = σ2(b) and σ2(b) = σ(b), we obtain the contradiction

0 > u2(σ2(b)) − u1(σ2(b)) ≥ −a3(u∆
2 (σ(b)) − u∆

1 (σ(b))) = 0.

(ii) If t0 = σ2(b) and σ2(b) > σ(b), we distinguish two subcases:



22 M. Derhab and M. Nehari

– If w∆(σ(b)) > 0, then we have w(σ2(b)) > w(σ(b)), but this contradicts the
definition of t0.

– If w∆(σ(b)) ≤ 0, then by (3) we have w(σ2(b)) > 0, which contradicts the defini-
tion of t0.

Case 3.
If t0 ∈

(
a, σ2(b)

)
T
, we distinguish four subcases.

Subcase 1: ρ(t0) = t0 = σ(t0).

(i) If w∆(t0) > 0, then lim
t→t0

w∆(t) = w∆(t0). This implies that there exists δ > 0 such

that w∆(t) > 0 on (t0 − δ, t0], then w is increasing on (t0 − δ, t0]. But this contradicts
the definition of t0.

(ii) If w∆(t0) < 0, then lim
t→t0

w∆(t) = w∆(t0) < 0. This implies that there exists δ > 0

such that w∆(t) < 0 on [t0, t0 + δ), which means that, w is decreasing on [t0, t0 + δ).
But this contradicts the definition of t0.

(iii) If w∆(t0) = 0, then u∆
1 (t0) = u∆

2 (t0) and so ϕp(u∆
1 (t0)) = (ϕp(u∆

2 (t0)). Since ϕp is
strictly increasing, we obtain

−ϕp(u∆
2 )∆(t0) + ϕp(u∆

1 )∆(t0) = lim
t→t0

−ϕp(u∆
2 (t)) + ϕp(u∆

1 (t))
t − t0

≤ 0.

But on this point, we have

−ϕp(u∆
2 )∆(t0) + ĥ(t0, uσ

2 ) + ϕp(u∆
1 )∆(t0) − ĥ(t0, uσ

1 ) ≥ 0.

This means
−ϕp(u∆

2 )∆(t0) + ϕp(u∆
1 )∆(t0) ≥ ĥ(t0, uσ

1) − ĥ(t0, uσ
2).

Since u2(t0) < u1(t0) and the function ĥ is strictly increasing in its second variable,
we obtain

−ϕp(u∆
2 )∆(t0) + ϕp(u∆

1 )∆(t0) > 0,

which is a contradiction.

Subcase 2: ρ(t0) = t0 < σ(t0).

(i) If w∆(t0) > 0, then lim
t→t−0

w∆(t) = w∆(t0). This implies that there exists δ > 0 such

that w∆(t) > 0 on (t0 − δ, t0], which means that w is strictly increasing on (t0 − δ, t0].
But this contradicts the definition of t0.

(ii) If w∆(t0) ≤ 0, then we have wσ(t0) ≤ w(t0). But this contradicts the definition of t0.

Subcase 3: ρ(t0) < t0 = σ(t0).
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(i) If w∆(t0) < 0, then lim
t→t+0

w∆(t) = w∆(t0). This implies that there exists δ > 0 such

that w∆(t) < 0 on [t0, t0 + δ), which means that w is strictly decreasing on [t0, t0 + δ).
But this contradicts the definition of t0.

(ii) If w∆(t0) ≥ 0, then we have
u∆

1 (t0) ≤ u∆
2 (t0),

which implies that
ϕp(u∆

1 (t0)) ≤ ϕp(u∆
2 (t0)).

On the other hand, we have

w∆(ρ(t0)) =
w(t0) − w(ρ(t0))

t0 − ρ(t0)
< 0,

which means that
u∆

2 (ρ(t0)) < u∆
1 (ρ(t0)).

This implies that
ϕp(u∆

2 (ρ(t0))) < ϕp(u∆
1 (ρ(t0))).

Then, we have

(ϕp(u∆
1 ))∆(ρ(t0)) =

ϕp(u∆
1 (t0)) − ϕp(u∆

1 (ρ(t0)))
t0 − ρ(t0)

<
ϕp(u∆

2 (t0)) − ϕp(u∆
2 (ρ(t0)))

t0 − ρ(t0)

= (ϕp(u∆
2 ))∆(ρ(t0)).

This means that
(ϕp(u∆

1 ))∆(ρ(t0)) < (ϕp(u∆
2 ))∆(ρ(t0)).

Since the function ĥ is strictly increasing in its second variable we obtain

−(ϕp(u∆
2 ))∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u2(t0)) < −(ϕp(u∆

1 ))∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u1(t0)),

which contradicts (3).

Subcase 4: ρ(t0) < t0 < σ(t0).

(i) If w∆(t0) ≤ 0, then wσ(t0) ≤ w(t0). Which contradicts the definition of t0.

(ii) If w∆(t0) > 0, then we have
u∆

1 (t0) < u∆
2 (t0),

which implies that
ϕp(u∆

1 (t0)) < ϕp(u∆
2 (t0)).
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On the other hand, we have

w∆(ρ(t0)) =
w(t0) − w(ρ(t0))

t0 − ρ(t0)
< 0,

which means that
u∆

2 (ρ(t0)) < u∆
1 (ρ(t0)).

This implies that
ϕp(u∆

2 (ρ(t0))) < ϕp(u∆
1 (ρ(t0))).

Then, we have

(ϕp(u∆
1 ))∆(ρ(t0)) =

ϕp(u∆
1 (t0)) − ϕp(u∆

1 (ρ(t0)))
t0 − ρ(t0)

<
ϕp(u∆

2 (t0)) − ϕp(u∆
2 (ρ(t0)))

t0 − ρ(t0)

= (ϕp(u∆
2 ))∆(ρ(t0)).

which means that
(ϕp(u∆

1 ))∆(ρ(t0)) < (ϕp(u∆
2 ))∆(ρ(t0)).

Since the function ĥ is strictly increasing in its second variable we obtain

−(ϕp(u∆
1 ))∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u1(t0)) > −(ϕp(u∆

2 ))∆(ρ(t0)) + ĥ(ρ(t0), u2(t0)).

This contradicts (3).

Remark 7. The proof of Lemma 3.1 is a generalization to that of Lemma 3.4 in [1].

Definition 8. : We say that α ∈ D is a lower solution of (2) if



−
(
ϕp(α∆)

)∆ ≤ −ĥ(t, ασ), t ∈ [a, b]T ,
α(a) − a2α

∆(a) ≤ c,
α(σ2(b)) − d2α

∆(σ(b)) ≤ d.

Definition 9. : We say that β ∈ D is an upper solution of (2) if



−
(
ϕp(β∆)

)∆ ≥ −ĥ(t, βσ), t ∈ [a, b]T ,
β(a) − a2β

∆(a) ≥ c,
β(σ2(b)) − b2β

∆(σ(b)) ≥ d.

We have the following result.

Theorem 8. Suppose that α and β are lower and upper solutions of problem (2) such that
α(t) ≤ β(t), for all t ∈

[
a, σ2(b)

]
T
. Then the problem (2) has a unique solution u ∈ D such

that
α(t) ≤ u(t) ≤ β(t), for all t ∈

[
a, σ2(b)

]
T

.

Proof. Using a proof similar to that of Theorem 3.1 in [1], we can prove that this problem
(2) admits at least one solution and by Lemma 1, it follows that this problem admits a
unique solution.
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4 Main Result

In this section, we give some definitions, we state and we prove our result.
We consider the following problem





−
(
ϕp(u∆)

)∆ = f(t, uσ), t ∈ [a, b]T ,

u(a) − a0u
∆(ρ(a)) =

∫ σ2(b)

a
g1(s)u (s) ∆s,

u(σ2(b)) − a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a
g2(s)u (s) ∆s,

(5)

where f : [a, b]T × R → R is a continuous function, gi :
[
a, σ2(b)

]
T
→ R+ are continuous

functions (i = 0,1) and a0 and a1 are two positive real numbers.

Definition 10. We say that u ∈ D is a solution of (5) if it satisfies (5).

Definition 11. We say that u ∈ D is a lower solution of (5) if



−
(
ϕp(u∆)

)∆ ≤ f(t, uσ), t ∈ [a, b]T ,

u(a) − a0u
∆(a) ≤

∫ σ2(b)

a
g1(s)u(s)∆s,

u(σ2(b)) − a1u
∆(σ(b)) ≤

∫ σ2(b)

a
g2(s)u(s)∆s.

Definition 12. We say that u ∈ D is an upper solution of (5) if



−
(
ϕp(u∆)

)∆ ≥ f(t, uσ), t ∈ [a, b]T ,

u(a) − a0u
∆(a) ≥

∫ σ2(b)

a
g1(s)u(s)∆s,

u(σ2(b)) − a1u
∆(σ(b)) ≥

∫ σ2(b)

a
g2(s)u(s)∆s.

On the nonlinearity f , we shall impose the following condition:
(H) There exists a continuous function h : R → R strictly increasing such that: s 7−→

f(t, s) + h(s) is increasing for all t ∈ [a, b]T .
The main result of this work is the following Theorem.

Theorem 9. Assume that the hypothesis (H) is satisfied and let u and u be a lower and
upper solution respectively for problem (5) and such that u ≤ u in

[
a, σ2(b)

]
T
. Then the

problem (5) has a minimal solution u∗ and a maximal solution u∗ such that for every solution
u of (5) with u ≤ u ≤ u in

[
a, σ2(b)

]
T
, we have

u ≤ u∗ ≤ u ≤ u∗ ≤ u in
[
a, σ2(b)

]
T

.

For the proof of this theorem, we need a preliminary lemma. Let w, w ∈ D such that
u ≤ w ≤ w ≤ u in

[
a, σ2(b)

]
T

and we consider the following problems:




−(ϕp(u∆))∆ + h(uσ) = f(t, wσ) + h(wσ), t ∈ [a, b]T ,

u(a) − a0u
∆(a) =

∫ σ2(b)

a
g1(s)w(s)∆s,

u(σ2(b)) + a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a
g2(s)w(s)∆s,

(6)

and 



−(ϕp(u∆))∆ + h(uσ) = f(t, wσ) + h(wσ), t ∈ [a, b]T ,

u(a) − a0u
∆(a) =

∫ σ2(b)

a
g1(s)w(s)∆s,

u(σ2(b)) + a1u
∆(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a
g2(s)w(s)∆s.

(7)
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Lemma 4.1. Let w and w be a lower and upper solution respectively for problem (5) and
assume that (H) is satisfied. Then there exists a unique solution ũ and û of (6) and (7)
such that u ≤ w ≤ ũ ≤ û ≤ w ≤ u in

[
a, σ2(b)

]
T
.

Proof. The proof will be given in several steps.
Step 1: w is lower solution of (6).
Let t ∈ [a, b]T , we have

−(ϕp(w∆))∆ + h(wσ) ≤ f(t, wσ) + h(wσ),
≤ f(t, wσ) + h(wσ).

This means that

∀t ∈ [a, b]T , − (ϕp(w∆))∆ + h(wσ) ≤ f(t, wσ) + h(wσ). (8)

On the other hand, we have

w(a) − a0w
∆(a) ≤

∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s,

≤
∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s,

That is

w(a) − a0w
∆(a) ≤

∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s. (9)

Similarly, we have

w(σ2(b)) + a1w
∆(σ(b)) ≤

∫ σ2(b)

a

g2(s)w(s)∆s. (10)

Then by (8), (9) and (10), it follows that w is a lower solution of (6).
Step 2: w is upper solution of (6).
Let t ∈ [a, b]T , we have

−(ϕp(w∆))∆ + h(wσ) ≥ f(t, wσ) + h(wσ)
≥ f(t, wσ) + h(wσ).

This means that

∀t ∈ [a, b]T , − (ϕp(w∆))∆ + h(wσ) ≥ f(t, wσ) + h(wσ). (11)

Also, we have

w(a) − a0w
∆(a) ≥

∫ σ2(b)

a

g1(s)w(s)∆s. (12)

Similarly, we have

w(σ2(b)) + a1w
∆(σ(b)) ≤

∫ σ2(b)

a

g2(s)w(s)∆s. (13)
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Then by (11), (12) and (13), it follows that w is a upper solution of (6).
By Steps 1 and 2 and since the function (t, u) → f(t, u) + h(u) is continuous and

strictly increasing, by Theorem 8 it follows the existence of unique solution ũ of (6) such
that w ≤ ũ ≤ w in

[
a, σ2(b)

]
T
.

Similarly, we can prove that the problem (7) admits a unique solution such that w ≤
û ≤ w in

[
a, σ2(b)

]
T

and by using a proof similar to that of Lemma 3.1, we have ũ ≤ û in[
a, σ2(b)

]
T
.

Proof. of Theorem 9

The proof will be given in several steps.
We take u0 = u, u0 = u and define the sequences (un)n∈N and (un)n∈N by





−(ϕp(u∆
n+1))∆ + h(uσ

n+1) = f(t, uσ
n) + h(uσ

n), t ∈ [a, b]T ,

un+1(a) − a0u
∆
n+1(a) =

∫ σ2(b)

a
g1(s)un(s)∆s,

un+1(σ2(b)) + a1u
∆
n+1(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a
g2(s)un+1(s)∆s,

(14)

and 



−(ϕp(u∆
n+1))

∆ + h(uσ
n+1) = f(t, uσ

n) + h(uσ
n), t ∈ [a, b]T ,

un+1(a) − a0u
∆
n+1(a) =

∫ σ2(b)

a
g1(x)un(s)∆s,

un+1(σ2(b)) + a1u
∆
n+1(σ(b)) =

∫ σ2(b)

a
g2(s)un(s)∆s.

(15)

Step 1: For all n ∈ N, we have

u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u, in
[
a, σ2(b)

]
T

.

i) For n = 0, we have




−(ϕp(u∆
1 ))∆ + h(uσ

1 ) = f(t, uσ) + h(uσ), t ∈ [a, b]T ,

u1(a) − a0u
∆
1 (a) =

∫ σ2(b)

a g1(s)u(s)∆s,

u1(σ2(b)) + a1u
∆
1 (σ(b)) =

∫ σ2(b)

a g2(x)u(s)∆s,

(16)

and 



−(ϕp(u∆
1 ))∆ + h(uσ

1 ) = f(t, uσ) + h(uσ), t ∈ [a, b]T ,

u1(a) − a0u
∆
1 (a) =

∫ σ2(b)

a
g1(s)u(s)∆s,

u1(σ2(b)) + a1u
∆
1 (σ(b)) =

∫ σ2(b)

a
g2(s)u(s)∆s.

(17)

Since u and u are a lower and upper solutions of problem (6), then by Lemma 4.1, it follows
that

u = u0 ≤ u1 ≤ u1 ≤ u0 = u, in
[
a, σ2(b)

]
T

.

ii) Assume for fixed n > 1, we have

u ≤ un−1 ≤ un ≤ un ≤ un−1 ≤ u, in
[
a, σ2(b)

]
T

,

and we show that

u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u, in
[
a, σ2(b)

]
T

.
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Let t ∈ [a, b]T , we have

−(ϕp(u∆
n ))∆ + h(uσ

n) = f(t, uσ
n−1) + h(uσ

n−1). (18)

Since un−1 ≤ un and using the hypothesis (H), we obtain

f(t, uσ
n−1) + h(uσ

n−1) ≥ f(t, uσ
n) + h(uσ

n). (19)

Then by (18) and (19), it follows that

∀t ∈ [a, b]T , − (ϕp(u∆
n ))∆ ≥ f(t, uσ

n). (20)

On the other hand, we have

un(a) − a0u
∆
n (a) =

∫ σ2(b)

a

g1(s)un−1(s)∆s

≥
∫ σ2(b)

a

g1(s)un(s)∆s.

That is

un(a) − a0u
∆
n (a) ≥

∫ σ2(b)

a

g1(s)un(s)∆s, (21)

and

un(σ2(b)) + a1u
∆
n (σ(b)) =

∫ σ2(b)

a

g2(s)un−1(s)∆s

≥
∫ σ2(b)

a

g2(s)un(s)∆s.

That is

un(σ2(b)) + a1u
∆
n (σ(b)) ≥

∫ σ2(b)

a

g2(s)un(s)∆s. (22)

Then by (20),(21) and (22), it follows that un is a upper solution of (5).
Similarly, we can prove that un is a lower solution of (5). Then by Lemma 4.1, there

exists a unique solution un+1 and un+1 (14) and (15) such that

u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u, in
[
a, σ2(b)

]
T

.

Hence, we have

∀n ∈ N, u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u, in
[
a, σ2(b)

]
T

.

Step 2: There exists a positive constant C1, independent of n ∈ N, such that
∣∣u∆

n

∣∣
0

:= max
t∈[a,σ(b)]T

∣∣u∆
n (t)

∣∣ ≤ C1, for all n ∈ N.
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Let n ∈ N and t ∈ [a, σ(b)]T .
Since un is continuous on

[
a, σ2(b)

]
T

and u∆
n is continuous on

[
a, σ2(b)

)
, then by Theorem

3, there exist ξn, τn ∈
[
a, σ2(b)

)
such that

u∆
n (τn) ≤

un

(
σ2(b)

)
− un (a)

σ2(b) − a
≤ u∆

n (ξn) .

Then, we have

ϕp(u∆
n+1)(t) = ϕp(u∆

n+1)(τn) +
t∫

τn

(f(τ, uσ
n(τ )) + h(uσ

n(τ )) − h(uσ
n(τ )))∆τ

≤
ϕp

(
un

(
σ2(b)

)
− un (a)

σ2(b) − a

)

+
t∫

τn

(f(τ, uσ
n(τ )) + h(uσ

n(τ )) − h(uσ
n(τ )))∆τ

≤ 1
(σ2(b) − a)p−1ϕp

(
u
(
σ2(b)

)
− u (a)

)
+ K,

where
K = (M1(f) + 2M2(h)) (σ(b) − a) ,

with
M1(f) := max{f(t, u) : t ∈ [a, b]T , u ≤ u ≤ u} ,

and
M2(h) := max {|h(u)| : u ≤ u ≤ u} .

Then if we put

C̃1 :=
1

(σ2(b) − a)p−1ϕp

(
u
(
σ2(b)

)
− u (a)

)
+ (M1(f) + 2M2(h)) (σ (b) − a) ,

we obtain
∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , ϕp(u∆

n+1)(t) ≤ C̃1.

This implies

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , u∆
n+1(t) ≤ C̃

1
p−1
1 . (23)

Similarly, we have
∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , ϕp(u∆

n+1)(t) ≥ C̃2, (24)

where

C̃2 :=
1

(σ2(b) − a)p−1 ϕp

(
u
(
σ2(b)

)
− u (a)

)
+ (m1(f) + 2m2(h)) (σ(b) − a) ,

with
m1(f) := min{f(t, u) : t ∈ [a, b]T , u ≤ u ≤ u} ,
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and
m2(h) := min{|h(u)| : u ≤ u ≤ u} .

Then, by (24)· we obtain

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , u∆
n+1(t) ≥

∣∣∣C̃2

∣∣∣
2−p
p−1

C̃2. (25)

Now if we put

C1 := max
(

C̃
1

p−1
1 ,

∣∣∣C̃2

∣∣∣
1

p−1
, max
t∈[a,σ(b)]T

∣∣u∆ (t)
∣∣
)

,

then by (23) and (25), we have

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, σ (b)]T , max
t∈[a,σ(b)]T

∣∣u∆
n (t)

∣∣ ≤ C1.

Step 3: There exists a positive constant C3, independent of n ∈ N, such that
∣∣u∆

n

∣∣
0

:= max
t∈[a,σ(b)]T

∣∣u∆
n (t)

∣∣ ≤ C3, for all n ∈ N.

The proof is similar to that of Step 2. So it is omitted.
Step 4: The sequence (u∆

n )n∈N is equicontinuous on [a, σ(b)]T .
Let ε > 0 and t,s ∈ [a, σ(b)]T such that t < s, then for each n ∈ N, we have

∣∣ϕp(u∆
n+1)(s) − ϕp(u∆

n+1)(t)
∣∣ ≤ (M1(f) + 2M2(h)) |s − t| .

If we put K1 := M1(f) + 2M2(h), one has
∣∣ϕp(u∆

n+1)(s) − ϕp(u∆
n+1)(t)

∣∣ ≤ K1 |s − t| .

Then if we choose |s − t| <
ε

K1 + 1
, we obtain

∣∣ϕp(u∆
n+1)(s) − ϕp(u∆

n+1)(t)
∣∣ < ε.

Therefore the sequence (ϕp(u∆
n+1))n∈N is equicontinuous on [a, σ(b)]T .

Now since the mapping ϕ−1
p is an increasing homeomorphism from R onto R, we deduce

from ∣∣u∆
n (s) − u∆

n (t)
∣∣ =

∣∣ϕ−1
p (ϕp(u∆

n+1)(s)) − ϕ−1
p (ϕp(u∆

n+1)(t))
∣∣ ,

that the sequence (u∆
n )n∈N is equicontinuous on [a, σ(b)]T . The proof of Step 4 is complete.

Step 5: The sequence
(
u∆

n

)
is equicontinuous on [a, σ(b)]T .

The proof is similar to that of Step 4. So it is omitted.
Step 6: The sequence (un)n∈N converge to a maximal solution of (5).
By Steps 1, 2 and 4, we have (un)n∈N is uniformly bounded on C1(

[
a, σ2(b)

]
T
) and(

u∆
n

)
is equicontinuous on [a, σ(b)]T . Then by the Arzéla-Ascoli theorem, there exists a

subsequence (unj ) of (un)n∈N which converges in C1(
[
a, σ2(b)

]
T
).
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Let
u := lim

nj→+∞
= unj .

Then
u∆ = lim

nj→+∞
= u∆

nj
.

But by Step 1 the sequence (un)n∈N is decreasing and bounded from below, then the
pointwise limit of this sequence exists and it is denoted by u∗. Hence we have u = u∗ and
moreover, the whole sequence converges in C1([a, σ(b)]T ) to u∗.

Let t ∈ [a, b]T , we have

−ϕp(u∆
n+1)(t) = ϕp(u∆

n+1)(a) +
∫ t

a

(f(τ, uσ
n(τ )) + h(uσ

n(τ )) − h(uσ
n+1(τ )))∆τ .

Now, as n tends to +∞, we obtain

(f(τ, uσ
n(τ )) + h(uσ

n(τ )) − h(uσ
n+1(τ ))) → (f(τ, uσ

∗ (τ )),

Also, we have

∃K2 > 0, ∀n ∈ N, ∀τ ∈ [a, b]T ,
∣∣(f(τ, uσ

n(τ )) + h(uσ
n(τ )) − h(uσ

n+1(τ )))
∣∣ ≤ K2.

Hence by theorem 5, one has

−ϕp(u∆
∗ )(t) = ϕp(u∆

∗ )(a) +
∫ t

a

f(τ, uσ
∗ (τ ))∆τ .

Thus, we obtain
∀t ∈ [a, b]T , − (ϕp(u∆

∗ ))∆ = f(t, uσ
∗ ). (26)

Also, by theorem 5, we have

u∗(a) − a0u
∆
∗ (a) =

∫ b

a

g1(s)u∗(s)∆s, (27)

and

u∗(σ2(b)) + a1u
∆
∗ (σ2(b)) ≤

∫ b

a

g2(s)u∗(s)∆s. (28)

Then by (26),(27) and (28), it follows that u? is a solution of the following problem




−(ϕp(u∆
∗ ))∆ = f(t, uσ

∗ ), t ∈ [a, b]T ,
u∗(a) − a0u

∆
∗ (a) =

∫ b

a
g1(s)u∗(s)∆s,

u∗(σ2(b)) + a1u
∆
∗ (σ2(b)) ≤

∫ b

a
g2(s)u∗(s)∆s.

(29)

Now, we prove that if u is another solution of (5) such that u ≤ u ≤ u in
[
a, σ2(b)

]
T
,

then u ≤ u∗ in
[
a, σ2(b)

]
T
. Since u is a lower solution of (5), then by Step 1, we have

∀n ∈ N, u ≤ un.
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Letting n → +∞, we obtain
u ≤ lim

n→+∞
un = u∗.

Which mean that u∗ is a maximal solution of problem (5).
Step 7: The sequence (un)n∈N converges to a minimal solution u? of problem (5).
The proof is similar to that of Step 6, so is omitted.
The proof of our result is complete.

5 Application

In this section, we apply the previous result to the following problem




−(ϕp(u∆))∆ = λ1(uσ)k1 − (uσ)k2 + M in [0, 10]T ,

u(0) = 0, u(σ2(10)) =
σ2(10)∫

0

g1(s)u(s)∆s,
(30)

where k1 > 0, k2 > k1, λ1 and M , are a positive real parameters, g1(s) = ks, where k
is a positive real parameter.

Case 1:If T = R, we have





−(ϕp(u
′
))

′
= λ1u

k1 − uk2 + M in [0, 10],

u(0) = 0, u(10) =
10∫
0

g1(s)u(s)ds.
(31)

Theorem 10. Assume that 0 < k ≤ 1
50

, then the problem (31) admits a maximal solution
u∗ and minimal solution u∗.

Proof. We put (u, u) = (Φ1, Φ2), where Φ1(t) = 0 for all t ∈ [0,10] and Φ2(t) = L, for all
t ∈ [0,10] .

First it is easy to check that Φ1 is a lower solution of (31).
Now Φ2 is an upper solution of (31), if we have





−(ϕp(Φ
′

2))
′
(t) ≥ λ1Φk1

2 (t) − Φk2
2 (t) + M in [0, 10],

Φ2 (0) = L ≥ 0, Φ2 (10) = L ≥
10∫
0

g1(s)Φ2 (s) ds.

That is {
0 ≥ λ1L

k1 − Lk2 + M in [0, 10],
Φ2 (0) = L ≥ 0, Φ2 (10) = L ≥ 50kL.

Since k2 > k1, then if we choose L sufficiently large and k ≤ 1
50

, we obtain Φ2is an upper
solution of (31) and consequently by Theorem 9, it follows that the problem (31) admits a
maximal solution u∗ and minimal solution u∗.
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Case 2: If T = N, we have




−(ϕp(u∆))∆ (t) = λ1u
k1 (t + 1) − uk2 (t + 1) + M in [0, 10]N,

u(0) = 0, u(12) =
12∫
0

g1(s)u(s)∆s.
(32)

Theorem 11. Assume that M > 3 and
12e−12

11∑
i=0

i2e−i

≤ k ≤ 1
66

, then the problem (32) admits

a maximal solution u∗ and minimal solution u∗.

Proof. We put (u, u) = (Φ3, Φ2) where Φ3(t) = te−t, for all t ∈ [0, 12]N and Φ2 (t) = L, for
all t ∈ [0, 12]N.

First Φ3 is a lower solution of problem (32), if we have




−(ϕp(Φ∆
3 ))∆ (t) ≤ λ1Φk1

3 (t + 1) − Φk2
3 (t + 1) + M in [0, 10]N,

Φ3(0) ≤ 0, Φ3(12) ≤
12∫
0

g1(s)Φ3(s)∆s.

That is




−(ϕp(Φ∆
3 ))∆ (t) ≤ λ1 (t + 1)k1 e−k1t − (t + 1)k2 e−k2t + M in [0, 10]N,

Φ3(0) = 0 ≤ 0,

Φ3(12) = 12e−12 ≤ k
11∑

i=0

i2e−i,

where

(ϕp(Φ∆
3 ))∆ (t) = ϕp (Φ3 (t + 2) − Φ3 (t + 1)) − ϕp (Φ3 (t + 1) − Φ3 (t)) .

Since

−(ϕp(Φ∆
3 ))∆ (t) − λ1 (t + 1)k1 e−k1t + (t + 1)k2 e−k2t < 3, for all t ∈ [0, 10]N.

Then if we choose M > 3 and k ≥ 12e−12

11∑
i=0

i2e−i

, we obtain Φ3 is a lower solution of problem

(32).
Similarly Φ2 is an upper solution of (32), if we have





−(ϕp(Φ∆
2 ))∆ (t) ≥ λ1Φk1

2 (t + 1) − Φk2
2 (t + 1) + M in [0, 10]N,

Φ2(0) ≤ 0, Φ3(12) ≥
12∫
0

g1(s)Φ3(s)∆s.

That is 



0 ≥ λ1L
k1 − Lk2 + M in [0, 10]N,

Φ2 (0) = L ≥ 0, Φ2 (12) = L ≥
12∫
0

g1(s)L∆s = kL
11∑

i=0

i = 66kL.
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Since k2 > k1, then if we choose L sufficiently large and k ≤ 1
66 , we obtain Φ2 is an upper

solution of (32) and consequently by Theorem 9, it follows that the problem (32) admits a
maximal solution u∗ and minimal solution u∗.
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