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Introduction

La nature aléatoire de nombreux phénomeénes évolutifs, dans des domaines trés divers, nécessite
la description par des équations différentielles stochastiques, qui peuvent étre un outil puissant
dans la modélisation. Dans ce travail on s’intéresse a des problémes de la théorie de ’estimation

paramétrique avec des observations d’un processus de diffusion de type
dX; = S; (Xt) dt + edWy, Xg = x, 0<t<T,

ot W} est un mouvement brownien et S (.) est une fonction qui va dépendre d’un parametre
0O cR?avece € (0,1).

Dans le premier chapitre, on a essayé de donner des rappels de base concernant les proces-
sus stochastiques, ainsi que des résultats importants et des propriétés de mouvement brownien.
Aussi on a abordé la notion de l'intégrale stochastique pour pouvoir définir une équation dif-
férentielle stochastique.

Le deuxiéme chapitre sera consacré aux estimations paramétriques, on donnera alors les
hypothéses de régularité ainsi que la condition de normalité asymptotique locale (LAN). On
étudiera ensuite la construction de ’estimateur de maximum de vraisemblance et ’estimateur
de Bayes avec leurs comportements asymptotiques quand € — 0.

Dans le dernier chapitre on traitera le processus de diffusion d’Ornstein-Uhlenbeck qui sera
un exemple illustratif. On prouvera qu’il vérifie des hypothéses de régularité. Enfin, moyennant
le language de programmation R, on va tracer quelques trajectoires pour ce processus ainsi qu’un

graphe reliant la consistance de 'emv et la valeur de €.



Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Généralité sur les processus stochastiques

1.1.1 Introduction

L’origine des processus stochastiques remonte aux progres faits au début du XXe siécle dans cer-
taines branches appliquées, telles que la mécanique statistique (par Gibbs, Boltzmann, Poincaré,
Smoluchowski et Langevin). Les bases théoriques ont été formulées plus tard (1930-1940). C’est
durant cette période que le mot "stochastique", qui provient du grec stokhastikos "conjectural",

a commencé a étre employé.

1.1.2 Définition des processus

Soit (2, F, P) un espace de probabilité complet, et T un ensemble d’indices (T = [a,b], T = [0, 00[,...) .
Un processus stochastique X (¢, w) a valeur dans un espace mesurable (F, E) est une application
de T x €2 dans E qui est mesurable par rapport a la mesure du produit A.P ol A est la mesure
de Lebesgue sur T . Il est noté indifféremment X; (w) ou X (¢,w). La fonction t — X (t,w)
est appelée trajectoire ou réalisation de Xy . A ¢ fixé, la fonction w — X (t,w) est une variable
aléatoire. {Xy,t € T} est adapté a la filtration {F},5q si Xt est Fy — mesurable. Le théoréme
de Kolmogorov assure l'existence des processus stochastiques. {X,t € T} est un processus
centré si son espérance est nulle E (X;) = 0.

Si X; est dans L? i.e. B|X;|*> < oo, on définit :



La fonction moyenne du processus

La variance

La fonction de covariance

r (87 t) =E (Xth) —E (Xt) E (Xs) .

La régularité des trajectoires est déterminée par le théoréme de Kolmogorov.

Définition 1.1 On appelle une filtration une famille croissante de sous tribus de F mnotée
par {Fy,t > 0}. La tribu F; est une description mathématique de toute l'information dont on
dispose a l'instant t. Cette information nous permet d’attribuer des probabilités cohérentes auz

événements pouvant intervenir.

Définition 1.2 Un processus {X;,t > 0} est dit adapté o la filtration {Fy,t > 0} si pour
chaque t, X; est F; — mesurable. Un processus adapté est celui pour lequel une description

probabiliste est réalisable.

1.1.3 Processus stochastiques particuliers

Définition 1.3 Un processus X; est strictement stationnaire si pour tout entier n, tous
réels ty,ta, ...tn, et tout h > 0, les vecteurs aléatoires (X, , Xty -y Xt,,) €6 (Xtythy Xtgthy ooy Xty+h)

ont la méme loi.

Définition 1.4 Un processus X; est dit stationnaire (ou faiblement stationnaire) si:
eson espérance B (X;) est une constante indépendante du temps t.
esa fonction de corrélation R(s,t) ne dépend que de la différence T =1t — s.

e R(T) est continue (& l'origine).

Définition 1.5 On dit qu’un processus X; est gaussien si pour tout entier n et pour tous réels

t1,to,...t, les vecteurs aléatoires (X, Xiy, ..., Xy,,) ont une distribution gaussienne.



Si on note m (t) l'espérance de X; et R(s,t) la fonction de corrélation du processus, alors sa

fonction caractéristique s’écrit

n
Dt totn (1,22, 005p) = E eszE 2 Xt

j=1
n 1 n n

= E eXpiZ.’lﬁjm(tj>—izzmjka(tjytk)
j=1 j=1k=1

Un processus gaussien est entiérement déterminé par la donnée de sa valeur moyenne m(t) et

de sa fonction de corrélation R (s,t).

1.2 Mouvement brownien

1.2.1 Introduction

Le mouvement brownien est une description mathématique du mouvement aléatoire d’une grosse
particule immergée dans un fluide et qui n’est soumise & aucune autre interaction que des chocs
avec les petites molécules du fluide environnant. Il en résulte un mouvement trés irrégulier
de la grosse particule, qui a été décrit pour la premiére fois en 1827 par le biologiste Robert
Brown alors qu'il observait du pollen de Clarkia pulchella (une espéce de fleur sauvage nord-
américaine), puis de diverses autres plantes, en suspension dans 1’eau. La description physique
la plus élémentaire du phénomeéne est la suivante:

1. Entre deux chocs, la grosse particule se déplace en ligne droite avec une vitesse constante.

2. La grosse particule est accélérée lorsqu’elle rencontre une molécule de fluide ou une paroi.

1.2.2 Construction d’un mouvement brownien

Ce processus de diffusion peut étre construit par différentes approches, (construction par une
limite d’une marche aléatoire, construction par le développement de Karhunen-Loeve (D.K.L))

et celle la plus utilisée:



Construction par un processus gaussien

Un processus stochastique {W;,t > 0} est dit un mouvement brownien ou un processus de
Wiener si Wy = 0 (on dit que W est issu de 0), et si pour tous réels 0 < ¢1 < ... < t,, les variables
aléatoires Wy, — Wy, Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, (dites accroissements) sont indépendantes et

suivent une distribution gaussienne telle que Yh > 0

E (Wt+h - Wt) - 0,

E(Wipn — Wy)? = h.

On dit que le mouvement brownien est standard si m = 0,0 = 1, et le vecteur (Wy,, Wy, , ..., Wy,)
est un vecteur gaussien donc le processus W; suit une loi gaussienne de moyenne m; et de
variance oy.

On peut facilement simuler une trajectoire de mouvement brownien dans un intervalle de temps

[0, 77, il suffit de fixer un pas de temps At > 0 et d’écrire
WAt - WAt - W[] NN(O, At) == vAtN(O, 1) .

Les accroissements (WnAt - W(n_l)m), ot 0 < n < Ne N > 0, étant indépendants et

gaussiens, il suffit donc de simuler une loi gaussienne
Wt+At - Wt ~ N(O, At) =V At./\[ (0, 1) .

Ainsi, nous pouvons simuler facilement une seule trajectoire brownienne de la facon suivante:
on considere la subdivision de l'intervalle de temps [0, 7] suivante 0 = t; < 2 < ... < ty <

tn+1 =T, avec tip1 —t; = At, pour ¢ = 1 on a Wy = W, = 0. On donne l'algorithme suivant:
e Générer une variable aléatoire Z de distribution gaussienne N (0,1).
e 1 =1+ 1.

[ ] Wti = Wti71 —|— Z\/ At



e Sii < N +1, réitérer a I'étape 1. (voir [6])

Brownian Motion

by normal law At =101

0 20 40 G0 80 100
time

Figurel.l Trajectoire brownienne simule partir d’une distribution gaussienne.

1.2.3 Continuité des trajectoires

Dire qu’un processus aléatoire {X;,t > 0} est continu c’est, par définition, dire que
lim | Xy, — X¢| =0.
Lim [Xe4p, — Xif

Selon le type de convergence de cette variable aléatoire, on obtient une continuité plus ou
moins forte. La plus faible des notions de continuité est liée a la convergence en loi, elle est

évidement vérifiée.



Propriété 1.1 Soit € > 0,{Ws,t > 0} un mouvement brownien standard. On a
i~ P (|Win — Wi| > &) = 0
im — - g)=0.
b0 h t+h t

1.2.4 Régularité des trajectoires
Le mouvement brownien a de nombreuses propriétés dont certaines peuvent étre prises comme

définition.

Propriété 1.2 Le processus {Wy,t > 0} est un processus & accroissements indépendants de
fonction de covariance

L (s,t) =E(W,W,) = (s At)o>
Propriété 1.3 La densité de AW = (Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, _,) est donnée par

J

faw (w1, ., 2n) = exp :
" j=1+/2m (t; — tj—1) 2(t; —tj-1)

Propriété 1.4 La densité de W = (Wy,,...,Wy,) est

n

_ ! S ()’
fW(xl""’x”)_jl;Il\/me pj; 2(tj—tj_1) ’

Propriété 1.5 Pour un mouvement brownien standard (m = 0,0 = 1) et pour tout n, l’espérance

1
\V2mh

+o00
B (Wi, — Wy)?" = /xQ"e—w2/2hdx =1.3...(2n — 1) b

Presque toutes les réalisations du mouvement brownien sont continues.

Propriété 1.6 Soit {W;,t > 0} un mouvement brownien standard. On a presque strement

. Wy i Wy
lim sup — = 400, lim sup — = +o0,
t—00 t—0

Vi Vit

lim inf W = —o0, lim inf% = —00,

t—o0 \/E t—0 \/%



et

-10

0 200 400 600 800 1000

Figurel.2 La limite de mouvement brownien standart par rapport au temps (cf [6])

Propriété 1.7 Si {W;,t > 0} est un mouvement brownien, alors il en est de méme pour les

processus suivants

o X; = —W,2; pour a constante non nulle (invariance par changement d’échelle).
a
o X; =tWy pour toutt >0 et Xg =0 (invariance par inversion de temps).

o Xy =Wp_y —Wp avec T >0 et t € [0,T] (invariance par retournement du temps).



Lemme 1.1 Pour tout A >0

2
Eexp{)\ sup |Wt\} <1+ MW8rTe 2 .

0<t<T

Preuve: Notons par F (z) la fonction de répartition de la v.a. sup |W;| et soit A > 0, alors
0<t<T
par intégration par parties on obtient

Eexp{/\ sup \th} = /e)‘xdF (x) = —/e/\”d[l —F(x)=1 —i—)\/e)‘z [1— F(z)]dx

0<t<T
0 0 0

or le processus de Wiener a comme propriété (voir [9] p.30)
0<t<T

P{ sup Wt>N}:2P{WT>N}, N >0

donc

P sup Wy >Ny < PS sup Wy >N —i—P{inf Wt<—N}
0<t<T 0<t<T 0<t<T

= P{ sup W; >N}+P{ sup (—Wy) >N} =4P{Wp > N},
0<t<T 0<t<T
de plus on a (voir [9] p.31)

2T

11 /T 2
P{Wp > N} < min (2’]\7 ) e T

Alors

Eexp{)\ sup |Wt|} < 1+4)\/€)‘mP{WT>$}dCL‘§1—I—2)\

72
exp 4 Ar — } dx
0<t<T { 2T

0\8

0

200 1
< 1—|—2)\€T;/6Xp{—2T (:L‘—T)\)Q}dl'

e}

2
= 1+v87rTe%.



1.3 Intégrales stochastiques

1.3.1 L’intégrale d’Ito

On considére un espace de probabilité complet (2, F, P) muni d’une filtration {ft}tzo- On
appelle tribu des prévisibles sur € x [0,00[ la plus petite tribu rendant mesurable tous les
processus continus adaptés a la filtration {]—}}tZO. Un processus ou un ensemble est prévisibles
8’1l est mesurable par rapport a cette tribu. Supposons donné un processus de Wiener standard
{Wi,t > 0}, adapté a la filtration {F;},, et tel que pour tout 0 < s < t l'accroissement
Wy (w) — Wy (w) soit indépendant de F;. On note l’ensemble A? des processus ¢, (w) définis
pour t € [0,T], F; — mesurables et de carré intégrable presque stirement. Dans ces conditions,
si @ est dans A2 et si 0 =ty < t; < ... < t, =t est une subdivision de I'intervalle [0, ], alors ¢

est indépendant des incréments W;,

41 — Wi, en d’autres termes ¢ est prévisible.

Le but de l'intégrale stochastique est de donner un sens a des équations de la forme

ax,
dt

aW
Le probléme est que les trajectoires du processus de Wiener ne sont pas différentiables, ni méme

a variations bornées. Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, on interpréte

une solution de I'équation différentielle (1.1) comme une solution de ’équation intégrale

t t
X, = X —|—/b(XS)ds+/a (X,) dWs.
0 0

Pour toute fonction ¢ de A%, on définit I'intégrale stochastique d’Ité comme la limite dans
L? des accroissements ci-dessous. On définit ainsi I'intégrale stochastique comme la limite des

sommes de Riemann.

10



t
Stochastic Integral : I(w,) = Jr sdW,
At =0.001 0

0.4 —

I.-t

—  twy = wds
] 0

0.3 n

—_— %ti(wt'__ —w,)

0.2 —

0.1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
time

Figurel.3 Simulation de l'intgrale stochastique d’Tto (cf [6])

On a de plus quelques propriétés complémentaires liées a la dépendance aléatoire de ¢.
Propriété 1 Pour tout p,1) € A? et tout s,t tels que 0 < s < t, on a

o t— I (p) est a trajectoire continue P — p.s.

o I(p) = (It (p));>0 est adapté a la filtration {Fi},sq-

t
e BE(li(p)=0,et Var(l;(p)) =E ({@36&9) .

E (I (p) = Is (9) | Fs) = 0.

B (1) - 1. (0))* | 7.) =B [l | 7).

tAs

E (L (p) Is ()] = E { Pyt du.

11



E| sup (Ir_s (o) — Is (¢))?
0<t<T

s+T
<4E | [ pidu .

Inégalité de Lenglart: Pour tout § >0 et v >0

=9

0<t<T

t
Pl sup /gos(w)dWs>5 §%+P(ng(w)||2>’y>.
0

T
Si pour tout m > 1 on a [E | *™ dt < oo, alors
0

T
B (Ir ()™ < [m (2m — 1] T / E g, [2™ dt.
0

Enfin on a
T

T

1

Eexp /gptth — 2/4,0?dt <1
0 0

Corollaire 1.1 .

(1.4)

¢
e Si pour tout t € [0,T] la somme [E (p?)ds < co alors lintégrale stochastique Iy () est
0

une martingale.

t
o Isométrie d’Ité: si [B (¢2)du < oo on a
0

t 2 t
E /@deS = /]E (¢2) ds.
0 0

e D’apreés la défnition le processus I (p) est gaussien centré de covariance

tAs

Cov (I () . I (¢) = E / 2 du
0

12
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Supposons que pour tout € € (0, 1] et pour tout § € ©, ou © est non vide, on a le processus
stochastique vectoriel { ft(g) (0),0<t< T} € A?, et notons par |.| la norme matricielle. Le

lemme suivant (cf.[9]) nous donne le théoréme central limite pour 'intégrale stochastique:

Lemme 1.2 Si la convergence

T
Pty [ £90) 17 0)" dt = o 0).
0

T
ot 0 < |o(0)] < oo, est uniforme en 6 € O alors lintégrale stochastique fft(a) (0) dW,; est
0

uniformément asymptotiquement normale avec les paramétres (0,0 (0)) .

1.3.2 Processus d’Ito

On appelle processus d’Ito, un processus X = {X;,0 < ¢ < T} a valeurs dans R tel que:

t t
X =Xo+ /bsds + /adeS, t€0,7T] (1.6)
0 0

avec

1- b={b;,0<t<T}eto={o,0<t<T} sont des processus adaptés a la filtration {}—t}tzo .

T
2- P(fbs\ds<oo> =1.
0

0

T
3- P<f08|2ds<oo> =1.

Ecrit sous sa forme différentielle, le processus d’Ito devient

dXt == btdt + O'tth. (17)

13



1.3.3 Formule d’Ito6

Soit le processus stochastique X vérifiant

t2 t2

th —th = /bs (XS) d8+/05 (Xs) dWS,

t1 t1

on note sous forme différentielle
dXt = bt (Xt) dt + Ot (Xt) th

La formule d’It6 permet de déterminer de maniére générale I'effet d’'un changement de variables
sur une différentielle stochastique. Si f (¢, z) est une fonction de classe C? alors Y; = f (¢, X;) est
aussi un processus d’Ito et il admet une intégrale stochastique par rapport au méme processus

de Wiener donnée par la formule d’It6

of of 1 ,0%f of
dY; = (615 (t, Xt) + btaiﬂs‘ (t,Xt) + 50’?@ (t, Xt) dt + O'tafx (t,Xt) dW;.

1.4 Equations différentielles stochastiques

1.4.1 Introduction et définitions

De maniére informelle, on appelle équation différentielle stochastique une équation différentielle
ordinaire perturbée par un terme stochastique. Plus précisément, c’est une équation du type

suivant :

dXt = bt (Xt) dt + Ot (Xt) th, XO- (18)

Dans cette équation, dW; est la différentielle d’un mouvement brownien standard W;, et b, o
sont les coefficients de I’équation (ce sont des fonctions de Rt x R dans R) et X est la valeur

initiale. Tous ces termes sont donnés.

Définition 1.6 Rechercher une solution de l’équation (1.8) consistera o rechercher un proces-

14



sus {X4,0 <t < T} satisfaisant [’équation intégrale

t t
X, =20+ /bs (X,)ds + /08 (X,) dWs,
0 0

ot la seconde intégrale est une intégrale stochastique.

Définition 1.7 Quand les coefficients b et o ne dependent pas du temps et sont seulement des
fonctions définies sur R, on dit que I’équation est homogéne.

Le coefficient b est appelé le coefficient de dérive, tandis que o est le coefficient de dif-
fusion. Un processus qui résout l’équation (1.8) est appelé processus de diffusion ou, tout

simplement, une diffusion.

1.4.2 Existence et unicité des solutions de I’EDS

Soit T" > 0,b(t,x) et o (t,xz) deux fonctions mesurables de [0,7] x R™ dans R™ verifiant les

conditions £ suivantes:

(1) Condition de Lipschitz: il existe une constante K > 0 telle que

b(t,2) =b(ty)| + o (t,z) o (ty)] < K|z —y|.

(2) Condition de croissance : il existe une constante C' > 0 telle que

|b(x,t)| + |o(z,t)] < C(1+|z]).

3) Xy est une variable aléatoire indépendante de la tribu o {W;,t > 0} et E | X 2 < .
( ) 0 p { ty } ’ 0’

Alors 'équation différentielle stochastique d’Ito (1.8) admet une solution unique X; dont

presque toutes les réalisations sont continues, et vérifiant ( sup ]Xt|2> < 00.
t€[0,T)

Remarque 1.1 .
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(1) Une équation peut admettre une solution locale sans admettre de solution globale. Par

exemple sur [0,1] I’équation

dX, .,
— =X Xop=1
dt t 0 )

admet une solution unique locale sur [O, 1[
t ] 5 ) ) )

mais n'admet pas de solution globale sur lintervalle [0, 1].
(2) La condition de croissance évite que les solutions explosent, i.e. que les solutions | Xy| ten-
dent vers l'infini en un temps fini. L’équation

1 1
dX; = 5axg”dt, X;==, y>0

admet une solution

X =

Vy? —at

qui diverge dans la direction y?> = at. Si la condition de croissance n'est pas satisfaite,
l’équation peut quand méme avoir une solution.
(3) La condition de Lipschitz garantit l'unicité. L’équation

dX, = 3X2%dt,  Xo=0

admet plus d’une solution
Xy = (t—a)’ Lisa,

2/3

car la fonction f (t,x) = 3x*/® ne vérifie pas la condition de Lipschitz.
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Chapitre 2

Estimation paramétrique dans une

petite diffusion

2.1 Introduction et définitions
Dans ce travail nous traitons le processus de type de diffusion

dX; =S¢ (Xy)dt +edWy, Xog=mz9, 0<t<T, (2.1)
ou e € (0,1] avec € — 0.

Notons par z = {z;,0 < ¢ < T} la solution du processus déterministe:

d
% = S (1), x0, 0<t<T. (2.2)

Nous voudrions illustrer certaines notions et méthodes de la théorie d’évaluation sur le modéle
de l'observation du processus de diffusion. supposons que sur ’espace de probabilité {Q, F, P}
avec la filtration {F}oo;<7 on se donne le processus de Wiener {Wy, 7}y et pour chaque

6 € © ot © C R? est un ouvert borné convex, le processus de diffusion
dX; = 5 (G,Xt) dt + edWy, Xo=x9, 05t <T, (23)

est défini.
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Notre probléme est d’estimer le parameétre inconnu 6 par les observations (2.3) et pour
décrire le comportement asymptotique de I’estimateur quand € — 0.

Notons par (Cr, Br) ’espace mesurable des fonctions continues sur [0, 7] ou By = o {z;,0 <t < T},
et P() la mesure induite dans (Cp, Br) par le processus de diffusion défini ci-dessus.

Dans ce travail nous supposons toujours des fonctions S; (6, .) , 0 € © satisfont les conditions
L ainsi ’équation (2.3) a une solution forte unique et toutes les mesures PH(E) induites par le
processus (2.3) dans 'espace mesurable (Cr, Br) sont équivalentes ou ¢ € (0, 1], donc on a une
suite de processus indexés par €. Comme d’habitude dans les problémes asymptotiques, si on
a une observation X; avec un petit €, on intégre ce probléme dans une suite de problémes avec
€ — 0 puis on applique le résultat obtenu a l'original.

Un estimateur 0. du parameétre 6 est défini comme une application mesurable
6. :Cr — O,

ol © est la fermeture de © et nous supposons que © est fourni avec la o — algeébre des sous-
ensembles boreliens de RY.

Cet arrangement des observations est intéressant pour quelques problémes appliqués par
exemple si le comportement d’'un certain vrai systéme dynamique est décrit par équation (2.2),
dite thermique, et un petit bruit qui perturbe son second membre inconnu, alors le probléme

de l'identification de ce systéme surgissent naturellement.

Définition 2.1 On dit que l'estimateur 0. est consistent si pour tout 6 € © et tout § > 0
o ple) _ _
hH(l)Pa {l6- — 6] >} =0,
E—
et on note cette convergence comme
Py — lim6, = 6.
e—0
1l est dit uniformément consistent si pour tout compactk C © et § > 0
lim supPe(E) {|6: — 0] >0} =0.
e—0 pek
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Définition 2.2 On appelle biais d’un estimateur 0. l’écart entre sa moyenne et la vraie valeur

du parameétre 0, et on le note b (0) tel que

b: (6) =Eg (0:) — 0,

Uestimateur 0. est dit sans biais ou bien nonbiaisé si

il est dit asymptotiquement sans biais si

limb. () = 0.

e—0

Notation 2 Notons par I (0) la matrice de l'information de Fisher telle que

T
1(0)= /St (0,24) Sy (0,2)" dt, 6e®,

0
¢ 0 J - )
ot St (0, X¢) = %St (0,X:) € R* et T désigne le vecteur transposé.

Le lemme suivant nous permet de savoir "a quelle distance de la limite" nous sommes dans

chaque moment.

Lemme 2.1 Supposons que la fonctionnelle Sy (.),t € [0,T] satisfait les conditions L, alors

avec probabilité 1
| Xt — x| < Ce sup |Wy|
0<s<t
et
sup | Xy — x¢| < Ce sup |[Wy|, C>0.

0<t<T 0<s<T

Preuve: Ce lemme est démontré dans [9] p.30. =
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2.2 Hypothéses de régularité
Nous étudions les propriétés des estimateurs sous les conditions de régularité suivantes:

I) Les coefficients {S; (0, X;),0 <t <T,0 € ©} satisfont les conditions £ et les constantes de

ces conditions ne dépendent pas du 6.

II) La fonction aléatoire {S; (6, X;),0 <t <T, 0 € ©}, est dérivable par rapport a € en prob-
abilité, et la matrice de I'information de Fisher est définie positive uniformément en 6 € ©
c.-a-d.

0 < inf inf (I (0)1,1), sup sup {I(0)l,]) < cc.
jnb L)LY sup sup (L O)LD)

111) {St (00, X1),0<t<T } est uniformément continu dans Ly [0, 7] avec probabilité 1 pour

X ={x4(0p),0<t<T}.

IV) Pour tout m >

N QL

‘S(@,X)‘mHQ <C, C>0 (2.4)

sup By,
0,0,€0

V) Pour tout v > 0 et tout compact k C ©

inf  inf  [|S(0+wuz)—S(0,2)]>0.
o€k |u|>v,0+ucO

On va étudier les propriétés asymptotiques de deux types d’estimateurs:

e Estimateur du maximum de vraisemblance.

e Estimateur Bayesien.

2.3 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance 0., pour une observation X = {X4,0<t<T},

vérifiant (2.3), est défini comme la solution de I’équation

L (95,91;)() = supL (0,01; X), (2.5)
0cO
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ou L (0,01; X) s’appelle le rapport de vraisemblance et il est définit par

d P(E)
L(6,0;X)=——(X), 0O (2.6)

d P(E)

01

avec 01 est une valeur fixée du paramétre 6.

Si I’équation (2.5) a plusieures solutions, alors on prend une d’entre elles comme 6.. Le rapport
de vraisemblance L (0,601; X),6 € © dans notre probléme est continu en 6, donc la solution de
(2.5) va toujours exister. Mais en général on ne peut pas trouver directement cette solution,

il faut alors employer des méthodes numériques d’optimisation. De nombreuses techniques

existent pour une telle optimisation.

2.3.1 Processus de rapport de vraisemblance

Notons par Z (.) le processus de rapport de vraisemblance calculé pour I'observation (2.3)

APy o (0)u
Z. (u) = ;7;;”()(), u € R

ou € O et les valeurs 6 + ¢, (f) u correspondent aux autres valeurs possibles du parameétre
pour une normalisation adéquate ¢, qui est une matrice R¥? telle que 6 + ¢, (8) u € ©.

Nous prendrons les formules de rapport de vraisemblance du théoréme suivant:
soit P) (resp. Pés)) la mesure induite dans (C'r, Br) par le processus de diffusion { X,0 <t < T'}

qui satisfait (2.1) (resp. par le processus {Y; = zg + W, 0 <t < T}).

Théoréme 2.1 Les conditions

T T
P /St(Xt)2dt<oo =P /St(Y})2dt<oo =1 (2.7)
0 0

s 2 . 2 . € . P sl
sont nécéssaires et suffisantes pour I’équivalence des mesures PE) et Pé ), et si elles sont vérifiées

alors la dérivé de Radon-Nikodym est donnée par
T T

dP(é) 1 1
ﬁ (Y) = exp 52/St (Yt) dy; — 282/St (Y;f)z dt| . (28)
0 0

21



Preuve: La preuve est bien détaillée dans [7] théoreme(1) p.385. m
On se donne un processus de diffusion (2.3), supposons que S; (0, X) satisfait les conditions
L pour tout 0 € O, alors les conditions (2.7) sont aussi vérifiées, en effet par la condition de la

croissance on a:

|5 (6, X¢)| < C (1 +[Xi])

on éléve au carré et on integre

T T T
/\st 0, X)) dt < 02/(1 X)) dt = 02/ (141207 + 21, ) d
0 0 0

or cette quantité est finie en probabilité car elle est finie en moyenne.

De plus pour toutes mesures P(f), Péz) correspondant aux solutions de (2.3) on a par la formule
(2.8)
arl) ) _ 4 an
dp,? Py dpfY
= /St 91,Xt dXt /St 91,Xt X
X €xp § — /St (02, X¢) dX; — /St (02, X;) dt
1 g 1 g
= exp 52/ [St (91,Xt) - St (027Xt)] dXt - 262/ |:St (01,Xt)2 - St (92, Xt)2 dt
0 0

Or dX; = S; (0, Xy) dt + edW, alors P(,(j) D.s

(e) T T
dP, 1 1 9
dP(E) (X) = exp g St 91, Xt) St (92, Xt)] th [St (91, Xt) St (02, Xt)] dt
02 0 0

(2.9)

Cette derniére formule va étre utilisée dans notre travail comme rapport de vraisemblance.
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2.3.2 Condition LAN

la condition de normalité asymptotique locale de LeCam est une notion de base qui joue un

role important dans I’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs de paramétre 6.

Définition 2.3 Une famille {Pg(e), 0 e 9} est dite localement asymptotiquement normale
(LAN) au point 0g € © quand ¢ — 0, si le rapport de vraisemblance admet, sous une normali-

sation adéquate . = @. (0o) et tout u € RY, la représentation
2 () 1= L B0+ e (00) 0,055 X) = oxp | (1,8 = 3 o + 02 (wbo)| . (210
ot A, et Y, (u,0p) sont des variables aléatoires telles que
Lo, (A) = N (0,1), quand e — 0,

et pour tout v € R?

lir%wa (u,00) =0, en probabilité.

Si1 la famille {PQ(E), 0 e @} est (LAN) en tout point 0y € ©, alors on dit qu’elle est (LAN) sur
©.

Elle est dite uniformément asymptotiquement normale si nous avons les relations précé-
dentes pour tout compact k, et pour toutes les suites 0, Ck, (¢,) CR tqe, — 0 et (u,) C R?
tq un, — u vérifant (0, + ¢, (0n) un) € ©.

(.,.) et |.| désignent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne dans R%, et

||.]| représente la norme dans Lo [0, T].

2.3.3 Comportement asymptotique de '’EMV

On étudie les propriétés asymptotiques dans le cas régulier c-a-d sous les conditions de régularité

données ci-dessus.

Théoréme 2.2 Sous les conditions 1) a V), on a uniformément sur tout compact k C © quand

e — 0,
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a) 6. est consistent

Py — limf, = 0,
e—0

b) 0. est asymptotiquement normal

Lo {5—11 ()2 (éa - 9)} = N(0,1),

c) les moments d’ordre p convergent pour tout p > 0

limsup |Eg ’I (9)1/2 (98 - 9) ‘p e P -& ]A\p‘ =0,
e—0gek

T .
ot A =1(0)"? [S: (0, Xy) dW, et I est la matrice identité d x d, avec L{A} ~ N (0,1).
0
On va utiliser les trois lemmes suivants pour démontrer ce théoréme.
Lemme 2.2 Supposons que les conditions I) a III) sont vérifiées, alors la famille {Pe(e), RS @}
est uniformément (LAN) avec la matrice de normalisation ¢, (6) = el (0)71/2 et on a sous PO(E)

T
A0, X)=c"tp. (0) /St (0, x¢) dW;
0

est un vecteur gaussien tel que

Lo{A0, X)) =N(0,1).

Preuve: Notons 0., = 6. + ¢, (0:) u., et supposons que §. € k C ©, uc — u (6 Rd) quand
e — 0.
Par la condition I toutes les mesures Pe(e), f € © sont équivalentes et le rapport de vraisem-

blance

Ze (ua) =L (ee,ua Oc; X)
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peut s’écrire sous la forme

T T
1
InZ. () = e / (0= X0) — S0 (0, X)) W — 515 / S0 (Oea X2) — Sy (02, X)J2 dt
0

0

T

T
. T .
/<I(05)_1/2u5,5t(GE,Xt)>th - /uT (I(@E)_w) S, (02, X;) dW,
0 0
T

T .
A UCES /St(ea,Xt)th
0

T
= <I (95)_1/2 Us,/gt (Qs,Xt) th>
0

donc

T T
1/ <) U, St (95,Xt)> dWy = <I(98)_1/2 ue,/st <0€7Xt)th> ;
0 0

avec ¢ (0) = I ()% Dou
T
In Z. (Ua) = 1/ 0 U Xt Sy (‘95, Xt) - <905 (‘95) Ug, St (027 Xt)>} AW +
0
+ <I(9€)_1/2 UE,/St (067Xt) th> ||S( g, U ) S(GEaX)HQ
0

T
_ - 1
0

T

b [ [(51000 4 (62 e X0) = 5100 X0) = (2 02) ey 1 02, X0) ) Wi +
0
ri(ue)
T
_;/512 [(St (O + . (6:) e, X1) = S (6, X)) = (1(6)7*ue, Sy (&,Xﬁﬂ dt
0
PQE;E)
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car la matrice I (6.) par 'hypothese I est définie positive donc I (95)71/2 lest aussi et elle est
méme symetrique, et donc on a

g 2

/<1 (07 ue, 81 (0o, X0)) dt = [ (107 ue, 8 (0, X0) ) (81 (0, X0) 1 (07 e at
0

T . .
T (1 (95)*1/2) S (0, X) Sp (00, X)T I (0.) Y2 ucdt

o~ o~——

T
= ugl (98)_1/2 /St (0€7Xt) StT (0€7Xt) dt I(Qs)_l/Q Ue
0

= ugl (96)—1/2[(95)[(96)—1/2 e = ug‘I (95)1/21(95)_1/2 "

= (Ue,ue) = ]u€]2.

d’ou il vient que V6. € k

T
_ : 1
In Z. (us) = <I (05) 12 Ue, /St (esaXt) th> 9 |u6|2 +1 (us) — I3 (us) y -
0

Montrons que hII(l]I'l (ue) = 0 en probabilité:
E—>

On admet que si {§ +sh|0<s<1}C O, heR?alors
1
S, (04 h, X) — S, (6, X)) = / (n.5, 0+ sh. X)) ds (2.11)
0

cette affirmation résulte de la généralisation de la formule de Newton-Leibniz avec des fonctions

a valeures dans un espace de Hilbert (Lo [0,77]), (Voir [7]).

26



On a alors

=28 (O 20 = 8 (6) = (i (0 0, 3020}
. 2
= 5_2 / uE; 9 + s, (ee)ust)>d5_ <905 (95) uE,S’(Qs,X)>
’ 2
_ o2 ) tie, S (B + 5. (0=) ue, X) = S (6, X) ) ds
€ { 14 >
2
< g2 <I 2 eu,, sup [S (0 +h,X)— S (HS,X)]>
|h|<d
)

IN

](05 12, 7 sup H]S(eJrh,Xt)—S(e,X)Hf,

0ek, |h|<§

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ot cette derniére norme tend vers zéro quand § — 0 par la
condition I117.

Posons & présent:
AS; (ua) =¢7! (St (95 + e (95) Ue, Xt) — S (067 Xt)) )

En utilisant I'inégalité de Lenglart donnée par (1.2), pour tout 7,41 > 0 on obtient

P e ()] > 61} = {

T
[ (88000 = (16020, 31 0. x0)) e
0

>51}

Joe r {[Jas o - (100 P 0. 0) 50 ]

IA

D’ou en choisissant §1 et v petits tels que 751_2 reste aussi petit on prouve que

Py — limrg (u:) =0
e—0
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Pour le deuxi¢me terme ry (u:) on a

2

T
rau)ff = | [ A8 0) = (00 (6 1 50 X)) (481 (w0) + (02 (0 e, 51 62 X))
0
< [as ) - (v 05 0. X>H2HAS + {0 ues§ (6,50
< 2)|as @) - (o 0w 5 00| (||As< B+ (e 0203 02 0) )

T

A8 @I < [as ) = (o (6w 30, 20)| + [ (o (0081002 3))

0
= A8~ (o 0y ues (0 30)[ + 4T (02) . (02w (02 we)

on obtient alors

@) < 2]A8 () - (e (OE)UE,S(HE,X)>H2><

x (As (1) — (ipe () s § (6, )|+ 241 (62) 0. (02) e, @)ug)

1
0

A parll
oo

Donc

Py — limrs (u:) = 0.
e—0

Montrons & présent la normalité asymptotique de A (6, X) :

On a, par la propriété (1.2), pour tout 7,6 > 0

‘ -l 4

512 Pg){Hsex 9x“>’y}

T

/St (9, Xt) th — /St (9, iBt) th

T
/ 9 Xt St 9 l‘t th
0 0

IN
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Or d’apres le lemme (2.1) on a la convergence uniforme en 6 € k

lim HS 0,X)— S (0, x)H = 0, en probabilité.

e—0

T . T,
Alors la v.a [S; (0, Xy) dW; converge vers la v.a [S; (6, z;) dW; en probabilité quand € — 0, et
0 0

donc elle converge en loi.

Mais on sait, d’aprés les propriétés de U'intégrale d’Ito, que

T
c /st (Oc, ) AW | = N (0,1 (62))
0

T . T . .

puisque Var | [S (0c, ) th> =E (fSt (0, x¢) Sy (0, )" dt) =1(6:).
0 0

En normalisant, on obtient

T
L 1(95)1/2/St(95,xt)th =N (0,1),
0

T .
alors I (95)_1/ 2 [St (6=, X;) dW; est uniformément asymptotiquement normal de parameétre (0, 1) .
0

On conclut que

T
_ . 1
7. (ug) = exp <u6,[(96) 1/2 /st (Ga,Xt)th> -5 lue? + 11 (ue) — 12 (ue) 3, V0. € k.
0

avec
T .
L (1 0.)7Y2 [, (02, X,) th> — N (0,I), quand £ — 0,
0
limry (u:) = limrg (u:) = 0, en probabilité,
e—0 e—0
d’ou la famille {Pés), RS @} est uniformément LAN avec la matrice de normalisation ¢, () =

el (9)~Y2,
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Lemme 2.3 Sous les conditions I) a IV') on a pour tout R,C > 0 et tout compact k C ©

2m
sup sup  |ug — u1|72m Eq Zgl/2m (ug) — Zg/Qm (uq) <C
ek |u;|<R,i=1,2

Preuve: On pose

0, = 9—1—(,05(9)%,@': 1,2, 9(l) :91+(92—91)l,l S [0,1],
ASt = 8_1 [St (92, Xt) — St (91,Xt)] N et h = (92 — 01.

d
Soit m > 5 Par un changement de la mesure on obtient 1’égalité suivante

1 1 2m 2m
By |Z27 (ug) — Z2% (u1)| = Bg, |Low (02,91;)()—1‘ ,
en effet
s Lo pem dP, = (dP, |
= = 1o (0)us \ 2 o (O)ur ) 2™
Q
P ap, \ 2"
9 2'm 01 2m
— dP
/ <dPe> <dP9> ’
Q
% (AP, \Ti  (dPy \za|
m 91 m 61 m
— _ dP
/ <dP01> ( dPy ) < dPy > ’
Q

1 2m
dPy, | (dPy,\ 2"
/dPe <dP91) 1 dh
Q
app N7 |

92 2m
/ ( dp91> 1| apy,
Q

1 2m

— By, |L7m (92,91;)()—1‘

30



D’autre part

1
In L (92,91;X> = AStth - 5 HASH2

-2
€
e (81 (02, X) = S (01, X)) AWy — =~ [|S (62, X) = S (61, X) I,

o\’ﬂ D\Jﬂ

or on a d’aprés (2.11)

St (02, X¢) — St (01, Xe) = Se(01+4 (02 —601),X:) — Se (01, X3)

211

= Sy (61 +h, X3) — S (01, Xy) <h Sy (01 + h, Xt)>dl

O\H

1 1
- / hSt 91+(e2—elzxt —/ hSt t)>dl
0 0

d’ou

1

T 1 T
InL (0a,601; X) = ¢ 1// h S, (0 Xt)>dlth—e_1/ASt/ <h,5*t (9([),Xt)>dldt
0 0

0 0
par le théoréme de Fubini

1T

<h, S (0(1) ,Xt)> AW,dl — 51//Ast <h, ACI0) ,Xt)> dtdl

00

[
m\
L

T O\ﬂ
>=

S (0(1), Xy) dW; — /AStSt 0(1),X,) dt> dl

I
DO
3

1
"
oS — o — = o — =

—~
\.D‘
<
—~
>
—~
o~
~—
~—
~
QL
=

ou le vecteur 1 (.) est défini dans cette derniére égalité tel que

T
Y (0(1) = (2me)” {/St ), X¢) dWy — /AStSt 0 (1), X;)dt
0
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Alors

2m

1
By, |37 (62,00 ) 1 = B, exp{ / (hw (6 (1)) i
0

1 1
v <Z>>>d1exp{ AR <v>>>dv}
0 0

2m
< [,
car exp (x) — 1 < zexp(x),Vz € R.
De plus par I'inégalité de Jensen
1
< [Bo L (02005) (b (0 @) dl
0
.
= [|[r@0x)hue <z>>>2mdP91] d
0 LQ
| rap
_ 02 2m
= [ |t ewyman, | a
0 LQ
-
- [/ <h,¢<9<z>>>2mdP92} i
0 LQ
1
- [Bnmve@)ma
0
1 T 2m
— (2me)"2m /E92 / <h,St(0(l),Xt)>th dl
0 0
1 T
par (1.3) —om 1 2m
< (2me) [m (2m — )] T™" /Eg2/ h Sy (0 Xt dtdl
0
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par l'inégalité de Cauchy — Schwarz

1 T
—1\™ . 2m
< gm (22) Tm—1/E92/‘st(9(1),Xt)‘ IR 2™ dtdl
m
0 0
1 T ,
_ C(m,T)\h|2m/E92 /(st(e(n,xt)( dt | di
0 0
. m||2
< CmT) B sup B[S0, %),
0,00

orh=10—01] =10+ . (0)uz — 0 — . (0) u1]| = |p. (0) (ug — u1)| < Ca|ug — uil, avec Cy est
la norme matricielle de ¢, (6).

En remplagant dans I'inégalité précédente

2m . my|2
Eo, ‘Lﬁ (02,01;X)—1‘ < C(m,T)C2™ Juy — uy [*™ supEgH‘S(Q,X)‘ H .
0,0c0

Pour terminer la démonstration on utilise la condition IV, on obtient donc

2m

< Clug — ug)®™, C>0

1 1

Eg (Z2™ (UQ) — Z&m (ul)

or on peut prendre le sup sur k et sur ensemble {u, tq |u| < R} pour avoir le résultat souhaité

1 1 2m
sup  sup  |ug —uy| " By | Z27 (ug) — 22" (w1)| < C, R,C > 0.
0€k |u;|<R,i=1,2

Notons par G l'espace des fonctions {g (y), y > 0} telles que

lim yNe 90 = 0.
y—00

Lemme 2.4 Sous les conditions I) a V'), alors pour tout p € (0,1) et k C O il existe une

fonction g (k,p,u) = g (Ju|) € G telle que

supEg ZP (u) < e~9(D),
ek
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Preuve: En utilisant I'inégalité élémentaire suivante
a?> b —2[b(a—b)|
on obtient

(St (0 +u, X3) — S (0, X0)” > [Se (04w, xy) — Sp (0,20)]° — 21Se (0 + u, 1) — Sy (0, 24)| %
X [S¢ (60 +u, X¢) =S¢ (0, Xe) — St (0 + u, m¢) + Si (6, w¢)|

v

[S; (0 + w, 2¢) — Sy (0,24)]2 — 218y (0 + u, ) — S; (6, z4)| x
X (19; (0 4 u, Xp) — Sy (04w, )| + S0 (0, X1) — Sy (6,34)]) - (2.12)

Par la condition IT) quand |u| — 0 on a

2

T
/Stﬂ—i—uxt — S, (0,z)2dt = (0 + lu, ) >dl dt
0

2

S (0
S (0 + lu,zp) — S't(ﬁ,a:t),u>dl+<St(9,a:t),u> dt

[
[

<St (0, x¢) ,u>2 dt + o (|u\2)

I
O~ N o~~~ 8 o~——~

en effet

T
a=
0

\u sup H‘St 0+ lou,zy) — St 0, x; H’
lo€[0,1]

1 2

. . . . 2
/<st (0-+ u,z0) — 5, (0.) u) | di < |u2//‘5t 0+ lu,20) — S (60, 20)| diat
0

IN

donc par I1]) on a

2
A— < sup ’HS 0+ lou, z) — (H,x)w — 0, quand |u| — 0,
|u‘ lp€[0,1]
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aussi

T 1
Ay = / Stth / Ste—i-luxt — 8, (0,1), >dldt
0 0
T 1
< /|u| ‘Stext‘/5t9+lu:rt — 8, (0, x,) di| dt
0 0
T 1/2 T 1/2
. 2 . . 2
< Juf (/‘St (nyﬂt)’ dt) sup (/St (0 + lou, z¢) — St (evxt)‘ dt)
) lo€l0,1] b

|u? H‘S 0,z ’H sup H‘S 0 + lou,z) — S 0,5[3)‘”
lp€[0,1]

alors

— 0
|u]—0

’ ’HS (0, ) ‘H sup H‘S (0 + lou,z) — S (6, z)
u| 1lo€[0,1]

dott A; + Ay =o (\u| ) , et donc

T
/St (0 4+ u, ) — S; (6, 2))* dt < |ul? H‘S 0,z ‘H —i—o(\u\) |u|? <H’S’(9,x)w2+o(l)>.
0

De plus on a
T T T
/ gt 0, 1) _ /<u,5t (6’,33,5)> <St (G,xt),u> dt = /uTS"t (0, z1) ST (0, 2¢) udt
0 0

0
T T
= |:/St9xt ST (0, zy) udt] u=(I(0)u,u),
0

(IO u,u) _ . (LONN .
P > 1r){f N |>1\?=fl (I(G)N N,
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on trouve alors

T
/st (0 +u, z0) — Sy (0,2,)) dt = (I(@)u,u>+o<|u!2) > [uf? (illq:fl <I(9))\,)\>+o(1)>,
0

ce qui nous donne pour, tout 8 € k, I’encadrement suivant:

T
k| < /[St (0 + u, ;) — Sy (0, )% dt < A% |u)?, (2.13)
0

avec k =k (k) >0et A> 0.

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder on aura

T 2
(/ [St (9 + u, fL‘t) - St (9, CL‘t)] [St (0, Xt) - St (9, It)] dt)
0

T
S /[St (9+ u, l’t) St 9 Tt Zdt/ St 9 Xt St (9,$t>]2dt
0 0

< A%l / [S¢ (8, Xy) — S, (0, 2)] dt.
Par les conditions I,V et par le lemme (2.1) on obtient

T
/ [S: (0, X)) — St (G,xt)]th < Cy sup | Xy — xt\Q < 2% sup ]Wt\Q, C;Cy >0,
A 0<t<T 0<t<T

d’ou

T

/ (S0 0+ 1w, 2) — Sy (60, 3)] [Sy (6, X,) — S, (6, 3)] di: < AC |u| sup [Wi|. (2.14)
0<t<T

/ <re
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Notons comme précédament AS; = e~ 1 [S; (0 + . (0) u, X;) — S; (6, X;)] et utilisons & nouveau
I'inégalité de Holder Vp > 0

T
Eexpp {/AStdBt - % AS2}
0

T
= Eexp{”Q‘-’Asz}exp{gAs%p/AStth}, g€ (0,p)
0

T
!EeXp {pm/AStth - % ASQ}
0

E(ZZ (u))

1
1 P2

Bep {232 25 }]”

<1 1 _
ou}71+172—1,p1>0.

IN

Y

Choisissons q et py tels que py = z% > 1, alors par (1.4)

T
E exp q/AStth 1 HQAS
pJ 2lp

2
<1,

et donc )
(p—a) 2 K
q
E(ZF (u)) < Eexp{— AS }]
(@ ) < [Bexp {20 5]
Notons par v = Z2=9. > 0, alors en vertu de (2.12) et (2.13)

2(q—p?)

2\ (%12 2T 2
Bexp {7 A8} < exp { <2 [ [0+ . O)u,z0) = 5. (0,)) dt
0
T

x [ exp {2752/ (15¢ (0 + . (0) u, Xi) — St (0 + @ (0) u, )| +
0
+ ‘St (G,X) — St (H,xt)\) ‘St (9 + Pe (0) u, .fCt) — St (0,3;,5)] dt}

(2.13) 2
< exp {—’y/{ ‘I(@)_§ u’ }Eexp {470A |u| sup Wt|}
0<t<T
(lemme 1.1)

< exp {—’ym |u|2} {1 + 4yC A |u| V87T exp (87202A2 |ul? TQ)} .
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Prenons a présent ¢ suffisament proche de p tel que

7T 16c2A2T2"

D’ou
q—P2
q

B (ZF (u)) < exp (—% |u|2> (1 +4yC Al VSTT)

par I'inégalité 1 4+ x < e”

2
< exp (—”21 Jul* + <q qp )47014 [yl \/87rT|u]> —

avec g (y) = g (k,p,y) = c19? — ey, c1,¢2 > 0, donc pour tout N > 0 on a lim yNe 9W) = 0.
y—0o0
Alors on a bien g (.) € G, d’ou le résultat. =
La démonstration du théoréme (2.2) est une vérification des hypothéses du théoréme cité

ci-dessous en se basant sur les trois lemmes précédents. Dans le cas régulier quand la famille

{Pe(a), 0 c 6} est LAN on a le résultat suivant:

Théoréme 2.3 Soit © un sous espace ouvert conver de RY, et soient les fonctions Z. (u)

continues et possédant les propriétés suivantes:

1) Pour tout compactk C ©

(a) limsuptre, ()¢, (6)" = 0;
c—0gco
(b) pour tout N >0

1
sup sup sup |u|N EeZ2 (u) < oo; U, = . ()71 (0 —0),
€€(0,1] 0€0 uel.

(c) pour tout a > d,il existe n >0, B = B (k) et a = a (k)

l 1 n
sup sup lug — u1|"“ By | Z2 (u2) — Z2 (u1)| < B(1+4+ R%),
0€0 |u;|<R,u;€U:,i=1,2

[
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2) La famille {Pe(a),H € @} est uniformément asymptotiquement normale.
Alors uniformément pour 0 € k, ’estimateur de mazximum de vraisemblance est:
a) consistant
Py — limf. = 0,
e—0
b) asymptotiquement normal

Lo{e-(0)" (6. 0)} =N (0.1),

c) touts les moments de la v.a.p, (9)71 <§5 — 0) convergent quand € — 0 vers les moments

T .
correspondants de A ou A =1 (0)71/2 [ (60, Xy) dWt.
0

Preuve: La preuve est une vérification des conditions du Théoréme (1.4) dans [9]. m

Montrons maintenant le théoréeme 2.2

Preuve: Vérifions que

limsuptre, (6) ¢. (6)" =0,
e—0pco

on a

troe (0) oz (0) = tr [521 ) (1 (0)—1/2)1 — 261 (0)7" — 0.

e—0

D’autre part on a d’aprés le lemme (2.4)
N 3 N
u|N g (Zg (u)> < JulN e < oo,
en effet y — yVe 9W) est une fonction continue sur Rt de plus on a

Yy—oo
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donc cette fonction est bornée indépendamment de p et de k. Alors

1
sup sup sup |u|” By (ZE2 (u)> <oo; U.=¢. (071 (©-0).
€€(0,1] €0 uecU;

Pour montrer la propriété (c) il suffit de prendre n = a =2m >d,a=0et B=C(k) =C

dans le lemme (2.3), alors on trouve

1 1 m
sup sup lug —u1| “Bg | Z2" (u2) — Z& (u1)| < B(1+ R%).
0€0 |u;i|<Ru;€U. i=1,2

Il reste & montrer que la famille {Pég), 0 e @} est uniformément asymptotiquement normale,
or le lemme (2.2) nous donne ce résultat directement.

Alors les conditions du théoréme (2.3) sont toutes vérifiées.

On conclut donc que 'emv est consistant, asymptotiquement normal et touts les moments de

la v.a. ¢, (9)_1 <9€ — 9) convergent quand € — 0 vers les moments correspondants de A. m

2.4 Estimateur de Bayes

2.4.1 Construction de I’estimateur de Bayes

La deuxiéme approche habituellement utilisée est I’approche bayesienne, et pour définir ’estimateur
de Bayes on a besoin d’introduire la classe W, (cf. [1]), des fonctions pertes I (y) ,y € R? a valeurs

réelles et vérifiant:
e 1(.) est définie positive sur R?, continue en 0, I (0) = 0 et non identiquement nulle.
e [(.) est symetrique i.e. [ (y) =1 (—y).
e Les ensembles {y | [ (y) < ¢} sont convexes pour tout ¢ > 0.

e Admet un majorant exponentiel: [ (y) < exp ()\ |y\2> , pou tout A > 0, quand |y| — oo.

Dans cette approche on suppose que le parameétre inconnu 6 est une variable aléatoire a

valeurs dans R% de densité a priori 7 (y), y € ©. Lestimateur de Bayes 0. associé a la fonction
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de risque [ (y) = |y[’,p > 0, est défini comme solution de I’équation:

B (1(0:~0)) = mfE (L0~ ).

yeO®

autrement dit

/z (ég—(9)p(9‘XE)d9: inf /l(y—&)p(¢9|X5)d0,

yeO
(€] S}

ou p (0| X¢) est la densité a postériori de 6, étant donnée 1'observation X¢. On le note EB.

Dans le cas d’un risque quadratique p = 2, VEB 6. est donné par:

éE:Ew\XE):/yp(y\Xa)dy.
®

2.4.2 Comportement asymptotique de I’EB

Les propriétés asymptotiques de ’estimateur de Bayes 0. se démontrent de la méme maniére

que celles de 'emv 6. en utilisant les propriétés du processus Z; g.

Théoréme 2.4 Supposons que les conditionds de I o V sont vérifiées mais uniquement avec

m > 1 dans la condition IV, alors uniformément en 0 € k C © Uestimateur Bayesien 0. est

1) consistent

Py — limf, = 0,
e—0
2) asymptotiquement normal

Lo {5—11(0)1/2 (ég - 9)} — N(0,1),

e—0

3) les moments d’ordre p convergents pour tout p > 0

lim sup |Ey ‘1(9)1/2 (95 - 0>‘p e?—E|AP| =0,
=0 gek

ou I est la matrice identité d x d avec L{A} ~ N (0,1).

Preuve: On démontre ce théoréme par une simple vérification du théoréme (1.7) dans [9]. m
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Chapitre 3

Exemple et Simulation

3.1 Introduction

Les processus stochastiques continus sont des outils largement employés dans divers domaines.
En finance, par exemple, de nombreuses problématiques dans la modélisation de 1’évolution
des taux d’intérét et cours d’actions aménent & la simulation des trajectoires de tels processus.
Aujourd’hui, le développement de I'outil informatique motive les scientifiques pour mettre au
point des schémas numériques pour la résolution approchée des équations différentielles sto-
chastiques.

Dans ce chapitre nous simulons des trajectoires de processus de diffusion par la méthode d’Euler-
Maruyama qui consiste a calculer une approximation de X; par une chaine de Mrkove sur une
discrétisation de l'intervalle [0, 7], (cf. [11], [6]), de plus nous allons illustrer le comportement
asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance étudié dans le chapitre II dans le
cadre des petites diffusions.

Pour l'analyse statistique des estimateurs nous utilisons le logiciel R a l’aide du package
Sim.DiffProc (Simulation of Diffusion Processes) qui posséde des possibilités pour explorer
les données et illustrer le comportement de ’estimateurs quand le coefficient de diffusion ¢ tend

vers zéro.
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3.2 Exemple d’application

3.2.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est la diffusion solution de 1’équation différentielle stochas-

tique (équation de Langevin) suivante
dXt = —¢9Xtdt + €th, (31)

ol 0 et € sont des constantes strictement positives et W; un processus de Wiener standard. On
suppose de plus qu’a I'instant initiale on a X;, = zo.

Notons que le processus est stationnaire seulement pour 6 > 0.

En posant

}/t — Xt@et

ot

et en appliquant la formule d’It6 a la fonction f (¢, z) = xe”, on trouve

1
dY; = (exteet + (—0xie™) + 2520) dt + et dW;

donc

dY; = et dw,

sous forme intégrale
t

n=n0+s/e"8dWs

to

en remplacant V; par X on obtient

t
Xteet = Xt069t0 + 8/605dW5

to
on en déduit la solution pour tout £ > g,

t
X; = Xy 010 4 ¢ / e =9 qw,.

to
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En notant xg = E(Xy,), le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a pour moyenne
E (X;) = zoe 010,
En appliquant la formule d’It6 au processus Z; = X7?, on trouve
dZ, = —20Z,dt + £2dt + 2edW,,
en prenant la moyenne et en résolvant une équation différentielle ordinaire, on obtient

E(Z)=E (X?) = = (1 - 6*29“%)) +E(X2)
t 20 to/

d’otu la variance du processus d’Ornstein-Uhlenbeck

_ 2\ 2 _i _ o—20(t—t0)
Var (X;) =B (X2) - E (Xt)_29(1 e )

On donne aussi la fonction de corrélation qui vaut

e —0|t—s|
R(t,s) = 25¢ .

3.2.2 Simulation numérique des trajectoires

Nous pouvons simuler une trajectoire de processus d’Ornstein-Uhlenbeck comme suit. On
consideére la subdivision de I'intervalle de temps [to, T] suivante tg < t; < -+ < ty < tn41 =T,

avec ti+1 — t; = At et Xy, = xp, on a Palgorithme suivant (cf [11] Chapitre 3):

1. Générer une variable aléatoire Z de distribution gaussienne A (0,1).
2. incrémentation: ¢ = ¢ + 1.
3. Wy, =Wy, + ZVAL

4. I, = e_e(ti+1_ti) (Wt — th)

41

7
5. Xy, = Xpge Otimi—to) 4 o3,
j=1
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6. Sit < N + 1, réitérez a I'étape 1.

La fonction OU permet de simuler une seule trajectoire de X; dans l'intervalle [ty,T] avec
un pas At = (T —tg) /N.
R>0OU(N=1000, t0=0, T=10 ,x0=10, teta=0.05,epsilon=1)

processus d'Ornstein-Uhlenbeck

= dXt=-0.05Xtdt+1 Wi
At=0.01
o t0=0 et x0=10
(«D —
- —
32
N —
D —
(}l ]
q’ ]
I | I I I I
0 2 4 6 8 10
temps

Figure 3.1 Trajectoire d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck 8 = 0.05 et € = 1.
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On peut changer la valeur de € pour voire ’effet du coefficient de diffusion sur la perturbation

de la trajectoire. Prenons par exemple une valeur plus petite que 1:

processus d'Ornstein-Uhlenbeck

= dXt=-0.05X1dt+0 2dWt
At=0.01
t0=0 et x0=10

{D —

{D —]

7y

= —

N —

D —

temps

Figure 3.2 Trajectoire d’'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec 6= 0.05 et € = 0.2.

On remarque que cette trajectoire est plus lisse que celle qui a été tracée avec € = 1, et si
on augmente de plus le coefficient de dérive # on obtient un résultat beaucoup plus clair, par

exemple 0 = 2 :
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processus d'Ornstein-Uhlenbeck

S dXt=-2Xtdt+0.01dWt
At=0.01
t0=0 et x0=10

_—

o

<

<

o —

o

I I ' ! ! !
femps

Figure 3.3 Trajectoire d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec 8 = 2 et € = 0.01.

Interprétation:

Pour un w fixé de maniére aléatoire la simulation, moyennant le logiciel R, nous permet de
mettre en évidence I'idée que la trajectoire de X; (w) est de plus en plus lisse "presque dérivable"
quand ¢ — 0 (réduction du perturbation) c’est a dire que la régularité de la trajectoire va de
paire avec la réduction de la perturbation.

Ici le parameétre a estimer est le coefficient §. On va utiliser la méthode du maximum du

vraisemblance, ensuite illustrer le comportement de ’estimateur quand € — 0.

47



3.2.3 Information de Fisher

Rappelons que 'information de Fisher pour ce type de probléme, ot © C R, est donnée par

T 2
/|: Stth}dt, feco
0

ou z est la solution de 'équation différentielle déterministe associée a ce probléme (lorsque
e =0). Elle est définie par
da:t

@ - e

qui est une équation différentielle ordinaire & variables séparables, on la résoud par intégration

t
—G/ds
0

t

/dms_
Ts

0

donc

na]o = —0 [s]g

on obtient alors

Ty = xoe_et, xg # 0.

Nous pouvons maintenant calculer 'information de Fisher & partir de cette solution. Ici

Si (0, x4) = —Oxy, donc on a

1o an\]” i ot 2
:[[89 (—93306 )] dt:[[moe (te—l)] dt,

et aprés une intégration par parties on trouve

2

1(0) =78 [1— 77 (1420°T% - 207) |

On peut aussi donner le rapport de vraisemblance associé a ce probléme a I'aide de la formule
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(2.9) pour deux valeurs distinctes du parametre § comme suit:

T T
ar® 1 1
dpe(ls) (X) = eXp 5/ {*elXtﬁl + 02Xt,92] th - 252/ {*elXtﬁl + 02Xt,92]2 dt 5 91, 02 6 @
02 0 0

ol Xy, (resp. Xip,) sont les processus solutions pour les valeurs du parametre 61 (resp. 62).

3.2.4 Vérification des hypothéses de régularité

Pour que l'estimateur du maximum de vraisemblance ait les propriétés asymptotiques données
dans le théoreme (2.2) il faut que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck satisfasse les conditions 1

a V citées dans le Chapitre 1I:

I) La fonction S; (6, z;) satisfait les conditions L, en effet pour toute constante assez grande

C <ooona

|=0z 4+ 0y[ + 0 =0z —y| < Clz -y
|—0x|+e=0|z| +e <max(0,¢) (Jz| +1) < C(Jz|+ 1)
Xo = z¢ indépendante de la tribu o {W;,t > 0} .

de plus la constante ne dépend pas du parameétre & estimer 6.

IT) S;(0,2;) = —0x; est dérivable par rapport a 6 et l'information de Fisher est strictement
2
positive V0 € O, car on a trouvé I (r) = % [1—e 2T (14 20°T2 — 20T)], et si on dérive

par rapport a 6 on obtient

2
I'9) = %6_2” (1—06T)2,

qui est strictement positive sauf dans le point 6 = % (un point d’inflexion), on en déduit

que la fonction I (.) est strictement croissante sur ©. De plus éin%)l (#) = 0, donc pour
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2

tout # > 0 on a I (#) > 0. D’autre part on a hm I1(6)= Z—e < o0, alors

0< infI(60)
0cO®

sup! (0) < oo
fcO

05,
ITI) La fonction dérivée — 50 (0, ;) = —x; est uniformément continue.

1
IV) Soit m > goona alors

B |36,20| || = B X172 = B0 [ 12 .

par Fubini

T
/Ee | Xy |2m
0

or 2m > 1 donc par l'inégalité de Jensen

T T
/‘EQ Xt 2m dt = $0/€2m€t to $0€2m0t0/€2m6tdt < 00,
0 0

il résulte que

‘S(G,X))mHQ <C, ou C>0

sup Ey,
0,01€0

V) Pour tout v > 0 et tout compact k C © on a

T
= (0 +u)z + 0] = |[uz|]® = u2/mt2dt >0,
0

T
car si [2?dt = 0 alors z = 0. On en déduit que
0

inf  inf IS0+ uz)—S6,2) > 0.
oek u>v,0+ucO®
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Conclusion:

D’aprés ce qui précéde le processus d’Ornstein-Uhlenbeck vérifie toutes les hypothéses de
régularité, on conclut donc, en se basant sur le théoréme (2.2) , que I'estimateur du maximum du
vraisemblance est consistant, asymptotiquement normal et les moments d’ordre p de la variable

alétoire /I (6) (95 - 9) convergent pour tout p > 0 vers les moments correspondants de A

T
quand € — 0, ot A = ﬁ{ (—Xy) dWy avec L{A} ~ N (0,1).

3.2.5 Simulation de la consistance de ’emv

Pour bien mettre en évidence le comportement asymptotique de ’emv pour cet exemple, nous
abordons une simulation numérique. En fait le logiciel R suit des étapes pour calculer la valeur

explixite de 'emv du parameétre inconnu 6 :

e le logiciel génére des valeurs pour I’échantillon X; en fonction du At (le pas) que nous

précisons au préalable.

e il permet de calculer I'estimateur & partir d’un algorithme basé sur la formule suivante:

- 1
0= —;log [Z (X, Xe_1)/ ZXE,I} ,
qui est définie seulement si > (X Xy—1) > 0, (cf [2]).

Pour pouvoir illustrer la consistance de I'estimateur du maximum du vraisemblance de 6
on va choisir plusieurs valeurs du coefficient de diffusion € et on enregistre les valeurs trouvées
correspondantes de I’emv & I’aide de la commande suivante:

R> PEOU(X,0.01,starts=list(teta=1,epsilon=1),level=0.95).
On peut tracer un graphe des valeurs estimées de 6 en fonction de e par une simple commande

"plot" qui va nous donner la figure suivante:
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Consistance de l'emv

1.0

0.5

Estimateur de teta
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Figure 3.4 Le comportement de 'estimateur de § quand e— 0.

Interprétation:
Nous remarquons des fluctuations récurrentes dues au mouvement brownien et qu’a partir d’un
certain ordre de grandeur de ¢ (¢ < 0.02) 'interaction du mouvement brownien diminue. Dans
ce cas 'emv est d’autant plus proche de la vraie valeur de # quand ¢ — 0. Ceci confirme les

résultats précédents obtenus théoriquement.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons abordé la théorie de I'estimation parameétrique dans les équations
différentielles stochastiques dans le cadre des petites diffusions. Nous avons étudié 'estimateur
du maximum du vraisemblance ainsi que ’estimateur de Bayes dans le cas régulier, alors nous
constatons que sous certaines conditions ces deux estimateurs ont de bonnes propriétés asymp-
totiques.

Nous avons traité 'exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck qui vérifie toutes les hy-
pothéses de régularité, et pour bien mettre en évidence les résultats théoriques, le package
Sim.DiffProc du logiciel R nous a permis de tracer d’abord quelques tréjectoires de ce proces-
sus pour différentes valeurs de 0 et de € avec un w fixé, ensuite de calculer des valeurs de
I'emv.

Nous concluons enfin qu’en tendant € vers zéro (réduction de perturbation) nous obtenons

une trajectoire plus lisse et un estimateur plus proche de la vraie valeur du parameétre 6.
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Résumé:

Nous nous sommes penchés dans ce mémoire sur I'estimation paramétrique dans les EDS, et pour
cela nous avons introduit dans le premier chapitre des notions et des résultats fondamentaux.
Ensuite nous avons entamé dans le second chapitre la construction et les propriétés asymptotiques
de l'estimateur du maximum du vraisemblance ainsi que 1'estimateur Bayesien. Dans le troisieme
chapitre nous avons trait¢ un exemple illustratif "processus d'Ornstein-Uhlenbeck" en montrant
qu'il vérifie les conditions de régularité et en réalisant une simulation numérique des trajectoires
pour ce processus ainsi que la consistance de 1'emv quand le coefficient de diffusion tend vers
z€ro.

Abstract:

We examined in this memory the parametric estimation in the SDE, and for that we introduced in
the first chapter concepts and basic results. Then we started in the second chapter the construction
and the asymptotic properties of the maximum likelihood estimator thus the Bayesian estimator.
In the third chapter we treated an illustrative example "Ornstein-Uhlenbeck process" by showing
that it satisfies the conditions of regularity and performing a numerical simulation of trajectories
for this process thus the consistency of the MLE when the diffusion coefficient tends to zero.
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