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Introduction

La théorie des problémes aux bords abstraits traitée dans les travaux de Hil-
bert [20] et Poincaré [41], a avancé considérablement au début du 20°™¢ siécle
grace aux travaux de Noether [39] et Carleman|§], elle a connue un développe-
ment rapide au cours des derniéres années.

En effet, les derniéres années ont été marquées par un intérét accru de la com-
munauté mathématique pour les méthodes spectrales des opérateurs linéaires
dans des applications a des problémes aux bords abstraits différentiels scalaires
et matriciels. L’approche abstraite est généralement basée sur la théorie de
I’extension des opérateurs symétriques qui a été développée dans les travaux
classiques de J. Von Neumann [38], H. Weyl [54], K. Friedrichs [I4], M. Krien
[31), 32], Staffans [49] et bien d’autres. D’autre part, les paramétres spectrales
intervenant dans ces types de problémes ont un sens physique important, les
valeurs de ces paramétres peuvent étre par exemple : I’énergie du systéme,
I’élasticité, la vibration, ..., la résolution du probléme abstrait passe par I’étude
des propriétés des opérateurs linéaires associés au probléme.

Notre travail présente une approche spectrale pour I’étude des problemes aux
bords abstraits dans des espaces de Banach. Notons que ce traitement donne
certaines propriétés utiles, et améne de nouvelles techniques d’études de nom-
breux problémes dans la littérature.

Dans [36], 'auteur a développé une étude d’'une classe générale d’équations
linéaires avec des opérateurs inversibles a droite et des opérateurs initiaux cor-
respondants a des problémes aux bords mixtes . En outre, il a également étudié
la controlabilité des systémes linéaires avec des opérateurs inversibles a droite.
Récemment, Ryzhov [45, 40, 47| a considéré ce type de problémes aux bords
abstraits, dans les espaces de Hilbert. I a utilisé des opérateurs inversibles a
gauche et a appliqué ses résultats au probleme de Poincaré, de Hilbert et de
Riemman pour les fonctions harmoniques et analytiques dans un cadre abstrait.



Cette thése se compose de trois parties réparties en 4 chapitres. Dans la
premiére partie, on traite des probléemes aux bords généraux abstraits de la

forme :
D — ) A)u =
@){( Ju=f
['u=¢

ol le terme source D est inversible & droite ou a gauche et le paramétre spectral
A correspondant est dans le résolvant classique ou dans le résolvant de Brow-
der. ' est 'opérateur au bord. Il est a signaler que le probléme (P) devient
particulierement difficile lorsque les conditions aux bords dépendent du para-
métre spectral de maniére linéaire ou non linéaire, voir, par exemple [19]. On
construit un opérateur au bord associé & (P) et on montre que ce probléme
est bien posé lorsque des conditions nécessaires sont imposées. On développe
ensuite un cadre théorique pour les différents concepts de controlabilité. Rap-
pelons que, dans des espaces de dimension infinie, la controlabilité exacte n’est
pas toujours réalisée. Pour surmonter ces restrictions, il a été défini dans Thi
[52] (voir aussi [36]) la notion de Fj-controlabilité, dans le sens qu’un systéme
est approximativement controlable si un état peut étre transféré a un autre état
par un controle recevable. On introduit un nouveau concept de controlabilité
approchée appelé I';-controlabilité. Cela permet de couvrir une large classe de
systémes controlables en particulier ceux assujettis a des conditions aux bords
et de généraliser le travail de Thi [52].

La deuxiéme partie, est consacrée a 1'étude des problémes aux bords matri-
ciels généraux triangulaires supérieurs (2 x 2) agissant dans des espaces de
Banach avec un parameétre spectral A € C :

(D — AMc)w = F
(Par) {
[T'w=2

A C
0 B
sont des fonctions données.

I1 existe une variété de travaux ou les problémes sont réduits a étudier les pro-
priétés spectrales d’opérateurs matriciels triangulaires supérieurs pour résoudre

ou Mg = avec A, B et C sont des opérateurs linéaires et I’ et ®

des équations différentielles ordinaires ([44, 53, 2, 29)]) et des équations aux dé-
rivées partielles [10, 58]. Pour des applications physiques le lecteur intéressé
pourra consulter les références [9, 55, 58], BI].

Dans notre cas, on définit d’abord le probléme (P,;) par le couple ordonné
(D, M¢) d’opérateurs matriciels triangulaires supérieurs lorsque D est inver-



sible a droite et on construit l'opérateur au bord matriciel I' correspondant
a D. On montre l'existence et 'unicité de la solution de (Py) et on donne
I’expression explicite de cette solution. Nos résultats découlent d’une approche
spectrale et du calcul matriciel opérateur, en s’appuyant en particulier sur la
factorisation de Frobenius-Schur.

Notre situation est une généralisation de plusieurs travaux connus sur la ques-
tion, voir par exemple [19], [46].

Dans la troisiéme partie, on introduit l'opérateur au bord correspondant a un
opérateur D inversible au sens de Darzin (resp. inversible & droite ou a gauche
au sens de Drazin) et on résout le probléme P lorsque A est 'opérateur identité.
En particulier, on construit une forme générale d’opérateurs résolvants de ces
problémes, ce qui nous permet de trouver des solutions unifiées. Nos résultats
généralisent plusieurs travaux connus tels que 23], 24], 36], 43, 146, [47].

La théorie de I'inverse de Drazin s’applique aux problémes de Cauchy abstraits,
aux chaines de Markov dénombrables, aux systémes infinis d’équations linéaires
différentielles et & la théorie du controle |7, 56]. En particulier, Campbell et
Meyer [9], [6] ont donné des solutions pour les systémes linéaires d’équations
différentielles singuliéres a coefficients constants dans le cas ot les conditions
initiales sont cohérentes.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques propriétés des opérateurs li-
néaires fermés dans les espaces de Banach (propriétés algébriques classiques,
adjoints, inverse, spectre, ...). On exprime quelques résultats sur la théorie
spectrale nécessaires pour la suite de notre travail et d’autres sur l'inverse de
Drazin et on termine par quelques rappels sur la théorie des Cy-semi-groupes
d’opérateurs linéaires.

Dans le deuxiéme chapitre, on définit les opérateurs aux bords correspondants
a un opérateur inversible a droite (resp. a gauche) et on montre que cette no-
tion généralise la définition des opérateurs initiaux introduite par Przeworska-
Rolewicz dans [43]. On illustre ensuite les solutions générales des problémes
aux bords définis par un couple ordonné (D, A) d’opérateurs linéaires agissant
dans des espaces de Banach ot D est un opérateur inversible a droite (resp. &
gauche). Sur la base des résultats obtenus et le concept de la controlabilité, on
donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un systéme linéaire de
controle abstrait soit contrdlable et approximativement contrélable. Enfin, sur



un exemple typique, on montre que le concept de I'j;-approximativement ac-
cessible coincide avec 1’accessibilité approximative du systémes de commande
linéaire en dimension infinie.

Ensuite dans le troisiéme chapitre, on construit les opérateurs matriciels aux
bords correspondants & un opérateur matriciel triangulaire supérieur (2 x 2)
inversible & droite. On identifie explicitement les solutions des problémes aux
bords abstraits définis par un couple (D, M¢) ot M est un opérateur matri-
ciel triangulaire superieur et D est un opérateur matriciel triangulaire super-
ieur inversible a droite dans des espaces de Banach. On illustre la théorie au
moyen d’une application sur un probléme d’élasticité symplectique ot on utilise
la factorisations Frobenius-Schur des opérateurs matriciels non bornés, et les
propriétés d’opérateurs de Volterra et certains résultats de la théorie de mesure.

Enfin dans le dernier chapitre, on donne une décomposition du domaine d’un
opérateur inversible au sens de Drazin a droite (resp. a gauche) et on définit les
opérateurs aux bords correspondants a un opérateur inversible au sens de Dra-
zin (resp. inversible & droite ou & gauche au sens de Drazin). Cette définition est
nouvelle & nos connaissances, et est une extension intéressante aux problémes
aux bords abstraits. On exprime la solution explicite du probléme (P) out D est
un opérateur inversible au sens de Drazin (resp. inversible a droite ou & gauche
au sens de Drazin) dans les deux cas ot A est U'opérateur identité et dans le
cas oil A est distinct de 'opérateur identité. On illustre nos approches sur un
exemple typique d’un probléme de Cauchy du second ordre pour une équation
des ondes forcée.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions et résultats de la théorie des
opérateurs linéaires dans des espaces de Banach et de la théorie spectrale dans
le cas scalaire et matriciel. On présente aussi une bréve introduction a la théorie
des Cy-semi-groupes d’opérateurs linéaires.

1.1  Opérateurs linéaires fermés

Dans ce qui suit, X et Y désignent des espaces de Banach complexes et Ix
(resp. Iy) est 'opérateur identité sur X (resp. Y).
On commence par définir les opérateurs linéaires fermés et on rappelle quelques
propriétés de ces opérateurs dans des espaces de Banach.

Un opérateur linéaire A : X — Y est appelé borné (ou continu) s'il existe
une constante ¢ > 0 telle que

|Az|| < ¢||z]|, pour tout z € X.

On note B(X,Y') Ialgebre de Banach des opérateurs linéaires bornés de X dans
Y et B(X, X) = B(X). La norme de 'opérateur A € B(X,Y") est définie par

A
14] = supt A2l
w20 |||

ou ||| désigne la norme dans 'espace approprié. Mais de nombreux opérateurs
importants dans des espaces de Banach ne sont pas bornés. Par exemple, les
opérateurs différentiels sur L2(IR") ne sont pas bornés. Par conséquent, on ana-
lyse des opérateurs linéaires généraux A : D(A) € X — Y, ou D(A) est
supposé un sous-espace vectoriel de X, pas nécessairement égal a X. L’espace
D(A) est appelé le domaine de A. On désigne par Lin(X,Y') l'espace des opé-
rateurs linéaires de X dans Y et Lin(X,X) = Lin(X). Si A € Lin(X,Y),



N(A) et R(A) sont respectivement le noyau et 'image de A.

On s’intéresse particuliéerement aux opérateurs linéaires de domaine dense
(c’est & dire D(A) = X). Lorsque A est borné et densément défini, il s’étend
par continuité & un opérateur dans B(X,Y'), mais dans le cas non borné il n’y

a pas une telle extension. Pour cela on a une autre propriété d’étre fermé.

Définition 1.1 Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est dit fermé si et

seulement si pour toute suite (), de D(A) telle que lim z,, = x et lim Az, =
n—oo n—oo

y alors x € D(A) ety = Ax.

Cette définition est équivalente a la fermeture dans X x Y du graphe G(A) =

{(z, Ax); x € D(A)} de I'opérateur A.

Exemple 1.1 Soit A un opérateur différentiel linéaire défini par

p
A= Z aﬁfc
=0

oup e N xeR eta; €C.

A est défini dans L*(R) de domaine D(A) = HP(R) (sous-espace dense dans
L*(R)). A est non borné lorsque D(A) est muni de la topologie induite sur
D(A) par celle de L*(R). L’opérateur A est fermé dans L*(R).

On note C(X,Y) ou C(X) si X =Y, l'espace des opérateurs linéaires fermés
de X dans Y de domaine dense dans X.

Remarque 1.1 e La continuité de l'opérateur A ne signifie pas nécessaire-
ment que A est fermé. Inversement, A est fermé ne signifie pas nécessai-
rement que A est continu ;

o Si A est fermé, alors N(A) est fermé.

Définition 1.2 Si A n'est pas fermé et si G(A) est le graphe d’un opérateur
A, on dit que A est fermable. A est la plus petite extension fermée de A.

Soit A € C(X). On désigne par p(A) et o(A) 'ensemble résolvant et le spectre
de A définis respectivement par

p(A)={AeC: R(A-Mx)=X et (A= Myx) "' :R(A-\yx)— D(A)

existe et est borné},

o(4) = C\ p(A).

Pour A € p(A), R(\, A) = (A — M x) ™! est Popérateur résolvant de A.
On recueille quelques résultats importants sur le spectre et 'opérateur résolvant
dans le théoréme suivant.
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Théoréme 1.1 [22] Soit A € C(X). Alors

1. Sixep(A) et |N\—pu] <||[RN, A)||7F alors € p(A). Ainsi p(A) est un
ouvert de C;

2. Pour A\, u € p(A), Uopérateur résolvant vérifie ['équation de la résolvante :
en outre R(A\, A) commute avec A et R(u, A).

Notons que le spectre des opérateurs bornés n’est jamais vide ni égal a C.
L’exemple suivant montre qu’il existe des opérateurs non bornés fermés avec
un spectre vide ou égal a C.

Exemple 1.2 On consideére opérateur A : f +— if" sur L?[0,1], avec les
domaines suivants :

Do ={f € AC®[0,1] : f(0) =0},
D, = {f c ACQ}

ot AC?0,1] désigne ’ensemble des fonctions absolument continues sur [0, 1]

dont les dérivées au sens des distributions sont dans L*[0,1]. Les opérateurs
Ay = (A, Dy) et Ay = (A, Dq) sont fermés ou o(Ag) =0 et o(A;) = C.

Théoréme 1.2 Soit A, B € Lin(X) tels que R(A) C D(B) et R(B) C D(A).
Alors (Ix — NAB) est inversible si et seulement si (Ix — ABA) est inversible
pour tout A # 0.

Dans ce cas, on a

(Ix —ABA) ' =Ix + AB(Ix — AMAB)'A (1.1)

et
(Ix = MB) ' = Ix + M(Ix — ABA)'B.

Preuve. Soit A # 0. Supposons que (Ixy — AAB) est inversible d’inverse C,
alors

([X—AAB)CZC(]X—)\AB) =[xy <— C—)\ABCZC—/\CABZIX
D’ou
MCAB =C — Iy.

Autrement,

(Ix + ABCA)(Ix — ABA) = Ix — ABA+\BCA — XBCABA
= Ix —ABA+ \BCA — )\B(C—[X)A
= Iy.

11



De la méme maniére puisque AABC' = C' — Ix, on obtient
(Ix —ABA)(Ix + ABCA) = Ix.
Par suite (Ix — ABA) est inversible et
(Ix — ABA) ™' = (Ix + \ABCA) = Ix + AB(Ix — MAB) ' A.
L’autre égalité se déduit en permutant A et B. |

Corollaire 1.1 Soit A, B € Lin(X) tels que R(A) C D(B) et R(B) C D(A).
Si A7t € p(AB) alors

(Ix —AAB) 'A = A(Ix — ABA)™ .
Preuve. Si \7! € p(AB), en vertu du théoréme (1.2 on a
(Ix —MAB) A = [Ix + AA(Ix — ABA) 'BJA
= A[lx + AIx — ABA) 'BA]
Allx + ABA(Ix — ABA)™]
Al(Ix — ABA)(Ix — ABA) ' 4+ ABA(Ix — ABA) ™|
= A(Ix — ABA)™%.

|
Maintenant, on rappelle la définition et quelques résultats des Cy-semi-groupes
d’opérateurs linéaires.

Définition 1.3 Un semi-groupe de classe Cy sur X est une famille a un pa-
rameétre {T(t)}1>0 C B(X) satisfaisant les conditions suivantes :
(i) T(0) = Iy
(1) T(t)T(s) =T(t+s), pourt,s > 0;
(111) L’application t — T(t)x est fortement continue, pour chaque x € X,
c’est a dire

HmT (t)x =z, pour tout = € X.
t—0

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés {T(t) }>o est uniformément conti-

nue st
lim HT(t) — IXH = 0.

t—0

Si {T'(t)}+>0 est un Cy-semi-groupe d’opérateurs bornés, alors il existe w € R
et M > 1 tels que || T(t)||gx) < M e, Vt > 0. En particulier, si M = 1 et
w =0, c’est a dire [|T'(t)||px) < 1, pour tout ¢ > 0, {T'(t)};>0 est appelé un
semi-groupe de contraction.

12



Définition 1.4 Soit {T'(t)}i>0 un (Cy)-semi-groupe défini sur X. Le généra-
teur infinitésimal A de {T(t)}i>o est l'opérateur linéaire A défini sur X par

Tt)r —x

A(z) = lim , pourx € D(A),

ol
i .
existe dans X p .

Théoréme 1.3 [J0] Soit {T(t)} >0 un Cy-semi-groupe et A le générateur in-
finitésimal de {T'(t)}4>0. Alors

1. Pourx € X, fg T(s)xds € D(A) et

A ( /O tT(s)xds) = T(t)a —

2. Pour x € D(A), T(t)x € D(A) et
d

Tt = A(T(t)(z)) = T(t)(A(x)).

Pour plus de détails sur la théorie des semi-groupes, voir les livres de Goldstein
[16], Fattorini [13], Ahmad [I] et Pazy [40].

1.1.1 Opérateur adjoint

L’espace dual X* de X est 'ensemble des formes linéaires bornées z* sur X.
X* est un espace de Banach muni de la norme

]| = inf{|z"(2)] : 2 € X, [l]| = 1}.

Si A: X — Y est de domaine dense, on peut définir 'opérateur adjoint
A* 1 Y* — X* par : le domaine D(A*) est 'ensemble des y* € Y* tels que
I’application

D(A) 5 x — y*(Ax) (1.2)
est continue (de X dans C).
Puisque D(A) est dense dans X, I'application se prolonge par continuité sur
X, et alors il existe un unique x* € X* tel que

y*(Az) = x*(z), pour x € D(A). (1.3)

Ainsi z* est déterminé par y*, on peut définir 'opérateur A* de Y* dans X*
par :
A*y* =¥, pour y* € D(A"). (1.4)

13



Théoréme 1.4 ([22]) Soit A € C(X,Y). Alors il existe un opérateur adjoint
A*  Y* = X*, défini d’une maniere unique par (1.9)-(1.4). De plus, A* est

fermeé.

On rappelle que si X et Y sont deux espaces de Hilbert munis du produit
scalaire (.,.). On peut définir 'adjoint de A € C(X,Y’) comme suit :

DA)={yeY :dze X, VeeDA): (Az,y) = (z,2)},
Ay = z.
De plus, si A est borné, on a

(Ax,y) = (x, A'y) pour tout = € X, y €Y.

Théoréme 1.5 [57] Soit Z un espces de Banach. Soient A € B(X,Z) et B €
B(Y,Z). SiY est un espace de Hilbert séparable alors R(A) C R(B) si et
seulement si pour un certain ¢ > 0,

|| < c|B2|, 2 € 2"

1.1.2 Quelques propriétés algébriques
Soit A € C(X), pour tout n € N, on définit

sin>1
D(A") = {z € D(A): A*x € D(A), k=1,..,n—1},
N(A"Y) ={x e DA"): A"z =0}
et
R(A") ={A"x: x € D(A")}.
Sin =0

A" =TIy, DAY =X, N(A°) = {o}.
En général, on a D(A") C D(A™1).

Le noyau et I'image des itérations de l'opérateur A sont deux chaines res-
pectivement croissantes et décroissantes

N(A%) = {0} S N(4) SN (A C -

et
R(A”) =Y DR(A) D R(A%) 2 -

En général, toutes ces inclusions sont strictes.
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Définition 1.5 Soit A € Lin(X).
o L’ascent de A est le plus petit nombre entier positif m = a(A) tel que

N(A™) = N(A™),

si un tel entier n’existe pas, on pose a(A) = oo;
o La descente de A est le plus petit nombre entier positif p = d(A) tel que

R(A?) = R(AM),
si un tel entier n’existe pas, on pose d(A) = occ.

Clairement, a(A) = 0 si et seulement si A est injectif et d(A) = 0 si et
seulement si A est surjectif.

Lemme 1.1 [77] Soient A € Lin(X) etm € N on a

1. a(A) < m < oo si et seulement si R(A™)NN(A™) = {0} pour tout entier
n > 1;

2. d(A) <m < oo si et seulement si R(A") @ N (A™) = X pour tout entier
n > 1;

3. Sia(A) et d(A) sont finis alors a(A) = d(A).
Pour n € N, on note A,, = Alg(an) la restriction de A sur R(A"). Alors
N(Ap1) = NA) NRA™) CN(A) NR(A™Y) = N(A,), ¥Yn €N (L.5)

et
R(A™) = R(A™™) = R(Al) pour tout m,n € N. (1.6)
Lemme 1.2 Soit A € Lin(X). Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i) a(A) < oo;

(ii) Il existe k € N tel que Ay est injectif ;
(111) 1l existe k € N tel que a(Ag) < oo.

Preuve. (i) < (i1). Sip = a(A) < oo, a l'aide du lemme[1.1] on a
N(4y) = R(A") NN (A) = {0}.

Inversement, supposons que N (Ay) = {0}, pour un certain k£ € N.
Si x € N(A* 1) alors A(A*x) =0, donc

Afz € N(A) N R(AY) = N(4;) = {0}
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Ainsi x € N(A%). Ceci montre que N'(A**1) C N(AF), dou
N (AFD) = N (AF). En conséquence a(A) < k.
(17) < (i41). L’implication (i7) = (#ii) est évidente. On montre 'implication
inverse, supposons que m = a(Ay) < co. D’aprés le lemme , on obtient
{0} = N(A) NR(AY) = (N (A) NR(A")) NR(A]) = N(A) NR(AY)
= N(A)NR(A™™*) = N(Anir).

De la méme facon on démontre le résultat suivant pour la descente.

Lemme 1.3 Soit A € Lin(X). Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) d(A) < oo;
(11) I existe k € N tel que Ay, est surjectif;
(117) I existe k € N tel que d(Ag) < oc.

1.2 Opérateurs linéaires inversibles a droite ou a gauche

Dans cette section, on définit les opérateurs inversibles a droite ou a gauche
et on donne quelques propriétés nécessaires de ces opérateurs.

Définition 1.6 Soit A € Lin(X). A est inversible s’il existe un opérateur
B € B(X), appelé inverse de A, tel que :

R(B) C D(A) et AB=BA=Ix.

Définition 1.7 Un opérateur linéaire A € Lin(X), est dit inversible a droite
sl existe un opérateur linéaire R tel que

R(R) C D(A) et AR=Iy.

Dans ce cas R est appelé un inverse a droite de A. On note R4 la famille
de tous les opérateurs inverses a droite de A. Soit R € Ry, la famille Ry est
caractérisée par

Ry = {R+ (Ix — RA)S, S € Lin(X)}.

La théorie des opérateurs inversibles a droite a été développée dans les travaux
de Przeworska-Rolewicz [42], puis a été reprise par de nombreux mathématiciens
(voir [36], 52]).
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Exemple 1.3 Soient 2 = [a,b] X [¢,d] et X = C(§2) l’ensemble des fonctions
continues sur . Soit Ax(t,s) = %—f(t,s) de domaine D(A) = {x € X(Q) :
%(t,s) € X(Q)}. Lopérateur A est inversible a droite d’inverse a droite R
défine par

(Rx)(t, s):/ x (T, s)dr.

Définition 1.8 Un opérateur linéaire A € Lin(X) est dit inversible a gauche
s’il existe un opérateur linéaire L € Lin(X) tel que

R(A)CD(L) et LA=Iy.

Dans ce cas L est appelé un inverse a gauche de A. On note L4 la famille des
opérateurs inverses a gauche de A. Si L € Ly, la famille L4 est caractérisée par

L= {L + T(]X — AL), T e LG(X)}
Théoréme 1.6 [30] Soit A, B € Lin(X) tels que R(A) C D(B) et R(B) C
D(A). Si B est inversible a gauche alors
N(Ix — BA) = B(N(Ix — AB)).

1.3 Spectre discret et spectre essentiel de Browder

La notion du spectre discret est d’une trés grande importance en mathé-
matique. On voit que le spectre de certains opérateurs physiques s’interprete a
I’aide des états stationnaires du systéme étudié.

Définition 1.9 Soit A € C(X). X est dans le spectre discret de A si X est une
valeur propre isolée de multiplicité finie de A. On note o4(A) le spectre discret
de A.

Le spectre essentiel de Browder de A est le complémentaire dans le spectre o(A)
de a4(A), [3]. 1l est noté o.5(A).

Remarque 1.2 Soit \y € 0(A), on dit que Ay est un point isolé de o(A) s’il
eviste € > 0 tel que c(A)N{A € C: A= Xo| <e} ={ o}

On désigne par pg(A) = C\ o.5(A) 'ensemble résolvant de Browder de A, ceci
est équivalent a écrire :

pB(A) = p(A) Uay(A).

pp(A) est le plus grand ouvert de C sur lequel la résolvante est méromorphe
de type fini.
Si A € g.5(A), alors A peut étre caractérisé par 'une des conditions suivantes :
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1. R(A — Ax) est non fermé;
2. X est la limite du spectre de A;

3. UN((A — Mx)") est de dimension finie.
k>0

Théoréme 1.7 Soient A € C(X) et \g € o(A). Les énoncés suivants sont
équivalents :

1. Ny € 0q(A);

2. \o est un pole de rang fini de la résolvante (A — Xolx)™!;

3. dim(N (A — Mlx)) = codim(R(A — Mlx)) < oo et a(A — Mlx) < 0.

L’équivalence de (1) et (2) est montrée par F. E. Browder dans le lemme 17
de [3]. Depuis, Kaashoek [21], Taylor [51] et Lay [33] ont montré I'équivalence
de (1), (2) et (3) sans exiger que l'opérateur A a un domaine dense.

Exemple 1.4 Soient X = L*(R3) et A = —A+V (x) Uopérateur de Schridin-
ger sur X de domaine H*(R?). Lorsque le potentiel V(z) est réel et V(z) —

|z|—o00
0, alors o.p(A) = [0, +o0|, ([30,12]).

1.4 Projection de Riesz

Soit A € C(X). Si Ag est un point isolé¢ dans o(A). Notons
FAOZ{)\ECI |)\—)\0‘=€}

le cercle orienté dans le sens positif. On définit le projecteur de Riesz de A
associé a A\g sur I'y, par
1

P, = — A — M) td. 1.7
/\0 27T7/ ]_"AO( X) ( >

On a alors les propriétés immeédiates suivantes :

Proposition 1.1 [27] Soient A € C(X), A\ et po des points isolés dans o(A).
Alors
(1) N(A = Xolx) C R(Py,);
(ii) X = R(Py) & N (Py,) ;
(iii) PAOPMO = PLLOPAO =0, et P{AOWMO} = P)\O + Puo St Ao 7é Ho;
(1v) Si X est un espace de Hilbert et A est un opérateur auto-adjoint, alors
P, est une projection orthogonale sur N'(A — \oIx).

18



1.5 Inverse de Drazin des opérateurs linéaires fermés

Donc cette section, on introduit I'inverse de Drazin A” d’un opérateur fermé
A sur un espace de Banach X lorsque 0 est un pole d’ordre fini de la résolvante
de A ([11], [37]). On exprime les conditions nécessaires pour que 'opérateur A

admette un inverse de Drazin et on donne aussi quelques propriétés spectrales
de AP.

Théoréme 1.8 [27] Soit A € C(X). Le point O est un pole de p(A) d’ordre m
st et seulement si il existe une projection non nulle P dans X telle que :

(1) R(P) C D(A);

(11) PAx = APz pour tout x € D(A);

(111) AP est nilpotent d’ordre m;

(iv) A+ EP est inversible pour tout & # 0.
L’opérateur P satisfaisant (i) a (iv) est dit une projection spectrale de A en 0.

Définition 1.10 Un opérateur A € C(X) est dit inversible au sens de Drazin
ou bien Drazin inversible s’il existe un opérateur D € B(X) tel que R(D) C
D(A), R(Ix — AD) C D(A) et

e AD =DA;

e DAD =D;

o A" D = A™ pour un certain entier positif m.

L'opérateur D est appelé I'inverse de Drazin de opérateur A et il est noté AP,
L’entier m dans la définition précédente est appelé 'indice de Drazin de A,
m =i(A).

En conséquence, d’aprés les lemmes et , AP existe si et seulement si
m = a(A) =d(A) < co.

Proposition 1.2 Soit A € C(X) Drazin inversible alors
D(A) = R(AP) @ N(AAP).

On donne maintenant certaines conditions nécessaires et suffisantes pour que
A € C(X) posséde un inverse de Drazin.

Théoréme 1.9 Soit A € C(X). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A est inversible au sens de Drazin;
(17) 0 est un pole d’ordre fini de la résolvante de A ;
(111)) A= A1 ® Ay, ou Ay est un opérateur fermé inversible et Ay est borné
nilpotent.
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Preuve. On suppose que 0 est un pole de la résolvante de A d’ordre m < oc.
Alors la projection spectrale P de A en 0 satisfait les conditions (i) a (iv) du
théoréme [1.8lavec € = 1. Posons B = (A+P)~!(Ix — P). Alors R(B) C D(A),
AB = (A+ P)(Ix — P)(A+ P)™! = Ix — PBA et ABA = B. De plus,
A™(Ix — AB) = A™P = 0. En conséquence, les conditions de la définition [I.10]
sont vérifiées.

Inversement, supposons que B est un inverse de Drazin de A et P = Ix — AB.
Alors, en vertu de la définition on a P2 = P, AP = PA et AP est
nilpotent.

D’autre part, (A+P)(B+P) = (B+P)(A+P) =Ix+AP. D'ou (A+ P) est
inversible. Ainsi l'opérateur P satisfait les conditions de théoréeme [1.8] et alors
0 est un pole de la résolvante de A. Ceci prouve l'équivalence de (i) et (7).
Pour I'équivalence de (ii) et (¢ii) voir le théoréme V.9.2 de [50)]. u
D’apres la démonstration précédente, on obtient la formule explicite de I'inverse
de Drazin AP et son unicité

AP = (A4 €P)'(Ix — P), pour tout & # 0. (1.8)

Si A = A1 @ Ay est la décomposition de 'opérateur A € C(X') Drazin inversible
démontrée dans le théoréme précédent, alors

AP = At @o.
En effet, en utilisant avec £ =1, 0n a
AP = (A4+P) Y Ix —P)=(A7'® (A + Ix) H(Ux @ 0) = A @ 0.

On a aussi la décomposition de 'espace X = R(P)®N (P), oa R(P) = N (A™)
et N(P) =R(A™) avec m = a(A) = d(A) < oc.

Exemple 1.5 Soit X =1 @ 1'. S est l'opérateur shift a droite défini par
S(&1,&,....) = (0,&1,&,....) dans I* est injectif. Soient T linverse algébrique
de la restriction de S a son image R(S) et A =T®0. Alors A est un opérateur
linéaire fermé dans X de domaine D(A) = {& = (&1,&,...) € 11 & = 0}plt,
On observe que

NA) ={0}al', R(A) =1'"® {0}
et X = R(A) & N(A).
Alors A admet un inverse de Drazin AP. Pour calculer AP, on définit la pro-
jection spectrale P par P =0 1. Ainsi

AP = (A+P) (Ix=P)(In@0)(T® 1) " = (In®0)(S® 1) = S0 € B(X),
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1.6 Inverse de Drazin a droite et inverse de Drazin a
gauche d’opérateurs linéaires fermés

En s’appuyant sur les résultats du théoréme|1.9} on peut affaiblir la définition
d’un opérateur Drazin inversible, en remplacant I'inversibilité par I'inversibilité
a droite ou & gauche. On a ainsi la définition suivante.

Définition 1.11 Soit A € C(X), on dit que A est inversible au sens de Drazin
a droite (resp. & gauche) ou admet un inverse de Drazin & droite (resp. a

gauche) si
A=A Ay

tel que Ay est fermé inversible a droite (resp. a gauche) et As est borné nil-
potent.

Comme conséquence de cette définition et en vertu des lemmes [1.2] et [I.3]
on a les résultats suivants :

Proposition 1.3 Soit A € C(X).
(i) Si a(A) < oo et R(AYHYY est fermé alors Uopérateur A est Drazin
inversible a gauche ;
(ii) Si d(A) < oo et R(AM) est fermé alors lopérateur A est Drazin
inversible a droite.

Exemple 1.6 Soit B l'opérateur shift a gauche défini sur 1 par Bx = (1, 29, 13, . . .

avec x = (x9,T1,Ta,...). B est surjectif, alors d(B) = 0. Soit T défini sur

2@ 12 par
0 VS
T:
(0%):
ai 0 0
0 a9 :
avec S = R (|

0O ... 0 a,

otva; >0 eta; # a; pouri# j. On a T* =0, alors lopérateur T est nilpotent.
D’ou lopérateur A = B @ T est inversible au sens de Drazin a droite sur
Pel*al?

Exemple 1.7 Soit D = C®T un opérateur sur I>?BI?®I? avec T est défini dans
'exemple précédent et C' est défini par C'(z) =y, ot © = (), et ¥y = (Yn)n

sont reliés par
{ x si n=0,1
Yn = -

Tp-1 SI n>2.



C' est injectif, alors a(C') = 0. Ainsi D est inversible au sens de Drazin a gauche
sur 2@ 12 @12

1.7 Opérateurs matriciels triangulaires supérieurs

Dans cette section, on introduit les opérateurs matriciels triangulaires supé-
rieurs 2 X 2 et on donne quelques propriétés spectrales de ces opérateurs.
On consideére 'opérateur M défini sur X &Y par :

A C
we=(5 %)
ou A € Lin(X), Be Lin(Y) et C € Lin(Y, X).
En particulier, M¢ est de domaine D(M¢) = D(A) x (D(B) N D(C)).

Les résultats suivants donnent des conditions nécessaires pour l'inversibilité a
droite (resp. a gauche) de M¢.

Théoréme 1.10 Si A € Lin(X) et B € Lin(Y') sont inversibles a droite
(resp. a gauche), alors M¢ est inversible a droite (resp. a gauche)
pour tout C € Lin(Y, X).

Preuve. Si Dy et Dp sont des inverses a droite de A et B respectivement,

A C Dy —DaCDp\ (Ix O
0 B 0 Dg 0 Iy )

Si G4 et G sont des inverses & gauche de A et B respectivement, alors
Ga —GACGp ACYN (Ix O
0 Gp 0 B) \0 Iy )’
|
Maintenant, on introduit quelques résultats spectrales des opérateurs matriciels

du type
A B
= p)

ou A, D, B et C sont des opérateurs linéaires sur X.

alors

Définition 1.12 Les fonctions analytiques Sy : p(D) — Lin(X) et
Sy p(A) — Lin(X),

Si(\) :=A—Xx — B(D— \x)'C, X p(D),
So(A) :=D — My — C(A—Xx) 'B, X p(A)

sont appelées les compléments de Schur de M.
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Théoréme 1.11 [53]
1. Si A est fermé, p(A) # 0 et D(A)

B o —MNMx O Ix (A—)\IX)_lB .
M MX@X_(C(A My)™b Iy >< )(0 Iy ’

2. Si D est fermé, p(D) # 0, et D(D) C D(B

M- xex = (

Ainsi o(M) \ o(D) =

Ix B

0

a(51) et o(M)\ o
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Chapitre 2

Problémes aux bords abstraits

Dans ce chapitre, on résout des problemes aux bords généraux abstraits du
type :

Dx =Mz + f
(7’){
I'e =

ol A est un opérateur non borné et D est un opérateur linéaire inversible a
droite (resp. & gauche) dans un espace de Banach X, I' est un opérateur au
bord, f et ¢ sont données et A € C est un parameétre spectral. On montre
Iexistence et l'unicité de la solution du probléme (P) et on exprime la formule
explicite de la solution dans le cas ot A est régulier ou bien singulier. Les ré-
sultats obtenus sont utilisés pour résoudre des systémes linéaires du controle.

2.1 Opérateur au bord correspondant a un opérateur in-
versible & droite (resp. & gauche)

E est un espace de Banach complexe et Ig est 'opérateur identité sur F.
Dans cette section, on construit 'opérateur au bord associé a un opérateur in-
versible & droite (resp. & gauche).

Le résultat suivant, exprime la décomposition du domaine des opérateurs in-
versibles a droite (resp. & gauche) dans un espace de Banach.

Proposition 2.1 (i) Si D est un opérateur inversible a droite alors pour
tout R € Rp
D(D) = R(R) © N(D);

(i1) Si D est un opérateur inversible a gauche alors pour tout L € Lp
D(L) =R(D)®N(L).
Preuve. (i) Soit D un opérateur inversible a droite et R un inverse a droite

de D. On a par définition N (D) C D(D) et R(R) C D(D).
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D’autre part, soit x € R(R) NN(D) alors

Dx =0, et
Jy € X tel que = = Ry.

Dot DRy =0et x = 0.
Inversement, soit © € D(D). On pose y = * — RDx et z = RDzx. Alors
z € R(R) et

Dy = Dx— DRDx = 0.

Doty e N(D) et x =y + 2.
De la méme maniére on montre la deuxiéme propriété (ii). m

Définition 2.1 [23/ T : X — E est dit un opérateur au bord correspondant
a un opérateur inversible a droite D € Lin(X) d’inverse a droite R si

e N(I') =R(R);

o [l existe Il : E — X linéaire tel que R(I1) = N (D) et T'Il = Ig.

E est appelé I'espace des traces ou des valeurs au bord. L’ensemble des opé-
rateurs aux bords de D sera désigné par Zp. Si I' € Zp, et en vertu de la
proposition 2.1}, on a

D(D) = R(R) ® R(II). (2.1)

Le théoréeme suivant assure l'unicité de 'opérateur II pour un inverse a droite
de 'opérateur D.

Théoréme 2.1 Soit D € Lin(X) un opérateur inversible a droite. I' : X — E
est un opérateur au bord de D correspondant a R € Rp si et seulement si il
existe un unique opérateur II : K — X tel que :

IIT'e =2 — RDx, x € D(D). (2.2)

Preuve. Soit I' : X — E un opérateur au bord de 'opérateur D correspon-
dant & R € Rp, alors il existe un opérateur Il : £ — X vérifiant les conditions
de la définition 2.1 Soit 2 € D(D), il est facile de voir que © — RDx € N (D),
donc x — RDz € R(II), alors il existe ¢ € E tel que x — RDx = Ilp. De plus
onal’R=0et I'll = Ig, alors I'(x — RDz) = I'llp et p = 'z, ce qui implique

22).

Maintenant, on montre I'unicité de I1. Soient II; et II; deux opérateurs vérifiant
les conditions de I'. D’aprés (2.2)) on a :

II,Tx =TTz,  pour tout x € D(D).
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D’otu
[Ty =1l pour tout ¢ =T'x € F.
Ceci implique que IT; = Ils.

Inversement, on suppose que les opérateurs I' et II vérifient I'identité ([2.2)).
Alors DIII'z = 0, pour tout x € D(D), donc DII = 0 dans E. De plus,

[Ty = IIT'r — RDIIl'y = I1T'x.

Ainsi I'TII'TITx = TI'lllz, donc I'llp = ¢, avec ¢ = I'lll'z pour tout ¢ € F.
On obtient 'RDx = I'e — I'llT’'x = 0. D’ot 'R = 0 car D est surjectif. Ceci
prouve que I' est un opérateur au bord de D correspondant a R dans le sens

de la définition 2.1 =

Dans [43] Przeworska-Rolewicz introduit la classe des opérateurs initiaux.
Rappelons que F': X — X est dit un opérateur initial de D correspondant &
ReRpsiF?=F, FX = N(D) et FR = 0 sur D(R). Notons que si I" et
IT sont les opérateurs de définition et si on pose F' = III', alors F' est un
opérateur initial de D. Ce qui montre que notre définition d’opérateur au bord
généralise la notion d’opérateur initial.

De la méme facon on définit I'’ensemble des opérateurs aux bords pour un
opérateur inversible a gauche comme suit :

Définition 2.2 A : X — E est dit un opérateur au bord de l'opérateur in-
versible a gauche D € Lin(X) correspondant a un inverse a gauche L de D,
51

o N(A) = R(D);

o [l existe un opérateur © : E — X tel que R(©) = N (L) et A© = Ig.

L’ensemble des opérateurs aux bords de D sera désigné par Kp. Si A € Kp, on
a

D(L) = R(D) & R(O). (2.3)

Théoréme 2.2 Soit D € Lin(X) un opérateur inversible a gauche.
A X — FE est un opérateur au bord de D correspondant a L € Lp si et
seulement si il existe un unique opérateur © : E — X tel que :

OAxr =z — DLz, x € D(D).

La preuve du théoréeme [2.2] est similaire a celle du théoréme 2.1]
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Notons que toutes les définitions et les résultats de cette section sont éga-
lement valables dans le cadre algébrique, en supposant que X et E sont des
espaces vectoriels.

2.2 Problémes aux bords abstraits réguliers

On suppose ici que 'opérateur D est inversible a droite d’inverse a droite R
et N(D) # {0}. Soient I un opérateur au bord de D correspondant & R et A
un autre opérateur linéaire sur X tel que D(D) C D(A).
On considére le probléme spectral au bord pour la paire ordonnée (D, A) et
I'inconnue « € D(D) suivant :

{ Dz =M Az + f
(2.4)
I'e = ¢

ou feX,peFEet\eC est un parametre spectral.
On suppose que R(A) C D(R), alors d’apres le théoreme [1.2] on obtient le
résultat suivant :

Lemme 2.1 Soit R € Rp. Si A\t € p(RA) alors
N(D — XA) = R((Ix — ARA)1I). (2.5)

Preuve. Soit z € D(D) alors, d’aprés la décomposition (2.1)) il existe f € X
et p € E tels que x = Rf + Ilp. D’ou

(D—XA)x = (D —=MA)(Rf + p)
= [—MARf — \Allp
— (Ix — MR)f — M llgp.

Donc pour ™! € p(RA) et x € N(D—M\A), on obtient f = M(Ix—AAR)™ I Allp.
Ainsi
r = AR(Ix — MAR) 'Allp + Iy
= [AR(Ix — MAR) A + Ix]Iyp
= (Ix — ARA) .

Ceci implique que = € R((Ix — ARA)~'1I).
Inversement. On pose z = (Ix — ARA) Iy, pour un certain ¢ € FE. En
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utilisant I'équation (1.1]) et le théoréme [1.2] on a

(D—XA)z = (D —MA)(Ix — ARA) Iy
= (D — M A)[Ix + AR(Ix — MAR) 'A]llyp
= [D - M+ MIx — MR)(Ix — MAR) ' A]lly
= 0.
Donc, est vérifié. |

Le résultat suivant, exprime 'existence et 'unicité de la solution du probléme
(2.4) et fournit la formule explicite de la solution.

Théoréme 2.3 Soit R € Rp. Si At € p(RA), alors le probleme (2.4) admet
une solution unique pour tout f € X et p € E, la solution est donnée par

2l¥ = (Ix — ARA)'Rf + (Ix — ARA) 'l (2.6)
Preuve. Soient A™! € p(RA), f € X et ¢ € E. D’apreés le lemme 2.1] on a
(D — MA)z{? = (D = MA)(Ix — ARA)'Rf
= (D= AA)[Ix + AR(Ix — AMAR) ' A|Rf
= f
et
Tzl¥ = T(Ix — ARA)"Y(Rf + Tlp)
= F[IX =+ AR(]X — )\AR)_lA](Rf + H(p)
= I'llp = .
Pour établir 'unicité de la solution, on suppose que x1, o € D(D) sont deux
solutions du probleme (2.4)), alors xg = &1 — xa = Rfy + Ilpg ou fy € X,

wo € B, (D —AXA)xg=0cet ['zg =0, c’est a dire ['g(R fo + [Ipg) = 0. Comme
N(T) =R(R) et Tl = Ig, on déduit que ¢y = 0. D’autre part,

0 = (D — )\A)QJQ

= (D= AA)Rfo
— (Iy — MR)fo.
Puisque A™! € p(RA) = p(AR), alors fy = 0. u

La version du lemme 2.1 et du théoréme 2.3] dans le cas des opérateurs inver-
sibles & gauche est exprimée comme suit :

Théoréme 2.4 Soit L un opérateur linéaire invesible a gauche dans X d’in-
verse a D et A7V € p(LA), alors

N(D — XA) = R((Ix — ALA)™'1I).
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De plus, le probleme (2.4) admet une solution unique pour tout f € X et
w € E, la solution est donnée par

2l¥ = (Ix = ALA)TLf + (Ix — ALA) " Igp.
Remarque 2.1 Le théoréme[2.4 généralise le lemme 1.1 et le théoréme 1.2 de
146/ en prenant A = Ix.

Exemple 2.1 (Probléme de Cauchy abstrait)

Soit X = C([0,al, X) lespace des fonctions continues sur [0, a] a valeurs dans
un espace de Banach X .

On considere le probleme de Cauchy abstrait suivant :

{ﬂw:Aaw+ﬂm 0<t<a,
z(0) =

ot A : D(A) — X est le générateur du Cy-semi-groupe {T(t)} o sur X et
zo € X. On note Dx(t) = L(t) tel que v € D(D) = {x € X : (1) € x}.
Rx(t) = fOtCU(T)dT est bien un inverse a droite de D dans X .

D’autre part, si on désigne par

t
C(t) = / T(t — T)a(r)dr,
0
alors d’apres le théoréme on a

(Iy + CA)(Ix — RA)z(t) = (Iy — RA)(Ix + CA)x(t) = x(t), Vt € [0,4].

(2.7)

D’ou lopérateur (Iy — RA) est inversible et son inverse est donné par
t
(Iy — RA) a(t) = z(t) + A/ T(t —1)x(r)dr.
0

Soit E = X. On définit lUopérateur au bord T par T'z = x(0), pour x € X et
Uapplication 11 par (Ilzg)(t) = xg. Alors TIl =1Ix, TR =0 et
R(IT) = N(A). Maintenant, on peut écrire le probléeme de Cauchy abstrait sous
la forme suivante :

{Dx:Aﬂﬂ+f@

I'c = xg

Comme lopérateur (Iy — RA) est inversible, ce probleme admet une solution
unique donnée par :

z(t) = (Iy—RA) N (Rf+1xg)(t) = /OtT(t—T)f(T)dTJrT(t)xo, pour tout t € [0,al.

Ce qui correspond exactement a la solution donnée par la théorie de Cauchy
classique, voir [£0].
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Exemple 2.2 (Probleme de Darboux pour I’équation hyperbolique)
On considere ’équation différentielle hyperbolique suivante :
0*x(t, s) 0z (t, s) 0z (t, s)
gnLS) UG5 i o) 25
gros ~ UbS) T TS
avec les conditions initiales
{ x(t,s1) = @(t), pour toutt € Iy = [t1,1s],
x(th S) - w(
ot a,b,c,y € C(Iy x Iy), p € C(Iy) et ¥ € C(ly) avec la condition de compa-
tibilité homogeéne p(ty) = 1(s1)

On pose
o X = CQ([t X Is) N

+c(t,s)x(t,s) +y(t,s) (2.8

(2.9)
s), pour tout s € Iy = [s1, s9].

o E={(f,9) € CLy) x C(Ls) : f(t1) = g(s1) = 0};

e Dx(t,s) = 85;(65) ;

o Rx(t,s) ftf (1,0)drdo ;

o Ax(t,s) = a(t,s) 2L 4 pt, 5) 20 1ot s)a(t, s) ;
o ': X — E, T'x(t,s) = (x(t,s1),2(t1,5)) ;

o II: E— X, TI(f(t),9(s)) = f(£) +g(s).
Avec ces notations, le probleme (2.8))-(2.9) s’écrit comme suit :

{ Dx = Ax + v,
Pa(t,s) = (¢(t),1(s)).

Comme lopérateur (Ix—RA) est inversible, alors le probleme (2.8)-(2.9) admet
une solution unique :

z(t,s) = (Lx—RA) " (Ry+11(p,¥))(t, s) = (Ix—RA) " (Ry(t, 5)+p(t)+1(s)).

Pour les exemples sur les opérateurs inversibles a gauche voir [46], 47, [45] 48)].

2.3 Problémes aux bords abstraits singuliers

Soient T" € C(X) et A € pp(T) l'ensemble résolvant de Browder de T'. La
projection de Riesz Py correspondante a T est de rang fini. Le fait que D(T)
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est Py—invariant, on peut définir 'opérateur
T\ = ()\]X — T)(IX — P)\) + P
de domaine D(T'). Puisque X = N(P)) ® R(P)), on pose alors

T\ = (Mx —T) |xp) ©Irp,)-

Ainsi o(T)) = o(Mx —T)(Ix — P\)) = oc(Mx —T) \ {0}. T admet donc un
inverse borné qu’'on note par Rp(A,T), il est appelé 'opérateur résolvant de
Browder de T en A,

Rp(\,T) = (Mx —T) |ypy) " (Ix — Py) + Ph.

Il est clair que Rg(\,T) = (Mx —T)7 %, pour A € p(T) et Rg(A,T) peut étre
considéré comme une extension de la résolvante habituelle de p(T) a pp(T).
Rp(A,T) conserve de nombreuses propriétés importantes. Par exemple, comme
P\T\ = P\ dans D(T) et T\P, = P, dans X, il en résulte que P\Rp(\,T) =
Py = Rp(\,T)P,.

Lemme 2.2 Soit T € C(X). Pour \,u € pp(T),
RB(Aa T) - RB(:“) T) - (M - A)RB(/\7 T)RB(Ma T) + MT()‘7 :u)

ol MT()\, ,u) = RB()\, T)[()\IX — ]X — T)P)\ — (;IJ]X — IX — T)Pu]RB(,u, T) est
un opérateur de rang fini avec rang(Mr(A, p)) = rang(Py) + rang(P,). De
plus, si X # pu, les résolvantes de Browder commutent et la fonction Mrp(\, p)
est antisymétrique, Mrp(\, ) = —Mrp(p, N).

Preuve. On a Rp(\,T)— Rp(p,T) = Rp(\,T)[T, — T5|Rp(u, T). De plus,
TM—T)\: (/LIX—T)([X—P#)—JFPM—(/\])(—T)([X—P/\)—P)\

:()\IX—]X—T)P)\—(,LLIX—IX—T)PM—I—([IJ—A)]X.

Donc

Ry(\T) — Ry(.T) = (1t — N R\ T) Ry (1 T)

—|—RB()\,T>[(>\IX — ]X — T)P)\ - (,LLIX — IX — T>PM]RB</«57 T)

Maintenant, on montre que rangMrp (X, i) = rangPy + rangP,.
On commence d’abord par montrer R(Py + P,) = R(Py) + R(P,).
Soit y € R(Py+PF,), alors il existe z € X tel quey = (Pyx+F,)x = P\a+ P,z =
Y1+ Y2 avec y; € R(Py) et yo € R(P,).
Inversement, soit y € R(P) + R(P,) donc il existe y; € X et yo € X tels que
y = Pyy1 + P,y2. Posons h = y1 + yo — (Pyy1 + P\yo) alors (P + P,)h = y.
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Doty € R(P\+ P,).

On pose St = (Mx — Ix — T)P\ — (uIx — Ix — T)P,. On remarque que
St(Py+ P,) = Sy pour A # pet ona R(Py\+ P,) C D(T) = R(Rp(p, T))
donc R(Sr(Py+ P,)) C R(SrRp(p,T)), alors S et Mp(A, ) sont de méme
rang. Puisque Py et P, sont de rangs finis et R(St) C R(P\+ P,), alors S est
de rang fini, ainsi que My (A, ).

Maintenant, il suffit de montrer que R(St) = R(P)) + R(F,).

On a ST|R(P,\>+R(PM) = ST C (R(P)) + R(PM)). Comme R(P)\) + R(P/J =
R(P\+ P,), alors R(S7) = R(Py) + R(P,). m
On suppose que dans le probléme , A = Ix — Py\-1 ot Py-1 est le projecteur
de Riesz associ¢ & R et A™t € pp(R) avec R € Rp. Alors le probléme
devient

{ (D= My + APz = f
(2.10)

I'e =

ou f € X, ¢ € E. Le méme raisonnement utilisé dans la preuve du lemme
et du théoréeme 2.3 donne le résultat suivant :

Théoréme 2.5 Soit R € Rp. Si \™! € pp(R), alors
N(D — Mx + A\Py-1) = R(Rpg(\7, R)IT)
et pour tout f € X, et p € K
21 = Rp(\™Y, R)(Rf + Tlp).
est ['unique solution du probléme .
Preuve. Soit x € D(D), alorsz = Rf +1lp, f € X et ¢ € E.

(D = Mx + AP\ (Rf +Tlp) = (Ix — AR+ AP, R) — A(Ix — Py)Tlg
= (Ux = Pv-)f+ Py f = AR(Ix — P\)f
— ARPyAf + APy RS — (I — Pyo)Tlp
= [(Ix = AR)(Ix — P\1) + Py f
~ Ay — P,

Pour z € N'(D — Mx + APy-1) et A1 € pp(R), alors
Ainsi

r=AR(Ix — AR)'(Ix — P\-)Ilp 4+ IIp = Rp(A~!, R)Ilp.
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Inversement.

(D= Mx + APy 1) Rg(A LRIy = (D — Mx + APyv1)[(Ix — AR) '(Ix — Py1)
Py ]Il

(D — Mx)(Ix — Py-1)Ilp + DPy1Ilyp

+ MD — Mx)R(Ix — AR) Y (Ix — Pyl

0.

_|_

D'ot, N(D — My + APy-1) = R(Rp(A~L, R)II).

On a d’une part,

(D — Mx + AP\ 1)xl? = (D — My + APy1)Rp(A\ ™Y, R)Rf
+ (D= Mx +APy-1)Rpg(\!, R)y
= (Ix = AR+ AP-1R)[(Ix — AR) ™ (Ix — Py-1)
+ P]f=f

et

Tz/¥ = TRp(A\™, R)(RS + M)
= TRR(N L R)f +T[[Ix + A\R(Ix — AR) '|(Ix — P\1) 4+ Pyl
= F(IX — P)\—l)HQO + Py
D’autre part, si o1, x2 € D(D) sont deux solutions du probléme (2.10)), posons
xo =111 — o = Rfy+ Ilpy pour fy € X et ¢y € E. Do,
(D — Mx + APy-1)xg =0 et 'rg = 0, c’est a dire I'(Rfy + Ilgy) = 0. Comme
N(T) =R(R) et T'Tl = Ig, on en déduit que ¢y = 0. Or,

0 = (D — My + APy 1)1
— (D — My + AP\ )R,
= (Ix = AR)(Ix — Px-1)fo+ (Ix = AR)Px-1 fo + AP\ R fo
= [(Ix = AR)(Ix — Px-1) + Py-1] fo.
Puisque A~ € pp(R), alors fy = 0. m

Dans le cas ou l'opérateur est inversible a gauche, on obtient un résultat
similaire :

Théoréme 2.6 Si D € Ly, et \™' € pp(L), alors
N(D — Mx + APy1) = R(Rp(\ ™!, L)II).
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Pour tout f e X et p € E
o{? = Rp(\ L)(Lf + Iy).
est ['unique solution du probleme (12.10)).

2.3.1 Conditions aux bords généralisées

Dans cette section, on désigne par I'y l'opérateur au bord de 'opérateur D
inversible & droite d’'inverse R € Rp.
Soit = un opérateur linéaire dans E. On introduit une application linéaire
Iy : X — E de domaine D(I'}) = R(R) & IID(Z) C D(D), et d'image
R(I';) C E, définie par

:Rf+ e —1I"f+=Zp, feX, ¢eDE).
Alinsi,
MR=1I", IZTI==E.

I'; est réalisé comme étant un second opérateur au bord complémentaire de I'y.
Soient By et 31 deux opérateurs linéaires dans I'espace E tels que D(Z) C D(fp)
et /1 : E — E. On Considére le probléeme au bord abstrait pour 'inconnue
x € D(I'y) C D(D) suivant

{ (D—=MNx+ AP0z =f

(Bol'o + Bil' )z = ¢
ou feX,pe Eet e C est un paramétre spectral.

(2.11)

Théoréme 2.7 Soit R € Rp. Si \™! € pp(R) est tel que 'équation
Bo+BiEHFNT (Ix—AR) ! (Ix— Py-) )| UL% = o— BT Rp(A ", R) f (2.12)

admet une solution unique \IJK’@ = Foxﬁi"p € E, alors

o1¥ = Rp(\"!, R)|Rf + TIW/¥] € D(D)
est la solution unique du probléme spectral au bord (2.11]).

Preuve. Soient ‘Ilf\c’(p € E la solution de I'équation pour
A1 e pp(R), f € X et p € E. D’apres le théoréme [2.5/on a
(D — Mx + AP\1)xl? = (D — Mx)RRp(A\™', R)f + AP\« RRz(A\1, R)f
+ (D — My + AP\1)Rp(\7Y, R)ITW?
= (Ix = P-)f + (Ix = AR)P\-1 f + P\ Rf
= f
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On a qfﬁ"p € D(Z) donc x{’g’ € D(I'1), et d’apres les propriétés de I'g et 'y on
obtient :

Tor!? = ToRp(\™Y, R)Rf + ToRp(A~!, R)ITW/¥
= ToIW]? + AR(Ix — AR) " (Ix — Py-1)IIW?
— /¥

et

Ia¥ = Ty RRg(\"', R)f + T1Rp(A\ ", R)ITWL#
= IRp(\"Y R)f + TWITW,Y + A0 R(Ix — AR) M (Ix — Py-1)ITWL#
— I Rp(A", R)f + W)Y + \IT*(Ix — AR) "' (Ix — Py1)ITW)7.

Ainsi

(BoT'o + Blfl)x{’“’ = [Bo+ Bu[Z + AII* (I — )\R)_l(] — P)\fl)HH\If{’(p
+ BII*Rp(A Y R)f
= o — B R\ R)f + BiIII'Rp(A\ R) f
g QO'

Remarque 2.2 57 D est un opérateur aux dérivées partielles linéaire, le pro-
bleme (2.11) peut étre interprété comme un probleme au bord mixte faisant a
la fois intervenir une condition de Dirichlet et une condition de Neumann par
FO et Fl.

2.4 Controlabilité approchée des systémes linéaires aux
bords

Soient D, A et I les opérateurs donnés dans le probléme (2.4]) et R un inverse
a droite de D. Soit U un autre espace de Banach et B un opérateur borné de
U dans X. On consideére le systéme linéaire de controle abstrait suivant :

(2.13)

Dx = Ax + Bu,
'z = ¢y.

Les espaces X et U sont appelés respectivement 1’espace des états et 1’espace
des controles. L’élément oy € E est ’état initial au bord.
D’apres le théoreme [2.3] si Vopérateur (Ix — RA) est inversible, alors quelque
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soit la paire fixée (¢p, u) € E x U, le systéme linéaire (2.13)) admet une solution
unique donnée par

z(pg,u) = EP(RBu + Myy), on 7= — RA)™. (2.14)

x(po, u) est appelé en théorie de controle le signal de sortie correspondant &
I'entrée u. On note pour ¢y fixé dans F,

R(po) = | x(00,u) (2.15)

uelU

'ensemble des solutions de (2.13) pour un état initial au bord ¢g. R(pg) est
appelé I'ensemble accessible a partir de 1’état initial au bord ¢y par des moyens

de controle u € U.
Définitions 2.1 [36/

1. Létat x € X est appelé approrimativement accessible a partir de ['état
initial au bord oy € E si pour tout € > 0 il existe un controle uw € U tel
que

|z — z(0, u)||x <€

2. Le systéme linéaire est dit approximativement accessible a partir de

I’état initial au bord po € E si R(po) est dense dans X.

Définitions 2.2 Soit I'y un opérateur linéaire borné de X dans F.
(i) L'état ©1 € X, tel que I'yxy = @1, pour un certain 1 € E, est dit
['y-accessible (resp. I'1-approximativement accessible) par l'état initial au
bord ¢y € E, s’il existe un controle uw € U tel que

Dyz(po,u) = @1, (resp. [|[T1z(po, u) — @1|lp < € pour e > 0).

L’¢tat x1 est dit [’état final du systeme ;
(11) Le systeme linéaire (2.13)) est dit I'y-controlable (resp. I'y- approximati-
vement controlable) si pour tout état initial au bord ¢y € F,
Fi(R(po)) = E,  ( resp. Ti(R(w0)) = E);
(111) Le systéme linéaire (2.13) est dit I'y-controlable (resp. I'y- approzima-

tivement controlable) en zéro si

0 € T1(R(po)), (resp. 0€T1(R(po))),

pour tout état initial au bord ¢y € E.

Théoréme 2.8 Soient R € Rp et I't un opérateur borné de X dans E. Le
systeme linéaire (2.13)) est I'y1-contrélable si et seulement si l'opérateur T1EX RB
est surjectif.
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Preuve. Supposons que est I'1-controlable, alors
I (R(p)) = T EX(RBU + 1lpy) = E, pour tout ¢y € E.
Soit 1 € F, il existe un controle u € U tel que
I EP(RBu + Tpg) = ¢

et
FlngBu = Y1 — FlgEHgDO

Ce qui implique que I'1EY RB est surjectif.
Inversement, pour tout ¢; € E il existe un controle u € U tel que

&Y RBu = ¢;.

Cela signifie que le systéme (2.13]) est ['1-accessible par I’état initial au bord
wo € E, dou I'1(R(0)) = E, par linéarité de I'ensemble, on obtient la I'y-
controlabilité de (2.13)). ]

Théoréme 2.9 Soient R € Rp et I'1 un opérateur linéaire borné de X dans
E. Alors le systéme linéaire (2.13)) est I'y-approzimativement accessible en zéro
si et seulement si l'opérateur B*R*(EX)*T% est injectif.

Preuve. Supposons que le systéme (2.13)) est I'y-approximativement accessible
a 1’état initial au bord zéro, on a

I (R(0)) = T1EPRBU = E.

*

Ceci est équivalent a l'injectivité de B*R*(EX)*T';. m
Lemme 2.3 Soient R € Rp et I'y un opérateur linéaire borné de X dans E.
Si le systeme linéaire (2.13) est I't1-approximativement contrélable en zéro et

[, ERTT est surjectif, alors tout état final xy est U'i-approxvimativement accessible
par l’état initial au bord zéro.

Preuve. Soit z; € X tel que z; = 1y pour ¢3 € E. On a, 0 € T'1(R(po)),
pour un état initial au bord ¢y € E. Donc, Ve > 0, il existe un controle uy € U

tel que
|T1EL (RBug + Tgy)|| , < e (2.16)

Comme T1EDTI est surjectif, ceci implique que, pour tout 1 € E, il existe
s € E tel que T1EP Ty = —¢pp. Cette égalité et (2.16) impliquent que pour
chaque 1 € E et € > 0, il existe un controle u; € U tel que

HFlé'fRBul — ngHE < €.
Ceci montre que chaque état final x1 est I'i-approximativement accessible par

I’état initial au bord en zéro. ]
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Théoréme 2.10 Sous les mémes hypothéses du lemmel[2.3, le systéeme linéaire
(2.13)) est T'y-approximativement controlable.

Preuve. Selon les hypothéses du lemme [2.3] pour tout état initial au bord
wo € E et € > 0, il existe un controle ug € U tel que

HnaﬂR&m+H%mE<§. (2.17)

Le lemme [2.3| assure aussi que pour tout 1 € E et € > 0, il existe un controle

up € U tel que

€
5.
A partir de (2.17) et (2.18)), il s’ensuit que pour tout g, ;1 € F et € > 0, il
existe un controle u = uy 4+ u; € U tel que

< €.

HF:[((:ERBul — gOlHE < <218>

Ce qui implique que I'1(R(pp)) = E puisque ¢g, p1 € E et € > 0 sont arbi-
traires. u

Théoréme 2.11 Soit U un espace de Hilbert séparable. Soient R € Rp et I'y

un opérateur linéaire borné défini de X dans E. Alors le systeme linéaire (2.13))
est I'y-contrélable en zéro si et seulement si il existe un nombre réel o > 0 tel
que

|B*R*(ED)Tiv|| > oo |[IT(ED)THY||,  pour tout ¢ € E*. (2.19)
Preuve. Supposons que le systéme linéaire est I'y-controlable, on a
0 € I'(R(po)), Voo € E.
Donc, il existe u € U tel que ['1EY RBu = —T1EPTpy. Cela implique que
R([EXT) ¢ R(TEYRB).
En vertu du théoréme [I.5, on obtient (2.19). La réciproque est évidente.

Exemple 2.3 Soient X = C(Q2) ot Q = [0,a] x [0,a], a > 0, E = C([0,a])
et U = C(R). On considére le systéme du controle suivant :

Ox
E(t’ s) = Ax(t, s) + u(t), (2.20)

avec la condition initiale
z(0,s) = ©(s). (2.21)

38



On pose D = 2x(t,s) et Ra(t,s) fo 7,8)dt Uinverse a droite de D.
D(D) ={x € X : z(.,5) € CY[0,a]) pour tout s firé dans|0,a]} et D(R) = X.
L opérateur au bord I' de D correspondant a R est défini par

Fa(t,s) =x(0,s) — ¢(s), pour toutt,s € [0,a.

On peut définir Uopérateur 11 par I1f(s) = f(s) + ¢(s), pour tout f € E. De
plus, en notant A = M x, B = Ix et oo = 0, alors le probleme (22.20])-(2.21)
peut étre écrit sous la forme (2.13)).

Maintenant, si on désigne par

t
Cux(t,s) = / AN (7, s)dr,
0
alors pour tout t,s € [0,al, on a :
(Ix + \C)(Ix — AR)x(t,s) = (Ix — AR)(Ix + AC)x(t,s) = x(t, s).

Cela signifie que Uopérateur (Ix — AR) est inversible et son inverse est donné
par

t
EPx(t,s) = x(t,s) + )\/ AT x(r, 5)dr.
0
D’ou, en utilisant la formule (2.14), pour tout u € U, la solution de ([2.20))-

(2.21)) est donnée par
t
z(t,s) = EP(RBu + Hyy)(t, s) = eMo(s) —l—/ AN y(r)dr.
0

Si1 'y est un opérateur linéaire borné de X dans E, alors d’aprées les théorémes
et[2.9, le systeme linéaire (2.20)-(2.21) est

e T'y-controlable si et seulement si l'opérateur T1EY RB est surjectif;

o ['1-approzimativement accessible en zéro si et seulement si [‘opérateur

B*R*(ER)T; est injectif.

Par exemple, soit T'y défini par T1x(t,s) = z(t1,s) = ¢1(s), pour t; €]0,al
fizé. 1l est facile de vérifier que T1EXTlpy = e = T(t1)¢ pour tout
@ € E, ou {T(t)}4>0 est le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés généré
par A. L’injectivité de B*R*(EY)*T% est équivalente a

BT(t)*) =0 = ) = 0.

Notons que cette condition est nécessaire et suffisante pour le systeme linéaire
en dimension infinie soit approximativement accessible a partir de zéro. Cet
exemple montre que dans le cas ot D est un opérateur différentiel, le concept
de I'1-approzimativement accessible coincide avec ’accessibilité approrimative
du systéeme de commande linéaire en dimension infinie (voir [57)]).
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Chapitre 3

Une approche spectrale pour résoudre
des problémes aux bords matriciels

Dans ce chapitre, on généralise les résultats du chapitre 2 au cas matriciel.
On étudie des problémes aux bords abstraits généraux pour des opérateurs li-
néaires matriciels (2 x 2) triangulaires supérieurs inversibles a droite agissant
dans des espaces de Banach.

Il existe dans la littérature mathématique une variété des travaux sur les pro-
A B

0 —A*
des équations différentielles ordinaires [44, 53] ou des équations aux dérivées
partielles [10] 58].

blémes aux bords abstraits matriciels du type H = ( ) pour résoudre

On considére le probléme au bord matriciel abstrait suivant :
DL[IZ = )\Mcilf + f
(Pm)
I'e =¢

avec Dy, et Mo sont des opérateurs matriciels triangulaires supérieurs dans 1’es-
pace de Banach X &Y ou Dy, est inversible a droite. Pour traiter ce type de
problémes, on construit d’abord les opérateurs aux bords matriciels correspon-
dants.

3.1 Construction d’opérateurs aux bords matriciels

E et K désignent des espaces de Banach complexes et Ip (resp. Ix) est
l'opérateur identité sur £ (resp. sur K).

On note par Dy, I'opérateur matriciel défini dans X @Y par

(D L
v (0" )
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ou Dy € Lin(X), Dy € Lin(Y) et L € Lin(Y, X).

On suppose que D et Dy sont inversibles a droite dans X et Y respectivement,
d’inverses a droite respectifs G1 et Gy. Alors Dy, est inversible a droite, d’in-
verse a droite

(G —GiLG,
- (G 00,

Soient I'y et I'y deux opérateurs aux bords de D; et Dy respectivement dans E
et K (voir définition [2.1]).
Dans la proposition suivante, on construit un opérateur au bord pour 'opéra-

teur matriciel triangulaire supérieur Dy, inversible & droite en s’appuyant sur
la définition 2.11

D, L
0  Ds

(T 0
(o' 1)

défini de X @Y dans E® K est un opérateur au bord de Dy correspondant a
Gr.

Preuve. On observe que N (T'y) = R(G1), N(Ty) = R(G>) et il existe
I, : E - Xetll : K — Y tels que I'Tll} = Ig, R(Il;) = N(Dy),
FQHQ = IK et R(Hg) = N(Dg)

Proposition 3.1 (2] Si Dy, = (
N (L), alors lopérateur

) est inversible a droite et N' (Do) C

On note par II = ((1;[1 OH )  FO K — X @Y Ainsi I'll = Iggk,
2
N(T) = R(GL) et puisque N (D) C N (L) on a R(IT) = N(Dy). m

De la méme maniére on peut construire 'opérateur au bord d’un opérateur
matriciel inversible a gauche.

On suppose que Dy et D, sont inversibles a gauche respectivement dans X et
Y d’inverses a gauche respectifs R et Ro. Soient A; et Ay deux opérateurs aux
bords de Dy et Dy correspondants & Ry et R respectivement (voir définition

. On a alors :

Proposition 3.2 57 Dy, est un opérateur inversible a gauche d’inverse a gauche

Ry = Ry =l Lk et R(L) C N (A1), alors lopérateur A = A 0
0 RQ 0 A2

défini de X @Y sur E@® K est un opérateur au bord de Dy correspondant a
Ry.

41



On considére un autre opérateur matriciel M défini dans X & Y par
A C
ve= (0 )
ou A € Lin(X), Be Lin(Y) et C € Lin(Y, X) tel que D(Dyr) C D(M¢).

D’aprés la proposition [3.0], on considére le probléme matriciel spectral au
bord d’inconnue w € D(Dy,) suivant

(D1 — AMc)w = F
(Prm) {
T'w=2o

ot FFe X XY, ®e Ex K et A& C est un parametre spectral.

3.2 Existence et unicité de la solution du probléme (Py)

Soient G; € Rp,, G2 € Rp, et I' un opérateur au bord de Dy donné dans
la proposition [3.1} Dans cette section, on désigne par

R)\[GlA] = (]X — )\GlA)_l
et
R,\[GQB] = (Iy — )\GQB)_l

pour A € p(G1A4) N p(G2B).
Notre principal objectif consiste a appliquer les deux résultats suivants pour
établir I'existence et 1'unicité de la solution du probléme au bord (Pay).

Lemme 3.1 Si A\7! € p(G1A) N p(GeB) alors
N(Dy — AM¢) = R(Ny 1)
ol
R)\[G14] —R\[G1A|G1(L — A\C)R\[G2B]

Npc =
0 R, (G, D]

pour tout opérateur linéaire L de Y dans X.
Preuve. Soit w = < :j ) € D(Dy), alors il existe F' = ( h > € X xY et

fo

©1 Gifi + 1oy )

o = € F x K tels que w = .
( ©2 ) . ( Gafa + Iapo
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D1 — AN L-)\C Glfl + Hl@l
(DL — )\MO)U) =
0 Dy — \B Gafa + Iapo

( (Ix — AAG) fi = MAlLip1 + (L — AC)(Gafa + [aps) )

([y — )\BGQ)fQ - )\BHQQDQ

Pour w € N(Df — AM¢) et A1 € p(G1A) N p(G2B), on obtient

{ f1 = AR\AG ATl o1 — RA[AGH](L — AC)(Gafa + o),

f2 = )\R)\[BGQ]HQQOQ.

AG1R), AG1 Angpl + ngpl GlR)\[AGl](L — )\C)(Ggfz + HQQOQ) )

AGoRA\[BGo|llhps + Iagp)
R\ [G1 AL i1 — GIRA[AGH](L — AC) (G2 fo + Tlaps) )

(
|
("

R)\[Gl H1g01 GlR)\[AGl](L — /\C)R)\[GQB]H%DQ )

R\ [G2B|apy

R)\[Gl R)\[GlA]Gl(L )\C)R/\[GQ ] H1 0 ©1
Ry[GB ) ( 0 m) (so)
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Alors w = N c11®.
Inversement, posons v = N, ¢II® avec ® € £ x K. On constate que

(DL — )\Mc)?} == (DL - )\Mc)NLcﬂ(I)

—GlR)\ [AGl] (L — )\C)R)\[GQB] HQQOQ

— M L -)\C
+R\[G1A]IT ¢4

— )\B
R\ [G2 B2

( )\A) [R)\[GlA]Hl(pl GlR)\[AGl](L — )\C)R)\[GQB]HQQOQ]
( +(L = AC)R\[G2 Bl

(D2 — AB)R\[G2B]ll¢,
(D1 = AA)RL G A]lLipy

(D2 )\B)R [GQB]HQQOQ
( )\A) [IX —+ )\GlR)\[AGl]A]ngpl

(D2 )\B)[[Y + )\GQR)\[BGQ] ]HQ()OQ
(D1 — ALy + AAlL gy

(D2 — AB)Iaps + ABllsps
Comme N (Dp) = R(IT;) et N(Dy) = R(Ily), alors (D, — AM¢)v = 0. |

Dans la preuve du théoreme suivant, on donne l'expression explicite de la
solution du probléeme (Ppy).

Théoréme 3.1 Pour A1 € p(G1A) N p(GaB), le probleme au bord (Pa)
admet pour tout F' € X XY et & € E x K une solution unique donnée, pour
tout opérateur linéaire L de Y dans X, par

o~ (G 0
ouG—<O G2>.

Preuve. D’aprés le lemme , Npcll® € N(Df — AM¢), alors

wi® = Npo(GF + TI®)
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(D, — AMo)wh® = (D — AMg)Np «GF

R)[G1A] —R)\[G1A]G1(L — A\C)R\[G2B] G1fi
S 15
0 R,\[G2B] G f
RA[G1A]G1f1 — Ry\[G1A]G1(L — AC)RA[G2 B]Ga fo
= ) ( )
R,\[G1A]Ga f2
_GRAAG](L — AC)RA[GoB|Ga fo
_ ( mAd LA ) A +G1RA[AG1]fA1
GoRA[BGo) f

( (Ix — MAG)RA[AGH] 1 )

Iy — ABG5)R,\[BGs) f

On a ./\/(Fl) = R(G1) et N(T'y) = R(G3), alors on obtient

F”LU)\ —FNLC GF—{—H(I))
' 0 ) ( G1RA[AG1]fi — GIRAAG](L — AC)R)\[G2B] G f2 )

0 Iy GoRA[BGy fo

Fl 0 ) ( R)\ G1 ]H1g01 — GlR)\[AGﬂ(L — )\C)R,\[GQB]HQQOQ )

0 Iy R\ [G2 By

( FlR)\ Gl H1g01 FlGlR/\[GlA](L — )\C)R)\[GQB]HQQOQ )
.

[oR\[Go B¢
IX + )\GlR)\ AGl]A]H1(p1 )

Io[ly + AGoR )\ [BG3| B|1laps
1T )
[1lsp0
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L’unicité de la solution de (Pa) résulte par des arguments standards.
Si wy, we € D(Dy) sont deux solutions du systéme (Pyy), on pose

U G1fo+ Hipg >
= our foe€ X, go €Y, w9 € E et
Y ) ( Gogo + Tothy ) P Jo 90 ©o

Wy — W1 — W2 = <
Yy € K. D'ou,
{ (D — AMe)wy = 0,

F’UJO = 0.

0

La seconde identité donne ( Y0 ) = (
(20 0

) . Alors Uy = GlfO; Vy = GQQO.

En utilisant la premiére identité, on a aussi

B (D= MM L-XC )\ [ Gifo

0= (D1 = AMo)uwo = ( 0 DQ—)\B><G2g0>

_ (([X—)\AGl)foJr(L—)\C)Gwo)
([Y—)\BGQ)QO .

Ainsi, fo =gy =0 et wy = ws. |

Le résultat suivant exprime l'existence et 1'unicité de la solution du probléme
(Pa) dans le cas inversible a gauche.

Théoréme 3.2 Si l'opérateur Dy, est un inverse a gauche de Ry et
A1 e p(R1A) N p(ReB) alors,

N(Dy — AM¢) = R(N;,cO)

ot
R)[R1A] —R)\[R1A|Ri(L — AC)R)\[RyB]
Nrc =
0 R, [R:B]
D’autre part, le probléeme au bord (Pa) admet une solution unique pour tout
FeXxY etdeFExK, lasolution est donnée, pour tout opérateur linéaire

L deY dans X, par
w,® = Np o RF + T1®)

ou R = ( %1 f(i) ) et D; est l'inverse a gauche de R;, 1 =1, 2.
2
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3.3 Applications

3.3.1 Equation harmonique
L’équation harmonique est définie par :
%%%;:f, 0<zx<l 0<y<l,
u(0,y) =u(l,y) =0, 0 <y <1, (3.1)
u(x,0) = p1(x), u(z,1) = ps(x), 0 <z < 1.

On pose v = —i% + g—;‘. Alors le systéme Hamiltonien devient

2= L)(0+(4)

avec les conditions aux bords

{ u(0,y) =u(l,y) =0et v(0,y) =v(l,y) =0, pour y € [0,b],

u(z,0) =u(x,1) = ¢1(z) et v(z,0) = v(z,1) = po(x), pour z € [0, 1].
(3.2)
Soient Q =0,1[x]0,1[, X =Y = L*(Q) et E = K = L*([0,1]). On définit
'opérateur matriciel D dans (L?(Q2))? par

0
0
D= % ,
(0 3y>

ott D(D) = {(u,v)" € (H'(2))*: u(0,y) = u(l,y) =0, et v(0,y) = v(l,y) =
0, 0<y<1}.
L’opérateur D est inversible a droite dans (L*(€2))?, son inverse a droite est

donné par
. < a(z,) ) _ ( Grafz,y) > _ < JY e, ) >
6($7y) GQB('ray) ()yﬁ(xaT)dT
ou a, f € L*(Q).
Maintenant, on note
d d )

A= ’L%, C = ILZ(w)J B = —Z% =—-A
ot D(A) = HY(Q).
L’opérateur au bord T est défini par T : D(D) — (L*([0, 1]))?

e )= (g o)
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pour £ =0 ou & =1 et 1,99 € L*([0,1]).
Avec ces notations, le probléme au bord (3.1)), s’écrit

Dw=Hw+ F
I'w=20

ouH:(gl g),w:<z>etF:<2)e(L2(Q))

D’autre part, on définit U'opérateur I : (L*([0,1]))* — (L*(2))? par

H(% ) _ (¢1($)+901($) )
() V2 () + p2()
Alors, TTT = I2(jo,17))> et DIT = 0. D’aprés le théoreme [3.1] le systeme (3.3)

admet une solution unique si les opérateurs Ir2q) — G1A et Ir2q) — G2 B sont
inversibles.

(3.3)

Pour prouver I'inversibilité de ces opérateurs on doit utiliser quelques résultats
de la théorie de mesure et les propriétés de I'opérateur de Volterra :
Lemme 3.2 [I8] Soit I un ouvert borné de R.

1. Soit f(x,y) une fonction Lebesgue mesurable par rapport a y pour tout
x € I, et ses dériwvées partielles sont mesurables dans 1.

Si 8f(3: y)| < g(z) € LY(I), alors

ay/fxydx—/a x,y)d

2. On note par C"1(I) Uensemble des fonctions dont les dérivées d ordre
inférieur ou égal a (m — 1) sont continues et bornées dans 1. Si CJ" (1)
est équipé de la norme

m—1
1 ot =D 1P e,
k=0

alors H™(I) s’injecte continuement dans CJ"'(I).
Ce lemme conduit au résultat suivant.
Proposition 3.3 Soit Vu(z,y) fo (t,y)dt défini sur L*(Q) de domaine
HP(Q), p € N*. Alors V est quasi-nilpotent.

v (a—t)"t

Preuve. V est un opérateur de Volterra, V*u(z,y) = [; T u(t,y)dt,

pour tout k& > 1, et V¥ est quasi-nilpotent sur L*(Q) ([15]).
De plus, pour i = {1,..,p} on a

azvku T —t k—i—1
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alors % est quasi-nilpotent sur L?((2).

D’apres le lemme [3.2] on obtient pour j = {1,..,p}

IV T(r =)o

1V il < 2L 2

i YN = T ) gy

Alors, |\VkHHp(Q) k—> 0. n
— 00

Lemme 3.3 SoientT : X — Y un opérateur quasi-nilpotent et S : Y — Z
un opérateur borné. Si Z est un espace de Banach tel que Z C X et ST =TS,
alors T'S est quasi-nilpotent.

D’apreés la proposition |3.3|et le lemme 3.3 Oy %aﬁ' est quasi-nilpotent. Alors

les opérateurs Iy — G1A et Ix — GoB sont inversibles. Ainsi le probléme au
bord (3.1]) admet une solution unique.

3.3.2 Probléme d’élasticité symplectique

Considérons une plaque rectangulaire mince. L’équation de déplacement des
points de la plaque est (voir [55]) :

0? 0?
(@+8_;y2)2w:p; pour0<z<h ete0<y<1 (3.4)
avec les conditions aux bords
82
w:O;a—;;:0;poury:Oouy:1 (3.5)
et
ow : )
w eta— sont des fonctions données pour x =0 ou x = h. (3.6)
Yy

Pour obtenir la solution analytique de ce probléme, on introduit la rotation 6,
la fonction paramétrique de Lagrange g et le moment m de la fagon suivante
[60] -

ow OPw Ow S Pw  Pw
" Ox q_(6x3 +8:c8y2) ’ m__(w+8—y2)'
Alors le probleme au bord (3.4)-(3.6]) devient(voir [60])

0

w 0 1 0 0 w 0
o | 0 ~2 0 0 -1 0 0
— = Oy 52 + (3.7)
ox q 0 0 O B q p

m 0 0 -1 0 m 0
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et les conditions aux bords sont
w=0;0=0;¢g=0; m=0;siy=0o0uy=1 (3.8)

w(0,y) = w(h,y) = pa(y), sty e [0,1]
0(07 y) - e(hay) - 902(y)7 sy € [07 1]; (3 9)
9(0,y) = q(h,y) = ¢s(y), siy€[0,1] |
m(0,y) = m(h,y) = ¢a(y), siye0,1]
ot p; € L*([0,1]),i=1,...4, sont des fonctions données.
On note 2 =]0,h[x]0,1[C R?, X =Y = (L*(Q))?, E = K = (L*([0,1]))? et
on considére opérateur matriciel défini sur (L*(2))* par

(D 0
p= (1 5,)

7w 0.
ox

est défini dans (L%*(2))? tel que D(Dy) = (H*(Q))? et D(Dy) = (H*(Q))>.
L’opérateur D est inversible a droite, son inverse a droite est 'opérateur de
Volterra :

ou

Gotay) = [ olrg)dr s ofoy) € (L),
G = ( Cél ng ) , ol

Q. ( CLj(.CE,y) ) _ ( f()za’j(T7y)dT )
’ bj(xa y) f() bj(7_7 y)dT
et (a;,by) € (LA(Q))2 j = 1,2.
Maintenant, si on désigne par

0 I
A:( o2 L(Q)>

'opérateur défini sur (L*(2))? de domaine
D(A) = {(w,0)' € D(D)): w(,0) = w, 1) = 0: B(a,0) = 6(z,1) = 0},

alors
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est de domaine

D(A*) - {(%m)t < D(D2)§ Q(x’o) = Q(xv 1) = 0; m(x,O) - m(x7 1) - O}

Posons C' = ( 0 0 ) )
0 —[LQ(Q)

L’opérateur au bord est donné par
(T 0
b= ( 0 Iy )
ott I'1 : D(Dy) — (L3([0,1]))? est
FlU(LU y) _ ( vl(@? y) - Spl(y) )
et Iy : D(Dq) — (L3([0,1]))? est

Lol y) — ( wi(0,y) — ¢3(y) )

wa(0,y) — pa(y)

ouv:(vl),w:<w1>etgzoouh.
V9 w9

Avec ces notations, le probléme au bord (3.4)-(3.5))-(3.6) devient

Du=Hu+ F
(3.10)

I'u=20

w 0

., (A C I | o0 5 4
OuH_(O—A*)’u_ . et F'= ) € (L*(92))*
m 0

Maintenant, on définit 'opérateur Il = < )

(H?(2))? par :

11, ( U1 ) _ ( i(y) + ¢1(y) ) ot Il ( V3 ) _ ( V3(y) + e3(y) ) .
Wy Ua(y) + ©2(y) 0 Pa(y) + aly)
Alors,
I'll = [(LQ([O71D)4 et DIl =0.
Par la technique de factorisation de Frobenius-Schur de 'opérateur matriciel

[9], les opérateurs (I 22 — G1A) et (I(z2q))> + G2A*) sont inversibles si et
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seulement si u(x,y)+ [y [ gQZ (1,y)drds et v(z, y)+ [y 882 Jy v(7, y)drds sont
inversibles respectivement sur H*(Q) et H?(1Q).

Pour prouver l'inversibilité de ces derniers opérateurs, on utilise la proposition
et le résultat connu suivant [1§] :

Proposition 3.4 Soit u € H*(Q). Alors

82 T 82
3Ty/0 u(t,y)dt = . 0y —-(t, y)dt.

Preuve. Soit u € H*(). D’aprés le lemme[3.2] on a u(z,y) € C3(]0, h[) pour
tout y €]0,1[ et u(x,y) € C3(]0,1[) pour tout = €]0,h[. Ainsi gi;;(:v,y) est
bornée uniformément sur 10, 1[ pour tout = €]0, hl.

On pose g(z) = sup \ (x y)|, donc fo x)dr < h sup g(z). Alors
yelo.1] 2€)0,h|

g € L'(]0, h]). Alors on obtient le résultat en réappliquant le lemme [3.2] u

D’aprés la proposition [3.3] et le lemme 3.3} u(z,y) + fo fo o “ Ty drds est in-
versible. Alors les opérateurs (Iy —G1A) et (Ix +GoA*) sont 1nvers1bles. Ainsi
d’apreés le théoréme [3.1], le probleme au bord et par conséquent le pro-
bléme — admet une solution unique.
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Chapitre 4

Problémes aux bords abstraits avec
terme source Drazin inversible

Campbell et Meyer [3], 6] ont exprimé explicitement les solutions des systémes
linéaires d’équations différentielles singuliéres a coefficients constants du type

Ex'(t) + Faz(t) =0, xz(ty) =z
par : o
x(t) — e*EDF(t*tO)EA’DEA’q
ot E=(\E+F) 'Eet F'=(\E+ F)"'F et ¢ est un vecteur donné.

Dans ce dernier chapitre, on généralise le travail de Campbell et Meyer pour
résoudre deux types de problémes aux bords abstraits, le premier type est :

A—)\[X u:f
(Pp){( )
['u=¢p

avec un terme source A inversible au sens de Drazin ou inversible au sens de
Drazin a droite (resp. a gauche). On construit I'opérateur au bord correspondant
puis on montre 'existence et ['unicité de la solution du probléme (Pp).

Le deuxiéme type
(A= AB)u=f
(GP) {
['u=¢p

généralise le probléeme (Pp) ot A est inversible au sens de Drazin et 'opérateur
linéaire B vérifie certaines conditions nécessaires. Les résultats obtenus sont
appliqués a I’équation de Schrodinger et a ’équation des ondes forcée.
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4.1 Opérateur au bord correspondant & un opérateur in-
versible au sens de Drazin

Rappelons que si A € C(X), a(A) et d(A) désignent respectivement 1’as-
cente et la descente de 'opérateur A.

Définition 4.1 [25/ ' : X — E est un opérateur au bord d’un opérateur A
inversible au sens de Drazin et d’inverse de Drazin AP si
(i) TAP =0 sur D(AP) ;
(ii) 1l existe I1 : E — X linéaire tel que T'Tl = I et R(IT) = N(A™), avec
m = a(A) =d(A).

D’aprés cette définition et la proposition 1.2, on obtient
D(A) = R(AP) @ R(II).

Dans le résultat suivant, on exprime la décomposition du domaine d’un opéra-
teur inversible au sens de Drazin a droite (ou & gauche).

Proposition 4.1 Soit T € C(X).
e 5i A est linverse de Drazin a gauche de l'opérateur T', alors

D(A) = R(T™) @ (N(A) NR(T™)), avec a(T) =m < oco; (4.1)
e Si A est linverse de Drazin a droite de l'opérateur T', alors
R(T™) = R(A) @ N(T™),  avec d(T) =m < . (4.2)

Preuve.
e Soit A un inverse de Drazin a gauche de opérateur T'. Soit x € R(T™ )N
(N(A) NR(T™)), donc

Ax =0,
Ty ==z ye X

Ax =0,

ATy = Ax,
alors ATy =0, Ty =0 et x = 0.
D’autre part, R(T™") C D(A) alors R(T™) @ (N(A) N R(T™)) C
D(A).

Inversement. Soit x € D(A), on pose

rv=x—TAzx +TAx.
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On note y = v — T Az avec x € R(T™), donc y € R(T™) et z = T Ax.
On voit que z € R(T™ ).
Puisque Ax € R(T™) alors Az =T f tel que f € X. D’ou

Ay = Az — ATAx =T™f — AT f
= T"f-T"f=N0.

e Soit A un inverse de Drazin a droite de 'opérateur T. Soit x € R(A) ®
N(T™FL). On sait que N (T™) = R(T™) NN(T). Alors

r = Ay, pour y € D(A)
Tr=0 e z=T"2z, pour z€ X

d’ou

xr = Ay, pour y € D(A)
TAy=0 et TAy=T""2z pour z€ X

xr = Ay, pour y € D(A),
TAy=0 et 0=T""2 pour z € X.

Comme T est surjectif, alors z = 0. Ainsi = 0.
D’autre part, N'(T™!) C R(T™) et R(A) C R(T™).
Inversement. Soit y € R(7T™). On note u = Tz — ATx et v = ATz alors
v € R(A) et T™ 1y = 0. Par suite y = u + v, d’out le résultat.
m

Définition 4.2 [25/ " : X — FE est un opérateur au bord d’un opérateur
T € C(X) inversible au sens de Drazin a droite et d’inverse de Drazin a droite
S e B(X) si
(1) 'S =0 sur X ;
(ii) 1l existe I1 : E — X linéaire tel que Tl = Ig et R(IT) = N (T™)
avec m = d(T) < oo.

Dans le théoréme suivant, on montre que pour tout un inverse de Drazin a
droite S fixé de T, opérateur II dans la définition est unique.

Théoréme 4.1 Soit T € C(X) inversible au sens de Drazin a droite avec

d(T) = m < oo et S est un inverse de Drazin & droite de T. ' : X — FE
est un opérateur au bord de T correspondant a S si et seulement si il existe un
unique opérateur linéaire I1 : E — X vérifiant (ii) de la déﬁmtion tel que

Tz =x — ST™x, pour tout x € D(T™). (4.3)
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Preuve. Soit I' : X — E un opérateur au bord de 'opérateur 1" correspon-
dant & S, alors il existe un opérateur II : £ — X vérifiant les conditions de
la définition [4.2] Soit x € D(T™), il est facile de prouver que

(x—ST™x) € N(T™), donc (ST™z —x) € R(II). Ainsi il existe ¢ € F tel que
x—ST"x =Tlp. Ona 'S =0 sur X et I'll = I, alors I'(z — ST™x) = I'lp
et ¢ = ['z. D’ou (4.3)).

Pour 'unicité de 11, soient II; et Il deux opérateurs vérifiant les conditions de

la définition 4.2 D’apres (4.3), on a
Tz =Lz Ve e D(T™)

et
[lip =1y Veo=Txze€eE.

Ceci implique que I} = Il,.
Inversement, on suppose que les deux opérateurs I" et IT vérifient (4.3]). Alors
Tz = 0, pour tout x € D(T™), donc T™II = 0 dans E. De plus,

[Tz = T'e — ST™ Ny = Iz,

Ainsi I'III'TITx = T'lIlz, donc I'llyp = ¢ avec ¢ = I'lll"x pour tout ¢ € E. On
obtient 'ST™x = 'x — I'lIT'x = 0. Ainsi I'S = 0 dans X car T"™ est surjectif.
Ceci prouve que I' est un opérateur au bord de T' correspondant a .S dans le
sens de la définition 4.2 m

Remarque 4.1 Le théoreme précédent est tres important dans le sens suivant :
Si T est un opérateur au bord de l'opérateur T' Drazin inversible a droite cor-
respondant a son Drazin inverse a droite S, alors pour S fixé opérateur 11
donné dans la définition [].7 est unique et

R(T™) = R(S) ® R(II). (4.4)

De la méme maniére, on définit I’ensemble des opérateurs aux bords d’opéra-
teurs inversibles au sens de Drazin a gauche.

Définition 4.3 [25]/ T : X — E est un opérateur au bord pour un opérateur
T € C(X) Drazin inversible a gauche correspondant & son Drazin inverse a
gauche S € B(X) si
(1) I'T =0 sur D(T) ;
(ii) Il existe © : E — X linéaire tel que TO = Ip et R(O) = N(S)N
R(T™), avec m = a(T).

Pour cette classe on a un résultat similaire a celui du théoréme [4.1] :
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Théoréme 4.2 Soit T' € C(X) Drazin inversible a gauche avec a(T) = m
finie et S un Drazin inverse a gauche deT'. I' : X — E est un opérateur au
bord de 'opérateur T' correspondant a S si et seulement si il existe un unique
opérateur linéaire © : B — X wvérifiant (i1) de la définition tel que

Ol'z = — T™ Sz,  pour tout x € D(S). (4.5)

4.2 Résolution du probléme linéaire au bord (Pp)

On considére le probléme linéaire au bord décrit par un opérateur A € C(X)
Drazin inversible pour 'inconnue u € D(A) suivant

A—)\IX u =
(PD){( Ju=f
['u=¢

ou f e X, e Fet e C. Les résultats suivants expriment 1’existence et
'unicité de la solution du probléme au bord (Pp).

Théoréme 4.3 Si A € C(X) est Drazin inversible d’inverse de Drazin
AP € B(X). Alors il existe € > 0 tel que (Ix — MNAP) est inversible pour
‘)\*1} < € et le probleme au bord (Pp) admet une solution unique donnée par

= AP(Ix — NAPY T f + (Ix — AAP) Iy
pour tout f € R(A™), avec a(A) =d(A) =m et p € E.

Preuve. On pose ¢ = |[(A+ P)7!||. Soit A € C tel que |A\7| < &, alors
IA(A+ P)7!|| < 1. Par conséquent, (Iy — AAP) est inversible pour |A7!| <e.
Soit f € R(A™), alors il existe g € X tel que f = A™g et soit ¢ € E. Comme
(Ix — AAP) est inversible pour [A™!| <&, >0, et A € C\ {0} alors d’aprés
la définition [4.1] on obtient

(A= Mx)ul® = (A= Nx)AP(Ix — MAP) 7 f 4 (A = Mx)(Ix — MAP) Ty
= (AAP — XAP)(Ix — MAP) 1 APy

(A — Mx)[Ix + MAP(Ix — AAP) !y

AAP (Ixy — NAP)(Ix — AAP) 1A g + (A — M)y
MAAP (Ix — MNAP)(Ix — XAP) Iy

= AAPA™g — NIy + AMAAPTIy

= f—APIlp — \Ix — P)IIp + A\(Ix — P)IIp

= f

_|_

_|_
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et
Tul¥ = TAP(Ix — MAP) 1 f + T(Ix — MAP) Iy
= D[Ix + MAP(Ix — XAP)Y Iy
= I'llyp = .
Si uy, us € D(A) sont deux solutions de (Pp), alors ug = uy — uy = AP fo+
g ot fo € R(AP) et ¢y € E.
D’o1,
(A — )\Ix)UJQ = 0, et FUO = 0.
Puisque N(I') = R(AP) et I'll = I, on en déduit que gy = 0.
D’autre part, 0 = (A — Mx)ug = (A — Mx)AP fo = (Ix — NAP)A™ L AD g
pour go € X tel que fy = A™gy. Alors fy = 0 car (Ix — AAP) est inversible.
D’ott I'unicité de la solution du probléme (Pp). u

La version du théoréme dans le cas des opérateurs inversibles au sens de
Drazin a gauche (ou a droite) est exprimée comme suit :

Théoréme 4.4 Si A est linverse de Drazin a gauche de lopérateur T € C(X)
avec a(T) =m < oo et (Ix — AT') est inversible pour A # 0, alors le probléme
au bord (Pp) admet une solution unique donnée par :

ul¥ =T(Ix — AT)7Lf 4+ (Ix — XT) 'y

pour f € R(T™) et ¢ € E.
Preuve. Soit f € R(T™) alors il existe g € X tel que f =T"™g et soit ¢ € F.
Supposons que (Ix — AT) est inversible pour A € C\ {0}, alors
(A= Mx)ul? = (A= Mx)T(Ix — AT)'T™g + (A = Mx)(Ix — AT) Iy

= (A= Mx)T" T (Ix — X))y

+ (A= Xx)[Ix + A\T(Ix — AT) Iy

= T"g+ (A — Mx)p + MNA = M\ x)T(Ix — \T) .
D’apreés la définition 4.3}, il existe w € X tel que Il = T™w, ainsi
(A= Xul¥ = fet

Tul¥ = TT(Ix — AXT)"'f + T(Ix — AT) 'y
= THe + AT (Ix — XT) 'y

Par le méme argument, on montre aussi 'unicité de la solution de (Pp). u

Comme conséquence des théorémes et 4.4 on a le résultat fondamental
sulvant :
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Théoréme 4.5 Si A € C(X) est inversible au sens de Drazin a droite, d’in-
verse de Drazin a droite R tel que d(A) = m < oo. Alors il existe € > 0 tel
que (Ix — AR) est inversible a droite pour tout |\"1| < ¢ et le probleme au bord
(Pp) admet une solution unique donnée par :

u? = RRy(R\)f + Ra(R, Mg,
pour f € R(A™) et ¢ € E, ot Ry(R, \) est linverse a droite de (Ix — AR).

4.3 Application a I’équation de Schrodinger

On considere le probléme de Cauchy du second ordre suivant :

{ T — du(z) = f(x)
u(0) = ug

(4.6)

ou A\ € C.

On désigne par X 'ensemble des fonctions bornées et uniformément continues
sur R & valeurs dans C. X* est I'ensemble des fonctions différentiables k fois
dans R dont les dérivées appartiennent a X.

X est équipé de la norme || f|| = sup|f(z)|. On considére Vopérateur A = -&
z€R

dz?
dans X de domaine
D(A) = X

Le noyau N(A) de lopérateur A est I'ensemble des fonctions constantes sur
R. L'opérateur A = dd—;, en vertu du théoréeme 5.1 de [4] est Drazin inversible
d’indice i(A) = 1.

Pour donner la formule explicite de l'inverse de Drazin A” de A sur X, on
définit d’abord l'opérateur de projection P associé.

Pour tout £ > 0, soit Pr qui associe a chaque f € X la fonction constante

1 €
Pf:—/ F(1)dt.
=5 ). (2)
Alors P est linéaire sur X, ||P¢|| <1, Pcf = f si et seulement si f € N(A) et
P2=P;.
Soit f € R(A). Alors il existe g € X? tel que f = g" = Ag.

1
IPefll = NI Peg”ll < gl\g’\l-

Par conséquent, || P f|| — 0 lorsque £ — oo.

99



Supposons que f € R(A)NN(A), alors P f = f, 51im |Pef]| =0= flim IWalR
—00 —00

V&€ > 0et f=0. Ainsi R(A) NN (A) = {0}. Soit f € X, on note h = Af et
g=f—Af, alors h € R(A) et Ag=Af — A%f = 0 car R(A?) = R(A). D’ou
X =R(A)S&N(A). Ainsi P f converge pour tout f € X, donc on peut définir
I'opérateur P dans X par :

Pf=1limPf, f€X.
E—00

Alors P € B(X) et ||P|| < 1.
On voit clairement que

R(P) = N'(A) et N(P) = R(A).

Maintenant, on cherche la formule explicite de A”. On suppose que f € X,
donc f = ¢”" + Pf ol g € X?. Soit w =g — Pg+ Pf, alors Aw = Ag = ¢" et
Pw=Pg— Pg+ Pf = Pf. Ainsi

(A+ Pl w=g¢"+Pf=f

et
APf=(A+P)'I—-P)f =w— Pw=g— Pyg. (4.7)

On définit A : R — C par
/ / (t))dtds. (4.8)

Alors h satisfait b (x) = f(x) ) et h( ) = g(z)+c1x+cy pour ¢, ¢y € C.
Ainsi g € X2, lim % =0et hm % = ¢1. On note
|x]—o00 |x]—o00
h
Qh = lim ﬂ (4.9)
|x|—o0 X

deés lors que la limite existe (finie) pour h : R — C. On écrit

w(x) = h(z) — (Qh)x = g(z) + ¢ € (R(A) N D(A)) @ N(A). D’apres (4.7),

on a
(Ix —P)w= (Ix — P)(g+c3) =g+ ¢y — Pg— Pcy = g— Pg=A"f.
Donc on obtient la formule explicite de AP f
ADf(as) — h(z) — (Qh)a,

ot h et Qh sont définis dans (4.8) et (£.9). Soit £ = R, on définit I'opérateur
au bord I" par T'u(z) = ug et I’ apphcatlon IT par (ITug)(z) = ug. Alors I'll = 1,
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TAP =0 et R(IT) = N(A).
Maintenant, on calcule I'expression de (Ix — AAP)~1. Soit ¢ € X la solution
de I'équation (Iy — AAP)g=f. Onag= f"+Pgou f € X% et

(Ix = AMAP)g(x) = g(z) = MIx — )x)
— g(z) = \Ix — P ( / / £))dtds — (Qh)x )
= g(z) — AMIx — f(l“)-

Ceci implique que g(z) = (IX_)\AD)_lf (z) = f(z)+AMIx—P)(f(z)—(Qh)z).

Alors en vertu du théoréeme [4.3], on a

Théoréme 4.6 Il existe £ > 0 tel que (Ix —NAP) est inversible pour |\7!| < e
et le probléeme au bord (4.6) admet une solution unique donnée par :

u(z) = (Ix — MAP) Y AP f 4 TTug) ().

4.4 Porblémes aux bords abstraits conjoints

Dans cette section, on étudie les problemes aux bords généraux avec des
opérateurs linéaires Drazin inversibles.
Soient A € C(X) un opérateur Drazin inversible d’inverse de Drazin AP et de
projection spectrale P et B € C(X) ot D(A) C D(B).
Le probléme au bord conjoint pour 'inconnue u € D(A) est donné par :

A—AB)u =
o { (410
Mu=¢

onfeX, peFEetAeC.

Théoréme 4.7 Si R(AP) C D(B), BA? = APB, PB = BP et (Ix—\APB)
est inversible pour A € C\ {0}, alors le probleme au bord (GP) admet une
solution unique donnée par :

= AP(Ix — MNAPB)'f + (Ix — AAPB) 'y,

pour f € R(AP) et ¢ € E.
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Preuve. On suppose que (Ix—ADP A) est inversible pour A # 0, BAP = APB
et PB = BP.Si f € R(AP) alors il existe g € X tel que f = ADg, soit p € F.

(A=AB)ul? = (
= (AAP — ABAP)(Ix — NAPB)'f
(A—AB)[Ix + MAP(Ix — MAPB) ' B]lly
AAP(Ix — MAPB)(Ix — AAPB)1APg + (A — AB)lly
MAAP — ABAP)(Ix — ABAP) 'y
= AAPAP g — ABIlp + NAAP Blly
= f—ABly+ A(Ix — P)Bllp
= 7.

D’apreés la définition [4.1], on obtient

+

_|_

Tul¥ = TAP(Ix — MAPB) " f + T(Ix — MAPB) Iy
= D'[Ix + MAP(Ix — ABAP) YlIp
= ['llp = .

L’unicité de la solution est obtenue de la méme facon que dans la démonstration
du théoréme [4.3] m

Exemple 4.1 (Equation des ondes forcée)
Soit X = L3 (R?) l'espace des fonctions a carré sommable sur R* et 27-
périodiques muni de la norme :

1 T T i
1= Wleyser = (125 | [ 10Go)anar)

L’équation des ondes forcée dans L3_(R?) est :
2w
{ g?(x,t) = 8t2 2(x,t) + f(x, 1),
w(0,t) = o(t).
On note pour f € L3 (R?)

(4.11)

R 1 T T
f(k:,l)zﬂ / / e~ 1kt £ (0 Odadt; k,l € Z.
n —mJ -7

2 .
On pose A = % de domaine
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2

D(A) = {w e L3 (R?) : w, Ou —(z,t) € AC,,, 0 w(x t) € L3 (R?),

ox Ox?
8210 2 2 Oow
W(ﬂ:,t) € Ly, (R7) et E(w,t)\t:o =0}
et B = th de domaine
Ow 0w

D(B) = {w € L3 (R?) : w, —(x,t) € ACy, et —(x,t) € L3_(R?)}

ot ot?

ot ACy, = ACQW(RZ) est l’ensemble des fonctions absolument continues 2m-
périodiques de R? & valeurs dans C.

Le noyau N(A) de A est l'ensemble des fonctions constantes complexes sur
R2. Butzer et Koliha [J] sont montrés que lopérateur A est inversible au sens
de Drazin d’indice i(A) = 1.

Soit P la projection de chaque fonction f € L3 _(R?) sur la fonction constante

Pf(x,t) = f(0,0) = 4w2/_7r _fot)da:dt

Soit f € L3 (R?), AP f(z,t) = (A+ P)"'(Ix — P)f(x,t) = (Ix — P)g ol g
est la solution de l’équation (A + P)g = f.
Pour résoudre cette équation on écrit f et g en séries de Fourier. On obtient

(A4 P)g szﬂ (k, 1)ei=+D 4 5(0,0) = Zkal i(ka+t)

leZ kel leZ kel

Comme les coefficients de la série de Fourier sont uniques alors, on a

Z Z —fkl i(kx+It) +g(0 O)

leZ keZ\{O}

ADf(x,t) _ ([X . Z Z k:z:Jrlt)

leZ keZ\{O}

On observe que BP = PB et APB = BAP.
Soit g € L3 (R?). On résout l'équation (Ix — APB)g(z,t) = f(z,1).

(Ix — APB)g(z,t) = g(z,t) — APBg(x,t)

= Yk peteo - 3y %%le i(kz+it)

l€Z keZ 1eZ\{0} keZ\{0}

_ Z Z k2 ZQ k l) (kx-i—lt).

1€Z)\ {0} keZ\ {0}

et
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Alors pour (1k)? # 1

12k? A
Z Z e 1 6 (kx—l—lt)'

leZ keZ

Don, (Ix — AP B) est inversible d’inverse

D Pk (k +lt) 2
Ixy — A”B)~ v Lk 1.
(Ix ZXijz; ) . (Ik)” #

Soit E = L3_(R). On définit l’opérateur au bord T' : D(A) — E par :

P, 1) = w(0,1) — (1
ot p € L3_(R).
D’apres ces notations, le probleme (4.11)) devient
{ Aw(z,t) = Bw(x,t) + f(z,1),

Tw(z,t) = 0. (412)

Maintenant, on définit opérateur 11 : L (R) — X par I (t) = ¥ (t) + ¢(t).
Alors TIL = I3 (g) et AL =0.

En vertu du théoreme [{.7, le probleme au bord (4.11)) admet une solution
unique.

Exemple 4.2 Soient X = C([0,1]), D =4 de domaine D(D) = C*([0,1]) et
fo s)ds. On définit (Pz)(t) = L(z(t) + z(—1)), v € X.
On conszdere le probléeme :

PDz(t) + APx(t) = f(x,1),
z(0) = xo.

On note A = PD alors RPARP = RP, RPA = ARP et APRA = A. D’ou

A est inversible au sens de Drazin, tel que a(A) = d(A) = 1 et d’inverse de

Drazin AP = RP.
D’autre part,

(4.13)

PRe(t) — %[ /0 ' e(s)ds — /0 ~ ()ds]
- 1[/Ota:(s)ds — /Ot:z:(—s)ds]
— R(Iy—P)



Do
(Ix + ARP)(Ix — ARP) = Ix — NX*R*(Ix — P)P = Ix.
Ainsi (Ix + NAP) est inversible d’inverse (Ix — ARP).
Soit E =1[0,1]. On définit l'opérateur au bord I : D(A) — E par :
Ix(t) = x(0) =z

ot xg € R et Uopérateur 11 : [0,1] — X par (Ilxg)(t) = xg. Alors I'll = 1,
TAP f(z) =0 et R(IT) = N(A).

D’apres le théoreme , le probleme (4.13)) admet une solution unique donnée
par :

2l (t) = RP(Ix + ARP)f(t) + (Ix + ARP)x
- /[f )+ J(=s)lds + a0
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése on a résolu des problémes aux bords abstraits dans des
espaces de Banach dans le cas scalaire et dans le cas matriciel. On a réalisé cette
étude sur des opérateurs inversibles a droite (resp. a gauche) et des opérateurs
inversibles au sens de Drazin ou inversibles au sens de Drazin & droite (resp.
a gauche) et on a cosntruit des opérateurs aux bords associés a ces types de
problémes.

Beaucoup de résultats originaux et des généralisations intéressantes ont été
obtenus, d’autre questions pertinentes autour du sujet restent néamoins posées
et sont inscrites comme perspectives de notre travail :

1. Résoudre le probléme au bord (GP) avec un terme source inversible au
sens de Drazin généralisé ;

2. Résoudre le probléme au bord (GP) si le terme source est un opérateur
matriciel 2 x 2 inversible au sens de Drazin généralisé ;

3. Résoudre le probléme au bord
(DA—AB)x = f
(P) {
I'e = ¢

lorsque D est inversible au sens de Drazin généralisé et A est inversible a
droite.
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Liste des notations

e X Y F et K :espaces de Banach.
e ||.|| : norme de 'espace approprié.

e B(X,Y) : ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y et

B(X) = B(X, X).

e Lin(X,Y) : ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y et
Lin(X, X) = Lin(X).

e C(X,Y) : ensemble des opérateurs linéaires fermés de X sur Y de domaine
dense et C(X, X) = C(X).

e D(A) : domaine de 'opérateur A.

e N(A) : noyau de l'opérateur A.

e R(A) : image de 'opérateur A.

e [x : opérateur identité sur 'espace X.

e A* : adjoint de 'opérateur A.

e R, : ensemble des opérateurs inversibles a droite.
e L, : ensemble des opérateurs inversibles a gauche.
e p(A) : ensemble résolvant de I'opérateur A.

e 0(A) : spectre de U'opérateur A.

e R(\ A) : opérateur résolvant ou résolvante de A.
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e 04(A) : spectre discret de 'opérateur A.

e 0.5(A) : spectre essentiel de Browder de 'opérateur A.
e pp(A) : résolvant de Browder de 'opérateur A.

e a(A) : ascente de l'opérateur A.

e d(A) : descente de 'opérateur A.

e () : un ouvert de R" pour n > 1.
o C(Q) : espace des fonctions continues sur §2 & valeurs dans C.

o C*(0Q) : espace des fonctions continues de classe C* sur Q a valeurs dans
C avec k € N*.

e AC?[0,1] : espace des fonctions absolument continues de classe C? sur
[0, 1] dont les dérivées sont dans L2[0, 1].

e AC,, : ensemble des fonctions absolument continues et 2mw-périodiques a
valeurs dans C.

e C(Q, X) : espace des fonctions continues sur €2 & valeurs dans X.

o L2(R") : espace des fonctions & carré sommable sur R".

o H'(Q) = {f € L*(Q); 2L € L*(Q),Ya € N |a| < k}; k € N : espace

I 8xa

de Sobolev standard sur €.

o L2 (R?): espace des fonctions a carré sommable sur (R?) et 27-périodiques
a valeurs dans C.

o0
o IV = {(x1,22,73,...), (Z |Iz|p)% < oo, avec 1 <p<oo}.
i=1

e A : opérateur de Laplace.

e M : fermeture d’un sous-espace M de X.
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Résumé

Dans notre travail on étudie les problémes aux bords abstraits par les outils de la théorie des
opérateurs linéaires inversibles a droite (resp. a gauche ou au sens de Drazin) et la théorie
spectrale dans les espaces de Banach. On montre I'existence et |'unicité de la solution de ces
probléemes dans le cas scalaire et le cas matriciel. Les résultats obtenus sont utilisés pour
résoudre des systemes linéaires du controle, des problémes d'élasticité symplectique,
I'équation de Schrodinger et I'équation des ondes forcée.

Mots clés : Problémes aux bords abstraits. Opérateurs inversibles a droite (resp. a gauche).
Opérateurs aux bords. Systémes linéaires du contréle. Contrélabilité approchée. Opérateurs
inversibles au sens de Drazin.

Abstract

In our work we study the general spectral boundary value problems with tools of the left (resp.
right or Drazin) invertible linear operators theory and the spectral theory in the Banach spaces.
We show the existence and the uniqueness of the solution of the spectral boundary value
problems in the scaler case and in the matrix case . The obtained results are used for solve the
approximate boundary controllability of the linear systems, sympletic elasticity problems, the
Schrodinger equation and the forced wave equation.

Keywords : Spectral boundary value problems. Right (resp. left) invertible operators. Boundary
operators. Control linear systems. Approximate controllability. Drazin invertible operators.
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