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Introduction

La théorie des problèmes aux bords abstraits traitée dans les travaux de Hil-
bert [20] et Poincaré [41], a avancé considérablement au début du 20ème siècle
grâce aux travaux de Noether [39] et Carleman[8], elle a connue un développe-
ment rapide au cours des dernières années.

En effet, les dernières années ont été marquées par un intérêt accru de la com-
munauté mathématique pour les méthodes spectrales des opérateurs linéaires
dans des applications à des problèmes aux bords abstraits différentiels scalaires
et matriciels. L’approche abstraite est généralement basée sur la théorie de
l’extension des opérateurs symétriques qui a été développée dans les travaux
classiques de J. Von Neumann [38], H. Weyl [54], K. Friedrichs [14], M. Krien
[31, 32], Staffans [49] et bien d’autres. D’autre part, les paramètres spectrales
intervenant dans ces types de problèmes ont un sens physique important, les
valeurs de ces paramètres peuvent être par exemple : l’énergie du système,
l’élasticité, la vibration, ..., la résolution du problème abstrait passe par l’étude
des propriétés des opérateurs linéaires associés au problème.

Notre travail présente une approche spectrale pour l’étude des problèmes aux
bords abstraits dans des espaces de Banach. Notons que ce traitement donne
certaines propriétés utiles, et amène de nouvelles techniques d’études de nom-
breux problèmes dans la littérature.

Dans [36], l’auteur a développé une étude d’une classe générale d’équations
linéaires avec des opérateurs inversibles à droite et des opérateurs initiaux cor-
respondants à des problèmes aux bords mixtes . En outre, il a également étudié
la contrôlabilité des systèmes linéaires avec des opérateurs inversibles à droite.
Récemment, Ryzhov [45, 46, 47] a considéré ce type de problèmes aux bords
abstraits, dans les espaces de Hilbert. Il a utilisé des opérateurs inversibles à
gauche et a appliqué ses résultats au problème de Poincaré, de Hilbert et de
Riemman pour les fonctions harmoniques et analytiques dans un cadre abstrait.
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Cette thèse se compose de trois parties réparties en 4 chapitres. Dans la
première partie, on traite des problèmes aux bords généraux abstraits de la
forme :

(P)

{
(D − λA)u = f

Γu = ϕ

où le terme source D est inversible à droite ou à gauche et le paramètre spectral
λ correspondant est dans le résolvant classique ou dans le résolvant de Brow-
der. Γ est l’opérateur au bord. Il est à signaler que le problème (P) devient
particulièrement difficile lorsque les conditions aux bords dépendent du para-
mètre spectral de manière linéaire ou non linéaire, voir, par exemple [19]. On
construit un opérateur au bord associé à (P) et on montre que ce problème
est bien posé lorsque des conditions nécessaires sont imposées. On développe
ensuite un cadre théorique pour les différents concepts de contrôlabilité. Rap-
pelons que, dans des espaces de dimension infinie, la contrôlabilité exacte n’est
pas toujours réalisée. Pour surmonter ces restrictions, il a été défini dans Thi
[52] (voir aussi [36]) la notion de F1-contrôlabilité, dans le sens qu’un système
est approximativement contrôlable si un état peut être transféré à un autre état
par un contrôle recevable. On introduit un nouveau concept de contrôlabilité
approchée appelé Γ1-contrôlabilité. Cela permet de couvrir une large classe de
systèmes contrôlables en particulier ceux assujettis à des conditions aux bords
et de généraliser le travail de Thi [52].

La deuxième partie, est consacrée à l’étude des problèmes aux bords matri-
ciels généraux triangulaires supérieurs (2 × 2) agissant dans des espaces de
Banach avec un paramètre spectral λ ∈ C :

(PM)

{
(D − λMC)w = F

Γw = Φ

où MC =

(
A C
0 B

)
avec A, B et C sont des opérateurs linéaires et F et Φ

sont des fonctions données.
Il existe une variété de travaux où les problèmes sont réduits à étudier les pro-
priétés spectrales d’opérateurs matriciels triangulaires supérieurs pour résoudre
des équations différentielles ordinaires ([44, 53, 2, 29]) et des équations aux dé-
rivées partielles [10, 58]. Pour des applications physiques le lecteur intéressé
pourra consulter les références [9, 55, 58, 59].

Dans notre cas, on définit d’abord le problème (PM) par le couple ordonné
(D,MC) d’opérateurs matriciels triangulaires supérieurs lorsque D est inver-
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sible à droite et on construit l’opérateur au bord matriciel Γ correspondant
à D. On montre l’existence et l’unicité de la solution de (PM) et on donne
l’expression explicite de cette solution. Nos résultats découlent d’une approche
spectrale et du calcul matriciel opérateur, en s’appuyant en particulier sur la
factorisation de Frobenius-Schur.

Notre situation est une généralisation de plusieurs travaux connus sur la ques-
tion, voir par exemple [19], [46].

Dans la troisième partie, on introduit l’opérateur au bord correspondant à un
opérateur D inversible au sens de Darzin (resp. inversible à droite ou à gauche
au sens de Drazin) et on résout le problème P lorsque A est l’opérateur identité.
En particulier, on construit une forme générale d’opérateurs résolvants de ces
problèmes, ce qui nous permet de trouver des solutions unifiées. Nos résultats
généralisent plusieurs travaux connus tels que [23, 24, 36, 43, 46, 47].

La théorie de l’inverse de Drazin s’applique aux problèmes de Cauchy abstraits,
aux chaînes de Markov dénombrables, aux systèmes infinis d’équations linéaires
différentielles et à la théorie du contrôle [7, 56]. En particulier, Campbell et
Meyer [5, 6] ont donné des solutions pour les systèmes linéaires d’équations
différentielles singulières à coefficients constants dans le cas où les conditions
initiales sont cohérentes.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques propriétés des opérateurs li-
néaires fermés dans les espaces de Banach (propriétés algébriques classiques,
adjoints, inverse, spectre, . . . ). On exprime quelques résultats sur la théorie
spectrale nécessaires pour la suite de notre travail et d’autres sur l’inverse de
Drazin et on termine par quelques rappels sur la théorie des C0-semi-groupes
d’opérateurs linéaires.

Dans le deuxième chapitre, on définit les opérateurs aux bords correspondants
à un opérateur inversible à droite (resp. à gauche) et on montre que cette no-
tion généralise la définition des opérateurs initiaux introduite par Przeworska-
Rolewicz dans [43]. On illustre ensuite les solutions générales des problèmes
aux bords définis par un couple ordonné (D,A) d’opérateurs linéaires agissant
dans des espaces de Banach où D est un opérateur inversible à droite (resp. à
gauche). Sur la base des résultats obtenus et le concept de la contrôlabilité, on
donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un système linéaire de
contrôle abstrait soit contrôlable et approximativement contrôlable. Enfin, sur
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un exemple typique, on montre que le concept de Γ1-approximativement ac-
cessible coïncide avec l’accessibilité approximative du systèmes de commande
linéaire en dimension infinie.

Ensuite dans le troisième chapitre, on construit les opérateurs matriciels aux
bords correspondants à un opérateur matriciel triangulaire supérieur (2 × 2)
inversible à droite. On identifie explicitement les solutions des problèmes aux
bords abstraits définis par un couple (D,MC) où MC est un opérateur matri-
ciel triangulaire superieur et D est un opérateur matriciel triangulaire super-
ieur inversible à droite dans des espaces de Banach. On illustre la théorie au
moyen d’une application sur un problème d’élasticité symplectique où on utilise
la factorisations Frobenius-Schur des opérateurs matriciels non bornés, et les
propriétés d’opérateurs de Volterra et certains résultats de la théorie de mesure.

Enfin dans le dernier chapitre, on donne une décomposition du domaine d’un
opérateur inversible au sens de Drazin à droite (resp. à gauche) et on définit les
opérateurs aux bords correspondants à un opérateur inversible au sens de Dra-
zin (resp. inversible à droite ou à gauche au sens de Drazin). Cette définition est
nouvelle à nos connaissances, et est une extension intéressante aux problèmes
aux bords abstraits. On exprime la solution explicite du problème (P) où D est
un opérateur inversible au sens de Drazin (resp. inversible à droite ou à gauche
au sens de Drazin) dans les deux cas où A est l’opérateur identité et dans le
cas où A est distinct de l’opérateur identité. On illustre nos approches sur un
exemple typique d’un problème de Cauchy du second ordre pour une équation
des ondes forcée.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions et résultats de la théorie des
opérateurs linéaires dans des espaces de Banach et de la théorie spectrale dans
le cas scalaire et matriciel. On présente aussi une brève introduction à la théorie
des C0-semi-groupes d’opérateurs linéaires.

1.1 Opérateurs linéaires fermés

Dans ce qui suit, X et Y désignent des espaces de Banach complexes et IX
(resp. IY ) est l’opérateur identité sur X (resp. Y ).
On commence par définir les opérateurs linéaires fermés et on rappelle quelques
propriétés de ces opérateurs dans des espaces de Banach.

Un opérateur linéaire A : X → Y est appelé borné (ou continu) s’il existe
une constante c ≥ 0 telle que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖, pour tout x ∈ X.

On note B(X, Y ) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés de X dans
Y et B(X,X) = B(X). La norme de l’opérateur A ∈ B(X, Y ) est définie par

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

,

où ‖‖ désigne la norme dans l’espace approprié. Mais de nombreux opérateurs
importants dans des espaces de Banach ne sont pas bornés. Par exemple, les
opérateurs différentiels sur L2(Rn) ne sont pas bornés. Par conséquent, on ana-
lyse des opérateurs linéaires généraux A : D(A) ⊂ X → Y , où D(A) est
supposé un sous-espace vectoriel de X, pas nécessairement égal à X. L’espace
D(A) est appelé le domaine de A. On désigne par Lin(X, Y ) l’espace des opé-
rateurs linéaires de X dans Y et Lin(X,X) = Lin(X). Si A ∈ Lin(X, Y ),
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N (A) et R(A) sont respectivement le noyau et l’image de A.

On s’intéresse particulièrement aux opérateurs linéaires de domaine dense
(c’est à dire D(A) = X). Lorsque A est borné et densément défini, il s’étend
par continuité à un opérateur dans B(X, Y ), mais dans le cas non borné il n’y
a pas une telle extension. Pour cela on a une autre propriété d’être fermé.

Définition 1.1 Un opérateur linéaire A de domaine D(A) est dit fermé si et
seulement si pour toute suite (xn)n de D(A) telle que lim

n→∞
xn = x et lim

n→∞
Axn =

y alors x ∈ D(A) et y = Ax.

Cette définition est équivalente à la fermeture dans X × Y du graphe G(A) =
{(x,Ax); x ∈ D(A)} de l’opérateur A.

Exemple 1.1 Soit A un opérateur différentiel linéaire défini par

A =

p∑
i=0

ai∂
i
x

où p ∈ N∗, x ∈ R et ai ∈ C.
A est défini dans L2(R) de domaine D(A) = Hp(R) (sous-espace dense dans
L2(R)). A est non borné lorsque D(A) est muni de la topologie induite sur
D(A) par celle de L2(R). L’opérateur A est fermé dans L2(R).

On note C(X, Y ) ou C(X) si X = Y , l’espace des opérateurs linéaires fermés
de X dans Y de domaine dense dans X.

Remarque 1.1 • La continuité de l’opérateur A ne signifie pas nécessaire-
ment que A est fermé. Inversement, A est fermé ne signifie pas nécessai-
rement que A est continu ;
• Si A est fermé, alors N (A) est fermé.

Définition 1.2 Si A n’est pas fermé et si G(A) est le graphe d’un opérateur
A, on dit que A est fermable. A est la plus petite extension fermée de A.

Soit A ∈ C(X). On désigne par ρ(A) et σ(A) l’ensemble résolvant et le spectre
de A définis respectivement par

ρ(A) = {λ ∈ C : R(A− λIX) = X et (A− λIX)−1 : R(A− λIX)→ D(A)

existe et est borné},
σ(A) = C \ ρ(A).

Pour λ ∈ ρ(A), R(λ,A) = (A− λIX)−1 est l’opérateur résolvant de A.
On recueille quelques résultats importants sur le spectre et l’opérateur résolvant
dans le théorème suivant.
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Théorème 1.1 [22] Soit A ∈ C(X). Alors
1. Si λ ∈ ρ(A) et |λ− µ| ≤ ‖R(λ,A)‖−1 alors µ ∈ ρ(A). Ainsi ρ(A) est un

ouvert de C ;
2. Pour λ, µ ∈ ρ(A), l’opérateur résolvant vérifie l’équation de la résolvante :

R(λ,A)−R(µ,A) = (λ− µ)R(λ,A)R(µ,A)

en outre R(λ,A) commute avec A et R(µ,A).

Notons que le spectre des opérateurs bornés n’est jamais vide ni égal à C.
L’exemple suivant montre qu’il existe des opérateurs non bornés fermés avec
un spectre vide ou égal à C.

Exemple 1.2 On considère l’opérateur A : f 7→ if ′ sur L2[0, 1], avec les
domaines suivants :

D0 = {f ∈ AC2[0, 1] : f(0) = 0},

D1 = {f ∈ AC2}
où AC2[0, 1] désigne l’ensemble des fonctions absolument continues sur [0, 1]
dont les dérivées au sens des distributions sont dans L2[0, 1]. Les opérateurs
A0 = (A,D0) et A1 = (A,D1) sont fermés où σ(A0) = ∅ et σ(A1) = C.

Théorème 1.2 Soit A,B ∈ Lin(X) tels que R(A) ⊂ D(B) et R(B) ⊂ D(A).
Alors (IX − λAB) est inversible si et seulement si (IX − λBA) est inversible
pour tout λ 6= 0.
Dans ce cas, on a

(IX − λBA)−1 = IX + λB(IX − λAB)−1A (1.1)

et
(IX − λAB)−1 = IX + λA(IX − λBA)−1B.

Preuve. Soit λ 6= 0. Supposons que (IX − λAB) est inversible d’inverse C,
alors

(IX − λAB)C = C(IX − λAB) = IX ⇐⇒ C − λABC = C − λCAB = IX .

D’où
λCAB = C − IX .

Autrement,

(IX + λBCA)(IX − λBA) = IX − λBA+ λBCA− λ2BCABA

= IX − λBA+ λBCA− λB(C − IX)A

= IX .
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De la même manière puisque λABC = C − IX , on obtient

(IX − λBA)(IX + λBCA) = IX .

Par suite (IX − λBA) est inversible et

(IX − λBA)−1 = (IX + λBCA) = IX + λB(IX − λAB)−1A.

L’autre égalité se déduit en permutant A et B.

Corollaire 1.1 Soit A,B ∈ Lin(X) tels que R(A) ⊂ D(B) et R(B) ⊂ D(A).
Si λ−1 ∈ ρ(AB) alors

(IX − λAB)−1A = A(IX − λBA)−1.

Preuve. Si λ−1 ∈ ρ(AB), en vertu du théorème 1.2 on a

(IX − λAB)−1A = [IX + λA(IX − λBA)−1B]A

= A[IX + λ(IX − λBA)−1BA]

= A[IX + λBA(IX − λBA)−1]

= A[(IX − λBA)(IX − λBA)−1 + λBA(IX − λBA)−1]

= A(IX − λBA)−1.

Maintenant, on rappelle la définition et quelques résultats des C0-semi-groupes
d’opérateurs linéaires.

Définition 1.3 Un semi-groupe de classe C0 sur X est une famille à un pa-
ramètre {T (t)}t≥0 ⊂ B(X) satisfaisant les conditions suivantes :

(i) T (0) = IX ;
(ii) T (t)T (s) = T (t+ s), pour t, s ≥ 0;
(iii) L’application t 7→ T (t)x est fortement continue, pour chaque x ∈ X,
c’est à dire

lim
t→0

T (t)x = x, pour tout x ∈ X.

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés {T (t)}t≥0 est uniformément conti-
nue si

lim
t→0
‖T (t)− IX‖ = 0.

Si {T (t)}t≥0 est un C0-semi-groupe d’opérateurs bornés, alors il existe ω ∈ R
et M ≥ 1 tels que ‖T (t)‖B(X) ≤ M eωt, ∀t ≥ 0. En particulier, si M = 1 et
ω = 0, c’est à dire ‖T (t)‖B(X) ≤ 1, pour tout t ≥ 0, {T (t)}t≥0 est appelé un
semi-groupe de contraction.
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Définition 1.4 Soit {T (t)}t≥0 un (C0)-semi-groupe défini sur X. Le généra-
teur infinitésimal A de {T (t)}t≥0 est l’opérateur linéaire A défini sur X par

A(x) = lim
t→0

T (t)x− x
t

, pour x ∈ D(A),

où
D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

T (t)x− x
t

existe dans X

}
.

Théorème 1.3 [40] Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupe et A le générateur in-
finitésimal de {T (t)}t≥0. Alors
1. Pour x ∈ X,

∫ t
0 T (s)xds ∈ D(A) et

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x;

2. Pour x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et

d

dt
T (t)x = A(T (t)(x)) = T (t)(A(x)).

Pour plus de détails sur la théorie des semi-groupes, voir les livres de Goldstein
[16], Fattorini [13], Ahmad [1] et Pazy [40].

1.1.1 Opérateur adjoint

L’espace dual X∗ de X est l’ensemble des formes linéaires bornées x∗ sur X.
X∗ est un espace de Banach muni de la norme

‖x‖X∗ = inf{|x∗(x)| : x ∈ X, ‖x‖ = 1}.

Si A : X → Y est de domaine dense, on peut définir l’opérateur adjoint
A∗ : Y ∗ → X∗ par : le domaine D(A∗) est l’ensemble des y∗ ∈ Y ∗ tels que
l’application

D(A) 3 x 7−→ y∗(Ax) (1.2)

est continue (de X dans C).
Puisque D(A) est dense dans X, l’application se prolonge par continuité sur
X, et alors il existe un unique x∗ ∈ X∗ tel que

y∗(Ax) = x∗(x), pour x ∈ D(A). (1.3)

Ainsi x∗ est déterminé par y∗, on peut définir l’opérateur A∗ de Y ∗ dans X∗

par :
A∗y∗ = x∗, pour y∗ ∈ D(A∗). (1.4)
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Théorème 1.4 ([22]) Soit A ∈ C(X, Y ). Alors il existe un opérateur adjoint
A∗ : Y ∗ → X∗, défini d’une manière unique par (1.2)-(1.4). De plus, A∗ est
fermé.

On rappelle que si X et Y sont deux espaces de Hilbert munis du produit
scalaire 〈., .〉. On peut définir l’adjoint de A ∈ C(X, Y ) comme suit :

D(A∗) = {y ∈ Y : ∃z ∈ X, ∀x ∈ D(A) : 〈Ax, y〉 = 〈x, z〉},

A∗y = z.

De plus, si A est borné, on a

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 pour tout x ∈ X, y ∈ Y.

Théorème 1.5 [57] Soit Z un espces de Banach. Soient A ∈ B(X,Z) et B ∈
B(Y, Z). Si Y est un espace de Hilbert séparable alors R(A) ⊂ R(B) si et
seulement si pour un certain c > 0,

‖A∗x‖ ≤ c‖B∗x‖, x ∈ Z∗.

1.1.2 Quelques propriétés algébriques

Soit A ∈ C(X), pour tout n ∈ N, on définit
si n ≥ 1

D(An) = {x ∈ D(A) : Akx ∈ D(A), k = 1, .., n− 1},

N (An) = {x ∈ D(An) : Anx = 0}
et

R(An) = {Anx : x ∈ D(An)}.
Si n = 0

A0 = IX , D(A0) = X, N (A0) = {0}.
En général, on a D(An) ⊆ D(An−1).

Le noyau et l’image des itérations de l’opérateur A sont deux chaînes res-
pectivement croissantes et décroissantes

N (A0) = {0} ⊆ N (A) ⊆ N (A2) ⊆ · · ·

et
R(A0) = Y ⊇ R(A) ⊇ R(A2) ⊇ · · ·

En général, toutes ces inclusions sont strictes.
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Définition 1.5 Soit A ∈ Lin(X).
• L’ascent de A est le plus petit nombre entier positif m = a(A) tel que

N (Am) = N (Am+1),

si un tel entier n’existe pas, on pose a(A) =∞;
• La descente de A est le plus petit nombre entier positif p = d(A) tel que

R(Ap) = R(Ap+1),

si un tel entier n’existe pas, on pose d(A) =∞.

Clairement, a(A) = 0 si et seulement si A est injectif et d(A) = 0 si et
seulement si A est surjectif.

Lemme 1.1 [17] Soient A ∈ Lin(X) et m ∈ N on a
1. a(A) ≤ m <∞ si et seulement si R(Am)∩N (An) = {0} pour tout entier
n ≥ 1;

2. d(A) ≤ m <∞ si et seulement si R(An)⊕N (Am) = X pour tout entier
n ≥ 1;

3. Si a(A) et d(A) sont finis alors a(A) = d(A).

Pour n ∈ N, on note An = A|R(An) la restriction de A sur R(An). Alors

N (An+1) = N (A) ∩R(An+1) ⊆ N (A) ∩R(An) = N (An), ∀n ∈ N (1.5)

et
R(Am

n ) = R(Am+n) = R(An
m) pour tout m,n ∈ N. (1.6)

Lemme 1.2 Soit A ∈ Lin(X). Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i) a(A) <∞ ;
(ii) Il existe k ∈ N tel que Ak est injectif ;
(iii) Il existe k ∈ N tel que a(Ak) <∞.

Preuve. (i)⇔ (ii). Si p = a(A) <∞, à l’aide du lemme 1.1, on a

N (Ap) = R(Ap) ∩N (A) = {0}.

Inversement, supposons que N (Ak) = {0}, pour un certain k ∈ N.
Si x ∈ N (Ak+1) alors A(Akx) = 0, donc

Akx ∈ N (A) ∩R(Ak) = N (Ak) = {0}.
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Ainsi x ∈ N (Ak). Ceci montre que N (Ak+1) ⊆ N (Ak), d’où
N (Ak+1) = N (Ak). En conséquence a(A) ≤ k.

(ii)⇔ (iii). L’implication (ii)⇒ (iii) est évidente. On montre l’implication
inverse, supposons que m = a(Ak) <∞. D’après le lemme 1.1, on obtient

{0} = N (Ak) ∩R(Am
k ) = (N (A) ∩R(Ak)) ∩R(Am

k ) = N (A) ∩R(Am
k )

= N (A) ∩R(Am+k) = N (Am+k).

De la même façon on démontre le résultat suivant pour la descente.

Lemme 1.3 Soit A ∈ Lin(X). Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) d(A) <∞ ;

(ii) Il existe k ∈ N tel que Ak est surjectif ;

(iii) Il existe k ∈ N tel que d(Ak) <∞.

1.2 Opérateurs linéaires inversibles à droite ou à gauche

Dans cette section, on définit les opérateurs inversibles à droite ou à gauche
et on donne quelques propriétés nécessaires de ces opérateurs.

Définition 1.6 Soit A ∈ Lin(X). A est inversible s’il existe un opérateur
B ∈ B(X), appelé inverse de A, tel que :

R(B) ⊂ D(A) et AB = BA = IX .

Définition 1.7 Un opérateur linéaire A ∈ Lin(X), est dit inversible à droite
s’il existe un opérateur linéaire R tel que

R(R) ⊂ D(A) et AR = IX .

Dans ce cas R est appelé un inverse à droite de A. On note RA la famille
de tous les opérateurs inverses à droite de A. Soit R ∈ RA, la famille RA est
caractérisée par

RA = {R + (IX −RA)S, S ∈ Lin(X)}.

La théorie des opérateurs inversibles à droite a été développée dans les travaux
de Przeworska-Rolewicz [42], puis a été reprise par de nombreux mathématiciens
(voir [36, 52]).
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Exemple 1.3 Soient Ω = [a, b]× [c, d] et X = C(Ω) l’ensemble des fonctions
continues sur Ω. Soit Ax(t, s) = ∂x

∂t (t, s) de domaine D(A) = {x ∈ X(Ω) :
∂x
∂t (t, s) ∈ X(Ω)}. L’opérateur A est inversible à droite d’inverse à droite R
défini par

(Rx)(t, s) =

∫ t

a

x(τ, s)dτ.

Définition 1.8 Un opérateur linéaire A ∈ Lin(X) est dit inversible à gauche
s’il existe un opérateur linéaire L ∈ Lin(X) tel que

R(A) ⊂ D(L) et LA = IX .

Dans ce cas L est appelé un inverse à gauche de A. On note LA la famille des
opérateurs inverses à gauche de A. Si L ∈ LA, la famille LA est caractérisée par

LA = {L+ T (IX − AL), T ∈ Lin(X)}.

Théorème 1.6 [36] Soit A,B ∈ Lin(X) tels que R(A) ⊂ D(B) et R(B) ⊂
D(A). Si B est inversible à gauche alors

N (IX −BA) = B(N (IX − AB)).

1.3 Spectre discret et spectre essentiel de Browder

La notion du spectre discret est d’une très grande importance en mathé-
matique. On voit que le spectre de certains opérateurs physiques s’interprète à
l’aide des états stationnaires du système étudié.

Définition 1.9 Soit A ∈ C(X). λ est dans le spectre discret de A si λ est une
valeur propre isolée de multiplicité finie de A. On note σd(A) le spectre discret
de A.
Le spectre essentiel de Browder de A est le complémentaire dans le spectre σ(A)
de σd(A), [3]. Il est noté σeB(A).

Remarque 1.2 Soit λ0 ∈ σ(A), on dit que λ0 est un point isolé de σ(A) s’il
existe ε > 0 tel que σ(A) ∩ {λ ∈ C : |λ− λ0| < ε} = {λ0}.

On désigne par ρB(A) = C\σeB(A) l’ensemble résolvant de Browder de A, ceci
est équivalent à écrire :

ρB(A) = ρ(A) ∪ σd(A).

ρB(A) est le plus grand ouvert de C sur lequel la résolvante est méromorphe
de type fini.
Si λ ∈ σeB(A), alors λ peut être caractérisé par l’une des conditions suivantes :
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1. R(A− λIX) est non fermé ;

2. λ est la limite du spectre de A ;

3.
⋃
k>0

N ((A− λIX)k) est de dimension finie.

Théorème 1.7 Soient A ∈ C(X) et λ0 ∈ σ(A). Les énoncés suivants sont
équivalents :

1. λ0 ∈ σd(A) ;

2. λ0 est un pôle de rang fini de la résolvante (A− λ0IX)−1 ;

3. dim(N (A− λ0IX)) = codim(R(A− λ0IX)) <∞ et a(A− λ0IX) <∞.

L’équivalence de (1) et (2) est montrée par F. E. Browder dans le lemme 17
de [3]. Depuis, Kaashoek [21], Taylor [51] et Lay [33] ont montré l’équivalence
de (1), (2) et (3) sans exiger que l’opérateur A a un domaine dense.

Exemple 1.4 Soient X = L2(R3) et A = −∆+V (x) l’opérateur de Schrödin-
ger sur Xde domaine H2(R3). Lorsque le potentiel V (x) est réel et V (x) −→

|x|→∞
0, alors σeB(A) = [0,+∞[, ([30, 12]).

1.4 Projection de Riesz

Soit A ∈ C(X). Si λ0 est un point isolé dans σ(A). Notons

Γλ0 = {λ ∈ C : |λ− λ0| = ε}

le cercle orienté dans le sens positif. On définit le projecteur de Riesz de A
associé à λ0 sur Γλ0 par

Pλ0 =
1

2πi

∮
Γλ0

(A− λIX)−1dλ. (1.7)

On a alors les propriétés immédiates suivantes :

Proposition 1.1 [22] Soient A ∈ C(X), λ0 et µ0 des points isolés dans σ(A).
Alors

(i) N (A− λ0IX) ⊂ R(Pλ0);
(ii) X = R(Pλ0)⊕N (Pλ0) ;
(iii) Pλ0Pµ0

= Pµ0
Pλ0 = 0, et P{λ0,µ0} = Pλ0 + Pµ0

si λ0 6= µ0;
(iv) Si X est un espace de Hilbert et A est un opérateur auto-adjoint, alors
Pλ0 est une projection orthogonale sur N (A− λ0IX).
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1.5 Inverse de Drazin des opérateurs linéaires fermés

Donc cette section, on introduit l’inverse de Drazin AD d’un opérateur fermé
A sur un espace de Banach X lorsque 0 est un pôle d’ordre fini de la résolvante
de A ([11], [37]). On exprime les conditions nécessaires pour que l’opérateur A
admette un inverse de Drazin et on donne aussi quelques propriétés spectrales
de AD.

Théorème 1.8 [27] Soit A ∈ C(X). Le point 0 est un pôle de ρ(A) d’ordre m
si et seulement si il existe une projection non nulle P dans X telle que :

(i) R(P ) ⊂ D(A) ;
(ii) PAx = APx pour tout x ∈ D(A);
(iii) AP est nilpotent d’ordre m;
(iv) A+ ξP est inversible pour tout ξ 6= 0.

L’opérateur P satisfaisant (i) à (iv) est dit une projection spectrale de A en 0.

Définition 1.10 Un opérateur A ∈ C(X) est dit inversible au sens de Drazin
ou bien Drazin inversible s’il existe un opérateur D ∈ B(X) tel que R(D) ⊂
D(A), R(IX − AD) ⊂ D(A) et
• AD = DA ;
• DAD = D ;
• Am+1D = Am, pour un certain entier positif m.

L’opérateur D est appelé l’inverse de Drazin de l’opérateur A et il est noté AD.
L’entier m dans la définition précédente est appelé l’indice de Drazin de A,
m = i(A).
En conséquence, d’après les lemmes 1.2 et 1.3, AD existe si et seulement si
m = a(A) = d(A) <∞.

Proposition 1.2 Soit A ∈ C(X) Drazin inversible alors

D(A) = R(AD)⊕N (AAD).

On donne maintenant certaines conditions nécessaires et suffisantes pour que
A ∈ C(X) possède un inverse de Drazin.

Théorème 1.9 Soit A ∈ C(X). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible au sens de Drazin ;
(ii) 0 est un pôle d’ordre fini de la résolvante de A ;
(iii) A = A1 ⊕ A2, où A1 est un opérateur fermé inversible et A2 est borné
nilpotent.
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Preuve. On suppose que 0 est un pôle de la résolvante de A d’ordre m <∞.
Alors la projection spectrale P de A en 0 satisfait les conditions (i) à (iv) du
théorème 1.8 avec ξ = 1. Posons B = (A+P )−1(IX−P ). Alors R(B) ⊂ D(A),
AB = (A + P )(IX − P )(A + P )−1 = IX − PBA et ABA = B. De plus,
Am(IX−AB) = AmP = 0. En conséquence, les conditions de la définition 1.10
sont vérifiées.
Inversement, supposons que B est un inverse de Drazin de A et P = IX −AB.
Alors, en vertu de la définition 1.10 on a P 2 = P, AP = PA et AP est
nilpotent.
D’autre part, (A+P )(B+P ) = (B+P )(A+P ) = IX +AP. D’où (A+P ) est
inversible. Ainsi l’opérateur P satisfait les conditions de théorème 1.8 et alors
0 est un pôle de la résolvante de A. Ceci prouve l’équivalence de (i) et (ii).
Pour l’équivalence de (ii) et (iii) voir le théorème V.9.2 de [50].
D’après la démonstration précédente, on obtient la formule explicite de l’inverse
de Drazin AD et son unicité

AD = (A+ ξP )−1(IX − P ), pour tout ξ 6= 0. (1.8)

Si A = A1⊕A2 est la décomposition de l’opérateur A ∈ C(X) Drazin inversible
démontrée dans le théorème précédent, alors

AD = A−1
1 ⊕ 0.

En effet, en utilisant (1.8) avec ξ = 1, on a

AD = (A+ P )−1(IX − P ) = (A−1
1 ⊕ (A2 + IX)−1)(IX ⊕ 0) = A−1

1 ⊕ 0.

On a aussi la décomposition de l’espaceX = R(P )⊕N (P ), oùR(P ) = N (Am)
et N (P ) = R(Am) avec m = a(A) = d(A) <∞.

Exemple 1.5 Soit X = l1 ⊕ l1. S est l’opérateur shift à droite défini par
S(ξ1, ξ2, ....) = (0, ξ1, ξ2, ....) dans l1 est injectif. Soient T l’inverse algébrique
de la restriction de S à son image R(S) et A = T⊕0. Alors A est un opérateur
linéaire fermé dans X de domaine D(A) = {ξ = (ξ1, ξ2, . . . ) ∈ l1 : ξ1 = 0}⊕l1.
On observe que

N (A) = {0} ⊕ l1, R(A) = l1 ⊕ {0}
et X = R(A)⊕N (A).
Alors A admet un inverse de Drazin AD. Pour calculer AD, on définit la pro-
jection spectrale P par P = 0⊕ I. Ainsi

AD = (A+P )−1(IX−P )(Il1⊕0)(T⊕Il1)−1 = (Il1⊕0)(S⊕Il1) = S⊕0 ∈ B(X).
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1.6 Inverse de Drazin à droite et inverse de Drazin à
gauche d’opérateurs linéaires fermés

En s’appuyant sur les résultats du théorème 1.9, on peut affaiblir la définition
d’un opérateur Drazin inversible, en remplaçant l’inversibilité par l’inversibilité
à droite ou à gauche. On a ainsi la définition suivante.

Définition 1.11 Soit A ∈ C(X), on dit que A est inversible au sens de Drazin
à droite (resp. à gauche) ou admet un inverse de Drazin à droite (resp. à
gauche) si

A = A1 ⊕ A2

tel que A1 est fermé inversible à droite (resp. à gauche) et A2 est borné nil-
potent.

Comme conséquence de cette définition et en vertu des lemmes 1.2 et 1.3,
on a les résultats suivants :

Proposition 1.3 Soit A ∈ C(X).
(i) Si a(A) < ∞ et R(Aa(A)+1) est fermé alors l’opérateur A est Drazin
inversible à gauche ;

(ii) Si d(A) < ∞ et R(Ad(A)) est fermé alors l’opérateur A est Drazin
inversible à droite.

Exemple 1.6 Soit B l’opérateur shift à gauche défini sur l2 par Bx = (x1, x2, x3, . . . )
avec x = (x0, x1, x2, . . . ). B est surjectif, alors d(B) = 0. Soit T défini sur
l2 ⊕ l2 par

T =

(
0
√
S

0 0

)
,

avec S =


a1 0 . . . 0 . . .

0 a2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 an . . .
... ... . . .


où ai > 0 et ai 6= aj pour i 6= j. On a T 2 = 0, alors l’opérateur T est nilpotent.
D’où l’opérateur A = B ⊕ T est inversible au sens de Drazin à droite sur
l2 ⊕ l2 ⊕ l2.

Exemple 1.7 SoitD = C⊕T un opérateur sur l2⊕l2⊕l2 avec T est défini dans
l’exemple précédent et C est défini par C(x) = y, où x = (xn)n et y = (yn)n
sont reliés par

yn =

{
x0 si n = 0, 1
xn−1 si n ≥ 2.
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C est injectif, alors a(C) = 0. Ainsi D est inversible au sens de Drazin à gauche
sur l2 ⊕ l2 ⊕ l2.

1.7 Opérateurs matriciels triangulaires supérieurs

Dans cette section, on introduit les opérateurs matriciels triangulaires supé-
rieurs 2× 2 et on donne quelques propriétés spectrales de ces opérateurs.
On considère l’opérateur MC défini sur X ⊕ Y par :

MC =

(
A C
0 B

)
où A ∈ Lin(X), B ∈ Lin(Y ) et C ∈ Lin(Y,X).
En particulier, MC est de domaine D(MC) = D(A)× (D(B) ∩ D(C)).
Les résultats suivants donnent des conditions nécessaires pour l’inversibilité à
droite (resp. à gauche) de MC .

Théorème 1.10 Si A ∈ Lin(X) et B ∈ Lin(Y ) sont inversibles à droite
(resp. à gauche), alors MC est inversible à droite (resp. à gauche)
pour tout C ∈ Lin(Y,X).

Preuve. Si DA et DB sont des inverses à droite de A et B respectivement,
alors (

A C

0 B

)(
DA −DACDB

0 DB

)
=

(
IX 0
0 IY

)
.

Si GA et GB sont des inverses à gauche de A et B respectivement, alors(
GA −GACGB

0 GB

)(
A C

0 B

)
=

(
IX 0
0 IY

)
.

Maintenant, on introduit quelques résultats spectrales des opérateurs matriciels
du type

M =

(
A B
C D

)
où A, D, B et C sont des opérateurs linéaires sur X.

Définition 1.12 Les fonctions analytiques S1 : ρ(D)→ Lin(X) et
S2 : ρ(A)→ Lin(X),

S1(λ) := A− λIX −B(D − λIX)−1C, λ ∈ ρ(D),

S2(λ) := D − λIX − C(A− λIX)−1B, λ ∈ ρ(A)

sont appelées les compléments de Schur de M .
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Théorème 1.11 [53]

1. Si A est fermé, ρ(A) 6= ∅ et D(A) ⊂ D(C). Alors pour λ ∈ ρ(A),

M−λIX⊕X =

(
IX 0

C(A− λIX)−1 IX

)(
A− λIX 0

0 S2

)(
IX (A− λIX)−1B
0 IX

)
;

2. Si D est fermé, ρ(D) 6= ∅, et D(D) ⊂ D(B). Alors pour λ ∈ ρ(D),

M−λIX⊕X =

(
IX B(D − λIX)−1

0 IX

)(
S1 0
0 D − λIX

)(
IX 0

(D − λIX)−1C IX

)
.

Ainsi σ(M) \ σ(D) = σ(S1) et σ(M) \ σ(A) = σ(S2).
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Chapitre 2

Problèmes aux bords abstraits

Dans ce chapitre, on résout des problèmes aux bords généraux abstraits du
type :

(P)

{
Dx = λAx+ f

Γx = ϕ

où A est un opérateur non borné et D est un opérateur linéaire inversible à
droite (resp. à gauche) dans un espace de Banach X, Γ est un opérateur au
bord, f et ϕ sont données et λ ∈ C est un paramètre spectral. On montre
l’existence et l’unicité de la solution du problème (P) et on exprime la formule
explicite de la solution dans le cas où λ est régulier ou bien singulier. Les ré-
sultats obtenus sont utilisés pour résoudre des systèmes linéaires du contrôle.

2.1 Opérateur au bord correspondant à un opérateur in-
versible à droite (resp. à gauche)

E est un espace de Banach complexe et IE est l’opérateur identité sur E.
Dans cette section, on construit l’opérateur au bord associé à un opérateur in-
versible à droite (resp. à gauche).
Le résultat suivant, exprime la décomposition du domaine des opérateurs in-
versibles à droite (resp. à gauche) dans un espace de Banach.

Proposition 2.1 (i) Si D est un opérateur inversible à droite alors pour
tout R ∈ RD

D(D) = R(R)⊕N (D);

(ii) Si D est un opérateur inversible à gauche alors pour tout L ∈ LD

D(L) = R(D)⊕N (L).

Preuve. (i) Soit D un opérateur inversible à droite et R un inverse à droite
de D. On a par définition N (D) ⊂ D(D) et R(R) ⊂ D(D).

24



D’autre part, soit x ∈ R(R) ∩N (D) alors{
Dx = 0, et
∃y ∈ X tel que x = Ry.

D’où DRy = 0 et x = 0.
Inversement, soit x ∈ D(D). On pose y = x − RDx et z = RDx. Alors
z ∈ R(R) et

Dy = Dx−DRDx = 0.

D’où y ∈ N (D) et x = y + z.
De la même manière on montre la deuxième propriété (ii).

Définition 2.1 [23] Γ : X −→ E est dit un opérateur au bord correspondant
à un opérateur inversible à droite D ∈ Lin(X) d’inverse à droite R si
• N (Γ) = R(R) ;
• Il existe Π : E −→ X linéaire tel que R(Π) = N (D) et ΓΠ = IE.

E est appelé l’espace des traces ou des valeurs au bord. L’ensemble des opé-
rateurs aux bords de D sera désigné par ID. Si Γ ∈ ID, et en vertu de la
proposition 2.1, on a

D(D) = R(R)⊕R(Π). (2.1)

Le théorème suivant assure l’unicité de l’opérateur Π pour un inverse à droite
de l’opérateur D.

Théorème 2.1 Soit D ∈ Lin(X) un opérateur inversible à droite. Γ : X → E

est un opérateur au bord de D correspondant à R ∈ RD si et seulement si il
existe un unique opérateur Π : E → X tel que :

ΠΓx = x−RDx, x ∈ D(D). (2.2)

Preuve. Soit Γ : X −→ E un opérateur au bord de l’opérateur D correspon-
dant à R ∈ RD, alors il existe un opérateur Π : E −→ X vérifiant les conditions
de la définition 2.1. Soit x ∈ D(D), il est facile de voir que x−RDx ∈ N (D),
donc x−RDx ∈ R(Π), alors il existe ϕ ∈ E tel que x−RDx = Πϕ. De plus
on a ΓR = 0 et ΓΠ = IE, alors Γ(x−RDx) = ΓΠϕ et ϕ = Γx, ce qui implique
(2.2).
Maintenant, on montre l’unicité de Π. Soient Π1 et Π2 deux opérateurs vérifiant
les conditions de Γ. D’après (2.2) on a :

Π1Γx = Π2Γx, pour tout x ∈ D(D).
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D’où
Π1ϕ = Π2ϕ pour tout ϕ = Γx ∈ E.

Ceci implique que Π1 = Π2.

Inversement, on suppose que les opérateurs Γ et Π vérifient l’identité (2.2).
Alors DΠΓx = 0, pour tout x ∈ D(D), donc DΠ = 0 dans E. De plus,

ΠΓΠΓx = ΠΓx−RDΠΓx = ΠΓx.

Ainsi ΓΠΓΠΓx = ΓΠΓx, donc ΓΠϕ = ϕ, avec ϕ = ΓΠΓx pour tout ϕ ∈ E.
On obtient ΓRDx = Γx − ΓΠΓx = 0. D’où ΓR = 0 car D est surjectif. Ceci
prouve que Γ est un opérateur au bord de D correspondant à R dans le sens
de la définition 2.1.

Dans [43] Przeworska-Rolewicz introduit la classe des opérateurs initiaux.
Rappelons que F : X → X est dit un opérateur initial de D correspondant à
R ∈ RD si F 2 = F , FX = N (D) et FR = 0 sur D(R). Notons que si Γ et
Π sont les opérateurs de définition 2.1 et si on pose F = ΠΓ, alors F est un
opérateur initial de D. Ce qui montre que notre définition d’opérateur au bord
généralise la notion d’opérateur initial.

De la même façon on définit l’ensemble des opérateurs aux bords pour un
opérateur inversible à gauche comme suit :

Définition 2.2 Λ : X −→ E est dit un opérateur au bord de l’opérateur in-
versible à gauche D ∈ Lin(X) correspondant à un inverse à gauche L de D,
si
• N (Λ) = R(D) ;
• Il existe un opérateur Θ : E −→ X tel que R(Θ) = N (L) et ΛΘ = IE.

L’ensemble des opérateurs aux bords de D sera désigné par KD. Si Λ ∈ KD, on
a

D(L) = R(D)⊕R(Θ). (2.3)

Théorème 2.2 Soit D ∈ Lin(X) un opérateur inversible à gauche.
Λ : X → E est un opérateur au bord de D correspondant à L ∈ LD si et
seulement si il existe un unique opérateur Θ : E → X tel que :

ΘΛx = x−DLx, x ∈ D(D).

La preuve du théorème 2.2 est similaire à celle du théorème 2.1.
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Notons que toutes les définitions et les résultats de cette section sont éga-
lement valables dans le cadre algébrique, en supposant que X et E sont des
espaces vectoriels.

2.2 Problèmes aux bords abstraits réguliers

On suppose ici que l’opérateur D est inversible à droite d’inverse à droite R
et N (D) 6= {0}. Soient Γ un opérateur au bord de D correspondant à R et A
un autre opérateur linéaire sur X tel que D(D) ⊂ D(A).
On considère le problème spectral au bord pour la paire ordonnée (D,A) et
l’inconnue x ∈ D(D) suivant :{

Dx = λAx+ f

Γx = ϕ
(2.4)

où f ∈ X, ϕ ∈ E et λ ∈ C est un paramètre spectral.
On suppose que R(A) ⊂ D(R), alors d’après le théorème 1.2, on obtient le

résultat suivant :

Lemme 2.1 Soit R ∈ RD. Si λ−1 ∈ ρ(RA) alors

N (D − λA) = R((IX − λRA)−1Π). (2.5)

Preuve. Soit x ∈ D(D) alors, d’après la décomposition (2.1) il existe f ∈ X
et ϕ ∈ E tels que x = Rf + Πϕ. D’où

(D − λA)x = (D − λA)(Rf + Πϕ)

= f − λARf − λAΠϕ

= (IX − λAR)f − λAΠϕ.

Donc pour λ−1 ∈ ρ(RA) et x ∈ N (D−λA), on obtient f = λ(IX−λAR)−1AΠϕ.
Ainsi

x = λR(IX − λAR)−1AΠϕ+ Πϕ

= [λR(IX − λAR)−1A+ IX ]Πϕ

= (IX − λRA)−1Πϕ.

Ceci implique que x ∈ R((IX − λRA)−1Π).
Inversement. On pose z = (IX − λRA)−1Πϕ, pour un certain ϕ ∈ E. En
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utilisant l’équation (1.1) et le théorème 1.2, on a

(D − λA)z = (D − λA)(IX − λRA)−1Πϕ

= (D − λA)[IX + λR(IX − λAR)−1A]Πϕ

= [D − λA+ λ(IX − λAR)(IX − λAR)−1A]Πϕ

= 0.

Donc, (2.5) est vérifié.
Le résultat suivant, exprime l’existence et l’unicité de la solution du problème
(2.4) et fournit la formule explicite de la solution.

Théorème 2.3 Soit R ∈ RD. Si λ−1 ∈ ρ(RA), alors le problème (2.4) admet
une solution unique pour tout f ∈ X et ϕ ∈ E, la solution est donnée par

xf,ϕλ = (IX − λRA)−1Rf + (IX − λRA)−1Πϕ. (2.6)

Preuve. Soient λ−1 ∈ ρ(RA), f ∈ X et ϕ ∈ E. D’après le lemme 2.1 on a

(D − λA)xf,ϕλ = (D − λA)(IX − λRA)−1Rf

= (D − λA)[IX + λR(IX − λAR)−1A]Rf

= f

et

Γxf,ϕλ = Γ(IX − λRA)−1(Rf + Πϕ)

= Γ[IX + λR(IX − λAR)−1A](Rf + Πϕ)

= ΓΠϕ = ϕ.

Pour établir l’unicité de la solution, on suppose que x1, x2 ∈ D(D) sont deux
solutions du problème (2.4), alors x0 = x1 − x2 = Rf0 + Πϕ0 où f0 ∈ X,
ϕ0 ∈ E, (D − λA)x0 = 0 et Γx0 = 0, c’est à dire Γ0(Rf0 + Πϕ0) = 0. Comme
N (Γ) = R(R) et ΓΠ = IE, on déduit que ϕ0 = 0. D’autre part,

0 = (D − λA)x0

= (D − λA)Rf0

= (IX − λAR)f0.

Puisque λ−1 ∈ ρ(RA) = ρ(AR), alors f0 = 0.
La version du lemme 2.1 et du théorème 2.3 dans le cas des opérateurs inver-
sibles à gauche est exprimée comme suit :

Théorème 2.4 Soit L un opérateur linéaire invesible à gauche dans X d’in-
verse à D et λ−1 ∈ ρ(LA), alors

N (D − λA) = R((IX − λLA)−1Π).
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De plus, le problème (2.4) admet une solution unique pour tout f ∈ X et
ϕ ∈ E, la solution est donnée par

xf,ϕλ = (IX − λLA)−1Lf + (IX − λLA)−1Πϕ.

Remarque 2.1 Le théorème 2.4 généralise le lemme 1.1 et le théorème 1.2 de
[46] en prenant A = IX .

Exemple 2.1 (Problème de Cauchy abstrait)
Soit X = C([0, a], X) l’espace des fonctions continues sur [0, a] à valeurs dans
un espace de Banach X.
On considère le problème de Cauchy abstrait suivant :{

ẋ(t) = Ax(t) + f(t), 0 < t ≤ a,

x(0) = x0

(2.7)

où A : D(A) −→ X est le générateur du C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 sur X et
x0 ∈ X. On note Dx(t) = dx

dt (t) tel que x ∈ D(D) = {x ∈ X : dx
dt (t) ∈ X}.

Rx(t) =
∫ t

0 x(τ)dτ est bien un inverse à droite de D dans X .
D’autre part, si on désigne par

Cx(t) =

∫ t

0

T (t− τ)x(τ)dτ,

alors d’après le théorème 1.3, on a

(IX + CA)(IX −RA)x(t) = (IX −RA)(IX + CA)x(t) = x(t), ∀t ∈ [0, a] .

D’où l’opérateur (IX −RA) est inversible et son inverse est donné par

(IX −RA)−1x(t) = x(t) + A

∫ t

0

T (t− τ)x(τ)dτ.

Soit E = X. On définit l’opérateur au bord Γ par Γx = x(0), pour x ∈ X et
l’application Π par (Πx0)(t) = x0. Alors ΓΠ = IX , ΓR = 0 et
R(Π) = N (A). Maintenant, on peut écrire le problème de Cauchy abstrait sous
la forme suivante : {

Dx = Ax(t) + f(t)

Γx = x0

Comme l’opérateur (IX − RA) est inversible, ce problème admet une solution
unique donnée par :

x(t) = (IX−RA)−1(Rf+Πx0)(t) =

∫ t

0

T (t−τ)f(τ)dτ+T (t)x0, pour tout t ∈ [0, a] .

Ce qui correspond exactement à la solution donnée par la théorie de Cauchy
classique, voir [40].
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Exemple 2.2 (Problème de Darboux pour l’équation hyperbolique)
On considère l’équation différentielle hyperbolique suivante :

∂2x(t, s)

∂t∂s
= a(t, s)

∂x(t, s)

∂t
+ b(t, s)

∂x(t, s)

∂s
+ c(t, s)x(t, s) + y(t, s) (2.8)

avec les conditions initiales{
x(t, s1) = ϕ(t), pour tout t ∈ It = [t1, t2],

x(t1, s) = ψ(s), pour tout s ∈ Is = [s1, s2].
(2.9)

où a, b, c, y ∈ C(It × Is), ϕ ∈ C(It) et ψ ∈ C(Is) avec la condition de compa-
tibilité homogène ϕ(t1) = ψ(s1) = 0.
On pose
• X = C2(It × Is) ;

• E = {(f, g) ∈ C(It)× C(Is) : f(t1) = g(s1) = 0} ;

• Dx(t, s) = ∂2x(t,s)
∂t∂s ;

• Rx(t, s) =
∫ t
t1

∫ s
s1
x(τ, σ)dτdσ ;

• Ax(t, s) = a(t, s)∂x(t,s)
∂t + b(t, s)∂x(t,s)

∂s + c(t, s)x(t, s) ;

• Γ : X −→ E, Γx(t, s) = (x(t, s1), x(t1, s)) ;

• Π : E −→ X, Π(f(t), g(s)) = f(t) + g(s).
Avec ces notations, le problème (2.8)-(2.9) s’écrit comme suit :{

Dx = Ax+ y,

Γx(t, s) = (ϕ(t), ψ(s)).

Comme l’opérateur (IX−RA) est inversible, alors le problème (2.8)-(2.9) admet
une solution unique :

x(t, s) = (IX−RA)−1(Ry+Π(ϕ, ψ))(t, s) = (IX−RA)−1(Ry(t, s)+ϕ(t)+ψ(s)).

Pour les exemples sur les opérateurs inversibles à gauche voir [46, 47, 45, 48].

2.3 Problèmes aux bords abstraits singuliers

Soient T ∈ C(X) et λ ∈ ρB(T ) l’ensemble résolvant de Browder de T . La
projection de Riesz Pλ correspondante à T est de rang fini. Le fait que D(T )
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est Pλ−invariant, on peut définir l’opérateur

Tλ = (λIX − T )(IX − Pλ) + Pλ

de domaine D(T ). Puisque X = N (Pλ)⊕R(Pλ), on pose alors

Tλ = (λIX − T ) |N (Pλ) ⊕IR(Pλ).

Ainsi σ(Tλ) = σ((λIX − T )(IX − Pλ)) = σ(λIX − T ) \ {0}. Tλ admet donc un
inverse borné qu’on note par RB(λ, T ), il est appelé l’opérateur résolvant de
Browder de T en λ,

RB(λ, T ) = ((λIX − T ) |N (Pλ))
−1(IX − Pλ) + Pλ.

Il est clair que RB(λ, T ) = (λIX − T )−1, pour λ ∈ ρ(T ) et RB(λ, T ) peut être
considéré comme une extension de la résolvante habituelle de ρ(T ) à ρB(T ).
RB(λ, T ) conserve de nombreuses propriétés importantes. Par exemple, comme
PλTλ = Pλ dans D(T ) et TλPλ = Pλ dans X, il en résulte que PλRB(λ, T ) =
Pλ = RB(λ, T )Pλ.

Lemme 2.2 Soit T ∈ C(X). Pour λ, µ ∈ ρB(T ),

RB(λ, T )−RB(µ, T ) = (µ− λ)RB(λ, T )RB(µ, T ) +MT (λ, µ)

où MT (λ, µ) = RB(λ, T )[(λIX − IX − T )Pλ− (µIX − IX − T )Pµ]RB(µ, T ) est
un opérateur de rang fini avec rang(MT (λ, µ)) = rang(Pλ) + rang(Pµ). De
plus, si λ 6= µ, les résolvantes de Browder commutent et la fonction MT (λ, µ)
est antisymétrique, MT (λ, µ) = −MT (µ, λ).

Preuve. On a RB(λ, T )−RB(µ, T ) = RB(λ, T )[Tµ − Tλ]RB(µ, T ). De plus,

Tµ − Tλ = (µIX − T )(IX − Pµ) + Pµ − (λIX − T )(IX − Pλ)− Pλ

= (λIX − IX − T )Pλ − (µIX − IX − T )Pµ + (µ− λ)IX .

Donc
RB(λ, T )−RB(µ, T ) = (µ− λ)RB(λ, T )RB(µ, T )

+RB(λ, T )[(λIX − IX − T )Pλ − (µIX − IX − T )Pµ]RB(µ, T ).

Maintenant, on montre que rangMT (λ, µ) = rangPλ + rangPµ.
On commence d’abord par montrer R(Pλ + Pµ) = R(Pλ) +R(Pµ).
Soit y ∈ R(Pλ+Pµ), alors il existe x ∈ X tel que y = (Pλ+Pµ)x = Pλx+Pµx =
y1 + y2 avec y1 ∈ R(Pλ) et y2 ∈ R(Pµ).
Inversement, soit y ∈ R(Pλ) +R(Pµ) donc il existe y1 ∈ X et y2 ∈ X tels que
y = Pλy1 + Pµy2. Posons h = y1 + y2 − (Pµy1 + Pλy2) alors (Pλ + Pµ)h = y.
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D’où y ∈ R(Pλ + Pµ).
On pose ST = (λIX − IX − T )Pλ − (µIX − IX − T )Pµ. On remarque que
ST (Pλ + Pµ) = ST pour λ 6= µ et on a R(Pλ + Pµ) ⊂ D(T ) = R(RB(µ, T ))
donc R(ST (Pλ + Pµ)) ⊂ R(STRB(µ, T )), alors ST et MT (λ, µ) sont de même
rang. Puisque Pλ et Pµ sont de rangs finis et R(ST ) ⊂ R(Pλ +Pµ), alors S est
de rang fini, ainsi que MT (λ, µ).
Maintenant, il suffit de montrer que R(ST ) = R(Pλ) +R(Pµ).
On a ST |R(Pλ)+R(Pµ) = ST ⊂ (R(Pλ) + R(Pµ)). Comme R(Pλ) + R(Pµ) =
R(Pλ + Pµ), alors R(ST ) = R(Pλ) +R(Pµ).
On suppose que dans le problème (2.4), A = IX−Pλ−1 où Pλ−1 est le projecteur
de Riesz associé à R et λ−1 ∈ ρB(R) avec R ∈ RD. Alors le problème (2.4)
devient {

(D − λIX + λPλ−1)x = f

Γx = ϕ
(2.10)

où f ∈ X, ϕ ∈ E. Le même raisonnement utilisé dans la preuve du lemme 2.1
et du théorème 2.3, donne le résultat suivant :

Théorème 2.5 Soit R ∈ RD. Si λ−1 ∈ ρB(R), alors

N (D − λIX + λPλ−1) = R(RB(λ−1, R)Π)

et pour tout f ∈ X, et ϕ ∈ E

xf,ϕλ = RB(λ−1, R)(Rf + Πϕ).

est l’unique solution du problème (2.10).

Preuve. Soit x ∈ D(D), alors x = Rf + Πϕ, f ∈ X et ϕ ∈ E.

(D − λIX + λPλ−1)(Rf + Πϕ) = (IX − λR + λPλ−1R)− λ(IX − Pλ−1)Πϕ

= (IX − Pλ−1)f + Pλ−1f − λR(IX − Pλ−1)f

− λRPλ−1f + λPλ−1Rf − (IX − Pλ−1)Πϕ

= [(IX − λR)(IX − Pλ−1) + Pλ−1]f

− λ(IX − Pλ−1)Πϕ.

Pour x ∈ N (D − λIX + λPλ−1) et λ−1 ∈ ρB(R), alors

f = λ(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)Πϕ.

Ainsi

x = λR(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)Πϕ+ Πϕ = RB(λ−1, R)Πϕ.
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Inversement.

(D − λIX + λPλ−1)RB(λ−1, R)Πϕ = (D − λIX + λPλ−1)[(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)

+ Pλ−1]Πϕ

= (D − λIX)(IX − Pλ−1)Πϕ+DPλ−1Πϕ

+ λ(D − λIX)R(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)Πϕ

= 0.

D’où, N (D − λIX + λPλ−1) = R(RB(λ−1, R)Π).

On a d’une part,

(D − λIX + λPλ−1)xf,ϕλ = (D − λIX + λPλ−1)RB(λ−1, R)Rf

+ (D − λIX + λPλ−1)RB(λ−1, R)Πϕ

= (IX − λR + λPλ−1R)[(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)

+ Pλ−1]f = f

et

Γxf,ϕλ = ΓRB(λ−1, R)(Rf + Πϕ)

= ΓRRB(λ−1, R)f + Γ[[IX + λR(IX − λR)−1](IX − Pλ−1) + Pλ−1]Πϕ

= Γ(IX − Pλ−1)Πϕ+ ΓPλ−1

= ϕ.

D’autre part, si x1, x2 ∈ D(D) sont deux solutions du problème (2.10), posons
x0 = x1 − x2 = Rf0 + Πϕ0 pour f0 ∈ X et ϕ0 ∈ E. D’où,
(D − λIX + λPλ−1)x0 = 0 et Γx0 = 0, c’est à dire Γ(Rf0 + Πϕ0) = 0. Comme
N (Γ) = R(R) et ΓΠ = IE, on en déduit que ϕ0 = 0. Or,

0 = (D − λIX + λPλ−1)x0

= (D − λIX + λPλ−1)Rf0

= (IX − λR)(IX − Pλ−1)f0 + (IX − λR)Pλ−1f0 + λPλ−1Rf0

= [(IX − λR)(IX − Pλ−1) + Pλ−1]f0.

Puisque λ−1 ∈ ρB(R), alors f0 = 0.

Dans le cas où l’opérateur est inversible à gauche, on obtient un résultat
similaire :

Théorème 2.6 Si D ∈ LL et λ−1 ∈ ρB(L), alors

N (D − λIX + λPλ−1) = R(RB(λ−1, L)Π).
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Pour tout f ∈ X et ϕ ∈ E

xf,ϕλ = RB(λ−1, L)(Lf + Πϕ).

est l’unique solution du problème (2.10).

2.3.1 Conditions aux bords généralisées

Dans cette section, on désigne par Γ0 l’opérateur au bord de l’opérateur D
inversible à droite d’inverse R ∈ RD.
Soit Ξ un opérateur linéaire dans E. On introduit une application linéaire
Γ1 : X → E de domaine D(Γ1) = R(R) ⊕ ΠD(Ξ) ⊂ D(D), et d’image
R(Γ1) ⊂ E, définie par

Γ1 : Rf + Πϕ 7→ Π∗f + Ξϕ, f ∈ X, ϕ ∈ D(Ξ).

Ainsi,
Γ1R = Π∗, Γ1Π = Ξ.

Γ1 est réalisé comme étant un second opérateur au bord complémentaire de Γ0.
Soient β0 et β1 deux opérateurs linéaires dans l’espace E tels que D(Ξ) ⊂ D(β0)
et β1 : E → E. On Considère le problème au bord abstrait pour l’inconnue
x ∈ D(Γ1) ⊂ D(D) suivant{

(D − λIX + λPλ−1)x = f

(β0Γ0 + β1Γ1)x = ϕ
(2.11)

où f ∈ X, ϕ ∈ E et λ ∈ C est un paramètre spectral.

Théorème 2.7 Soit R ∈ RD. Si λ−1 ∈ ρB(R) est tel que l’équation

[β0+β1[Ξ+λΠ∗(IX−λR)−1(IX−Pλ−1)Π]]Ψf,ϕ
λ = ϕ−β1Π

∗RB(λ−1, R)f (2.12)

admet une solution unique Ψf,ϕ
λ = Γ0x

f,ϕ
λ ∈ E, alors

xf,ϕλ = RB(λ−1, R)[Rf + ΠΨf,ϕ
λ ] ∈ D(D)

est la solution unique du problème spectral au bord (2.11).

Preuve. Soient Ψf,ϕ
λ ∈ E la solution de l’équation (2.12) pour

λ−1 ∈ ρB(R), f ∈ X et ϕ ∈ E. D’après le théorème 2.5 on a

(D − λIX + λPλ−1)xf,ϕλ = (D − λIX)RRB(λ−1, R)f + λPλ−1RRB(λ−1, R)f

+ (D − λIX + λPλ−1)RB(λ−1, R)ΠΨf,ϕ
λ

= (IX − Pλ−1)f + (IX − λR)Pλ−1f + Pλ−1Rf

= f.
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On a Ψf,ϕ
λ ∈ D(Ξ) donc xf,ϕλ ∈ D(Γ1), et d’après les propriétés de Γ0 et Γ1 on

obtient :

Γ0x
f,ϕ
λ = Γ0RB(λ−1, R)Rf + Γ0RB(λ−1, R)ΠΨf,ϕ

λ

= Γ0ΠΨf,ϕ
λ + λR(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)ΠΨf,ϕ

λ

= Ψf,ϕ
λ

et

Γ1x
f,ϕ
λ = Γ1RRB(λ−1, R)f + Γ1RB(λ−1, R)ΠΨf,ϕ

λ

= Π∗RB(λ−1, R)f + Γ1ΠΨf,ϕ
λ + λΓ1R(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)ΠΨf,ϕ

λ

= Π∗RB(λ−1, R)f + ΞΨf,ϕ
λ + λΠ∗(IX − λR)−1(IX − Pλ−1)ΠΨf,ϕ

λ .

Ainsi

(β0Γ0 + β1Γ1)x
f,ϕ
λ = [β0 + β1[Ξ + λΠ∗(I − λR)−1(I − Pλ−1)Π]]Ψf,ϕ

λ

+ β1Π
∗RB(λ−1, R)f

= ϕ− β1Π
∗RB(λ−1, R)f + β1Π

∗RB(λ−1, R)f

= ϕ.

Remarque 2.2 Si D est un opérateur aux dérivées partielles linéaire, le pro-
blème (2.11) peut être interprété comme un problème au bord mixte faisant à
la fois intervenir une condition de Dirichlet et une condition de Neumann par
Γ0 et Γ1.

2.4 Contrôlabilité approchée des systèmes linéaires aux
bords

SoientD, A et Γ les opérateurs donnés dans le problème (2.4) et R un inverse
à droite de D. Soit U un autre espace de Banach et B un opérateur borné de
U dans X. On considère le système linéaire de contrôle abstrait suivant :{

Dx = Ax+Bu,

Γx = ϕ0.
(2.13)

Les espaces X et U sont appelés respectivement l’espace des états et l’espace
des contrôles. L’élément ϕ0 ∈ E est l’état initial au bord.
D’après le théorème 2.3, si l’opérateur (IX − RA) est inversible, alors quelque
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soit la paire fixée (ϕ0, u) ∈ E×U , le système linéaire (2.13) admet une solution
unique donnée par

x(ϕ0, u) = EDA (RBu+ Πϕ0), où EDA = (I −RA)−1. (2.14)

x(ϕ0, u) est appelé en théorie de contrôle le signal de sortie correspondant à
l’entrée u. On note pour ϕ0 fixé dans E,

<(ϕ0) =
⋃
u∈U

x(ϕ0, u) (2.15)

l’ensemble des solutions de (2.13) pour un état initial au bord ϕ0. <(ϕ0) est
appelé l’ensemble accessible à partir de l’état initial au bord ϕ0 par des moyens
de contrôle u ∈ U .

Définitions 2.1 [36]
1. L’état x ∈ X est appelé approximativement accessible à partir de l’état

initial au bord ϕ0 ∈ E si pour tout ε > 0 il existe un contrôle u ∈ U tel
que

‖x− x(ϕ0, u)‖X < ε;

2. Le système linéaire (2.13) est dit approximativement accessible à partir de
l’état initial au bord ϕ0 ∈ E si <(ϕ0) est dense dans X.

Définitions 2.2 Soit Γ1 un opérateur linéaire borné de X dans E.
(i) L’état x1 ∈ X, tel que Γ1x1 = ϕ1, pour un certain ϕ1 ∈ E, est dit

Γ1-accessible (resp. Γ1-approximativement accessible) par l’état initial au
bord ϕ0 ∈ E, s’il existe un contrôle u ∈ U tel que

Γ1x(ϕ0, u) = ϕ1, ( resp. ‖Γ1x(ϕ0, u)− ϕ1‖E < ε pour ε > 0).

L’état x1 est dit l’état final du système ;
(ii) Le système linéaire (2.13) est dit Γ1-contrôlable (resp. Γ1- approximati-
vement contrôlable) si pour tout état initial au bord ϕ0 ∈ E,

Γ1(<(ϕ0)) = E, ( resp. Γ1(<(ϕ0)) = E);

(iii) Le système linéaire (2.13) est dit Γ1-contrôlable (resp. Γ1- approxima-
tivement contrôlable) en zéro si

0 ∈ Γ1(<(ϕ0)), ( resp. 0 ∈ Γ1(<(ϕ0))),

pour tout état initial au bord ϕ0 ∈ E.

Théorème 2.8 Soient R ∈ RD et Γ1 un opérateur borné de X dans E. Le
système linéaire (2.13) est Γ1-contrôlable si et seulement si l’opérateur Γ1EDARB
est surjectif.
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Preuve. Supposons que (2.13) est Γ1-contrôlable, alors

Γ1(<(ϕ0)) = Γ1EDA (RBU + Πϕ0) = E, pour tout ϕ0 ∈ E.

Soit ϕ1 ∈ E, il existe un contrôle u ∈ U tel que

Γ1EDA (RBu+ Πϕ0) = ϕ1

et
Γ1EDARBu = ϕ1 − Γ1EDA Πϕ0.

Ce qui implique que Γ1EDARB est surjectif.
Inversement, pour tout ϕ1 ∈ E il existe un contrôle u ∈ U tel que

Γ1EDARBu = ϕ1.

Cela signifie que le système (2.13) est Γ1-accessible par l’état initial au bord
ϕ0 ∈ E, d’où Γ1(<(0)) = E, par linéarité de l’ensemble, on obtient la Γ1-
contrôlabilité de (2.13).

Théorème 2.9 Soient R ∈ RD et Γ1 un opérateur linéaire borné de X dans
E. Alors le système linéaire (2.13) est Γ1-approximativement accessible en zéro
si et seulement si l’opérateur B∗R∗(EDA )∗Γ∗1 est injectif.

Preuve. Supposons que le système (2.13) est Γ1-approximativement accessible
à l’état initial au bord zéro, on a

Γ1(<(0)) = Γ1EDARBU = E.

Ceci est équivalent à l’injectivité de B∗R∗(EDA )∗Γ∗1.

Lemme 2.3 Soient R ∈ RD et Γ1 un opérateur linéaire borné de X dans E.
Si le système linéaire (2.13) est Γ1-approximativement contrôlable en zéro et
Γ1EDA Π est surjectif, alors tout état final x1 est Γ1-approximativement accessible
par l’état initial au bord zéro.

Preuve. Soit x1 ∈ X tel que x1 = Γ1ϕ1 pour ϕ1 ∈ E. On a, 0 ∈ Γ1(<(ϕ0)),
pour un état initial au bord ϕ0 ∈ E. Donc, ∀ε > 0, il existe un contrôle u0 ∈ U
tel que ∥∥Γ1EDA (RBu0 + Πϕ0)

∥∥
E
< ε. (2.16)

Comme Γ1EDA Π est surjectif, ceci implique que, pour tout ϕ1 ∈ E, il existe
ϕ2 ∈ E tel que Γ1EDA Πϕ2 = −ϕ1. Cette égalité et (2.16) impliquent que pour
chaque ϕ1 ∈ E et ε > 0, il existe un contrôle u1 ∈ U tel que∥∥Γ1EDARBu1 − ϕ1

∥∥
E
< ε.

Ceci montre que chaque état final x1 est Γ1-approximativement accessible par
l’état initial au bord en zéro.
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Théorème 2.10 Sous les mêmes hypothèses du lemme 2.3, le système linéaire
(2.13) est Γ1-approximativement contrôlable.

Preuve. Selon les hypothèses du lemme 2.3, pour tout état initial au bord
ϕ0 ∈ E et ε > 0, il existe un contrôle u0 ∈ U tel que∥∥Γ1EDA (RBu0 + Πϕ0)

∥∥
E
<
ε

2
. (2.17)

Le lemme 2.3 assure aussi que pour tout ϕ1 ∈ E et ε > 0, il existe un contrôle
u1 ∈ U tel que ∥∥Γ1EDARBu1 − ϕ1

∥∥
E
<
ε

2
. (2.18)

A partir de (2.17) et (2.18), il s’ensuit que pour tout ϕ0, ϕ1 ∈ E et ε > 0, il
existe un contrôle u = u0 + u1 ∈ U tel que∥∥Γ1EDA (RBu+ Πϕ0)− ϕ1

∥∥
E
≤
∥∥Γ1EDA (RBu0 + Πϕ0)

∥∥
E
−
∥∥Γ1EDARBu1 − ϕ1

∥∥
E

< ε.

Ce qui implique que Γ1(<(ϕ0)) = E puisque ϕ0, ϕ1 ∈ E et ε > 0 sont arbi-
traires.

Théorème 2.11 Soit U un espace de Hilbert séparable. Soient R ∈ RD et Γ1

un opérateur linéaire borné défini de X dans E. Alors le système linéaire (2.13)
est Γ1-contrôlable en zéro si et seulement si il existe un nombre réel α > 0 tel
que ∥∥B∗R∗(EDA )∗Γ∗1ψ

∥∥ ≥ α
∥∥(Π∗(EDA )∗Γ∗1)ψ

∥∥ , pour tout ψ ∈ E∗. (2.19)

Preuve. Supposons que le système linéaire (2.13) est Γ1-contrôlable, on a

0 ∈ Γ1(<(ϕ0)), ∀ϕ0 ∈ E.

Donc, il existe u ∈ U tel que Γ1EDARBu = −Γ1EDA Πϕ0. Cela implique que

R(Γ1EDA Π) ⊂ R(Γ1EDARB).

En vertu du théorème 1.5, on obtient (2.19). La réciproque est évidente.

Exemple 2.3 Soient X = C(Ω) où Ω = [0, a] × [0, a], a > 0, E = C([0, a])
et U = C(R). On considère le système du contrôle suivant :

∂x

∂t
(t, s) = λx(t, s) + u(t), (2.20)

avec la condition initiale
x(0, s) = ϕ(s). (2.21)
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On pose D = ∂
∂tx(t, s) et Rx(t, s) =

∫ t
0 x(τ, s)dτ l’inverse à droite de D.

D(D) = {x ∈ X : x(., s) ∈ C1([0, a]) pour tout s fixé dans [0, a]} et D(R) = X.

L’opérateur au bord Γ de D correspondant à R est défini par

Γx(t, s) = x(0, s)− ϕ(s), pour tout t, s ∈ [0, a] .

On peut définir l’opérateur Π par Πf(s) = f(s) + ϕ(s), pour tout f ∈ E. De
plus, en notant A = λIX , B = IX et ϕ0 = 0, alors le problème (2.20)-(2.21)
peut être écrit sous la forme (2.13).

Maintenant, si on désigne par

Cx(t, s) =

∫ t

0

eλ(t−τ)x(τ, s)dτ,

alors pour tout t, s ∈ [0, a], on a :

(IX + λC)(IX − λR)x(t, s) = (IX − λR)(IX + λC)x(t, s) = x(t, s).

Cela signifie que l’opérateur (IX − λR) est inversible et son inverse est donné
par

EDA x(t, s) = x(t, s) + λ

∫ t

0

eλ(t−τ)x(τ, s)dτ.

D’où, en utilisant la formule (2.14), pour tout u ∈ U, la solution de (2.20)-
(2.21) est donnée par

x(t, s) = EDA (RBu+ Πϕ0)(t, s) = eλtϕ(s) +

∫ t

0

eλ(t−τ)u(τ)dτ.

Si Γ1 est un opérateur linéaire borné de X dans E, alors d’après les théorèmes
2.8 et 2.9, le système linéaire (2.20)-(2.21) est
• Γ1-contrôlable si et seulement si l’opérateur Γ1EDARB est surjectif ;
• Γ1-approximativement accessible en zéro si et seulement si l’opérateur
B∗R∗(EDA )∗Γ∗1 est injectif.

Par exemple, soit Γ1 défini par Γ1x(t, s) = x(t1, s) = ϕ1(s), pour t1 ∈]0, a]
fixé. Il est facile de vérifier que Γ1EDA Πϕ0 = eλt1ϕ = T (t1)ϕ pour tout
ϕ ∈ E, où {T (t)}t≥0 est le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés généré
par A. L’injectivité de B∗R∗(EDA )∗Γ∗1 est équivalente à

B∗T (t1)
∗ψ = 0 =⇒ ψ = 0.

Notons que cette condition est nécessaire et suffisante pour le système linéaire
en dimension infinie soit approximativement accessible à partir de zéro. Cet
exemple montre que dans le cas où D est un opérateur différentiel, le concept
de Γ1-approximativement accessible coïncide avec l’accessibilité approximative
du système de commande linéaire en dimension infinie (voir [57]).
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Chapitre 3

Une approche spectrale pour résoudre
des problèmes aux bords matriciels

Dans ce chapitre, on généralise les résultats du chapitre 2 au cas matriciel.
On étudie des problèmes aux bords abstraits généraux pour des opérateurs li-
néaires matriciels (2 × 2) triangulaires supérieurs inversibles à droite agissant
dans des espaces de Banach.
Il existe dans la littérature mathématique une variété des travaux sur les pro-

blèmes aux bords abstraits matriciels du type H =

(
A B
0 −A∗

)
pour résoudre

des équations différentielles ordinaires [44, 53] ou des équations aux dérivées
partielles [10, 58].

On considère le problème au bord matriciel abstrait suivant :

(PM)

{
DLx = λMCx+ f

Γx = ϕ

avec DL etMC sont des opérateurs matriciels triangulaires supérieurs dans l’es-
pace de Banach X ⊕ Y où DL est inversible à droite. Pour traiter ce type de
problèmes, on construit d’abord les opérateurs aux bords matriciels correspon-
dants.

3.1 Construction d’opérateurs aux bords matriciels

E et K désignent des espaces de Banach complexes et IE (resp. IK) est
l’opérateur identité sur E (resp. sur K).

On note par DL l’opérateur matriciel défini dans X ⊕ Y par

DL =

(
D1 L
0 D2

)
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où D1 ∈ Lin(X), D2 ∈ Lin(Y ) et L ∈ Lin(Y,X).
On suppose que D1 et D2 sont inversibles à droite dans X et Y respectivement,
d’inverses à droite respectifs G1 et G2. Alors DL est inversible à droite, d’in-
verse à droite

GL =

(
G1 −G1LG2

0 G2

)
.

Soient Γ1 et Γ2 deux opérateurs aux bords de D1 et D2 respectivement dans E
et K (voir définition 2.1).
Dans la proposition suivante, on construit un opérateur au bord pour l’opéra-
teur matriciel triangulaire supérieur DL inversible à droite en s’appuyant sur
la définition 2.1.

Proposition 3.1 [24] Si DL =

(
D1 L
0 D2

)
est inversible à droite etN (D2) ⊂

N (L), alors l’opérateur

Γ =

(
Γ1 0
0 Γ2

)
défini de X ⊕ Y dans E ⊕K est un opérateur au bord de DL correspondant à
GL.

Preuve. On observe que N (Γ1) = R(G1), N (Γ2) = R(G2) et il existe
Π1 : E → X et Π2 : K −→ Y tels que Γ1Π1 = IE, R(Π1) = N (D1),
Γ2Π2 = IK et R(Π2) = N (D2).

On note par Π =

(
Π1 0
0 Π2

)
: E ⊕ K −→ X ⊕ Y. Ainsi ΓΠ = IE⊕K ,

N (Γ) = R(GL) et puisque N (D2) ⊂ N (L) on a R(Π) = N (DL).

De la même manière on peut construire l’opérateur au bord d’un opérateur
matriciel inversible à gauche.
On suppose que D1 et D2 sont inversibles à gauche respectivement dans X et
Y d’inverses à gauche respectifs R1 et R2. Soient Λ1 et Λ2 deux opérateurs aux
bords de D1 et D2 correspondants à R1 et R2 respectivement (voir définition
2.2). On a alors :

Proposition 3.2 Si DL est un opérateur inversible à gauche d’inverse à gauche

RL =

(
R1 −R1LR2

0 R2

)
et R(L) ⊂ N (Λ1), alors l’opérateur Λ =

(
Λ1 0
0 Λ2

)
défini de X ⊕ Y sur E ⊕K est un opérateur au bord de DL correspondant à
RL.
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On considère un autre opérateur matriciel MC défini dans X ⊕ Y par

MC =

(
A C
0 B

)
où A ∈ Lin(X), B ∈ Lin(Y ) et C ∈ Lin(Y,X) tel que D(DL) ⊂ D(MC).

D’après la proposition 3.1, on considère le problème matriciel spectral au
bord d’inconnue w ∈ D(DL) suivant

(PM)

{
(DL − λMC)w = F

Γw = Φ

où F ∈ X × Y, Φ ∈ E ×K et λ ∈ C est un paramètre spectral.

3.2 Existence et unicité de la solution du problème (PM)

Soient G1 ∈ RD1
, G2 ∈ RD2

et Γ un opérateur au bord de DL donné dans
la proposition 3.1. Dans cette section, on désigne par

Rλ[G1A] = (IX − λG1A)−1

et
Rλ[G2B] = (IY − λG2B)−1

pour λ−1 ∈ ρ(G1A) ∩ ρ(G2B).
Notre principal objectif consiste à appliquer les deux résultats suivants pour
établir l’existence et l’unicité de la solution du problème au bord (PM).

Lemme 3.1 Si λ−1 ∈ ρ(G1A) ∩ ρ(G2B) alors

N (DL − λMC) = R(NL,CΠ)

où

NL,C =

 Rλ[G1A] −Rλ[G1A]G1(L− λC)Rλ[G2B]

0 Rλ[G2B]


pour tout opérateur linéaire L de Y dans X.

Preuve. Soit w =

(
u
v

)
∈ D(DL), alors il existe F =

(
f1

f2

)
∈ X × Y et

Φ =

(
ϕ1

ϕ2

)
∈ E ×K tels que w =

(
G1f1 + Π1ϕ1

G2f2 + Π2ϕ2

)
.
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On a

(DL − λMC)w =

 D1 − λA L− λC

0 D2 − λB

 G1f1 + Π1ϕ1

G2f2 + Π2ϕ2


=

 (IX − λAG1)f1 − λAΠ1ϕ1 + (L− λC)(G2f2 + Π2ϕ2)

(IY − λBG2)f2 − λBΠ2ϕ2

 .

Pour w ∈ N (DL − λMC) et λ−1 ∈ ρ(G1A) ∩ ρ(G2B), on obtient
f1 = λRλ[AG1]AΠ1ϕ1 −Rλ[AG1](L− λC)(G2f2 + Π2ϕ2),

f2 = λRλ[BG2]Π2ϕ2.

D’où,

w =

 λG1Rλ[AG1]AΠ1ϕ1 + Π1ϕ1 −G1Rλ[AG1](L− λC)(G2f2 + Π2ϕ2)

λG2Rλ[BG2]Π2ϕ2 + Π2ϕ2


=

 Rλ[G1A]Π1ϕ1 −G1Rλ[AG1](L− λC)(G2f2 + Π2ϕ2)

Rλ[G2B]Π2ϕ2


=

 Rλ[G1A]Π1ϕ1 −G1Rλ[AG1](L− λC)Rλ[G2B]Π2ϕ2

Rλ[G2B]Π2ϕ2


=

 Rλ[G1A] −Rλ[G1A]G1(L− λC)Rλ[G2B]

0 Rλ[G2B]

 Π1 0

0 Π2

 ϕ1

ϕ2

 .
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Alors w = NL,CΠΦ.
Inversement, posons v = NL,CΠΦ avec Φ ∈ E ×K. On constate que

(DL − λMC)v = (DL − λMC)NL,CΠΦ

=

 D1 − λA L− λC

0 D2 − λB



−G1Rλ[AG1](L− λC)Rλ[G2B]Π2ϕ2

+Rλ[G1A]Π1ϕ1

Rλ[G2B]Π2ϕ2



=


(D1 − λA)[Rλ[G1A]Π1ϕ1 −G1Rλ[AG1](L− λC)Rλ[G2B]Π2ϕ2]

+(L− λC)Rλ[G2B]Π2ϕ2

(D2 − λB)Rλ[G2B]Π2ϕ2


=

 (D1 − λA)Rλ[G1A]Π1ϕ1

(D2 − λB)Rλ[G2B]Π2ϕ2


=

 (D1 − λA)[IX + λG1Rλ[AG1]A]Π1ϕ1

(D2 − λB)[IY + λG2Rλ[BG2]B]Π2ϕ2


=

 (D1 − λA)Π1ϕ1 + λAΠ1ϕ1

(D2 − λB)Π2ϕ2 + λBΠ2ϕ2

 .

Comme N (D1) = R(Π1) et N (D2) = R(Π2), alors (DL − λMC)v = 0.

Dans la preuve du théorème suivant, on donne l’expression explicite de la
solution du problème (PM).

Théorème 3.1 Pour λ−1 ∈ ρ(G1A) ∩ ρ(G2B), le problème au bord (PM)
admet pour tout F ∈ X × Y et Φ ∈ E ×K une solution unique donnée, pour
tout opérateur linéaire L de Y dans X, par

wF,Φ
λ = NL,C(GF + ΠΦ)

où G =

(
G1 0
0 G2

)
.

Preuve. D’après le lemme 3.1, NL,CΠΦ ∈ N (DL − λMC), alors
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(DL − λMC)wF,Φ
λ = (DL − λMC)NL,CGF

= (DL − λMC)

 Rλ[G1A] −Rλ[G1A]G1(L− λC)Rλ[G2B]

0 Rλ[G2B]

 G1f1

G2f2


= (DL − λMC)

 Rλ[G1A]G1f1 −Rλ[G1A]G1(L− λC)Rλ[G2B]G2f2

Rλ[G1A]G2f2



=

 D1 − λA L− λC

0 D2 − λB



−G1Rλ[AG1](L− λC)Rλ[G2B]G2f2

+G1Rλ[AG1]f1

G2Rλ[BG2]f2


=

 (IX − λAG1)Rλ[AG1]f1

(IY − λBG2)Rλ[BG2]f2


= F.

On a N (Γ1) = R(G1) et N (Γ2) = R(G2), alors on obtient

ΓwF,Φ
λ = ΓNL,C(GF + ΠΦ)

=

 Γ1 0

0 Γ2

 G1Rλ[AG1]f1 −G1Rλ[AG1](L− λC)Rλ[G2B]G2f2

G2Rλ[BG2]f2


+

 Γ1 0

0 Γ2

 Rλ[G1A]Π1ϕ1 −G1Rλ[AG1](L− λC)Rλ[G2B]Π2ϕ2

Rλ[G2B]Π2ϕ2


=

 Γ1Rλ[G1A]Π1ϕ1 − Γ1G1Rλ[G1A](L− λC)Rλ[G2B]Π2ϕ2

Γ2Rλ[G2B]Π2ϕ2


=

 Γ1[IX + λG1Rλ[AG1]A]Π1ϕ1

Γ2[IY + λG2Rλ[BG2]B]Π2ϕ2


=

 Γ1Π1ϕ1

Γ2Π2ϕ2


= Φ.
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L’unicité de la solution de (PM) résulte par des arguments standards.
Si w1, w2 ∈ D(DL) sont deux solutions du système (PM), on pose

w0 = w1−w2 =

(
u0

v0

)
=

(
G1f0 + Π1ϕ0

G2g0 + Π2ψ0

)
pour f0 ∈ X, g0 ∈ Y, ϕ0 ∈ E et

ψ0 ∈ K. D’où, {
(DL − λMC)w0 = 0,
Γw0 = 0.

La seconde identité donne
(
ϕ0

ψ0

)
=

(
0
0

)
. Alors u0 = G1f0, v0 = G2g0.

En utilisant la première identité, on a aussi

0 = (DL − λMC)w0 =

(
D1 − λA L− λC

0 D2 − λB

)(
G1f0

G2g0

)
=

(
(IX − λAG1)f0 + (L− λC)G2g0

(IY − λBG2)g0

)
.

Ainsi, f0 = g0 = 0 et w1 = w2.

Le résultat suivant exprime l’existence et l’unicité de la solution du problème
(PM) dans le cas inversible à gauche.

Théorème 3.2 Si l’opérateur DL est un inverse à gauche de RL et
λ−1 ∈ ρ(R1A) ∩ ρ(R2B) alors,

N (DL − λMC) = R(NL,CΘ)

où

NL,C =

 Rλ[R1A] −Rλ[R1A]R1(L− λC)Rλ[R2B]

0 Rλ[R2B]

 .

D’autre part, le problème au bord (PM) admet une solution unique pour tout
F ∈ X × Y et Φ ∈ E ×K, la solution est donnée, pour tout opérateur linéaire
L de Y dans X, par

wF,Φ
λ = NL,C(RF + ΠΦ)

où R =

(
R1 0
0 R2

)
et Di est l’inverse à gauche de Ri, i = 1, 2.
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3.3 Applications

3.3.1 Equation harmonique

L’équation harmonique est définie par :
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = f, 0 < x < 1, 0 < y < 1,

u(0, y) = u(1, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1,

u(x, 0) = ϕ1(x), u(x, 1) = ϕ2(x), 0 ≤ x ≤ 1.

(3.1)

On pose v = −i∂u∂x + ∂u
∂y . Alors le système Hamiltonien devient

∂

∂y

(
u
v

)
=

(
i ∂∂x 1
0 −i ∂∂x

)(
u
v

)
+

(
0
f

)
avec les conditions aux bords{

u(0, y) = u(1, y) = 0 et v(0, y) = v(1, y) = 0, pour y ∈ [0, b],

u(x, 0) = u(x, 1) = ϕ1(x) et v(x, 0) = v(x, 1) = ϕ2(x), pour x ∈ [0, 1].
(3.2)

Soient Ω =]0, 1[×]0, 1[, X = Y = L2(Ω) et E = K = L2([0, 1]). On définit
l’opérateur matriciel D dans (L2(Ω))2 par

D =

(
∂
∂y 0

0 ∂
∂y

)
où D(D) = {(u, v)t ∈ (H1(Ω))2 : u(0, y) = u(1, y) = 0, et v(0, y) = v(1, y) =
0, 0 ≤ y ≤ 1}.
L’opérateur D est inversible à droite dans (L2(Ω))2, son inverse à droite est
donné par

G

(
α(x, y)
β(x, y)

)
=

(
G1α(x, y)
G2β(x, y)

)
=

( ∫ y
0 α(x, τ)dτ∫ y
0 β(x, τ)dτ

)
où α, β ∈ L2(Ω).
Maintenant, on note

A = i
d

dx
; C = IL2(ω); B = −i d

dx
= −A∗

où D(A) = H1(Ω).
L’opérateur au bord Γ est défini par Γ : D(D)→ (L2([0, 1]))2

Γ

(
u(x, y)
v(x, y)

)
=

(
u(x, ξ)− ϕ1(x)
v(x, ξ)− ϕ2(x)

)
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pour ξ = 0 ou ξ = 1 et ϕ1, ϕ2 ∈ L2([0, 1]).
Avec ces notations, le problème au bord (3.1), s’écrit{

Dw = Hw + F

Γw = 0
(3.3)

où H =

(
A C
0 B

)
, w =

(
u
v

)
et F =

(
0
f

)
∈ (L2(Ω))2.

D’autre part, on définit l’opérateur Π : (L2([0, 1]))2 → (L2(Ω))2 par

Π

(
ψ1

ψ2

)
=

(
ψ1(x) + ϕ1(x)
ψ2(x) + ϕ2(x)

)
.

Alors, ΓΠ = I(L2([0,1]))2 et DΠ = 0. D’après le théorème 3.1, le système (3.3)
admet une solution unique si les opérateurs IL2(Ω) −G1A et IL2(Ω) −G2B sont
inversibles.
Pour prouver l’inversibilité de ces opérateurs on doit utiliser quelques résultats
de la théorie de mesure et les propriétés de l’opérateur de Volterra :

Lemme 3.2 [18] Soit I un ouvert borné de R.
1. Soit f(x, y) une fonction Lebesgue mesurable par rapport à y pour tout
x ∈ I, et ses dérivées partielles sont mesurables dans I.
Si |∂f∂y (x, y)| ≤ g(x) ∈ L1(I), alors

∂

∂y

∫
I

f(x, y)dx =

∫
I

∂f

∂y
(x, y)dx;

2. On note par Cm−1
b (I) l’ensemble des fonctions dont les dérivées d’ordre

inférieur ou égal à (m− 1) sont continues et bornées dans I. Si Cm−1
b (I)

est équipé de la norme

‖f‖Cm−1
b

=
m−1∑
k=0

‖f (k)‖∞,

alors Hm(I) s’injecte continuement dans Cm−1
b (I).

Ce lemme conduit au résultat suivant.

Proposition 3.3 Soit V u(x, y) =
∫ x

0 u(t, y)dt défini sur L2(Ω) de domaine
Hp(Ω), p ∈ N∗. Alors V est quasi-nilpotent.

Preuve. V est un opérateur de Volterra, V ku(x, y) =
∫ x

0
(x−t)k−1

(k−1)! u(t, y)dt,
pour tout k ≥ 1, et V k est quasi-nilpotent sur L2(Ω) ([15]).
De plus, pour i = {1, .., p} on a

∂iV ku

∂xi
(x, y) =

∫ x

0

(x− t)k−i−1

(k − 1− i)!
u(t, y)dt
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alors ∂iV u
∂xi est quasi-nilpotent sur L2(Ω).

D’après le lemme 3.2, on obtient pour j = {1, .., p}

∂jV ku

∂yj
(x, y) =

∫ x

0

(x− t)k−1

(k − 1)!

∂ju

∂yj
(t, y)dt

‖∂
jV ku

∂yj
(x, y)‖L2(Ω) ≤

√
2

2

1

(k − 1)!
‖∂

ju

∂yj
‖L2(Ω).

Alors, ‖V k‖Hp(Ω) −→
k→∞

0.

Lemme 3.3 Soient T : X −→ Y un opérateur quasi-nilpotent et S : Y −→ Z
un opérateur borné. Si Z est un espace de Banach tel que Z ⊆ X et ST = TS,
alors TS est quasi-nilpotent.

D’après la proposition 3.3 et le lemme 3.3,
∫ y

0
∂u(x,τ)
∂x dτ est quasi-nilpotent. Alors

les opérateurs IX − G1A et IX − G2B sont inversibles. Ainsi le problème au
bord (3.1) admet une solution unique.

3.3.2 Problème d’élasticité symplectique

Considérons une plaque rectangulaire mince. L’équation de déplacement des
points de la plaque est (voir [55]) :

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)2w = p; pour 0 < x < h et 0 < y < 1 (3.4)

avec les conditions aux bords

w = 0 ;
∂2w

∂y2
= 0 ; pour y = 0 ou y = 1 (3.5)

et
w et

∂w

∂y
sont des fonctions données pour x = 0 ou x = h. (3.6)

Pour obtenir la solution analytique de ce problème, on introduit la rotation θ,
la fonction paramétrique de Lagrange q et le moment m de la façon suivante
[60] :

θ =
∂w

∂x
; q = (

∂3w

∂x3
+

∂3w

∂x∂y2
) ; m = −(

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
).

Alors le problème au bord (3.4)-(3.6) devient(voir [60])

∂

∂x


w

θ
q
m

 =


0 1 0 0

− ∂2

∂y2 0 0 −1

0 0 0 ∂2

∂y2

0 0 −1 0




w

θ
q
m

+


0
0
p
0

 (3.7)
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et les conditions aux bords sont

w = 0 ; θ = 0 ; q = 0 ; m = 0 ; si y = 0 ou y = 1 (3.8)
w(0, y) = w(h, y) = ϕ1(y), si y ∈ [0, 1];
θ(0, y) = θ(h, y) = ϕ2(y), si y ∈ [0, 1];
q(0, y) = q(h, y) = ϕ3(y), si y ∈ [0, 1];
m(0, y) = m(h, y) = ϕ4(y), si y ∈ [0, 1],

(3.9)

où ϕi ∈ L2([0, 1]), i = 1, . . . 4, sont des fonctions données.
On note Ω =]0, h[×]0, 1[⊂ R2, X = Y = (L2(Ω))2, E = K = (L2([0, 1]))2 et
on considère l’opérateur matriciel défini sur (L2(Ω))4 par

D =

(
D1 0
0 D2

)
,

où
Dj =

(
∂
∂x 0
0 ∂

∂x

)
; j = 1, 2

est défini dans (L2(Ω))2 tel que D(D1) = (H4(Ω))2 et D(D2) = (H2(Ω))2.

L’opérateur D est inversible à droite, son inverse à droite est l’opérateur de
Volterra :

Gv(x, y) =

∫ x

0

v(τ, y)dτ ; v(x, y) ∈ (L2(Ω))4,

G =

(
G1 0
0 G2

)
, où

Gj

(
aj(x, y)
bj(x, y)

)
=

( ∫ x
0 aj(τ, y)dτ∫ x
0 bj(τ, y)dτ

)
et (aj, bj) ∈ (L2(Ω))2, j = 1, 2.
Maintenant, si on désigne par

A =

(
0 IL2(Ω)

− ∂2

∂y2 0

)

l’opérateur défini sur (L2(Ω))2 de domaine

D(A) = {(w, θ)t ∈ D(D1); w(x, 0) = w(x, 1) = 0; θ(x, 0) = θ(x, 1) = 0},

alors

A∗ =

(
0 − ∂2

∂y2

IL2(Ω) 0

)
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est de domaine

D(A∗) = {(q,m)t ∈ D(D2); q(x, 0) = q(x, 1) = 0; m(x, 0) = m(x, 1) = 0}.

Posons C =

(
0 0
0 −IL2(Ω)

)
.

L’opérateur au bord est donné par

Γ =

(
Γ1 0
0 Γ2

)
où Γ1 : D(D1)→ (L2([0, 1]))2 est

Γ1v(x, y) =

(
v1(%, y)− ϕ1(y)
v2(%, y)− ϕ2(y)

)
et Γ2 : D(D2)→ (L2([0, 1]))2 est

Γ2ω(x, y) =

(
ω1(%, y)− ϕ3(y)
ω2(%, y)− ϕ4(y)

)

où v =

(
v1

v2

)
, ω =

(
ω1

ω2

)
et % = 0 ou h.

Avec ces notations, le problème au bord (3.4)-(3.5)-(3.6) devient{
Du = Hu+ F

Γu = 0
(3.10)

où H =

(
A C
0 −A∗

)
, u =


w
θ
q

m

 et F =


0
0
p
0

 ∈ (L2(Ω))4.

Maintenant, on définit l’opérateur Π =

(
Π1 0
0 Π2

)
: (L2([0, 1]))4 → (H4(Ω))2⊕

(H2(Ω))2 par :

Π1

(
ψ1

ψ2

)
=

(
ψ1(y) + ϕ1(y)
ψ2(y) + ϕ2(y)

)
et Π2

(
ψ3

ψ4

)
=

(
ψ3(y) + ϕ3(y)
ψ4(y) + ϕ4(y)

)
.

Alors,
ΓΠ = I(L2([0,1]))4 et DΠ = 0.

Par la technique de factorisation de Frobenius-Schur de l’opérateur matriciel
[9], les opérateurs (I(L2(Ω))2 − G1A) et (I(L2(Ω))2 + G2A

∗) sont inversibles si et
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seulement si u(x, y)+
∫ x

0

∫ s
0
∂2u
∂y2 (τ, y)dτds et v(x, y)+

∫ x
0

∂2

∂y2

∫ s
0 v(τ, y)dτds sont

inversibles respectivement sur H4(Ω) et H2(Ω).
Pour prouver l’inversibilité de ces derniers opérateurs, on utilise la proposition
3.3 et le résultat connu suivant [18] :

Proposition 3.4 Soit u ∈ H4(Ω). Alors

∂2

∂2y

∫ x

0

u(t, y)dt =

∫ x

0

∂2u

∂2y
(t, y)dt.

Preuve. Soit u ∈ H4(Ω). D’après le lemme 3.2, on a u(x, y) ∈ C3
b (]0, h[) pour

tout y ∈]0, 1[ et u(x, y) ∈ C3
b (]0, 1[) pour tout x ∈]0, h[. Ainsi ∂2u

∂y2 (x, y) est
bornée uniformément sur ]0, 1[ pour tout x ∈]0, h[.

On pose g(x) = sup
y∈]0,1[

|∂2u∂y2 (x, y)|, donc
∫ h

0 g(x)dx ≤ h sup
x∈]0,h[

g(x). Alors

g ∈ L1(]0, h[). Alors on obtient le résultat en réappliquant le lemme 3.2.

D’après la proposition 3.3 et le lemme 3.3, u(x, y) +
∫ x

0

∫ s
0
∂2u(τ,y)
∂y2 dτds est in-

versible. Alors les opérateurs (IX−G1A) et (IX +G2A
∗) sont inversibles. Ainsi

d’après le théorème 3.1, le problème au bord (3.10) et par conséquent le pro-
blème (3.4)-(3.6) admet une solution unique.
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Chapitre 4

Problèmes aux bords abstraits avec
terme source Drazin inversible

Campbell et Meyer [5, 6] ont exprimé explicitement les solutions des systèmes
linéaires d’équations différentielles singulières à coefficients constants du type

Ex′(t) + Fx(t) = 0, x(t0) = x0

par :
x(t) = e−Ê

DF̂ (t−t0)ÊDÊq

où Ê = (λE + F )−1E et F̂ = (λE + F )−1F et q est un vecteur donné.

Dans ce dernier chapitre, on généralise le travail de Campbell et Meyer pour
résoudre deux types de problèmes aux bords abstraits, le premier type est :

(PD)

{
(A− λIX)u = f

Γu = ϕ

avec un terme source A inversible au sens de Drazin ou inversible au sens de
Drazin à droite (resp. à gauche). On construit l’opérateur au bord correspondant
puis on montre l’existence et l’unicité de la solution du problème (PD).
Le deuxième type

(GP)

{
(A− λB)u = f

Γu = ϕ

généralise le problème (PD) où A est inversible au sens de Drazin et l’opérateur
linéaire B vérifie certaines conditions nécessaires. Les résultats obtenus sont
appliqués à l’équation de Schrödinger et à l’équation des ondes forcée.
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4.1 Opérateur au bord correspondant à un opérateur in-
versible au sens de Drazin

Rappelons que si A ∈ C(X), a(A) et d(A) désignent respectivement l’as-
cente et la descente de l’opérateur A.

Définition 4.1 [25] Γ : X → E est un opérateur au bord d’un opérateur A
inversible au sens de Drazin et d’inverse de Drazin AD si

(i) ΓAD = 0 sur D(AD) ;
(ii) Il existe Π : E → X linéaire tel que ΓΠ = IE et R(Π) = N (Am), avec
m = a(A) = d(A).

D’après cette définition et la proposition 1.2, on obtient

D(A) = R(AD)⊕R(Π).

Dans le résultat suivant, on exprime la décomposition du domaine d’un opéra-
teur inversible au sens de Drazin à droite (ou à gauche).

Proposition 4.1 Soit T ∈ C(X).
• Si A est l’inverse de Drazin à gauche de l’opérateur T , alors

D(A) = R(Tm+1)⊕ (N (A) ∩R(Tm)), avec a(T ) = m <∞; (4.1)

• Si A est l’inverse de Drazin à droite de l’opérateur T , alors

R(Tm) = R(A)⊕N (Tm+1), avec d(T ) = m <∞. (4.2)

Preuve.
• Soit A un inverse de Drazin à gauche de l’opérateur T . Soit x ∈ R(Tm+1)∩

(N (A) ∩R(Tm)), donc {
Ax = 0,

Tm+1y = x, y ∈ X

et {
Ax = 0,
ATm+1y = Ax,

alors ATm+1y = 0, Tmy = 0 et x = 0.
D’autre part, R(Tm+1) ⊂ D(A) alors R(Tm+1) ⊕ (N (A) ∩ R(Tm)) ⊂
D(A).
Inversement. Soit x ∈ D(A), on pose

x = x− TAx+ TAx.
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On note y = x − TAx avec x ∈ R(Tm), donc y ∈ R(Tm) et z = TAx.
On voit que z ∈ R(Tm+1).
Puisque Ax ∈ R(Tm) alors Ax = Tmf tel que f ∈ X. D’où

Ay = Ax− ATAx = Tmf − ATm+1f

= Tmf − Tmf = 0.

• Soit A un inverse de Drazin à droite de l’opérateur T . Soit x ∈ R(A) ⊕
N (Tm+1). On sait que N (Tm+1) = R(Tm) ∩N (T ). Alors{

x = Ay, pour y ∈ D(A)
Tx = 0 et x = Tmz, pour z ∈ X

d’où {
x = Ay, pour y ∈ D(A)

TAy = 0 et TAy = Tm+1z pour z ∈ X
et {

x = Ay, pour y ∈ D(A),

TAy = 0 et 0 = Tm+1z pour z ∈ X.
Comme Tm+1 est surjectif, alors z = 0. Ainsi x = 0.
D’autre part, N (Tm+1) ⊂ R(Tm) et R(A) ⊂ R(Tm).
Inversement. Soit y ∈ R(Tm). On note u = Tmx−ATx et v = ATx alors
v ∈ R(A) et Tm+1u = 0. Par suite y = u+ v, d’où le résultat.

Définition 4.2 [25] Γ : X → E est un opérateur au bord d’un opérateur
T ∈ C(X) inversible au sens de Drazin à droite et d’inverse de Drazin à droite
S ∈ B(X) si

(i) ΓS = 0 sur X ;
(ii) Il existe Π : E → X linéaire tel que ΓΠ = IE et R(Π) = N (Tm+1)
avec m = d(T ) <∞.

Dans le théorème suivant, on montre que pour tout un inverse de Drazin à
droite S fixé de T , l’opérateur Π dans la définition 4.2 est unique.

Théorème 4.1 Soit T ∈ C(X) inversible au sens de Drazin à droite avec
d(T ) = m < ∞ et S est un inverse de Drazin à droite de T . Γ : X −→ E
est un opérateur au bord de T correspondant à S si et seulement si il existe un
unique opérateur linéaire Π : E −→ X vérifiant (ii) de la définition 4.2 tel que

ΠΓx = x− STmx, pour tout x ∈ D(Tm). (4.3)

55



Preuve. Soit Γ : X −→ E un opérateur au bord de l’opérateur T correspon-
dant à S, alors il existe un opérateur Π : E −→ X vérifiant les conditions de
la définition 4.2. Soit x ∈ D(Tm), il est facile de prouver que
(x−STmx) ∈ N (Tm), donc (STmx−x) ∈ R(Π). Ainsi il existe ϕ ∈ E tel que
x− STmx = Πϕ. On a ΓS = 0 sur X et ΓΠ = IE, alors Γ(x− STmx) = ΓΠϕ
et ϕ = Γx. D’où (4.3).
Pour l’unicité de Π, soient Π1 et Π2 deux opérateurs vérifiant les conditions de
la définition 4.2. D’après (4.3), on a

Π1Γx = Π2Γx ∀x ∈ D(Tm)

et
Π1ϕ = Π2ϕ ∀ϕ = Γx ∈ E.

Ceci implique que Π1 = Π2.
Inversement, on suppose que les deux opérateurs Γ et Π vérifient (4.3). Alors

TmΠΓx = 0, pour tout x ∈ D(Tm), donc TmΠ = 0 dans E. De plus,

ΠΓΠΓx = ΠΓx− STmΠΓx = ΠΓx.

Ainsi ΓΠΓΠΓx = ΓΠΓx, donc ΓΠϕ = ϕ avec ϕ = ΓΠΓx pour tout ϕ ∈ E. On
obtient ΓSTmx = Γx− ΓΠΓx = 0. Ainsi ΓS = 0 dans X car Tm est surjectif.
Ceci prouve que Γ est un opérateur au bord de T correspondant à S dans le
sens de la définition 4.2.

Remarque 4.1 Le théorème précédent est très important dans le sens suivant :
Si Γ est un opérateur au bord de l’opérateur T Drazin inversible à droite cor-
respondant à son Drazin inverse à droite S, alors pour S fixé l’opérateur Π
donné dans la définition 4.2 est unique et

R(Tm) = R(S)⊕R(Π). (4.4)

De la même manière, on définit l’ensemble des opérateurs aux bords d’opéra-
teurs inversibles au sens de Drazin à gauche.

Définition 4.3 [25] Γ : X → E est un opérateur au bord pour un opérateur
T ∈ C(X) Drazin inversible à gauche correspondant à son Drazin inverse à
gauche S ∈ B(X) si

(i) ΓT = 0 sur D(T ) ;
(ii) Il existe Θ : E → X linéaire tel que ΓΘ = IE et R(Θ) = N (S) ∩
R(Tm), avec m = a(T ).

Pour cette classe on a un résultat similaire à celui du théorème 4.1 :

56



Théorème 4.2 Soit T ∈ C(X) Drazin inversible à gauche avec a(T ) = m
finie et S un Drazin inverse à gauche de T . Γ : X −→ E est un opérateur au
bord de l’opérateur T correspondant à S si et seulement si il existe un unique
opérateur linéaire Θ : E −→ X vérifiant (ii) de la définition 4.3 tel que

ΘΓx = x− Tm+1Sx, pour tout x ∈ D(S). (4.5)

4.2 Résolution du problème linéaire au bord (PD)

On considère le problème linéaire au bord décrit par un opérateur A ∈ C(X)
Drazin inversible pour l’inconnue u ∈ D(A) suivant

(PD)

{
(A− λIX)u = f

Γu = ϕ

où f ∈ X, ϕ ∈ E et λ ∈ C. Les résultats suivants expriment l’existence et
l’unicité de la solution du problème au bord (PD).

Théorème 4.3 Si A ∈ C(X) est Drazin inversible d’inverse de Drazin
AD ∈ B(X). Alors il existe ε > 0 tel que (IX − λAD) est inversible pour∣∣λ−1

∣∣ < ε et le problème au bord (PD) admet une solution unique donnée par

uf,ϕλ = AD(IX − λAD)−1f + (IX − λAD)−1Πϕ

pour tout f ∈ R(Am), avec a(A) = d(A) = m et ϕ ∈ E.

Preuve. On pose ε = ‖(A + P )−1‖. Soit λ ∈ C tel que
∣∣λ−1

∣∣ < ε, alors
‖λ(A+ P )−1‖ < 1. Par conséquent, (IX − λAD) est inversible pour

∣∣λ−1
∣∣ < ε.

Soit f ∈ R(Am), alors il existe g ∈ X tel que f = Amg et soit ϕ ∈ E. Comme
(IX − λAD) est inversible pour

∣∣λ−1
∣∣ < ε, ε > 0, et λ ∈ C \ {0} alors d’après

la définition 4.1, on obtient

(A− λIX)uf,ϕλ = (A− λIX)AD(IX − λAD)−1f + (A− λIX)(IX − λAD)−1Πϕ

= (AAD − λAD)(IX − λAD)−1ADg

+ (A− λIX)[IX + λAD(IX − λAD)−1]Πϕ

= AAD(IX − λAD)(IX − λAD)−1Amg + (A− λIX)Πϕ

+ λAAD(IX − λAD)(IX − λAD)−1Πϕ

= AADAmg − λΠϕ+ λAADΠϕ

= f − λPΠϕ− λ(IX − P )Πϕ+ λ(IX − P )Πϕ

= f
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et

Γuf,ϕλ = ΓAD(IX − λAD)−1f + Γ(IX − λAD)−1Πϕ

= Γ[IX + λAD(IX − λAD)−1]Πϕ

= ΓΠϕ = ϕ.

Si u1, u2 ∈ D(A) sont deux solutions de (PD), alors u0 = u1− u2 = ADf0 +
Πϕ0 où f0 ∈ R(AD) et ϕ0 ∈ E.
D’où,

(A− λIX)u0 = 0, et Γu0 = 0.

Puisque N (Γ) = R(AD) et ΓΠ = IE, on en déduit que ϕ0 = 0.
D’autre part, 0 = (A − λIX)u0 = (A − λIX)ADf0 = (IX − λAD)Am+1ADg0,
pour g0 ∈ X tel que f0 = Amg0. Alors f0 = 0 car (IX − λAD) est inversible.
D’où l’unicité de la solution du problème (PD).

La version du théorème 4.3 dans le cas des opérateurs inversibles au sens de
Drazin à gauche (ou à droite) est exprimée comme suit :

Théorème 4.4 Si A est l’inverse de Drazin à gauche de l’opérateur T ∈ C(X)
avec a(T ) = m <∞ et (IX − λT ) est inversible pour λ 6= 0, alors le problème
au bord (PD) admet une solution unique donnée par :

uf,ϕλ = T (IX − λT )−1f + (IX − λT )−1Πϕ

pour f ∈ R(Tm) et ϕ ∈ E.

Preuve. Soit f ∈ R(Tm) alors il existe g ∈ X tel que f = Tmg et soit ϕ ∈ E.
Supposons que (IX − λT ) est inversible pour λ ∈ C \ {0}, alors

(A− λIX)uf,ϕλ = (A− λIX)T (IX − λT )−1Tmg + (A− λIX)(IX − λT )−1Πϕ

= (A− λIX)Tm+1(IX − λT )−1g

+ (A− λIX)[IX + λT (IX − λT )−1]Πϕ

= Tmg + (A− λIX)Πϕ+ λ(A− λIX)T (IX − λT )−1Πϕ.

D’après la définition 4.3, il existe w ∈ X tel que Πϕ = Tmw, ainsi
(A− λI)uf,ϕλ = f et

Γuf,ϕλ = ΓT (IX − λT )−1f + Γ(IX − λT )−1Πϕ

= ΓΠϕ+ λΓT (IX − λT )−1Πϕ

= ϕ.

Par le même argument, on montre aussi l’unicité de la solution de (PD).

Comme conséquence des théorèmes 4.3 et 4.4, on a le résultat fondamental
suivant :
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Théorème 4.5 Si A ∈ C(X) est inversible au sens de Drazin à droite, d’in-
verse de Drazin à droite R tel que d(A) = m < ∞. Alors il existe ε > 0 tel
que (IX−λR) est inversible à droite pour tout |λ−1| < ε et le problème au bord
(PD) admet une solution unique donnée par :

uf,ϕλ = RRd(R, λ)f + Rd(R, λ)Πϕ,

pour f ∈ R(Am) et ϕ ∈ E, où Rd(R, λ) est l’inverse à droite de (IX − λR).

4.3 Application à l’équation de Schrödinger

On considère le problème de Cauchy du second ordre suivant :{
d2u(x)
dx2 − λu(x) = f(x)

u(0) = u0

(4.6)

où λ ∈ C.
On désigne par X l’ensemble des fonctions bornées et uniformément continues
sur R à valeurs dans C. Xk est l’ensemble des fonctions différentiables k fois
dans R dont les dérivées appartiennent à X.
X est équipé de la norme ‖f‖ = sup

x∈R
|f(x)|. On considère l’opérateur A = d2

dx2

dans X de domaine
D(A) = X2.

Le noyau N (A) de l’opérateur A est l’ensemble des fonctions constantes sur
R. L’opérateur A = d2

dx2 , en vertu du théorème 5.1 de [4] est Drazin inversible
d’indice i(A) = 1.
Pour donner la formule explicite de l’inverse de Drazin AD de A sur X, on
définit d’abord l’opérateur de projection P associé.
Pour tout ξ > 0, soit Pξ qui associe à chaque f ∈ X la fonction constante

Pξf =
1

2ξ

∫ ξ

−ξ
f(t)dt.

Alors Pξ est linéaire sur X, ‖Pξ‖ ≤ 1, Pξf = f si et seulement si f ∈ N (A) et
P 2
ξ = Pξ.

Soit f ∈ R(A). Alors il existe g ∈ X2 tel que f = g′′ = Ag.

‖Pξf‖ = ‖Pξg′′‖ ≤
1

ξ
‖g′‖.

Par conséquent, ‖Pξf‖ → 0 lorsque ξ →∞.
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Supposons que f ∈ R(A)∩N (A), alors Pξf = f, lim
ξ→∞
‖Pξf‖ = 0 = lim

ξ→∞
‖f‖,

∀ξ > 0 et f = 0. Ainsi R(A) ∩ N (A) = {0}. Soit f ∈ X, on note h = Af et
g = f −Af , alors h ∈ R(A) et Ag = Af −A2f = 0 car R(A2) = R(A). D’où
X = R(A)⊕N (A). Ainsi Pξf converge pour tout f ∈ X, donc on peut définir
l’opérateur P dans X par :

Pf = lim
ξ→∞

Pξf, f ∈ X.

Alors P ∈ B(X) et ‖P‖ ≤ 1.
On voit clairement que

R(P ) = N (A) et N (P ) = R(A).

Maintenant, on cherche la formule explicite de AD. On suppose que f ∈ X,
donc f = g′′ + Pf où g ∈ X2. Soit w = g − Pg + Pf, alors Aw = Ag = g′′ et
Pw = Pg − Pg + Pf = Pf. Ainsi

(A+ P )w = g′′ + Pf = f

et
ADf = (A+ P )−1(I − P )f = w − Pw = g − Pg. (4.7)

On définit h : R→ C par

h(x) =

∫ x

0

∫ s

0

(f(t)− Pf(t))dtds. (4.8)

Alors h satisfait h′′(x) = f(x)−Pf(x) et h(x) = g(x)+c1x+c2 pour c1, c2 ∈ C.
Ainsi g ∈ X2, lim

|x|→∞
g(x)
x = 0 et lim

|x|→∞
h(x)
x = c1. On note

Qh = lim
|x|→∞

h(x)

x
(4.9)

dès lors que la limite existe (finie) pour h : R→ C. On écrit
w(x) = h(x) − (Qh)x = g(x) + c2 ∈ (R(A) ∩ D(A)) ⊕ N (A). D’après (4.7),
on a

(IX − P )w = (IX − P )(g + c2) = g + c2 − Pg − Pc2 = g − Pg = ADf.

Donc on obtient la formule explicite de ADf :

ADf(x) = h(x)− (Qh)x,

où h et Qh sont définis dans (4.8) et (4.9). Soit E = R, on définit l’opérateur
au bord Γ par Γu(x) = u0 et l’application Π par (Πu0)(x) = u0. Alors ΓΠ = 1,
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ΓAD = 0 et R(Π) = N (A).
Maintenant, on calcule l’expression de (IX − λAD)−1. Soit g ∈ X la solution
de l’équation (IX − λAD)g = f. On a g = f ′′ + Pg où f ∈ X2 et

(IX − λAD)g(x) = g(x)− λ(IX − P )(h(x)− (Qh)x)

= g(x)− λ(IX − P )

(∫ x

0

∫ s

0

(g(t)− Pg(t))dtds− (Qh)x

)
= g(x)− λ(IX − P )(f(x)(Qh)x) = f(x).

Ceci implique que g(x) = (IX−λAD)−1f(x) = f(x)+λ(IX−P )(f(x)−(Qh)x).
Alors en vertu du théorème 4.3, on a

Théorème 4.6 Il existe ε > 0 tel que (IX−λAD) est inversible pour
∣∣λ−1

∣∣ < ε
et le problème au bord (4.6) admet une solution unique donnée par :

u(x) = (IX − λAD)−1(ADf + Πu0)(x).

4.4 Porblèmes aux bords abstraits conjoints

Dans cette section, on étudie les problèmes aux bords généraux avec des
opérateurs linéaires Drazin inversibles.
Soient A ∈ C(X) un opérateur Drazin inversible d’inverse de Drazin AD et de
projection spectrale P et B ∈ C(X) où D(A) ⊂ D(B).
Le problème au bord conjoint pour l’inconnue u ∈ D(A) est donné par :

(GP)

{
(A− λB)u = f

Γu = ϕ
(4.10)

où f ∈ X, ϕ ∈ E et λ ∈ C.

Théorème 4.7 Si R(AD) ⊂ D(B), BAD = ADB, PB = BP et (IX−λADB)
est inversible pour λ ∈ C \ {0}, alors le problème au bord (GP) admet une
solution unique donnée par :

uf,ϕλ = AD(IX − λADB)−1f + (IX − λADB)−1Πϕ,

pour f ∈ R(AD) et ϕ ∈ E.
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Preuve. On suppose que (IX−λDDA) est inversible pour λ 6= 0,BAD = ADB
et PB = BP. Si f ∈ R(AD) alors il existe g ∈ X tel que f = ADg, soit ϕ ∈ E.

(A− λB)uf,ϕλ = (A− λB)AD(IX − λADB)−1f + (A− λB)(IX − λADB)−1Πϕ

= (AAD − λBAD)(IX − λADB)−1f

+ (A− λB)[IX + λAD(IX − λADB)−1B]Πϕ

= AAD(IX − λADB)(IX − λADB)−1ADg + (A− λB)Πϕ

+ λ(AAD − λBAD)(IX − λBAD)−1Πϕ

= AADADg − λBΠϕ+ λAADBΠϕ

= f − λBΠϕ+ λ(IX − P )BΠϕ

= f.

D’après la définition 4.1, on obtient

Γuf,ϕλ = ΓAD(IX − λADB)−1f + Γ(IX − λADB)−1Πϕ

= Γ[IX + λAD(IX − λBAD)−1]Πϕ

= ΓΠϕ = ϕ.

L’unicité de la solution est obtenue de la même façon que dans la démonstration
du théorème 4.3.

Exemple 4.1 (Equation des ondes forcée)
Soit X = L2

2π(R2) l’espace des fonctions à carré sommable sur R2 et 2π-
périodiques muni de la norme :

‖f‖ = ‖f‖L2
2π(R2) =

(
1

4π2

∫ π

−π

∫ π

−π
|f(x, t)|2dxdt

) 1
2

.

L’équation des ondes forcée dans L2
2π(R2) est :{

∂2w
∂x2 (x, t) = ∂2w

∂t2 (x, t) + f(x, t),

w(0, t) = ϕ(t).
(4.11)

On note pour f ∈ L2
2π(R2)

f̂(k, l) =
1

4π2

∫ π

−π

∫ π

−π
e−i(kx+lt)f(x, t)dxdt; k, l ∈ Z.

On pose A = d2

dx2 de domaine
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D(A) = {w ∈ L2
2π(R2) : w,

∂w

∂x
(x, t) ∈ AC2π,

∂2w

∂x2
(x, t) ∈ L2

2π(R2),

∂2w

∂t2
(x, t) ∈ L2

2π(R2) et
∂w

∂t
(x, t)|t=0 = 0}

et B = d2

dt2 de domaine

D(B) = {w ∈ L2
2π(R2) : w,

∂w

∂t
(x, t) ∈ AC2π et

∂2w

∂t2
(x, t) ∈ L2

2π(R2)}

où AC2π = AC2π(R2) est l’ensemble des fonctions absolument continues 2π-
périodiques de R2 à valeurs dans C.
Le noyau N (A) de A est l’ensemble des fonctions constantes complexes sur
R2. Butzer et Koliha [4] sont montrés que l’opérateur A est inversible au sens
de Drazin d’indice i(A) = 1.
Soit P la projection de chaque fonction f ∈ L2

2π(R2) sur la fonction constante

Pf(x, t) = f̂(0, 0) =
1

4π2

∫ π

−π

∫ π

−π
f(x, t)dxdt.

Soit f ∈ L2
2π(R2), ADf(x, t) = (A + P )−1(IX − P )f(x, t) = (IX − P )g où g

est la solution de l’équation (A+ P )g = f.

Pour résoudre cette équation on écrit f et g en séries de Fourier. On obtient

(A+ P )g(x, t) = −
∑
l∈Z

∑
k∈Z

k2ĝ(k, l)ei(kx+lt) + ĝ(0, 0) =
∑
l∈Z

∑
k∈Z

f̂(k, l)ei(kx+lt).

Comme les coefficients de la série de Fourier sont uniques alors, on a

g(x, t) = −
∑
l∈Z

∑
k∈Z\{0}

1

k2
f̂(k, l)ei(kx+lt) + ĝ(0, 0)

et
ADf(x, t) = (IX − P )g(x, t) = −

∑
l∈Z

∑
k∈Z\{0}

1

k2
f̂(k, l)ei(kx+lt).

On observe que BP = PB et ADB = BAD.

Soit g ∈ L2
2π(R2). On résout l’équation (IX − ADB)g(x, t) = f(x, t).

(IX − ADB)g(x, t) = g(x, t)− ADBg(x, t)

=
∑
l∈Z

∑
k∈Z

ĝ(k, l)ei(kx+lt) −
∑

l∈Z\{0}

∑
k∈Z\{0}

1

k2

1

l2
ĝ(k, l)ei(kx+lt)

=
∑

l∈Z\{0}

∑
k∈Z\{0}

(1− 1

k2

1

l2
)ĝ(k, l)ei(kx+lt).
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Alors pour (lk)2 6= 1,

g(x, t) =
∑
l∈Z

∑
k∈Z

l2k2

l2k2 − 1
f̂(k, l)ei(kx+lt).

D’où, (IX − ADB) est inversible d’inverse

(IX − ADB)−1f(x, t) =
∑
l∈Z

∑
k∈Z

l2k2

l2k2 − 1
f̂(k, l)ei(kx+lt), (lk)2 6= 1.

Soit E = L2
2π(R). On définit l’opérateur au bord Γ : D(A)→ E par :

Γw(x, t) = w(0, t)− ϕ(t)

où ϕ ∈ L2
2π(R).

D’après ces notations, le problème (4.11) devient{
Aw(x, t) = Bw(x, t) + f(x, t),

Γw(x, t) = 0.
(4.12)

Maintenant, on définit l’opérateur Π : L2
2π(R)→ X par Πψ(t) = ψ(t) + ϕ(t).

Alors ΓΠ = IL2
2π(R) et AΠ = 0.

En vertu du théorème 4.7, le problème au bord (4.11) admet une solution
unique.

Exemple 4.2 Soient X = C([0, 1]), D = d
dt de domaine D(D) = C1([0, 1]) et

Rx(t) =
∫ t

0 x(s)ds. On définit (Px)(t) = 1
2(x(t) + x(−t)), x ∈ X.

On considère le problème :{
PDx(t) + λPx(t) = f(x, t),

x(0) = x0.
(4.13)

On note A = PD alors RPARP = RP , RPA = ARP et APRA = A. D’où
A est inversible au sens de Drazin, tel que a(A) = d(A) = 1 et d’inverse de
Drazin AD = RP.
D’autre part,

PRx(t) =
1

2
[

∫ t

0

x(s)ds−
∫ −t

0

x(s)ds]

=
1

2
[

∫ t

0

x(s)ds−
∫ t

0

x(−s)ds]

= R(IX − P ).
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D’où
(IX + λRP )(IX − λRP ) = IX − λ2R2(IX − P )P = IX .

Ainsi (IX + λAD) est inversible d’inverse (IX − λRP ).
Soit E = [0, 1]. On définit l’opérateur au bord Γ : D(A)→ E par :

Γx(t) = x(0) = x0

où x0 ∈ R et l’opérateur Π : [0, 1] → X par (Πx0)(t) = x0. Alors ΓΠ = 1,
ΓADf(x) = 0 et R(Π) = N (A).
D’après le théorème 4.7, le problème (4.13) admet une solution unique donnée
par :

xfλ(t) = RP (IX + λRP )f(t) + (IX + λRP )x0

=
1

2

∫ t

0

[f(s) + f(−s)]ds+ x0.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse on a résolu des problèmes aux bords abstraits dans des
espaces de Banach dans le cas scalaire et dans le cas matriciel. On a réalisé cette
étude sur des opérateurs inversibles à droite (resp. à gauche) et des opérateurs
inversibles au sens de Drazin ou inversibles au sens de Drazin à droite (resp.
à gauche) et on a cosntruit des opérateurs aux bords associés à ces types de
problèmes.
Beaucoup de résultats originaux et des généralisations intéressantes ont été
obtenus, d’autre questions pertinentes autour du sujet restent néamoins posées
et sont inscrites comme perspectives de notre travail :

1. Résoudre le problème au bord (GP) avec un terme source inversible au
sens de Drazin généralisé ;

2. Résoudre le problème au bord (GP) si le terme source est un opérateur
matriciel 2× 2 inversible au sens de Drazin généralisé ;

3. Résoudre le problème au bord

(P)

{
(DA− λB)x = f

Γx = ϕ

lorsque D est inversible au sens de Drazin généralisé et A est inversible à
droite.
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Liste des notations

• X, Y , E et K : espaces de Banach.

• ‖.‖ : norme de l’espace approprié.

• B(X, Y ) : ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y et
B(X) = B(X,X).

• Lin(X, Y ) : ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y et
Lin(X,X) = Lin(X).

• C(X, Y ) : ensemble des opérateurs linéaires fermés de X sur Y de domaine
dense et C(X,X) = C(X).

• D(A) : domaine de l’opérateur A.

• N (A) : noyau de l’opérateur A.

• R(A) : image de l’opérateur A.

• IX : opérateur identité sur l’espace X.

• A∗ : adjoint de l’opérateur A.

• RA : ensemble des opérateurs inversibles à droite.

• LA : ensemble des opérateurs inversibles à gauche.

• ρ(A) : ensemble résolvant de l’opérateur A.

• σ(A) : spectre de l’opérateur A.

• R(λ,A) : opérateur résolvant ou résolvante de A.
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• σd(A) : spectre discret de l’opérateur A.

• σeB(A) : spectre essentiel de Browder de l’opérateur A.

• ρB(A) : résolvant de Browder de l’opérateur A.

• a(A) : ascente de l’opérateur A.

• d(A) : descente de l’opérateur A.

• Ω : un ouvert de Rn pour n ≥ 1.
• C(Ω) : espace des fonctions continues sur Ω à valeurs dans C.

• Ck(Ω) : espace des fonctions continues de classe Ck sur Ω à valeurs dans
C avec k ∈ N∗.

• AC2[0, 1] : espace des fonctions absolument continues de classe C2 sur
[0, 1] dont les dérivées sont dans L2[0, 1].
• AC2π : ensemble des fonctions absolument continues et 2π-périodiques à
valeurs dans C.
• C(Ω, X) : espace des fonctions continues sur Ω à valeurs dans X.

• L2(Rn) : espace des fonctions à carré sommable sur Rn.

• Hk(Ω) = {f ∈ L2(Ω); ∂
αf
∂xα ∈ L

2(Ω),∀α ∈ Nn, |α| ≤ k}; k ∈ N : espace
de Sobolev standard sur Ω.

• L2
2π(R2) : espace des fonctions à carré sommable sur (R2) et 2π-périodiques

à valeurs dans C.

• lp = {(x1, x2, x3, . . . ), (
∞∑
i=1

|xi|p)
1
p <∞, avec 1 ≤ p <∞}.

• ∆ : opérateur de Laplace.

• M : fermeture d’un sous-espace M de X.
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Résumé 

Dans notre travail on étudie les problèmes aux bords abstraits par les outils de la théorie des 

opérateurs linéaires inversibles à droite (resp. à gauche ou au sens de Drazin) et la théorie 

spectrale dans les espaces de Banach. On montre l'existence et l'unicité de la solution de ces 

problèmes dans le cas scalaire et  le cas matriciel. Les résultats obtenus sont utilisés pour 

résoudre des systèmes linéaires du contrôle, des problèmes d'élasticité symplectique, 

l'équation de Schrödinger et  l'équation des ondes forcée. 

Mots clés : Problèmes  aux bords abstraits.  Opérateurs inversibles à droite (resp. à gauche). 

Opérateurs aux  bords. Systèmes linéaires du contrôle. Contrôlabilité  approchée. Opérateurs 

inversibles au sens de Drazin.   

Abstract 

In our work we study the general spectral boundary value problems with tools of the left (resp. 

right or Drazin) invertible linear operators theory and the spectral theory in the Banach spaces. 

We show the existence and the uniqueness of the solution of the spectral boundary value 

problems in the scaler case  and in the matrix case . The obtained results are used for solve the 

approximate boundary controllability of the linear systems,  sympletic elasticity problems,  the 

Schrödinger equation and  the forced wave equation. 

Keywords : Spectral boundary value problems. Right (resp. left) invertible operators. Boundary 

operators. Control linear systems. Approximate controllability. Drazin invertible operators. 

 

 الملخص

دراسة المشاكل الحدية الطّيفية من خلال نظوية المؤثوات الخطية   النظوية حة طرو الهدف من هذه الأ

في عملنا هذا، ننشئ مؤثوات حدية خطية متعلقة بمؤثوات خطية عكسية على  .Banachالطيفية في فضاء 

 جود حل  حيد لهذه المشاكل الحدية في الحالة السلمية   في  نبوهن جهة اليمين أ  عكسية  على جهة اليسار.

النتائج المتحصل عليها، استعملت لحل جمل خطية مواقبة   حل مشاكل المو نة. كذلك،  الحالة المصفوفة.

مع تطبيقات على معادلة   Drazin  تطوقنا لحل مشاكل حدية طريفية مطو حة بمؤثوات عكسية على طرويقة

Schrödinger   عادلة الموجات المضغوطرةم. 

 الكلمات المفتاحية:

جمل خطية  مشاكل حدية طريفية. مؤثوات عكسية على جهة اليمين أ  عكسية على جهة اليسار. مؤثوات حدية.

 . Drazinمؤثوات عكسية على طرويقة  مواقبة. مواقبة مقوبة.
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