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Introduction

L’objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant la dérivée
fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal. On donne aussi quelques
résultats et applications concernant la transformée de Laplace fractionnaire
au sens de Jumarie.

Dans le premier chapitre, on donne quelques définitions et résultats con-
cernant l'intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne la définition de la dérivée fraction-
naire locale au sens de Kolwankar- Gangal et on donne quelques résultats et
propriétés concernant cette notion de dérivée.

Enfin, le troisiéme chapitre est consacré a la transformée de Laplace frac-
tionnaire au sens de Jumarie. Dans ce chapitre, on donne quelques pro-
priétés et résultats concernant cette transformée de Laplace. On donne aussi
quelques exemples concernant la résolution de certains problémes de Cauchy.



Chapitre 1

Intégrales fractionnaires et
dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés concernant les
intégrales fractionnaires et les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [4], [10], [12] et [14].

1.2 Intégrales fractionnaires et dérivées frac-
tionnaires de Riemann-Liouville
Définition 1.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle

intégrale fractionnaire & gauche de x d’ordre a avec a > 0 la fonction I _
définie par

A0
I? f)(x)= dt, 1.1
2N )=y | oy (1)
ot x > a et 'est la fonction Gamma d’Euler définie par
+00
INa) = / t* Lexp(—t)dt.
0

Définition 1.2.2 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle
intégrale fractionnaire & droite de x d’ordre o avec o > 0 la fonction I,
définie par

b
(Igj-i-f) ({L‘) = F(l ) /x ( f (t) dt (12)

o) t—x)
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ou
b> x.

Définition 1.2.3 Soit f : [a,b] — R une fonction. On appelle dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville & gauche de x d’ordre o de f et on
la note % la fonction définie par

r—

i) 1 & /x( o (1.3)

d(x —a)* T(n—a)dz" — )

oux>aetn—1<a<n avecn un entier naturel.

Définition 1.2.4 Soit f : [a,b] — R une fonction. On appelle dérivée frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville a droite de x d’ordre o de f et on la
s f
+

note grto= la fonction définie par
CALCTRNN S L 1
db—z)* T(n—a)de™ [, (t—z)* "

oub>xz etn—1<a<n avecn un entier naturel.

Remarque 1.2.5 Pour la suite de ce mémoire, on note

&) dfw
dlx —a)*  d(xz—a)*

Définition 1.2.6 Soit f : [a,b] — R une fonction. On appelle dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o de f et on la note %
la fonction définie par

df(x) 1 " f(®)
d(l‘ — a)a N F(_a) /a (:L‘ _ t)a+1 dt, (1.4)

ou <0 etz >a.

Exemple 1.2.7 Soit f la fonction définie sur R par

f(x)=(zx—a)’, v>a, §>0.



Soitn—1<a<n, ona

daf(l') B 1 dn T -
dlx —a)*  T'(n—a)da" /a (x—1) f(t)dt
= ;ﬂ i - n—a—1 . Jé]
T T(n—a)dm /a (v —1) (t —a)’dt.
Posons
t=a+ (r —a)v.
Alors

dt = (x — a)dv.

Par suite, 1l résulte que

d*f(x) 1 dr

= e — @ (L — ) (2 — )PP (e — a)d
dw—ay un_@mw[:< = 0) T @ = @) (a — a)d

An (l’ _ a)nfowkﬂ 1 1
= 1 — n—a Bd
dzm T'(n— «) /0 (1-v) v
() B — B+ )
dx™ Fn—a)

ot [ est la fonction Béta d’Euler définie par

1
mezﬂtfm—wyw»myeR»

et comme F( )F( )
1 T
SRR CE)

alors

df(x) _d"z—a)" " Tn-a)l(B+1)

d(x —a)* dz" I'n—a+p+1)n—a)

c’est-a-dire

daf(x) _ P(B + 1) d" (.7; _ a)n*OH*,B.

dlx—a) T(n—a+pF+1)dz"

On distingue deuz cas
Cas 1: n—a+p€{0,1,2,...,n—1}.
On a



d*f(z) __ T(E+1)
dir—a)® Tn—a+p+1)

Cas 2: n—a+¢{0,1,2,...n—1}.

0=0.

On a
d*f(xr) PB+1) d" s
d(x —a)* N F(n_a+6+1)d$n(m a)" et
B rpg+1) .
= T arprnt et A et ont D@ —a)
B I'(B+1) I‘(n—oz—i—ﬁ%—l)(x_a)foﬂrﬁ
~ Tn—a+f+1) D(-a+4+1) |
Par suite

d*f(xr) — T(B+1) o
fw—ap  Tatprn Y B (1.5)

Remarque 1.2.8 On a

1 d*(x—a)
dlx —a)®  d(z—a)*’

donc d’aprés (1.5), on obtient

d*1 1 .
Az —a)*  T(—a+1) (z=a)™ z>a. (1.6)

1.3 Quelques propriétés des intégrales frac-
tionnaires et dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville

Proposition 1.3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" avec n €
N*etn—1<a<n. Alors

df(z) P (a) (x — a) o 1 A
dw—ap 2= Th+1-a) +rm—ayl<x_@wM“”(L”
Démonstration : On a

ORI Sy
o

d(x —a)* T(n—a)dzn x— )



On utilise une intégration par parties. On pose

w=f(t) etv' = (x—t)""".

Alors o
u':f'(t) €t’U:—<x_t)
n—aq
C’est-a-dire
d*f(x) _ 1 dn

dz—a)®  T(n—a)n—a)da" [f (a) (z —a)"°]
41 4 1 m_af@) »

I'(n— a)dz" Y(z — )"
_ m—a)(n—a—-1)...(1—a) f(a)(x—a)™®
(n—a)l'(n —a)

1 dnfl x f/ (t)
I i

+F(n — a) dxn—1 . t)oz—n-i—l

fla)(x—a)™ 1 g1 [T (1)
I'(l—a) +Pm—QMMW{A(x_wwmﬂﬁ

On utilise une deuziéme intégration par parties, on obtient

@f@) _ fle—a™ 1 P @) (@ - )
d(z —a)* 'l —a) * I'(n—a)(n—a)dzn1 [f (a) ( ) }

1 A f(2) (t)
| a

+F(” —a)dz! n—a)(x—t)*"

_ f(a)(z—a)™®
F(l — a)
n—a)(n—a—-1)...2-a)f (a)(z—a)'™*
! (n—Oé)F(n—a)

1 a2 [ @ (¢
' a / ! (—) +dt,
T ) dem? ), w1

par suite

d“f(z) _ f(a)(x—a)™® N
d(z —a)* (1 -a) T2 —a)




En répétant ce processus n fois, on obtient

da n—1 f® (a) (x — a)=o+k 1 T ()
d(z —a)® kZ:O Lk+1-a) * ['(n—a) / (z — t)a_”“dt'

Corollaire 1.3.2 Soit f : [a,b] — R une fonction. Alors

dgl:f—_(z))a =0 si et seulement si f(x) = Z cj(z —a)*,

j=1

oun—1<a<n etc; sont des constants.

10

Démonstration : Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-

faites.
Si .
fla) = il — )
j=1
Alors

_df(x) a* (Z?_l cj(z — a)a—j)
d(x —a)* d(x —a)°
_ & da(gj — a)a j
= ZCJW‘

i=1

D’aprés ’exemple précédent, on obtient

d f () :i Tla—j+1)a

— q\J
d(z —a)* < I'(n—j+1)dan (& —a)™™,
comme
n—7j<n.
Alors
f@)
d(x —a)® '
Maintenant si
IO

d(x —a)®
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C’est-a-dire

daf(x) _ d" n—ao
dz—ay — (1="1) ()
= 0.
C’est-a-dire B
(IZ:“ ) () = Zdj(az —a)’.

Appliquons l'operateur I aux deux membres de cette égalité, on obtient

Lo (I=f) (@) = I [Zdj(x—a)j]

j=0
n—1
= Y &5 _(x—ay
=0
n—1
1 T (t—a)
F(a) — J/a (:L“ t)foﬁl
Posons
t=a+(z—a)v
Alors
1 n—1 1
(@) = g Lde—ar [a-o v
j=0 0
1 n—1
= — dj(z —a)*™B(a,j + 1)
[a) 2
n—1 .
_ F(] + 1)dj a+j
= ZF(a—i—j—i—l)(x a)*™.

.

0
Appliquons 'operateur (di) aux deux membres de I’égalité précédente,
on obtient

d n n—1 F]+1 d n ot
(%) F(a+j+1 (%) (= a)"™.

Jj=0
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Alors
— T(j+1)d
— J -1 s 1 _ a+j—n
f(x) ;—F(a+j+1>(a+y>(a+y )o@+ j —n+1)(z —a)
n—1
7=0
o I(j +1)d
7+ j .
ki = ———"—— -1 — 1).
j F(a+j+1)(04+J)(04+J )la+j—n+1)
Si on pose
n—j=1,
on obtient .
fl) =) ale—a)*,
=1
ou

Définition 1.3.3 Soit f : [a,b] — R une fonction et (Jag, bp|)ren une suite
finie de sous-intervalles disjoints de |a,b]. On dit que f est absolument con-
tinue sur [a,b] si pour tout réel € > 0, il existe un 6 (¢) > 0 telle que

n

Z|bk—ak’<5 alorsZLfbk flag)| <e.

k=0

Remarque 1.3.4 On note par AC [a, b] I’ensemble des fonctions absolument
continues sur |a,b] .

Proposition 1.3.5 ([14, Chapitre 1 ]) Soit f : [a,b] — R une fonction.
Alors

f e AC [a,b] siet seulement si f(x) = f(a)+ /g(t)dt,

a

avec

g€ L' ([a,0]).
Remarque 1.3.6 Soit n € N*, on note par AC™ [a,b] I’ensemble suivant

AC™[a,b] = {f : [a,b] — R tels que f existe sur [a,b] et ™Y € AC [a, b} .
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Proposition 1.3.7 Soit f : [a,b] — R une fonction et I;"*f € AC™ [a, b].
Alors
d*f — d*7f(z) ] (z—a)
¢ _ = — 1 ‘
( " dw - a>a) = IEm 2 m [d(x —a | Ta—j+ 1)
(1.8)

oun—1l<a<netxr>a.

(]!(I (1) ’ )

Si on remplace f par d(gi{: &> on obtient

——igi——-o o o——lﬁii—— T ::_gifﬁﬁl_
(d(a: —a)~ la- d(z — a)a) (z) d(z —a)®

C’est-a-dire
d* N d*f B
R R ) IR

D’apreés le corollaire précédent, on a

« OL xT) = €T - C'l’—aaij
(120 gt ) @) M@+ St -ar 9

Appliquons I'operateur I;;~* aux deux membres de (1.9), on obtient

d* .
(Ig_aolgoﬁ)( )= (122 f) —i—ZCJI"O‘x—a .

T —a
Alors

(I%> () = (L) @)

x
n

1 a1 a—j

j=1 o

Posons
t=a+ (v —a)v,
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alors

<]Z_'OCK1?i?;)a) (x) = (L") (x)

—l—Zlﬁ(x—a)"_jﬁ(n—a,a—j—i-l)

c;I' —]—i—l) »
Inoz E ] - n=j.
DI +A I(n—j+1) (=a)

Appliquons maintenant I’operateur (%) aux deux membres de ’égalité
précédente, on obtient

(&) on-e) o - () omr)o

“ela—j+1) (d\"" e
*Z Fn—j+ 1) (@) o

C’est-a-dire

(oY w = (B ewmnw

par suite
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Par passage a la limite quand z tend vers a™, on obtient

. d° f . d\"" .
L (fkm> = Lm<(%> o )@

k c;'(a—j+1) (n . ) (k’ — i+ 1)
1i T(n—j+1) J)- v

Alors

. d n—k .
0= zllrﬁ ((%> oI}~ > () + (= k+1).

C’est-a-dire

lim, s ()" 0 120f) ()
MNa—k+1)

= — (1.10)

Donc d’aprés (1.9) et (1.10), on obtient

(120 gL )@ = s = 3 g [0 ] om0

T —a)® = wat d(x —a)>i




Chapitre 2

Dérivée fractionnaire locale au
sens de Kolwankar-Gangal

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne la définition de la dérivée fractionnaire locale
au sens de Kolwankar- Gangal et on donne quelques résultats et propriétés
concernant cette notion de dérivée.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [3] et [11].

2.2 Deérivée fractionnaire locale au sens de
Kolwankar-Gangal

Définition 2.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et 0 < o < 1.
On appelle dérivée fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal d’ordre
a de f et on la note DY f la fonction définie par

e () — (@)
D f(r) = Jim Tt =S (2.1)

Exemple 2.2.2 Soit f la fonction définie par
fx)=2", x>0e 0<p<l
Calculons DL f au point 0 avec 0 < q < 1.

On a
L) — i P = £0)
O= B Gy oy

16



Comme
f(0)=0.
Alors

<O — T d*f(y)
IO B T -

D’aprés (1.3), on a

q o 1L d [ [
]D)if(o) - yll)%li F(l . q) dy\/o (y . t)q71+1 dt.

L,
= lim —/——— —dt.
== T(L—q)dy Jo (y—1)*

Posons
t = yv,
alors
DLf(0) = lim 1t 4 /1 y! TP (1 — v) %P dy
y—0t I'(1 = q) dy Jo
= lim ! iyl_‘”p /1(1 v) " WPdv
y—0= I'(1 —q) dy 0

1 d
DL f(0) = lim —— —y'79P3(1 — 1).
+£(0) = lim, Ti—gd’ Bl—q¢p+1)
Alors J I 0
+
D% £(0) = lim ~—y'otr P .
=/(0) ot dy?  TA—qtpt 1)
Par suite
T(p+1) . B
DLf(0) = 1 1— a+p
0siq<p,
= ( I'p+1)sip=gq,
> st p<q.

Remarque 2.2.3 1) Si f est dérivable au point x, alors

lim D2 f(x) = f'(2).

2) On a D% (C) =0 pour tout C €R et 0 < a < 1.

17
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Théoréme 1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que DS f(x)
existe pour 0 < a < 1. Alors

1)
r0 =0t A - ar R, @)
Relpa) =ty [ B-o- o R )
lim WD (2.4)
yoas [£ (y —2)]” '
Démonstration : i) On pose
Fala (g~ ). o) = T L= (25)
On a
N 1 E B (x,t )
I§ _F(r,y—ma)= o) /0 (y—x—t)faﬂdt'
Posons
t=v—ux.
Alors
o = ) g
Q) Jo Yy—T— Q) Jy Yy—v
= ([;,—FJr(x? 2 O‘)) (y - 37)7

df (@) _ iy (o
i (f) (x).

Alors d’aprés (1.8), on a

(Ig’fFJr(x,.,oz)) (y—x) = Ig(
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Comme 0 < a <1, ona

i e [ 520] [

C’est-a-dire
fly) = fl@) = (I7_Fi(z,., ) (y— )
_ L o F+($,t704)
_ /0 ; L

F(Oz) —r— t) a+1
Une intégration par parties donne
1 E B ()
S0~ 1@) = g T
1 (y —x —1t)" v
= [— F (x,t,a) )
1 V8 (y —x — )" dF (2,1, Q)
+m/0 o 7 dt.
Comme
F+(x,0,a) : :ylira? F+(£L‘, (y—x),a)
)~ (@)
y—at d(+(y —x))
= D% f(x).
Alors
_ ]D)af(x) e 1 v adF_,.(ﬂf,t,a)
fly)—f(zx) = F(;+1) (y — ) +m/o (y—z—1) — g o
C’est-a-dire
DY f(x
1) = )+ 2 = 0" 4 Re(n),
avec
B 1 Y= o dF (2,1, a)
R+(y,$)—m/0 (y—o—t) —— ——dt.

D’une fagon similaire, on montre que

Do f(x)
I'(a+1)

fly) = f(z) - [~ (y —2)]" + R_(y,2),



avec
1 y=r o AdF_(z,—t, )
_ = —y—x— ) gy
Rgo) =gy [ e
En conclusion
N DS f () o
fly) = f(z) = Mat1) [+ (y — 2)]" + Re(y, v),
avec
1 y= o A (2, £t, Q)
SRR - Ly —x—t) —= gy,
O A el
i1) On a
R+(y7l’> _ 1 /*y:l: (y—x—t)adF+(x,t,a)dt
(y—2)* T(a+1) ), y—ax dt '
On pose
= (y - :E)'Ua
alors
R—l-(yax) _ 1 /1 (1_ )a dF+<IE,<y—IE)U,Oé)d
(y—2)* T(a+1)), dv
Comme
(1—0v)* <1,
alors
RJr(yax) 1
— F(z,0
0] < ey P - o)~ P00
1 (6%
- F(O[—f-].) ‘F(xuy ZL’,O&)-]D)_._f(I)l
Comme
Tim Fla, (y— 2).,a) = D4/ (z),
on obtient R
o Ty a)
D’une facon similaire, on montre que
R_(y, )

lim

ey v

20
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En conclusion
li R:t <y7 .73)
im

s e

Corollaire 2.2.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et 0 < a < 1.

Alors
() = Ta +1) i, YOS

Démonstration : D’apres le Théoréme précédente, on a

£ (f(y) ~ J(2)

(2.6)

lim DS f(x) =T(a+1) lim

y—o* y—at [E(y —2)]°
C’est-a-dire
. (f) — f(@)
D () = Plar+ 1) lim, =10

2.3 Propriétés de la dérivée fractionnaire lo-
cale au sens de Kolwankar-(zangal

Proposition 2.3.1 Soient f, g deux fonctions continues sur [a,b] a valeurs
réelles telles que DY f et D g existe en xp avec 0 < a <1 et A € R. Alors

1)

D% (f + g) (zo) = D f(2o) + D g(xo). (2.7)

2)
DS (Af) (zo) = ADS f (o). (2.8)

3)

D% (fg) (zo) = DL f(wo)g(xo) + f(w0) Dig(wo). (2.9)
Démonstration : Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.

1) On a
d“ — x
D3 (f +9) (z0) = i, & +dg<)i(é) — g);g)( o)
_ i LU W)+ 9(y) — flzo) — 9(x0))

y—ag d(£(y — z0))
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C’est-a-dire

D% (f + 9) (x0) = DLf (o) + DEg(0).

2) On a
DL (Af) (o) = lim da(?l(f f@: i{)(f o)
o U6~ F)
=g A(£(Y — 20))"
C’est-a-dire

DF (Af) (o) = ADS f (o).
3) D’apres (2.6), on a

]D)i (fg) (130) _ P(Oé + 1) lim ((fg) (fL‘) B (fg) (xO))

xﬂmg (.I' - {L‘O)a
= [Na+1)
i LU @)g(@) = f(zo)g(x0) + f(@)g(x0) - f(x)g(wo)]
xﬂx("; (l’ — Zﬁo)a )
Alors
f(x) = f(zo) 9(x) = 9(z0)

D2 (fg) (z0) = Tlot1) lim | g(y) + f(2)

= D% f(x0)g(xo) + f(20) DS g(o).

(x — x9)”

D’une fagon similaire, on montre que

D% (fg) (z0) = D2 f(x0)g(wo) + f(20) D2 g(x0).

En conclusion

DE (fg) (xo) = D f(20)g(wo) + f(20) DL g (o).

Proposition 2.3.2 Soient g : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et
f :lg(a),g(b)] — R une fonction continue sur [g(a),g(b)]. Si f admet une
dérivée fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal d’ordre 0 < a < 1
en g(xo), o € |a,b] et g admet une dérivée fractionnaire locale au sens de
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Kolwankar-Gangal d’ordre B avec 0 < 8 < 1 en xqg. Alors f o g admet une
dérivée fractionnaire
locale au sens de Kolwankar-Gangal d’ordre a3 et on a

I'(Ba+1)

T(a+1)(T(B+1)° D% f(g(x0)) (Mg(am)) . (2.10)

DS (f o g) (z0) =

Si de plus g de classe C*, on a
D2 (f o g) (w0) = 8D Fg(a0)) (59 (o))" (2.11)
ot s = signe(qg'(z)).
Démonstration : 1) On a

]D)iﬁ (fog)(z) = I(Ba+1) lim (fog)(w)—(fog)(xo)

cw (a0
= I'(Ba+1)
% lim (fog)(w)—(fog)(xe) [ (9(x)— g(x0)) "
omag (9(2) = g(w0))” (x — 20)°
= I'(fa+1)

i L0 = £ (9@ ( (o(2) — g(ao)) |
voay (9(2) = g(a0))" (z — z0)”

D £ (g(xo) (D‘ig(m) :

= TP+ DTy \ T+

C’est-a-dire

I'(fa+1)
F(a+1)(T(B+1))

DY (£ 0 g) (wo) = =% f(g(x0)) (DY g(a0) )

D’une fagon similaire, on montre que

I'(Ba+1)

afs =
DY (f o g) (o) = T(a+1)(T(3+1)

=D° f(g(a0)) (D’ g(0)) "

En conclusion

[0}

W0 1) g fg(an)) (Do)

D (f o g) (z0) = T(a+1)(T(5+1))
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2) Pour f =1, on a

D (fog)(w) = DIf(g(wo)) (Dig(xo))”
= D3 f(g(zo) (¢'(2))"
Alors
DS (f o g) (x0) = s*DF f(g(w0)) (s (o))" -
[]

Proposition 2.3.3 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] & valeurs
réelles telles que la fonction g se s’annule pas sur [a,b]. Si f et g admettent
une dérivée fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal

d’ordre 0 < av < 1 sur [a,b] en xg, alors

o ([ ) = D% f (wo)g (o) — f (o) DEg(wo)
. (g) (o) 9%(o) '

(2.12)

Démonstration : On a

£ (@) — (£) (2
DY <§) (z0) = Tla+1) lim <g>((x)_ x%c?( )
" _ g

Par suite

oS ) — o im [ (@) g(x0) — f(x0) g
mu(g)m lat1) 1 )

— D(a i f(x)g(wo) — f(w0) g
= Do)t ™9 @) (xo)

o 109 () = T )9 (@)
et ) e o g (@) g (a0)
Alors
J ()~ (o) o(@)—g(z0)
o z . N i WQ@O)—JC(%)W
D*( )( o) = I +1)zLxO+ g (z) g (o)

DY f(0)g(w0) — f(20) DS g(0)
9%(o) .
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D’une facon similaire, on montre que

o) I D* f(w0)g(z0) — f(20)D¥g(x0)
b (g)( " 9%(xo) '

En conclusion

D2 (f) (z0) = D2 f(wo)g(zo) — f(ﬂfo)]maig(ﬂfo).

g (o)

Lemme 2.3.4 Si f : [a,b] — R une fonction dérivable. Alors

DS f(x) =0, pour tout x € [a,b] et 0 < a < 1. (2.13)

Démonstration : On a

~ Ta+1) lim |© <[f D) = W) gy
Par suite
D% f() = D(a + 1)f'(2) lim [ (e - y)]" .
Comme 0 < & < 1, on obtient

DS f(z) = 0.

Théoréme 2 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et supposons
que DS f(a), D f(b) et DY f(z) existent et D f(z) continue au point a et b
avec © € (a,b) et 0 < a < 1. Si de plus ¢ : [a,b] — R est une fonction
dérivable sur [a,b].

Alors

DI((pf)(z) = @(z)DLf(2), (2.14)
DE((pf)(a)) = ¢(a)DFf(a),
D2((f)(b)) = @(b)D2f(b).

Démonstration : On a

DL ((f)(x)) = ()DL f(2) + f(2)Dip(x).



Comme ¢ dérivable sur [a,b], alors d’aprés le Lemme 2.3.4, on a
D% p(z) = 0.
Par suite
D ((ef)(@)) = ¢(@)DLf ().
Comme z € (a,b), on obtient

lim D ((0f)(x) = lm (@)D f(2),

z—at

et
lim D7 ((f)(2)) = lim () D f(x).

C’est-a-dire o

D¢ ((pf)(a)) = p(a) D f(a),
et

D% ((¢f)()) = ¢(b)D2 f(b).
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Définition 2.3.5 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ sur |a, b] avec
n € N. Alors la dérivée locale au sens de Kolwankar-Gangal d’ordre o + n
avec 0 < o < 1 est définie par

Théoréme 3 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™, ¢ : [a,b] — R
une fonction de classe C"*' et supposons que D f™ existe sur [a,b]. Alors

(DI™f) (2) = DL f(x).

DI (f) (2) = p(2)DLf ™ (2),

avec
O0<a<l.

Démonstration : On a

DY (of) (@) = D (0f)" ().

On pose
g= ()™
Alors

D} (pf)™ (@) = Diglx)

(2.15)

(2.16)
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avec

D’aprés (2.9), on obtient

n

2 (1) (2) = 3 () (D27 @) Ha) + £ ) B ).

k=0

Comme f € C™ ([a,b]) et p(x) € C" ([a,b]), alors d’aprés Lemme 2.3./,
on a toutes les dérivées fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal
sont nulles sauf pour

k=n.
Par suite

DS (o)™ () = (“) D% £ ()" ()]

= ()DL " ().

Théoréme 4 (Formule de Faa di Bruno [13, Théoréme 2]) Soit f : [a,b] —
R wune fonction de classe C" ([a,b]) et g : [c,d] — R une fonction de classe
C™ ([¢,d]) avec n € N, on suppose g ([c,d]) C [a,b]. Alors la formule de Faa
di Bruno est donnée par

(fog)™( _”'me) o - 1 (g(r)(@)ar’

rl

avec

n n
E ra, =n et E a, =m
r=1 r=1

Théoréme 5 Soit h : [a,b] — R une fonction de classe C"** sur [a,b],
[ une fonction de classe C" sur h([a,b]) et DL [f™(h(z))] existe avec
n<a<n+1 néeN. Alors

DY [ (h())] = ()" B [0 (h())]. (2.17)

Démonstration : D’apreés (2.15), on a

D [f(h())] = DY [f(R(z)]™. (2.18)
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D’aprés la formule de Faa di Bruno, on a

PN = n 3 £ () x T (M) L e

rl

avec
n

n
5 ra, =n et 5 A, = m.
r=1

r=1

D’aprés (2.14) et la formule (2.19), on obtient

T

n ) ()
DL ()] = ! [Z 5 [ (hio)] x 1t () ] .

CommeO<a—n<1etfeCm alors
D" [f™ (h(z))] =0, pourm =1,2,..,n— 1.

Par suite pour m =n, on a

() >
D )] =t | B (1 )] x e ()] 20

avec
n

n
g ra, =n et E a, = n.
r=1

r=1

Cette derniére égalité est valable sauf si
ap=netay=a3=..=a, =0.

Par suite d’aprés (2.18) et (2.20), on obtient

D% [f(h(z))] = D™ [f(h(m))](")
= n!DP" [f(n) (h(x))] % (hl('x))
C’est-a-dire
dh
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2.4 Dérivées directionnelles fractionnaires lo-
cales au sens de Kolwankar-Gangal

Dans cette partie, on donne quelques définitions et résultats concernant les
dérivées directionnelles fractionnaires locales au sens de Kolwankar-Gangal .

Soit f : R™ — R une fonction avec m € N*,

On suppose que toutes les dérivées partielles d’ordre n avec n € N existent
et soit V' un vecteur de R™.

On a la définition suivante

Définition 2.4.1 On dit f admet une dérivée directionnelle fractionnaire
locale au sens de Kolwankar-Gangal d’ordre o avecn < a <n+1 et on la
note (D) f si

(X £ 1Y)~ Ty e (S0 o) 700)

t—0t dte

(2.21)
existe.

On a le résultat suivant

Théoréme 6 Soit f : R™ — R une fonction, V un vecteur de R™ et on

suppose que la dérivée directionnelle fractionnaire locale d’ordre o existe.
Alors

m a n
D, X) = (D™ i — X <a< 1. (2.22
(D)= £(X) = (D} >(<Za> ( >> pourn < a <n-+1. (2.22)
Démonstration : Soitn < a<n+1, on a

k
A (F(X +4V) = S0 i (S0 o) £00)

t—0+ dte

D’aprés (1.3), on a

1 . d" I (6)
(n+1—a)s—ot do"tt 7

(B%)£(X) =

ou

ds.

1) — 7 FX +5V) - ZZ_E(;@LZ& sug) F(X)
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On utilise une intégration par parties. Pour cela, on pose

u = (5_ S)n—oz et v= f<X+8V) - Zﬁ (ZSU2%> f(X)

k=0 i=1
Alors
_(5 _ S)n—a—i—l
u= n—a+1
- "L kst U g
"= 1J x; X+ V — i X
v ;Ufz( sV) o T(k+1) ;Uax, f(X)
Par suite
5
—(6 — s)nott f(X 4+ sV)
L) = ( n,a11 < Zn S (Zm 0 )k X
- £2k=0 T(k+1) i=1Vigy, f(X)
SN (X 4 V) = S e (gm0 )Y gy
+/Zi:1 'szxi( + s ) Zk:1 T(k+1) (Zi:lvlaxi> f( )d
(n — o+ 1) (5 — S)Ol*nfl S.
0
Alors
I (5) B / Zi:l UZfIi( +s ) Zk:1 T(k+1) (Zizl Uzaxi) f( )d
1 N (n—a+1)(—s)ent §-
0
On pose
dl{(6
1(s) = 210

ds ’
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c’est-a-dire

I(6) = ds

k
é m n sk—1 m
d i1 Vifo (X +5V) =30 % (Zi:l Uia%i) f(X)
d_/ n—a+1)(—s)>n1
0

ds

k-1 m k
y 2ty Vifa (X +8V) = 300 % (Zi:l Uia%l) f(X)
[ (0 —s)m

k—1 m k
S vife (X 4 8V) = Sy s (S v ) F(X)

i (n—a+1)(@—d)pn1

(S v (X) = (S0 i) f(X)]
+0 —
(n—a+1)5*"
é _m X V n ksk—1 m g k X
_ / > i1 Vifo (X +8V) =300 Tkt (Zi:l Uia_xi) oA )ds
(6 —s)em '

On utilise une deuzxiéme intégration par parties. Pour cela, on pose

n

k
m k k—1 m o
‘= (6—s)" " etv = Zvifxi(XjLsV)—Zﬁ (Zvi%) FX).
k=1 i=1 '

=1

Alors

_(5 _ S)n—a—i—l
n—a+1
= < "k - 152 (¢ o\
= j=1 k=2 i=1 t
Par suite

L) = —(0 — s)n—a+1 221 Vi fo, (X + 8V) )
2(0) = n—at1 =D k1 % <Z;11 vi%) F(X) 0

( D iy Vi <Z;n L U faia; (X + 5V)> )
7 Zk 2 o k1+1 (Z;L Uz‘%)k f(X)

+ (n—a+1)(6—s)ent

ds.




Alors

On pose

C’est-a-dire

I;(0) =

( S v (S vy (X + 1) )
7 S, R (T ) (X)

(n—a+1)(6—s)xnt ds.

dL(9)

I5(0) = =2,

( S v (Z;’ijfmj(XHV)) )
9 k(k—1)sF m Fe) k

d i z_r( ) (Zi:l Uz?) f(X)
_[ k+ E]

do (n—a+1)(6—s)p—n1 ds
( S v (s vy (X + 1) )
7\ X M (S ) 10 )
[ (6= s5)" ’
' ( S v (5 v e, (X 4 67) ) '
L, L (2 ) ()
i n o 1)<(5 = 5)aan>1
: ( o (S s () )
(S F6)
0 n—at i) 5o
( (zrlviai)2f<x+sv>_ )
7 i ,iil (z;“l wi) 109 )
— S) S.

32
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En répétant ce processus n fois, on obtient

d"I,(6) :7 <ZZZ1 Viger > X +sV) = ( 21 viges ) (X)

5" (6 — 5)on ds.
0
Alors
o B 1 _d dML(9)
DV SX) = sy i )
5
1 . d [A(s, X,V)
— — lim — [ =2/ 2.2
Fn+1— ) 50+ do (0 — s)an s, (223)
0
avec

m

A(s, X, V) = (Z g) (F(X +5V) = F(X)).

=1

D’autre part d’aprés (2.21), on a

<D3—”>+<(Zvia%> f(X>> = im0V

i=1
1
Fn+1-a)

x lim & / SXV
6—>0+d6

C’est-a-dire

. mo9) 1 (s, X,V
(DF")+ ((Zlvza—xj f(X)> :—F(n—i—l—a) Jm d5 —_)ds

(2.24)
Par suite d’aprés (2.23) et (2.24), il résulte que

(DF")+ ((Z Uz%) f(X)> = (D%)+ f(X).

=1

D’une fagcon similaire, on montre que

(me). <(f ) )=<m>_f<x>.
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En conclusion

(D%iﬂX)=(MfWi<<§:mé%>tﬂXO-

2.4.2 Formule de Taylor fractionnaire locale

On a le résultat suivant
Lemme 2.4.3 Soit f : R™ — R une fonction de classe C"*!, alors
(DY)+f(X) =0, (2.25)
oun<a<n+1
Démonstration : On a

X Y) - Ty e (S ) (X))
(D9); £(X) = lim .

t—0t dte

On pose

k=0 i=
Par suite ()
‘g
) X)=1
(D§) £(X) = Jim =2
Donc d’apres (1.7), on a
Zn g(r)(o)tfoﬁtr
D), f(X) = lim =0 T(r+1-a) : 2.26
( V)+f( ) 0+ +F(n+11_a) j‘(f (t . u)nfoc g(n+1) (U) du ( )

D’autre part, on a
o (=, 0\
i=1 ¢

"k = 1)k —r A D (SN0
_kz:; T(k+1) (Zva_x> fX).




35

Alors

9(0) = (Za‘i> £00 - (Z(f) £(0)
= 0.

Par suite d’aprés (2.26), on obtient

1 t o
() f(X) = Jim s [ (=g

comme g™+ (u) est continue et

t . n—a+1 ¢
lim [ (t—u)" “du=— [%] = 0.

t—0+ 0 n—a+1
0

Alors
(]D){’})+f(X) = 0.

D’une facon similaire, on montre que
(DY) f(X) =0.

En conclusion
(DY) f(X) =0.
|
Théoréme 7 Soit f : R™ — R une fonction de classe C" avec m € N* et

n € N, supposons que (D)1 f existe avec X € R™ et n < a < n+ 1. Alors
f admet le développement de Taylor suivant

FXE) = S04 (Ztai) )+ L,

1 PAF(X £5V,s,a) N
+F(a+1)/0 7 (t — s)%ds,
ot
4(F(X £ V)~ Tiy ey (S0 v ) 7(0)
F(X+£sV,s,a)= .

ds®



Démonstration :
faites.

On a

(DV)+f(X)

On pose

(X £tV)= f(X £tV) —

D’apres (1.8), on a

k=0

lim F(X £ sv,s,a)

s—0t

= F(X,0,a).

3
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Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-

1 “ o\
OISy (2%7«) ).

d*h(X £ 1V) S g [ETR )] e
I§ (————F)=h(X £tV) - 1 . :
0,—( dto ) ( ) g t—lgl dte—J Mla—j+1)
C’est-a-dire
X EV) s [dIRX V)] e
WX +tV)=1" (———"~ 1 ; '
( ) 0,—( dte ) + = t_l,%1+ dte—J F(a —J+ 1)
Comme 1 . ()
o ) = dt,a > 0,
@ =g |
on obtient
1 t d*h(X£sV)
WX £1V) = s ——d
K£V) = / (t— sy e
+ 5 1i d*Th(X £tV) eI
< e dito—i Fa—j+1)
Par suite
1 tR(X +
WX £tV) = / X2V 5 0)
L(a) Jo  (t—s)"of!
n ' taij tafnfl
]D)a_] X)— - ]D)a—n—l X)——
+;( v Oy T WO
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Comme —1 < a—n—1<0et daprés (1.4), on a

n

1 PE(X 5V, s,q) _ i
h(X £tV) = (s + D5 X)e7r——m—
X2) = g [ S e s =
ta—n—l
+F(Oz —n) 8
n 1 m 0 b
| ) - S (o suis ) o0
ot /0 I'n+1—a)(t—s)" °
Posons
I 1 /tF(Xj:sV,s,a) .
S T(a)Jo  (t—s)ert

On intégre par parties, pour cela on pose.

u=F(X £sV,s,a)etv = (t—s)*!

Alors
, dF(X £sV, s, a) (t—s)*
u = et v=— .
ds o)
C’est-a-dire
F(X £ sV, s,a)(t—s5)*]" LOAF(X £ sV, s,a)\ (t—s)®
I = — + ds
al'(a) o Jo ds al'(«)
_ F(X,0,a)t* +/t dF (X £sV,s,a)\ (t—s)®
- T(a+1) 0 ds Lla+1)

Commen < a<n+1,a—j <net e C" alors d’aprés le lemme
précédente, on a

(D)L f(X) =0, pour tout j =1, ..., n.

Comme
t n—a+17t
t—s
lim [ (t—s)"% = — lim (=
t—0t Jo t—=0t | n—a+1 |,
) tn—a—H
= lim =0,
t—0tn—a-+1
et



38

Alors

=0.

5
[ —n) o0t F'n+1—a)(t—s)e™m

k
toz—n—l |:/t f(X + SV) - ZZ:O % (Ezl 31}1’%) f(X)
0

Par suite

_ F(X,0,a)t" PUAF(X £ sv,8,a)\ (t—s)”

C’est-a-dire

f(Xj:tV) = f(X)_FZﬁ(ZtUZ%) f(X)‘F%tO‘

i=1
1 /tdF(X:I:SV,S,Oz)
0

t—s)%ds.
+F(a+1) ds (t=s)%ds




Chapitre 3

Transformée de Laplace
fractionnaire au sens de
Jumarie

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est I’étude de la transformée de Laplace fractionnaire
au sens de Jumarie, on donne aussi quelques exemples d’applications. Les
résultats de ce chapitre se trouvent dans [[5]-[9]].

3.2 Deérivée fractionnaire au sens de Jumarie

Définition 3.2.1 Soit f : Ry — R une fonction continue et o un nombre
réel strictement négatif. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Jumarie
d’ordre o de f et on la note DS f(x) la fonction définie par

D2 f(x) = ﬁ / St () d (3.1)

ol
x> 0.

Exemple 3.2.2 Soit f la fonction définie sur R par
flz) =K,

ou K est une constante réelle. Pour o <0 et x > 0, on a

Do f(x) = F(i&) /0 (x —t)" " Kdt.

39
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Alors
o [~ (@ =1,
_ K —Q
Tl - a)x

Définition 3.2.3 Soit f : R, — R une fonction continue et 0 < o < 1.
On appelle la dérivée fractionnaire au sens de Jumarie d’ordre o de f et
on la note DS f(x) la fonction définie par

DEf) = s |, =077 (£ @)= F )
" x> 0.

Remarque 3.2.4 1) Si f(0) = 0 alors DS f(x) est la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville d’ordre o de f.

2) La dérivée fractionnaire au sens de Jumarie est un définition non lo-
cale.

3) La dérivée fractionnaire au sens de Jumarie pour 0 < o < 1 d’une
constante est nulle.

Exemple 3.2.5 Soit [ la fonction définie sur R par
flz)=2* 0<a<letkeN.

Pour x > 0, on a

1 d [*
D = - — )7 (1% — 0) dt
@) = mrmaas ) @070 -0)
1 d [* ook
= — — 1) T t™dt.
I'(l—a«)dx /0 ()
Posons
t = av.
Alors
1 d !
D« — el 1+aka/ 1 — )@ akd
mf($> F(l _ Oé) dxx 0 ( U) v v
1 d

= ——  _—gltehag(l —a,ak +1).
I‘(l—&)daca7 pld—a,ak +1)
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C’est-a-dire

[(ak+ 1) d ioka
T +ak—a+1)ds
I'(ak +1)
Iak —a+1)

Dif(x) =

poke (3.2)

Définition 3.2.6 Soit f : R, — R une fonction continue. Pour n < a <
n+ 1, la dérivée fractionnaire au sens de Jumarie est définie par

a a—n (n
De[f(w)] = (D2 f(2) ™.
Exemple 3.2.7 Soit f la fonction définie sur R par
flz)=2", n<a<n+1ety>D0.

Calculons D2 f(x). Pour z > 0.

On pose

0=aoa—n.
Alors

0<6<l.
C’est-a-dire

DI [f(w)] = (DLf()™.
D’autres part, on a

Dyf(x) = ﬁ%/ox(x—t)_o(t"’—o)dt

1 xr
- —d/ (z — )" tdt.
0

I'(1—0)dx
Posons
t = xv.
Alors
1 d !
$f<x) F(l _ 9) dl’x 0 ( U) v'dv
1 d
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C’est-a-dire

F(7 + 1) ixl—i-'y—H
T1+~—0+1)dr
_ P(7 + 1) x%e
I'y—60+1)

Dif(x) =

Alors
0+n . F(V—}_l) d " y—6
D] = el (5) @

F(V + 1) waefn
F(y—0—-n+1) ‘

Par suite
L(y+1)

'y —a+1)

e

D [f(x)] =

Théoréme 8 Soit f : R — R une fonction continue et supposons que f
admet une dérivée fractionnaire au sens de Jumarie d’ordre ak avec 0 <
a<1etkeN. Alors

la formule de Taylor-Young d’ordre fractionnaire est donnée par

f(x+h) ) + Z k Ty D @)+ heme(h),

avec
lim e(h) = 0.
h—0

Corollaire 3.2.8 Soit f : R — R une fonction continue et 0 < a < 1. Alors

De f(x) = D+ 1) lim LEFH = J@)

h—0 he

Démonstration : Pourn =1, On a

he Dy f(x)

flah) = £+ iy

+ h% (h).

C’est-a-dire

fla+h) = f@) _ Daf)
he ['(a+1)

+e(h).
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Alors
S~ @) DR
h—0 he F(Oé + 1) '

C’est-a-dire

D2 f(x) = T(a+1) lim flo+ };ja_ J(x).

Théoréme 9 Soient u, v : R — R deux fonctions continues non différen-
tiables et 0 < o < 1. Alors

DY (wv) (z) = v(x)Diu(x) + u(x)Dyv(z).
Démonstration : D’apres le corollaire précédent, on a

D () () = T(a+ 1) lim @R = (w0) (@)

h—0 he
= T(a+1)lm u(z + hjo(z 4}—:) — u(x)v(z)

Par suite

u(x + h) [v(x + h) — v(x)]

D¢ (wv) (x) = T(a+1)lim

h—0 he
N CE DTG

= v(x)DSu(x) + u(x)Dov(z).
]

Théoréme 10 Soient u, v : R — R deux fonctions continues, v est non
différentiable et u o v est différentiable, alors

D3 [u (v(x))] = v'(v) Dyv(x),

ol
O<a<l.

Démonstration : On a

u v +h) —u(v(z))

DY [u(v(z))] = DNa+1)lim

h—0 he
B N o e (v(x+h)) —u(v(x)) (v(z+h)—ov(z)
= Tla+1) ilz—>0 v(z+h) —v(x) < he >} )
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C’est-a-dire

DS fu (uo())] = [nm“<v<ﬂf+h>>—u<v<x>>}

h—0 v(x + h) —v(zx)

e [rta by )]

= o/(v)Dv(x).

T

Théoréme 11 Soient u, v : R — R deux fonctions continues, v est différen-
tiable et uw o v est non différentiable, alors

Dy [u (v(x))] = Dyju(v) (v'(x))",

ol

Démonstration : On a

DS u(v(z))] = T'(a+1) ;ILIE% -
= [Na+1)
o lim | & (v(z+h)) —u(v(x)) ((v(x+h) —v(z))"
}ll—>0|: (v(z+h) —v(x))” ( e )}
C’est-a-dire
D2 [u(v(z))] = {ma +1)lim u<(<( - f;))) & ()@;))}

3.3 Fonction de Mittag-LefHer

Définition 3.3.1 La fonction de Mittag-Leffler E, d’indice o > 0 est définie
pour tout z € C par la série entiére suivante

Ea(Z) = Z F<1+an)7

n=0



ot I' est la fonction Gamma d’Euler définie par

I'(a) = /0 R

Proposition 3.3.2 Pour tout z,y, \ € Ret0<a <1, ona

1
/ Eo(Az)Ey(Ay®) = Eo(A\ (z +y)7).
2)
E,(iz") = cos, (%) + isin, (%),
ol
% k 202k . o k 2(2k+1)
c0sa ( 2; 1+a2k; et sing ( X;F 1+a 2k + 1))’

Démonstration : 1) On a

o0

Ea(Axa)Ea(/\ya) = ZF

n=0

PN N T

(1+an) =T (1+ an)
/\kxak)\nfkya(n—k)

F(l4+ak)T(1+a(n—Fk)

n

[
iM8

=0 k=0

C’est-a-dire

E OV E (e o \» n xakya(nfk)
M) Ea(A?) - = HZ:O LT (1 +ak)T(1+a(n— k)
B i A" 2”: xakyoz(nfk)l"(l_’_an)
- ZT(l+an) & T(1+akh)T(1+a(n—k)
On pose
[ = ak.
Alors

2y T (1 + an)
FrA+HTr(14+an—1)

E,(A\x?)Ea(A\y®) = Zr(l)—\:om)

n

3
Il
=)

=0

NE

T+ an) (z+y)™"
A

(z+y)").

3
Il
=)

= a(
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2) On a

: o~ (iz")"
E,(iz%) =

kZ:O I'(1+4 ak)
o] (Zx )2k+1 o] 2k

- Zr( 1+a(2k+1 +ZF( 1+ a2k)
k=0

iy o0 (_1) a(2k+1) 0 ( a2k

- Z;r( 1+a(2k+1 +Z;F 1+ a2k)

Alors
E,(iz%) = cos, (%) + isin, (z%).
u

Proposition 3.3.3 Pour tout z, A€ R et0<a <1, ona

1)
DEE,(A®) = AEa(Az®).

2)

D2 cos, (%) = —sin, (z%) .
3)
D¢ sin, (%) = cos,, (%) .

Démonstration : 1) On a

peE) = Y

C’est-a-dire
AT (1 + an) z¢=Y)
F'l+an)I'(1+a(n—1))
A=)
F'l4+a(n-1))

DYE,(A\x®) =

NE

1

n

I
NE

Il
—

n

Posons
l=n-—1.



Alors

D2E,(Az®) = AEL(Az®).

2) On a

Alors

D3 cos, ()

Posons

Alors

3) On a

Alors

D2 sin,, (z%)

=2 (_UkDgru + 20k)

20k—a

B Z<_1>kr(1+a(2k—1))‘

o xoc(QH—l)

_Z(_l)ll“(1+oz(2l+1))

=0

S 2(2k+1)
=Y (-1)" :
,; T(1+a(2k+1))
o 7o(2k+1)
Doy (=1)F
m%( ) T(1+a(2k+1))
o 2(2k+1)

A S T

k=0

> 2ak
2 (-1 r (1x+ 20k)
k=0

COS, (7).
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«

3.4 Intégration par rapport a (dt)

Lemme 3.4.1 Soit f : R, — R une fonction continue et 0 < a < 1. Alors,
on a

/Ot f(r) (dr)* = a/ot(t — 1) f(7)dr.

Démonstration : Soit f : R, — R une fonction continue et 0 < o < 1.
On considére le probléeme de Cauchy suivant.

dY (t) = f (t) (dt)*, t > 0,
{ Y (0) = 0.

On a .
V() = [ £y (33)
D’autre part comme

d*Y (t) =T(a+ 1)dY (t),

on obtient Y ()

@’ =T(a+1)f(t).
C’est-a-dire

DY (1) =T(a+1)f(t),

DEY() =

Alors
Y () = T(a+1)D,“f(t)
I'a+1)

C’est-a-dire .
Y () =a /O (t = 7)1 f(7)dr. (3.4)

D’aprés (3.3) et (3.4), on obtient

/Ot f(r) (dr)* = a/ot(t —7)* L f(7)dr.
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Lemme 3.4.2 Soit f : Ry, — R une fonction continue et 0 < a < 1, alors

t
Df [ () () =Ta+ 17(e).
0
Démonstration : On considére le probléme de Cauchy suivant.

{ Y@@y = f(t), t>0

Y (0) =0.
Alors oY
Y (t) = = f(t
(1) = e = 10
Comme
d*Y =T'(a+1)dy,
on obtient I 1y
o+
T — ().

C’est-a-dire

V() = fa [ A

Alors .
o _ 1 o (07
DEY () = s 8 | Ao )
comme
DY (t) =Y @(t) = f(t),
on obtient

DﬁAvaMVzrm+nﬂw

3.5 Transformée de Laplace fractionnaire au
sens de Jumarie

Définition 3.5.1 Soit f : R, — C une fonction. La transformée fraction-
naire de Laplace au sens de Jumarie est définie par

Lo {f(2)}, r:Fuﬁzlmeﬂ%%ﬂ@Mﬁl (3.5)

= lim Eo(—s%z) f(x) (dx)*, (3.6)

M—oc0 0

ot s e C.



Proposition 3.5.2 Soint f : R, — C et g :

0<a<l. Alors

1)

Va, be R, Lo{af(z) +bg(z)}, = aLa {f(2)}, + bLa {g(2)},

2)
3)

4)
9)
6)
7)

8)

9)

Lo {a®f(2)}, = =D La {f (%)}, -

Ya >0, Lo {f(az)}, = (a)aLa {f(z)}

1

5 .
a

Wb >0, Lo {f( — )}, = Lo {f(2)}, Bal(~5°D%).

Ve 0, Lo {f(2)E(~"2%)}, = La {f(@)} ...

Lo{=2f(2)}, = D{La {f (%)}, -

Lo {D;f(x)}, = s"La{f(2)}, — T(er+1)f(0).

[ (du)a}s — Do+ 1)s Lo {/(2)},

Vk >0, Lo {z**} =T(a+1)

Démonstration : 1) On a

Lo {af(x) + bg(2)}, = / " Ba(—s"2%) [af () + bg(a)] (do)".

Alors

La{af(z) + bg(x)},

I'(1+ ka)
gk+la -

. /0 " B (—s72%) f(2) (da)"

b / " Ba(—s*a®)g(a)(da)”
aLo {f(zx)}, +bLa{g(2)}, .
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R, — C deux fonctions,

(3.10)
(3.11)
(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



2) On a
Lo{a"f@)}, = [ Bul=s'a®)a" f(o) (d0)".
et comme
DYE,(—s%2%) = =2 Ey(—s%z®).
Alors
Loa"f@}, = = [ DiE(=sa) @) (o)
= = [ Bt/ (o)
0
= —D?La {f(x)}s
3) On a
M
Loffan), = Jim [ Bu(=sa)flar) ()
M
= A}iinooa/o (M — 2)* 'E,(—s2%) f(azx)d.
Posons
Donc
M
Lo {f(ax)}, = A}iinooa/o (M — 2)* 'E,(—s"2%) f(ax)dx
. aM Uy LU du
= Jmoa [ = DB e )
. M oaM—u, LU du
= Jm o [ s )
= (3) Lot
4) On a
M
Laffle=0), = Jm [ Eu(cset) o) @)

M
= lim a/o (M — 2)*  Ey(—s“2) f(x — b)dz.

M—o0
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Posons
u=ux—>b.
Alors
M
La{fo=0), = Jma [ (OF -2 Ey(-sa) flo ~
OM—b
= Jim o / (M = b— u)* By(—s (b + u)*) f (u)du,
et comme
Ea(A1*)Eo(My®) = Eo(A (2 +y)").
Alors
M—b
Lo{f(zx—=b)}, = A}im a/ (M —b—u)* " Ey (=5 (b+u)®) f(u)du
Seo Jo

M—b
~ lim a / (M — b — 0)o By (— 6 B (— 5u™) £ () du.
0

M—o0

C’est-a-dire

Lo{f(z = b)}, = La{f(2)}, Ea(—5b%).
5) On a

Lo (@B~} = [ B(-ta)Eul-s%a) ) (do)".
et comme
Eo(—2%c*)Ey(—1%5") = Eo(—2 (¢ + 8)%).

Alors
Lo {f(x)E(=c"2)}, = La{f ()}, -
6) On a

Lo {—a"f(2)}, = — / " B st f(x) (do)°.
D’apres (3.8), on a

La{_xaf(*f)}s —(=D{ L {f(x)}s>

DY Lo {f(2)},-



7) On a
DYE.(—s%x%) = —s"Ey(—s%z®),

T

et comme
DS (wv) (x) = v(x)D3u(z) + u(z) Div(x).
Alors

Dg (Eo(=s"2) f(x)) (D3 Ea(—=52%)) f(2) + Ea(=s"2") D3 f(x)

B (—5%a) f () + Bo(~s"2%) D2 [ (@).

En intégrant deux membres de I’équation précédente, on obtient
t t

| D2 (Ea=stay @) ) = =t [ Eua(=sta) (@) (@)
0 0

+ / (Ea(—s"2)Dg f(2)) (dz)"

D’autres part, on a

J e O e e (%

t

= Tlat+) [ d(Bs2) @),
Alors
o+ DB (s f0) = F0) = = | B (%0 f (@) (da)°
+/0t E,(=sx*) DS f(x)(dz)®.
En fait tend ¢ vers oo, on obtient

—Tla+1)f(0) = —=s"La {f(2)}, + La { DI f(2)}, -

C’est-a-dire

Lo {D7f(2)}, = =T(a+ 1)f(0) + s"La {f(2)}, -

8) On pose
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Alors
Dig(x) = (e + 1) f(x).
D’apres (3.13), on obtient

Lo{D7g(x)}, = —T(a+1)g(0) + s*La{g(z},
= Dla+1)La{f(2)},-
Comme
9(0) = 0.
Alors
Do+ 1)L {f(2)}

La{g(z)}, =

SOC
C’est-a-dire

[ <du>a}s — (o +1)sLa {f(2)},.

9) On a
DYE.(—s%x%) = —sYEy(—s%z®).
Alors
d*E,(—s“2®) = —s"Eq(—s%2%) (dx)” ,
comme

t t
lim [ d°E,(—s%%) =T(a+1)lim [ d(E,(—s%%)).

t—o0 0 t—o0 0
Alors

/000 Eo(—s%2%) (dz)* = —F(o;:— D)

= La {1}5 :

Donc pour k = 0, (3.15) est vraie. On fait un raisonnement par récur-

rence, on suppose que (3.15) est vraie pour k et on montre (3.15) pour k+ 1.

On a

“+o00

Lo {2t} = / Eal(—5"2%)2°®4) (da)".
On utilise une intégration par parties, on pose

Dy(z) = Eq(—5%2?) et u(x) = 22*+D),
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Alors
Dou(z) = F<O‘F<(’; ZBJ Y yoh ot o(z) = —2 B, (—a%s7)
Comme
/ab (Dgv(@)) u(w)(dr)® = T(a+1)[u(z)o()],
- [ @ D2ut @y
Alors
lim OtEa(—s%a)kaH)(dx)a = —lim w [Ea(—g;asa)xa(ml)}g

1N (a(k+1)+1)
t—oo 5@ I'(ak +1)
t
X / B, (—s%x™) 2" (dx)"
0

_ LT 1),

s@  T(ak+1)
IMNa(k+1)+1)
= la+1) s(E+2)a

3.6 Exemples
Exemple 3.6.1 On considére la fonction f définie par
f (z) = sin, (c*z®).

Calculons Lo { f(x)},.
On a

t
L, {sin, (¢*2z%)}, = lim [ E,(—x%s%)sin, (c*2%) (dz)*, 0 < a < 1.

t—o0 0
On utilise une intégration par parties, on pose

Dv(z) = sing, (¢*z%) et u(x) = Eo(—x“s%).
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Alors
v(x) = — cos, (¢“x%) et Diu(x) = —s“E,(—2%s).

Comme

b b
/ (Dgo(@)) u(z)(dz)* = Ta+ 1) [u(@)o(z)]; - / v(x) (D7u(z)) (dz)*.

Alors
t
L, {sin, (c*z%)}, = tlim E,(—x%s%)sin, (c*x®) (dx)®
— 00 0
- 1
= Mtﬁm [Eo(—2%5%) cos, (c“2)];
c® —00
s [t
— lim —/ Eo(—x%sY) cos, (¢*z) (dx)“.
t—oo % 0
C’est-a-dire
Fla+1) s !
Le {sing (¢“2®)}, = % = Slim [ B cosg (¢a) (d2)”
0

On utilise une deuziéme intégration par parties, pour cela on pose

DSv(z) = cos, (%) et u(x) = Eu(—2%s).

Alors
1
v(x) = —sin, (¢*z®) et Déu(xr) = —s*Eo(—x%s%).
COC
Par suite
Ma+1) s
Lo {sin, (cz0)) = —**T) 5
fsina (™)}, D
« lim % [Eo(—x%s%) sin,, (c"‘mo‘)]é
t—00 +i—z fg E,(—x%s%)sin, (¢*z®) (dx)®
— c—a—cz—atlggo i E,(—x%s%) sin, (¢“z%) (dx)*.
Alors
. o o Cla+ 1)
L, {sin, (c“2%)}, = ————. (3.16)

s 82a + C2a



Exemple 3.6.2 On considére la fonction f définie par

f () = cosy (cx%) .

Calculons Lo { f(x)}, .
On a

t

o7

Lo {cosy (¢®2z%)}, = im [ Eu(—x%sY) cos, (¢z®) (dx)®, 0 < a < 1.

t—o00 0
On utilise une intégration par parties, on pose

Div(z) = cos, (c“z%) et u(x) = E,(—2%s®).

Alors
v(x) = Ciasina (c®z®) et Diu(z) = —s“E,(—x%s").
Par suite
L, {cos, (c*z%)}, = tlgilo Ot E,(—x%5%) cos,, (c“x®) (dx)“.
- tliglo F(ozci— D [Eo(—x%s%) sing (¢“z)]

t
0

t
+ lim S—/ E,(—x%sY) sin, (¢*z®) (dx)®
0

¢
= lim —/ E,(—x%sY) sin, (¢*x®) (dx)®.
0

On utilise une deuxiéme intégration par parties, pour cela on pose

D%v(z) = sin, (¢*z%) et u(x) = E,(—2%s).

Alors
—1
v(x) = — cos, (c“z®) et DOu(x) = —s*E,(—x%s%).
Ca
C’est-a-dire
(e e F(Oé + 1 S a
L, {cos, (c*z%)}, = —m C2—athm / ) cos, (c*x
Alors . e
Le {cos, (Casz)}S _ (a4 1)s

S2a+02a :

) (dx)“.

(3.17)
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Exemple 3.6.3 On considére la fonction f définie par
f(x) = E,(ic%z®).

Calculons Lo { f(x)},.
On a

Lo {E(ic®x)}, = Lo {cosy (¢®2%)}, + 1L, {sin, (c*2%)}, .

Alors d’aprés (3.16) et (3.17), on obtient

Mla+1)s*  T(a+1)c
i

Lo {E,(ic"z%)}, = oy 0 20
T 1
G (3.18)
S —c®

3.7 Applications de la transformée de Laplace
fractionnaire au sens de Jumarie pour la
résolution des problémes de Cauchy

Exemple 3.7.1 On considére le probléme de Cauchy suivant

{ D3y () +y (x) =0,
y(0) = vo, yo € R,
avec 0 < a < 1.
On a
D2y (z)+y(z) =0. (3.19)

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux deux membres de l’équation (3.19), on obtient

Lo {D3y(x)}s + Loy (2)}, = 0.
D’aprés (3.13), on a
Lo {Dyy(z)}, = s"La {y(z)}, — T'(a + 1)y(0). (3.20)
Alors

La{DZy(x)}, + La{y (2)}, = s"Lafy(x)}, — T+ D)yo + La {y ()},
= 0.
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C’est-a-dire o D
Yo o+
L, = 7
{y(z)}, P
Alors I )
_'_
SN e e S O
y(r) yoa{8a+1}

Donc d’aprés (3.18), on obtient
y(@) = yoEu(—z%).
Exemple 3.7.2 On considére le probléme de Cauchy suivant:

{ Dy (z) =y (x—1),
y(0) =¢, c€R,

avec 0 < a < 1.
On a
Dyy(z) =y(x—1). (3.21)

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux deux membres de l’équation (3.21), on obtient

Lo AD7y(2)} = La{y (x — 1)},
D’aprés (3.13) et (3.10), on a
s"La{y(z)}, —T(a+1)e = Ea(=s") Lo {y (1)}, -

Alors
(5% = Eo(—5")) Lo {y (37>}s =I'(a+1)e.

C’est-a-dire

Loy ()}, = (Sar_(aEl_(l—);))

MNa+1)c

s (1 _ Eaesa))

_ r@; mi’f(@)’“’

k=0

comime
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Alors
1 L ka a)
y(w) =T+ Z Sa T galktl) [
et comme
Lo {(m - k;)“’f} — Eo(—k"s*) Lo {2} .
Alors

_kOAk

CZ I'(1+ka)

Exemple 3.7.3 On considére le probléme de Cauchy suivant:

{ D2y(x) + y (x) = sing (2*),
y(0) =0,

avec 0 < o < 1.

On a
D2y(z) + y (z) = sin, (z%) . (3.22)

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
auz deuz membres de l’équation (3.22), on obtient

Lo {D7y(x)}, + La{y ()}, = La {sina (z%)},.
D’apreés (3.13) et (3.16), on obtient
Lo {D7y(2)}, + La{y (2)}, = s"La{y(x)}, = T(a+ Dy(0) + La {y (2)},
I'a+1)
C’est-a-dire
B I'a+1)

Lol = iy

1 1 @+ 1 (-1 1
25441 I s 4 S‘l—l—i]'

- F(a—i—l)[

Par suite

W) = L e )
B %Lgl{l“(oz—l—l)}_(i—i-l)L;l{F(Oz—i-‘l)}

s+ 1 4 s — ¢

+(i—1)La1{F(a+1)}‘

4 s +1
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D’aprés (3.18), on obtient

y(z) = %Ea(—xa) — (i —Z 1)Ea(ima) + (i ; D) E,(—iz®),
et comme
E,(ix") = cosy (%) + isin, (%) .
Alors ]
y(xr) = 5 [— cos, (%) + sing (%) + Eo(—2)].

Exemple 3.7.4 On considére le systéme suivant

D2yi(x) + ya(z) = 0,
D%ys(z) + y1(z) =0,
yZ(O) = _17
y1<0) = 17

avec 0 < a0 < 1.
En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux équations dans ce systéme, on obtient

{ s* Lo {y1(2)}; — Dla + 1)y1(0) + Lo {2 (2)}, =0,
Lo {y1 (2)}, + s"La{1a(2)}, — T+ 1)y2(0) = 0.

C’est-a-dire

(7 ) (R ) - (565,

Calculons le determinant A de

s* 1
1 s©

on a

— Ch 1 _ 2a

A= 1 s |TS8 1
Alors

‘ Pla+1) 1
—T(a+1) s

La {y1(37>}5 = A

['a+1)
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et
s* DNa+1) ‘
L)), = 0D
_ Tla+1)
= e
Par suite (T(a+1)
nto) = 1
et
Alors

y1(z) = Eq (%) et yo(z) = —Eo(x9).
Exemple 3.7.5 On a le systéeme suivant

Dgyl(x> —|-y1<l’) Yo (l‘) + a(xa)>
Dgya(x) + ya() = yu(
y2(0) = 11 (0) = 1.

3
+
Q

—
8
=

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux équations dans ce systéme, on obtient

{ s*Lo {y1(2)}, — T(e+ 1)y1(0) + Lo {1 (2)}, = Lo {ga (2)}, + "t
Lo {y2 (@)}, + s*La {y2(2)}, — T(a + 1)y2(0) = Lo {y1 ()}, + T,

C’est-a-dire
“r1 1 Lo{m(@)}, | _ [ P
1 s*+1 )\ Lo{we ()}, Hatls® ]
Calculons le determinant A de
s*+1 -1
1 5241 )7

s“+1 -1
-1 s +1

on a

A= =s%(s"+2).




Alors

et

Par suite

et

Alors

LOé {yg(l')}s = A

s*¥—1
I'(a+1)s®
s¢—1

‘ I'(a+1)s® 1

LOé {yl(w)}s = A

Ia+1)
s —1

o I(a+1)s™
s F(sa—&-_l% .
~1 (Mot

I'a+1)
s@—1

nta) = 22 {2
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Résume
L’objet de ce travail est I’étude les théoriques fondamentales

concernant la dérivée fractionnaire locale introduite par
Kolwankar et Gangal pour les fonctions partout continue ,cette
type de dérivee elle s’annule quand on applique a des fonctions
dérivables .

On étude aussi quelques résultats et propriétés

concernant la transformeée de Laplace fractionnaire au sens de
Jumarie qui utilise dans la résolution

des problemes de Cauchy.

Abstract

The purpose of this work is the fundamental theoretical study on
the local fractional derivative introduced by Kolwankar Gangal
and for all continuous functions, This type of derivative it
vanishes when applied to differentiable functions.

We study also some results and properties

concerning the fractional Laplace transform the meaning of
Jumarie. which uses the resolution

Cauchy problems.
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