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Introduction

L�objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant la dérivée
fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal. On donne aussi quelques
résultats et applications concernant la transformée de Laplace fractionnaire
au sens de Jumarie.
Dans le premier chapitre, on donne quelques dé�nitions et résultats con-

cernant l�intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville.
Dans le deuxième chapitre, on donne la dé�nition de la dérivée fraction-

naire locale au sens de Kolwankar- Gangal et on donne quelques résultats et
propriétés concernant cette notion de dérivée.
En�n, le troisième chapitre est consacré à la transformée de Laplace frac-

tionnaire au sens de Jumarie. Dans ce chapitre, on donne quelques pro-
priétés et résultats concernant cette transformée de Laplace. On donne aussi
quelques exemples concernant la résolution de certains problèmes de Cauchy.
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Chapitre 1

Intégrales fractionnaires et
dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques dé�nitions et propriétés concernant les
intégrales fractionnaires et les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [4], [10], [12] et [14].

1.2 Intégrales fractionnaires et dérivées frac-
tionnaires de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.2.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue. On appelle
intégrale fractionnaire à gauche de x d�ordre � avec � > 0 la fonction I�a;�
dé�nie par �

I�a;�f
�
(x) =

1

�(�)

Z x

a

f (t)

(x� t)��+1
dt; (1.1)

où x > a et �est la fonction Gamma d�Euler dé�nie par

�(�) =

Z +1

0

t��1 exp(�t)dt:

Dé�nition 1.2.2 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue. On appelle
intégrale fractionnaire à droite de x d�ordre � avec � > 0 la fonction I�b;+
dé�nie par �

I�b;+f
�
(x) =

1

�(�)

Z b

x

f (t)

(t� x)��+1
dt; (1.2)

5
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où
b > x:

Dé�nition 1.2.3 Soit f : [a; b]! R une fonction. On appelle dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville à gauche de x d�ordre � de f et on
la note

d��f

d(x�a)� la fonction dé�nie par

d��f(x)

d(x� a)� =
1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

f (t)

(x� t)��n+1
dt; (1.3)

où x > a et n� 1 < � < n avec n un entier naturel.

Dé�nition 1.2.4 Soit f : [a; b]! R une fonction. On appelle dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville à droite de x d�ordre � de f et on la
note

d�+f

d(x�a)� la fonction dé�nie par

d�+f(x)

d(b� x)� =
1

�(n� �)
dn

dxn

Z b

x

f (t)

(t� x)��n+1
dt;

où b > x et n� 1 < � < n avec n un entier naturel:

Remarque 1.2.5 Pour la suite de ce mémoire, on note

d��f(x)

d(x� a)� =
d�f(x)

d(x� a)� :

Dé�nition 1.2.6 Soit f : [a; b]! R une fonction. On appelle dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � de f et on la note d�f

d(x�a)�
la fonction dé�nie par

d�f(x)

d(x� a)� =
1

�(��)

Z x

a

f (t)

(x� t)�+1
dt; (1.4)

où � < 0 et x > a:

Exemple 1.2.7 Soit f la fonction dé�nie sur R par

f(x) = (x� a)�; x > a; � > 0:
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Soit n� 1 < � < n, on a

d�f(x)

d(x� a)� =
1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

(x� t)n���1 f (t) dt

=
1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

(x� t)n���1 (t� a)�dt:

Posons
t = a+ (x� a)v:

Alors
dt = (x� a)dv:

Par suite, il résulte que

d�f(x)

d(x� a)� =
1

�(n� �)
dn

dxn

Z 1

0

(x� a)n���1 (1� v)n���1 (x� a)�v�(x� a)dv

=
dn

dxn
(x� a)n��+�
�(n� �)

Z 1

0

(1� v)n���1 v�dv

=
dn(x� a)n��+�

dxn
�(n� �; � + 1)
�(n� �) ;

où � est la fonction Béta d�Euler dé�nie par

�(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1dt; (x; y 2 R);

et comme

�(r1; r2) =
�(r1)�(r2)

�(r1 + r2)
;

alors

d�f(x)

d(x� a)� =
dn(x� a)n��+�

dxn
�(n� �)�(� + 1)

�(n� �+ � + 1)�(n� �) ;

c�est-à-dire

d�f(x)

d(x� a)� =
�(� + 1)

�(n� �+ � + 1)
dn

dxn
(x� a)n��+�:

On distingue deux cas
Cas 1: n� �+ � 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g.
On a
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d�f(x)

d(x� a)� =
�(� + 1)

�(n� �+ � + 1) :0 = 0:

Cas 2: n� �+ � =2 f0; 1; 2; :::; n� 1g.
On a

d�f(x)

d(x� a)� =
�(� + 1)

�(n� �+ � + 1)
dn

dxn
(x� a)n��+�

=
�(� + 1)

�(n� �+ � + 1)(n� �+ �):::(n� �+ � � n+ 1)(x� a)
��+�

=
�(� + 1)

�(n� �+ � + 1)
�(n� �+ � + 1)
�(��+ � + 1) (x� a)

��+�:

Par suite
d�f(x)

d(x� a)� =
�(� + 1)

�(��+ � + 1)(x� a)
��+�: (1.5)

Remarque 1.2.8 On a

d�1

d(x� a)� =
d�(x� a)0
d(x� a)� ;

donc d�après (1:5), on obtient

d�1

d(x� a)� =
1

�(��+ 1)(x� a)
��, x > a. (1.6)

1.3 Quelques propriétés des intégrales frac-
tionnaires et dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville

Proposition 1.3.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction de classe Cn avec n 2
N� et n� 1 < � < n. Alors

d�f(x)

d(x� a)� =
n�1X
k=0

f (k) (a) (x� a)��+k
�(k + 1� �) +

1

�(n� �)

Z x

a

f (n) (t)

(x� t)��n+1
dt: (1.7)

Démonstration : On a

d�f(x)

d(x� a)� =
1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

f (t)

(x� t)��n+1
dt:
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On utilise une intégration par parties. On pose

u = f (t) et v0 = (x� t)n���1 :

Alors

u0 = f 0 (t) et v = �(x� t)
n��

n� � :

C�est-à-dire

d�f(x)

d(x� a)� =
1

�(n� �)(n� �)
dn

dxn
�
f (a) (x� a)n��

�
+

1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

f 0 (t)

(n� �) (x� t)��n
dt

=
(n� �) (n� �� 1) ::: (1� �) f (a) (x� a)��

(n� �)�(n� �)

+
1

�(n� �)
dn�1

dxn�1

Z x

a

f 0 (t)

(x� t)��n+1
dt

=
f (a) (x� a)��

�(1� �) +
1

�(n� �)
dn�1

dxn�1

Z x

a

f 0 (t)

(x� t)��n+1
dt:

On utilise une deuxième intégration par parties, on obtient

d�f(x)

d(x� a)� =
f (a) (x� a)��

�(1� �) +
1

�(n� �)(n� �)
dn�1

dxn�1
�
f 0 (a) (x� a)n��

�
+

1

�(n� �)
dn�1

dxn�1

Z x

a

f (2) (t)

(n� �) (x� t)��n
dt

=
f (a) (x� a)��

�(1� �)

+
(n� �) (n� �� 1) ::: (2� �) f 0 (a) (x� a)1��

(n� �)�(n� �)

+
1

�(n� �)
dn�2

dxn�2

Z x

a

f (2) (t)

(x� t)��n+1
dt;

par suite

d�f(x)

d(x� a)� =
f (a) (x� a)��

�(1� �) +
f 0 (a) (x� a)1��

�(2� �)

+
1

�(n� �)
dn�2

dxn�2

Z x

a

f (2) (t)

(x� t)��n+1
dt:
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En répétant ce processus n fois, on obtient

d�f(x)

d(x� a)� =
n�1X
k=0

f (k) (a) (x� a)��+k
�(k + 1� �) +

1

�(n� �)

Z x

a

f (n) (t)

(x� t)��n+1
dt:

Corollaire 1.3.2 Soit f : [a; b]! R une fonction. Alors

d�f(x)

d(x� a)� = 0 si et seulement si f(x) =
nX
j=1

cj(x� a)��j;

où n� 1 � � < n et cj sont des constants.

Démonstration : Supposons que les hypothèses du corollaire sont satis-
faites.
Si

f(x) =
nX
j=1

cj(x� a)��j:

Alors

d�f(x)

d(x� a)� =
d�
�Pn

j=1 cj(x� a)��j
�

d(x� a)�

=
nX
j=1

cj
d�(x� a)��j
d(x� a)� :

D�après l�exemple précédent, on obtient

d�f(x)

d(x� a)� =
nX
j=1

cj
�(�� j + 1)
�(n� j + 1)

dn

dxn
(x� a)n�j;

comme
n� j < n:

Alors
d�f(x)

d(x� a)� = 0:

Maintenant si
d�f(x)

d(x� a)� = 0:
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C�est-à-dire

d�f(x)

d(x� a)� =
dn

dxn
�
In��a;� f

�
(x)

= 0:

C�est-à-dire �
In��a;� f

�
(x) =

n�1X
j=0

dj(x� a)j:

Appliquons l�operateur I�a;� aux deux membres de cette égalité, on obtient

I�a;�
�
In��a;� f

�
(x) = I�a;�

"
n�1X
j=0

dj(x� a)j
#

=
n�1X
j=0

djI
�
a;�(x� a)j

=
1

�(�)

n�1X
j=0

dj

Z x

a

(t� a)j

(x� t)��+1
dt:

Posons
t = a+ (x� a)v:

Alors

�
Ina;�f

�
(x) =

1

�(�)

n�1X
j=0

dj(x� a)�+j
1Z
0

(1� v)��1 vjdv

=
1

�(�)

n�1X
j=0

dj(x� a)�+j�(�; j + 1)

=

n�1X
j=0

�(j + 1)dj
�(�+ j + 1)

(x� a)�+j:

Appliquons l�operateur
�
d
dx

�n
aux deux membres de l�égalité précédente,

on obtient�
d

dx

�n �
Ina;�f

�
(x) =

n�1X
j=0

�(j + 1)dj
�(�+ j + 1)

�
d

dx

�n
(x� a)�+j:
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Alors

f(x) =
n�1X
j=0

�(j + 1)dj
�(�+ j + 1)

(�+ j)(�+ j � 1):::(�+ j � n+ 1)(x� a)�+j�n

=
n�1X
j=0

kj(x� a)�+j�n;

où

kj =
�(j + 1)dj
�(�+ j + 1)

(�+ j)(�+ j � 1):::(�+ j � n+ 1):

Si on pose
n� j = l;

on obtient

f(x) =
nX
l=1

cl(x� a)��l;

où
kn�l = cl:

Dé�nition 1.3.3 Soit f : [a; b] ! R une fonction et (]ak; bk[)k2N une suite
�nie de sous-intervalles disjoints de [a; b]. On dit que f est absolument con-
tinue sur [a; b] si pour tout réel " > 0, il existe un � (") > 0 telle que

nX
k=0

jbk � akj < � (") alors
nX
k=0

jf(bk)� f(ak)j < ":

Remarque 1.3.4 On note par AC [a; b] l�ensemble des fonctions absolument
continues sur [a; b] :

Proposition 1.3.5 ([14, Chapitre 1 ]) Soit f : [a; b] ! R une fonction.
Alors

f 2 AC [a; b] si et seulement si f(x) = f(a) +
xZ
a

g(t)dt;

avec
g 2 L1 ([a; b]) :

Remarque 1.3.6 Soit n 2 N�, on note par ACn [a; b] l�ensemble suivant

ACn [a; b] =
�
f : [a; b]! R tels que f existe sur [a; b] et f (n�1) 2 AC [a; b]

	
:
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Proposition 1.3.7 Soit f : [a; b] ! R une fonction et In��a;� f 2 ACn [a; b].
Alors�

I�a;� �
d�f

d(x� a)�

�
(x) = f (x)�

nX
j=1

lim
x!a+

�
d��jf (x)

d(x� a)��j

�
(x� a)��j
�(�� j + 1) ;

(1.8)
où n� 1 < � < n et x > a.

Démonstration : On sait que�
d�

d(x� a)� � I
�
a;�f

�
(x) = f(x):

Si on remplace f par d�f
d(x�a)� ; on obtient�

d�

d(x� a)� � I
�
a;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) =

d�f(x)

d(x� a)� :

C�est-à-dire

d�

d(x� a)� �
�
I�a;� �

d�f

d(x� a)� � f
�
(x) = 0:

D�après le corollaire précédent, on a�
I�a;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) = f(x) +

nX
j=1

cj(x� a)��j: (1.9)

Appliquons l�operateur In��a;� aux deux membres de (1:9), on obtient�
In��a;� � I�a;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) =

�
In��a;� f

�
(x) +

nX
j=1

cjI
n��
a;� (x� a)��j:

Alors�
Ina;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) =

�
In��a;� f

�
(x)

+
nX
j=1

cj
1

�(n� �)

xZ
a

(x� t)n���1 (t� a)��j dt:

Posons
t = a+ (x� a)v;



14

alors�
Ina;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) =

�
In��a;� f

�
(x)

+

nX
j=1

cj
�(n� �)(x� a)

n�j
1Z
0

(1� v)n���1 v��jdv

=
�
In��a;� f

�
(x)

+
nX
j=1

cj
�(n� �)(x� a)

n�j�(n� �; �� j + 1)

=
�
In��a;� f

�
(x) +

nX
j=1

cj�(�� j + 1)
�(n� j + 1) (x� a)

n�j:

Appliquons maintenant l�operateur
�
d
dx

�n�k
aux deux membres de l�égalité

précédente, on obtient �
d

dx

�n�k
� Ina;� �

d�f

d(x� a)�

!
(x) =

 �
d

dx

�n�k
� In��a;� f

!
(x)

+
nX
j=1

cj�(�� j + 1)
�(n� j + 1)

�
d

dx

�n�k
(x� a)n�j:

C�est-à-dire�
Ika;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) =

�
d

dx

�n�k
�
�
In��a;� f

�
(x)

+

nX
j=1

cj�(�� j + 1)
�(n� j + 1)

�
d

dx

�n�k
(x� a)n�j

=

�
d

dx

�n�k
�
�
In��a;� f

�
(x)

+
nX
j=1

cj�(�� j + 1)
�(n� j + 1) (n� j) :::(k � j + 1)(x� a)

k�j;

par suite�
Ika;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) =

 �
d

dx

�n�k
� In��a;� f

!
(x)

+
kX
j=1

cj�(�� j + 1)
�(n� j + 1) (n� j) :::(k � j + 1)(x� a)

k�j:
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Par passage a la limite quand x tend vers a+, on obtient

lim
x!a+

�
Ika;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) = lim

x!a+

 �
d

dx

�n�k
� In��a;� f

!
(x)

+ lim
x!a+

kX
j=1

"
cj�(��j+1)
�(n�j+1) (n� j) : : : (k � j + 1)

�(x� a)k�j

#
:

Alors

0 = lim
x!a+

 �
d

dx

�n�k
� In��a;� f

!
(x) + ck�(�� k + 1):

C�est-à-dire

ck = �
limx!a+

��
d
dx

�n�k � In��a;� f
�
(x)

�(�� k + 1) : (1.10)

Donc d�aprés (1:9) et (1:10), on obtient�
I�a;� �

d�f

d(x� a)�

�
(x) = f (x)�

nX
j=1

lim
x!a+

�
d��jf (x)

d(x� a)��j

�
(x� a)��j
�(�� j + 1) .



Chapitre 2

Dérivée fractionnaire locale au
sens de Kolwankar-Gangal

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne la dé�nition de la dérivée fractionnaire locale
au sens de Kolwankar- Gangal et on donne quelques résultats et propriétés
concernant cette notion de dérivée.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [3] et [11].

2.2 Dérivée fractionnaire locale au sens de
Kolwankar-Gangal

Dé�nition 2.2.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue et 0 < � < 1:
On appelle dérivée fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal d�ordre
� de f et on la note D��f la fonction dé�nie par

D��f(x) = lim
y!x�

d�(f(y)� f(x))
d(�(y � x))� : (2.1)

Exemple 2.2.2 Soit f la fonction dé�nie par

f(x) = xp; x > 0 et 0 < p < 1:

Calculons Dq�f au point 0 avec 0 < q < 1.
On a

Dq�f(0) = lim
y!0�

dq(f(y)� f(0))
d(�(y � 0))q :

16
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Comme
f(0) = 0:

Alors

Dq�f(0) = lim
y!0�

dqf(y)

d(�(y � 0))q :

D�aprés (1:3), on a

Dq�f(0) = lim
y!0�

1

�(1� q)
d

dy

Z y

0

f (t)

(y � t)q�1+1
dt:

= lim
y!0�

1

�(1� q)
d

dy

Z y

0

tp

(y � t)q dt:

Posons
t = yv;

alors

Dq�f(0) = lim
y!0�

1

�(1� q)
d

dy

Z 1

0

y1�q+p(1� v)�qvpdv

= lim
y!0�

1

�(1� q)
d

dy
y1�q+p

Z 1

0

(1� v)�qvpdv:

C�est-à-dire

Dq�f(0) = lim
y!0�

1

�(1� q)
d

dy
y1�q+p�(1� q; p+ 1):

Alors

Dq�f(0) = lim
y!0�

d

dy
y1�q+p

�(p+ 1)

�(1� q + p+ 1) :

Par suite

Dq�f(0) =
�(p+ 1)

�(1� q + p+ 1) limy!0�

�
(1� q + p) y�q+p

�
=

8<:
0 si q < p,

�(p+ 1) si p = q,
1 si p < q.

Remarque 2.2.3 1) Si f est dérivable au point x, alors

lim
�!1

D��f(x) = f 0(x):

2) On a D�� (C) = 0 pour tout C 2 R et 0 < � < 1.
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Théorème 1 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue telle que D��f(x)
existe pour 0 < � < 1. Alors
i)

f(y) = f(x)�
D��f(x)
�(�+ 1)

[� (y � x)]� +R�(y; x); (2.2)

où

R�(y; x) = �
1

�(�+ 1)

Z y�x

0

[� (y � x� t)]� dF�(x;�t; �)
dt

dt: (2.3)

ii)

lim
y!x�

R�(y; x)

[� (y � x)]� = 0: (2.4)

Démonstration : i) On pose

F�(x;� (y � x) ; �) =
d�(f(y)� f(x))
d(�(y � x))� : (2.5)

On a

I�0;�F+(x; y � x; �) =
1

�(�)

Z y�x

0

F+(x; t; �)

(y � x� t)��+1
dt:

Posons
t = v � x:

Alors

1

�(�)

Z y�x

0

F+(x; t; �)

(y � x� t)��+1
dt =

1

�(�)

Z y

x

F+(x; v � x; �)
(y � v)��+1

dv

=
�
I�x;�F+(x; :; �)

�
(y � x);

comme
d��jf (x)

d(x� a)��j = I
j��
a;� (f) (x) :

Alors d�après (1:8); on a

�
I�x;�F+(x; :; �)

�
(y � x) = I�x;�

�
d�(f(y)� f(x))
d((y � x))�

�
= f(y)� f(x)

�
�
lim
y!x+

1

�(1� �)

Z y

x

[(f � f(x))] (t)
(y � t)��1+1 dt

�
�
�
(y � x)��1
�(�)

�
:
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Comme 0 < � < 1, on a�
lim
y!x+

1

�(1� �)

Z y

x

[(f � f(x))] (t)
(y � t)� dt

� �
(y � x)��1
�(�)

�
= 0:

C�est-à-dire

f(y)� f(x) =
�
I�x;�F+(x; :; �)

�
(y � x)

=
1

�(�)

Z y�x

0

F+(x; t; �)

(y � x� t)��+1
dt:

Une intégration par parties donne

f(y)� f(x) =
1

�(�)

Z y�x

0

F+(x; t; �)

(y � x� t)��+1
dt

=
1

�(�)

�
�(y � x� t)

�

�
F+(x; t; �)

�y�x
0

+
1

�(�)

Z y�x

0

(y � x� t)�

�

dF+(x; t; �)

dt
dt:

Comme

F+(x; 0; �) : = lim
y!x+

F+(x; (y � x) ; �)

= lim
y!x+

d�(f(y)� f(x))
d(+(y � x))�

= D�+f(x):

Alors

f(y)�f(x) =
D�+f(x)
�(�+ 1)

(y � x)�+ 1

�(�+ 1)

Z y�x

0

(y � x� t)� dF+(x; t; �)
dt

dt:

C�est-à-dire

f(y) = f(x) +
D�+f(x)
�(�+ 1)

(y � x)� +R+(y; x);

avec

R+(y; x) =
1

�(�+ 1)

Z y�x

0

(y � x� t)� dF+(x; t; �)
dt

dt:

D�une façon similaire, on montre que

f(y) = f(x)�
D��f(x)
�(�+ 1)

[� (y � x)]� +R�(y; x);
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avec

R�(y; x) = �
1

�(�+ 1)

Z y�x

0

[� (y � x� t)]� dF�(x;�t; �)
dt

dt:

En conclusion

f(y) = f(x)�
D��f(x)
�(�+ 1)

[� (y � x)]� +R�(y; x);

avec

R�(y; x) = �
1

�(�+ 1)

Z y�x

0

[� (y � x� t)]� dF�(x;�t; �)
dt

dt.

ii) On a

R+(y; x)

(y � x)� =
1

�(�+ 1)

Z y�x

0

�
y � x� t
y � x

��
dF+(x; t; �)

dt
dt:

On pose
t = (y � x)v;

alors

R+(y; x)

(y � x)� =
1

�(�+ 1)

Z 1

0

(1� v)� dF+(x; (y � x)v; �)
dv

dv:

Comme
(1� v)� � 1;

alors ����R+(y; x)(y � x)�
���� � 1

�(�+ 1)
jF (x; y � x; �)� F (x; 0; �)j

=
1

�(�+ 1)

��F (x; y � x; �)� D�+f(x)�� :
Comme

lim
y!x+

F (x; (y � x) ; �) = D�+f(x);

on obtient

lim
y!x+

����R+(y; x)(y � x)�
���� = 0:

D�une façon similaire, on montre que

lim
y!x�

R�(y; x)

[� (y � x)]� = 0:
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En conclusion

lim
y!x�

R�(y; x)

[� (y � x)]� = 0:

Corollaire 2.2.4 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue et 0 < � < 1.
Alors

D��f(x) = �(�+ 1) lim
y!x�

� (f(y)� f(x))
[� (y � x)]� : (2.6)

Démonstration : D�après le Théorème précédente, on a

lim
y!x�

D��f(x) = �(�+ 1) lim
y!x�

� (f(y)� f(x))
[� (y � x)]� :

C�est-à-dire

D��f(x) = �(�+ 1) lim
y!x�

� (f(y)� f(x))
[� (y � x)]� :

2.3 Propriétés de la dérivée fractionnaire lo-
cale au sens de Kolwankar-Gangal

Proposition 2.3.1 Soient f , g deux fonctions continues sur [a; b] à valeurs
réelles telles que D��f et D��g existe en x0 avec 0 < � < 1 et � 2 R: Alors
1)

D�� (f + g) (x0) = D��f(x0) + D��g(x0): (2.7)

2)
D�� (�f) (x0) = �D��f(x0): (2.8)

3)
D�� (fg) (x0) = D��f(x0)g(x0) + f(x0)D��g(x0): (2.9)

Démonstration : Supposons que les hypothèses de la proposition sont
satisfaites.
1) On a

D�� (f + g) (x0) = lim
y!x�0

d�((f + g) (y)� (f + g) (x0))
d(�(y � x0))�

= lim
y!x�0

d�(f(y) + g(y)� f(x0)� g(x0))
d(�(y � x0))�

:
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C�est-à-dire

D�� (f + g) (x0) = D��f(x0) + D��g(x0):

2) On a

D�� (�f) (x0) = lim
y!x�0

d�(�f(y)� �f(x0))
d(�(y � x))�

= � lim
y!x�0

d�(f(y)� f(x0))
d(�(y � x0))�

:

C�est-à-dire
D�� (�f) (x0) = �D��f(x0):

3) D�après (2:6), on a

D�+ (fg) (x0) = �(�+ 1) lim
x!x+0

((fg) (x)� (fg) (x0))
(x� x0)�

= �(�+ 1)

� lim
x!x+0

�
(f(x)g(x)� f(x0)g(x0) + f(x)g(x0)� f(x)g(x0)

�
(x� x0)�

:

Alors

D�+ (fg) (x0) = �(�+ 1) lim
x!x+0

�
f(x)� f(x0)
(x� x0)�

g(x0) + f(x)
g(x)� g(x0)
(x� x0)�

�
= D�+f(x0)g(x0) + f(x0)D�+g(x0):

D�une façon similaire, on montre que

D�� (fg) (x0) = D��f(x0)g(x0) + f(x0)D��g(x0):

En conclusion

D�� (fg) (x0) = D��f(x0)g(x0) + f(x0)D��g(x0):

Proposition 2.3.2 Soient g : [a; b] ! R une fonction continue sur [a; b] et
f : [g(a); g(b)] ! R une fonction continue sur [g(a); g(b)] : Si f admet une
dérivée fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal d�ordre 0 < � < 1
en g(x0); x0 2 [a; b] et g admet une dérivée fractionnaire locale au sens de
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Kolwankar-Gangal d�ordre � avec 0 < � < 1 en x0. Alors f � g admet une
dérivée fractionnaire
locale au sens de Kolwankar-Gangal d�ordre �� et on a

D��� (f � g) (x0) =
�(��+ 1)

�(�+ 1) (�(� + 1))�
D��f(g(x0))

�
D��g(x0)

��
: (2.10)

Si de plus g de classe C1; on a

D�� (f � g) (x0) = s�D��f(g(x0)) (sg0(x0))
� , (2.11)

où s = signe(g0(x)):

Démonstration : 1) On a

D��+ (f � g) (x0) = �(�� + 1) lim
x!x+0

(f � g)(x)� (f � g) (x0)
(x� x0)��

= �(�� + 1)

� lim
x!x+0

(f � g)(x)� (f � g) (x0)
(g(x)� g(x0))�

 
(g(x)� g(x0))
(x� x0)�

!�
= �(�� + 1)

� lim
x!x+0

f (g(x))� f (g(x0))
(g(x)� g(x0))�

 
(g(x)� g(x0))
(x� x0)�

!�

= �(�� + 1)
D�+f(g(x0)
�(�+ 1)

 
D�+g(x0)
�(� + 1)

!�
:

C�est-à-dire

D��+ (f � g) (x0) =
�(��+ 1)

�(�+ 1) (�(� + 1))�
D�+f(g(x0))

�
D�+g(x0)

��
:

D�une façon similaire, on montre que

D��� (f � g) (x0) =
�(��+ 1)

�(�+ 1) (�(� + 1))�
D��f(g(x0))

�
D��g(x0)

��
:

En conclusion

D��� (f � g) (x0) =
�(��+ 1)

�(�+ 1) (�(� + 1))�
D��f(g(x0))

�
D��g(x0)

��
:
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2) Pour � = 1, on a

D�� (f � g) (x0) = D��f(g(x0))
�
D1�g(x0)

��
= D��f(g(x0) (g0(x))

�
:

Alors
D�� (f � g) (x0) = s�D��f(g(x0)) (sg0(x0))

� .

Proposition 2.3.3 Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b] à valeurs
réelles telles que la fonction g se s�annule pas sur [a; b] : Si f et g admettent
une dérivée fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal
d�ordre 0 < � < 1 sur [a; b] en x0, alors

D��
�
f

g

�
(x0) =

D��f(x0)g(x0)� f(x0)D��g(x0)
g2(x0)

: (2.12)

Démonstration : On a

D�+
�
f

g

�
(x0) = �(�+ 1) lim

x!x+0

�
f
g

�
(x)�

�
f
g

�
(x0)

(x� x0)�

= �(�+ 1) lim
x!x+0

f(x)
g(x)

� f(x0)
g(x0)

(x� x0)�
:

Par suite

D�+
�
f

g

�
(x0) = �(�+ 1) lim

x!x+0

f (x) g (x0)� f (x0) g (x)
(x� x0)� g (x) g (x0)

= �(�+ 1) lim
x!x+0

f (x) g (x0)� f (x0) g (x0)
(x� x0)� g (x) g (x0)

+�(�+ 1) lim
x!x+0

f (x0) g (x0)� f (x0) g (x)
(x� x0)� g (x) g (x0)

:

Alors

D�+
�
f

g

�
(x0) = �(�+ 1) lim

x!x+0

f(x)�f(x0)
(x�x0)� g (x0)� f (x0)

g(x)�g(x0)
(x�x0)�

g (x) g (x0)

=
D�+f(x0)g(x0)� f(x0)D�+g(x0)

g2(x0)
:
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D�une façon similaire, on montre que

D��
�
f

g

�
(x0 =

D��f(x0)g(x0)� f(x0)D��g(x0)
g2(x0)

:

En conclusion

D��
�
f

g

�
(x0) =

D��f(x0)g(x0)� f(x0)D��g(x0)
g2(x0)

:

Lemme 2.3.4 Si f : [a; b]! R une fonction dérivable. Alors

D��f(x) = 0; pour tout x 2 [a; b] et 0 < � < 1: (2.13)

Démonstration : On a

D��f(x) = �(�+ 1) lim
y!x�

� (f(x)� f(y))
[� (x� y)]�

= �(�+ 1) lim
y!x�

�
� (f(x)� f(y))
[� (x� y)] [� (x� y)]1��

�
:

Par suite

D��f(x) = �(�+ 1)f 0(x) lim
y!x�

[� (x� y)]1�� :

Comme 0 < � < 1, on obtient

D��f(x) = 0:

Théorème 2 Soit f : [a; b]! R une fonction continue sur [a; b] et supposons
que D�+f(a); D��f(b) et D��f(x) existent et D��f(x) continue au point a et b
avec x 2 (a; b) et 0 < � < 1. Si de plus ' : [a; b] ! R est une fonction
dérivable sur [a; b].
Alors

D��(('f)(x)) = '(x)D��f(x); (2.14)

D�+(('f)(a)) = '(a)D�+f(a);
D��(('f)(b)) = '(b)D��f(b):

Démonstration : On a

D��(('f)(x)) = '(x)D��f(x) + f(x)D��'(x):
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Comme ' dérivable sur [a; b], alors d�après le Lemme 2.3.4, on a

D��'(x) = 0:

Par suite
D��(('f)(x)) = '(x)D��f(x):

Comme x 2 (a; b), on obtient

lim
x!a+

D�+(('f)(x)) = lim
x!a+

'(x)D�+f(x);

et
lim
x!b�

D��(('f)(x)) = lim
x!b�

'(x)D��f(x):

C�est-à-dire
D�+(('f)(a)) = '(a)D�+f(a);

et
D��(('f)(b)) = '(b)D��f(b):

Dé�nition 2.3.5 Soit f : [a; b]! R une fonction de classe Cn sur [a; b] avec
n 2 N: Alors la dérivée locale au sens de Kolwankar-Gangal d�ordre � + n
avec 0 < � < 1 est dé�nie par�

D�+n� f
�
(x) = D��f (n)(x): (2.15)

Théorème 3 Soit f : [a; b] ! R une fonction de classe Cn, ' : [a; b] ! R
une fonction de classe Cn+1 et supposons que D��f (n) existe sur [a; b]. Alors

D�+n� ('f) (x) = '(x)D��f (n)(x); (2.16)

avec
0 < � < 1:

Démonstration : On a

D�+n� ('f) (x) = D�� ('f)
(n) (x):

On pose
g = ('f)(n) :

Alors

D�� ('f)
(n) (x) = D��g(x)

= D��
nX
k=0

�
n

k

�
f (k)(x)'(n�k)(x);
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avec �
n

k

�
=

n!

k! (n� k)! :

D�après (2:9), on obtient

D�� ('f)
(n) (x) =

nX
k=0

�
n

k

��
D��f (k)(x)'(n�k)(x) + f (k)(x)D��'(n�k)(x)

�
:

Comme f 2 Cn ([a; b]) et '(x) 2 Cn+1 ([a; b]), alors d�après Lemme 2.3.4,
on a toutes les dérivées fractionnaire locale au sens de Kolwankar-Gangal
sont nulles sauf pour

k = n:

Par suite

D�� ('f)
(n) (x) =

�
n

n

��
D��f (n)(x)'(n�n)(x)

�
= '(x)D��f (n)(x):

Théorème 4 (Formule de Faà di Bruno [13, Théorème 2]) Soit f : [a; b]!
R une fonction de classe Cn ([a; b]) et g : [c; d] ! R une fonction de classe
Cn ([c,d]) avec n 2 N, on suppose g ([c; d]) � [a; b] : Alors la formule de Faà
di Bruno est donnée par

(f � g)(n) (x) = n!
nX

m=1

f (m) (g(x))� �nr=1
1

ar!

�
g(r)(x)

r!

�ar
;

avec
nX
r=1

rar = n et
nX
r=1

ar = m:

Théorème 5 Soit h : [a; b] ! R une fonction de classe Cn+1 sur [a; b] ;
f une fonction de classe Cn sur h ([a; b]) et D��n�

�
f (n)(h(x))

�
existe avec

n < � < n+ 1; n 2 N. Alors

D�� [f(h(x))] = (
dh

dx
)nD��n�

�
f (n)(h(x))

�
: (2.17)

Démonstration : D�après (2:15), on a

D�� [f(h(x))] = D��n� [f(h(x))](n) : (2.18)
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D�après la formule de Faà di Bruno, on a

[f(h(x))](n) = n!

nX
m=1

f (m) (h(x))� �nr=1
1

ar!

�
h(r)(x)

r!

�ar
; (2.19)

avec
nX
r=1

rar = n et
nX
r=1

ar = m:

D�après (2:14) et la formule (2:19), on obtient

D��n� [f(h(x))](n) = n!

"
nX

m=1

D��n�
�
f (m) (h(x))

�
� �nr=1

1

ar!

�
h(r)(x)

r!

�ar#
:

Comme 0 < �� n < 1 et f 2 Cn; alors

D��n�
�
f (m) (h(x))

�
= 0; pour m = 1; 2; :::; n� 1:

Par suite pour m = n, on a

D��n� [f(h(x))](n) = n!

�
D��n�

�
f (n) (h(x))

�
� �nr=1

1

ar!

�
h(r)(x)

r!

�ar�
; (2.20)

avec
nX
r=1

rar = n et
nX
r=1

ar = n:

Cette dernière égalité est valable sauf si

a1 = n et a2 = a3 = ::: = an = 0:

Par suite d�après (2:18) et (2:20); on obtient

D�� [f(h(x))] = D��n� [f(h(x))](n)

= n!D��n�
�
f (n) (h(x))

� 1
n!

�
h
0
(x)

1!

�n
:

C�est-à-dire

D�� [f(h(x))] = (
dh

dx
)n D��n�

�
f (n)(h(x))

�
:
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2.4 Dérivées directionnelles fractionnaires lo-
cales au sens de Kolwankar-Gangal

Dans cette partie, on donne quelques dé�nitions et résultats concernant les
dérivées directionnelles fractionnaires locales au sens de Kolwankar-Gangal .
Soit f : Rm ! R une fonction avec m 2 N�:
On suppose que toutes les dérivées partielles d�ordre n avec n 2 N existent

et soit V un vecteur de Rm:
On a la dé�nition suivante

Dé�nition 2.4.1 On dit f admet une dérivée directionnelle fractionnaire
locale au sens de Kolwankar-Gangal d�ordre � avec n < � < n + 1 et on la
note (D�V )�f si

(D�V )�f(X) = lim
t!0+

d�(f(X � tV )�
Pn

k=0
1

�(k+1)

�Pm
i=1 tvi

@
@xi

�k
f(X))

dt�
(2.21)

existe.

On a le résultat suivant

Théorème 6 Soit f : Rm ! R une fonction, V un vecteur de Rm et on
suppose que la dérivée directionnelle fractionnaire locale d�ordre � existe.
Alors

(D�V )�f(X) = (D��nV )�

  
mX
i=1

vi
@

@xi

!n
f(X)

!
pour n < � < n+1: (2.22)

Démonstration : Soit n < � < n+ 1, on a

(D�V )+f(X) = lim
t!0+

d�(f(X + tV )�
Pn

k=0
1

�(k+1)

�Pm
i=1 tvi

@
@xi

�k
f(X))

dt�
:

D�après (1:3), on a

(D�V )+f(X) =
1

�(n+ 1� �) lim�!0+
dn+1I1(�)

d�n+1
;

où

I1(�) =

�Z
0

f(X + sV )�
Pn

k=0
1

�(k+1)

�Pm
i=1 svi

@
@xi

�k
f(X)

(� � s)��n ds:
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On utilise une intégration par parties. Pour cela, on pose

u0 = (� � s)n�� et v = f(X + sV )�
nX
k=0

1

�(k + 1)

 
mX
i=1

svi
@

@xi

!k
f(X):

Alors

u =
�(� � s)n��+1

n��+1 :

v0 =
mX
i=1

vifxi(X + sV )�
nX
k=1

ksk�1

�(k + 1)

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!k
f(X):

Par suite

I1(�) =

"
�(� � s)n��+1

n��+1

 
f(X + sV )

�
Pn

k=0
1

�(k+1)

�Pm
i=1 svi

@
@xi

�k
f(X)

!#�
0

+

�Z
0

Pm
i=1 vifxi(X + sV )�

Pn
k=1

ksk�1

�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

(n� �+ 1) (� � s)��n�1 ds:

Alors

I1(�) =

�Z
0

Pm
i=1 vifxi(X + sV )�

Pn
k=1

ksk�1

�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

(n� �+ 1) (� � s)��n�1 ds:

On pose

I2(�) =
dI1(�)

d�
;
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c�est-à-dire

I2(�) =
d

d�

�Z
0

Pm
i=1 vifxi(X + sV )�

Pn
k=1

ksk�1

�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

(n� �+ 1) (� � s)��n�1 ds

=

�Z
0

Pm
i=1 vifxi(X + sV )�

Pn
k=1

ksk�1

�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

(� � s)��n ds

+1

264
Pm

i=1 vifxi(X + �V )�
Pn

k=1
k�k�1

�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

(n� �+ 1) (� � �)��n�1

375
+0

24Pm
i=1 vifxi(X)�

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�
f(X)

(n� �+ 1) ���n�1

35
=

�Z
0

Pm
i=1 vifxi(X + sV )�

Pn
k=1

ksk�1

�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

(� � s)��n ds:

On utilise une deuxième intégration par parties. Pour cela, on pose

u0 = (�� s)n�� et v =
mX
i=1

vifxi(X+ sV )�
nX
k=1

ksk�1

�(k + 1)

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!k
f(X):

Alors

u =
�(� � s)n��+1

n��+1

v0 =
mX
i=1

vi

 
mX
j=1

vjfxixj(X + sV )

!
�

nX
k=2

k(k � 1)sk�2
�(k + 1)

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!k
f(X):

Par suite

I2(�) =

"
�(� � s)n��+1

n��+1

 Pm
i=1 vifxi(X + sV )

�
Pn

k=1
ksk�1

�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

!#�
0

+

�Z
0

0@ Pm
i=1 vi

�Pm
j=1 vjfxixj(X + sV )

�
�
Pn

k=2
k(k�1)sk�2
�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

1A
(n� �+ 1) (� � s)��n�1 ds:
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Alors

I2(�) =

�Z
0

0@ Pm
i=1 vi

�Pm
j=1 vjfxixj(X + sV )

�
�
Pn

k=2
k(k�1)sk�2
�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

1A
(n� �+ 1) (� � s)��n�1 ds:

On pose

I3(�) =
dI2(�)

d�
:

C�est-à-dire

I3(�) =
d

d�

�Z
0

0@ Pm
i=1 vi

�Pm
j=1 vjfxixj(X + sV )

�
�
Pn

k=2
k(k�1)sk�2
�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

1A
(n� �+ 1) (� � s)��n�1 ds

=

�Z
0

0@ Pm
i=1 vi

�Pm
j=1 vjfxixj(X + sV )

�
�
Pn

k=2
k(k�1)sk�2
�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

1A
(� � s)��n ds

+1

266666664

0@ Pm
i=1 vi

�Pm
j=1 vjfxixj(X + �V )

�
�
Pn

k=2
k(k�1)�k�2
�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

1A
(n� �+ 1) (� � �)��n�1

377777775

+0

266666664

0@ Pm
i=1 vi

�Pm
j=1 vjfxixj(X)

�
�
�Pm

i=1 vi
@
@xi

�2
f(X)

1A
(n� �+ 1) ���n�1

377777775

=

�Z
0

0@ �Pm
i=1 vi

@
@xi

�2
f(X + sV )

�
Pn

k=2
k(k�1)sk�2
�(k+1)

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�k
f(X)

1A
(� � s)��n ds:



33

En répétant ce processus n fois, on obtient

dnI1(�)

d�n
=

�Z
0

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�n
f(X + sV )�

�Pm
i=1 vi

@
@xi

�n
f(X)

(� � s)��n ds:

Alors

(D�V )+f(X) =
1

�(n+ 1� �) lim�!0+
d

d�
(
dnI1(�)

d�n
)

=
1

�(n+ 1� �) lim�!0+
d

d�

�Z
0

A(s;X; V )

(� � s)��n ds; (2.23)

avec

A(s;X; V ) =

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!n
(f(X + sV )� f(X)) :

D�autre part d�après (2:21); on a

(D��nV )+

  
mX
i=1

vi
@

@xi

!n
f(X)

!
= lim

�!0+
d��n [A(�;X; V )]

d���n

=
1

�(n+ 1� �)

� lim
�!0+

d

d�

�Z
0

A(s;X; V )

(� � s)��n ds:

C�est-à-dire

(D��nV )+

  
mX
i=1

vi
@

@xi

!n
f(X)

!
=

1

�(n+ 1� �) lim�!0+
d

d�

�Z
0

A(s;X; V )

(� � s)��n ds:

(2.24)
Par suite d�aprés (2:23) et (2:24), il résulte que

(D��nV )+

  
mX
i=1

vi
@

@xi

!n
f(X)

!
= (D�V )+f(X).

D�une façon similaire, on montre que

(D��nV )�

  
mX
i=1

vi
@

@xi

!n
f(X)

!
= (D�V )�f(X):



34

En conclusion

(D�V )�f(X) = (D��nV )�

  
mX
i=1

vi
@

@xi

!n
f(X)

!
:

2.4.2 Formule de Taylor fractionnaire locale

On a le résultat suivant

Lemme 2.4.3 Soit f : Rm ! R une fonction de classe Cn+1; alors

(D�V )�f(X) = 0; (2.25)

où n < � < n+ 1

Démonstration : On a

(D�V )+f(X) = lim
t!0+

d�(f(X + tV )�
Pn

k=0
1

�(k+1)

�Pm
i=1 tvi

@
@xi

�k
f(X))

dt�
:

On pose

g(t) = f(X + tV )�
nX
k=0

1

�(k + 1)

 
mX
i=1

tvi
@

@xi

!k
f(X).

Par suite

(D�V )+f(X) = lim
t!0+

d�g(t)

dt�
:

Donc d�après (1:7); on a

(D�V )+f(X) = lim
t!0+

" Pn
r=0

g(r)(0)t��+r

�(r+1��)
+ 1
�(n+1��)

R t
0
(t� u)n�� g(n+1) (u) du

#
: (2.26)

D�autre part, on a

g(r)(t) =

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!r
f(X + tV )

�
nX
k=r

k(k � 1):::(k � r + 1)tk�r
�(k + 1)

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!k
f(X):
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Alors

g(r)(0) =

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!r
f(X)�

 
mX
i=1

vi
@

@xi

!r
f(X)

= 0:

Par suite d�après (2:26); on obtient

(D�V )+f(X) = lim
t!0+

1

�(n+ 1� �)

Z t

0

(t� u)n�� g(n+1) (u) du;

comme g(n+1)(u) est continue et

lim
t!0+

Z t

0

(t� u)n�� du = �
"
(t� u)n��+1

n��+1

#t
0

= 0:

Alors
(D�V )+f(X) = 0:

D�une façon similaire, on montre que

(D�V )�f(X) = 0:

En conclusion
(D�V )�f(X) = 0:

Théorème 7 Soit f : Rm ! R une fonction de classe Cn avec m 2 N� et
n 2 N; supposons que (D�V )�f existe avec X 2 Rm et n < � < n + 1: Alors
f admet le développement de Taylor suivant

f(X � tV ) = f(X) +

nX
k=1

1

�(k + 1)

 
mX
i=1

tvi
@

@xi

!k
f(X) +

(D�V )�f(X)
�(�+ 1)

t�

+
1

�(�+ 1)

Z t

0

dF (X � sV; s; �)
ds

(t� s)�ds;

où

F (X � sV; s; �) =
d�(f(X � sV )�

Pn
k=0

1
�(k+1)

�Pm
i=1 svi

@
@xi

�k
f(X))

ds�
.
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Démonstration : Supposons que les hypothèses du théorème sont satis-
faites.
On a

(D�V )�f(X) = lim
s!0+

F (X � sv; s; �)

: = F (X; 0; �):

On pose

h(X � tV ) = f(X � tV )�
nX
k=0

1

�(k + 1)

 
mX
i=1

tvi
@

@xi

!k
f(X):

D�après (1:8), on a

I�0;�(
d�h(X � tV )

dt�
) = h(X � tV )�

n+1X
j=1

lim
t!0+

�
d��jh(X � tV )

dt��j

�
t��j

�(�� j + 1) :

C�est-à-dire

h(X � tV ) = I�0;�(
d�h(X � tV )

dt�
) +

n+1X
j=1

lim
t!0+

�
d��jh(X � tV )

dt��j

�
t��j

�(�� j + 1) :

Comme

I�a;� (f) (x) =
1

�(�)

Z x

a

f (t)

(x� t)��+1
dt; � > 0;

on obtient

h(X � tV ) =
1

�(�)

Z t

0

d�h(X�sV )
ds�

(t� s)��+1ds

+
n+1X
j=1

lim
t!0+

�
d��jh(X � tV )

dt��j

�
t��j

�(�� j + 1) :

Par suite

h(X � tV ) =
1

�(�)

Z t

0

F (X � sV; s; �)
(t� s)��+1 ds

+
nX
j=1

(D��jV )�f(X)
t��j

�(�� j + 1) + (D
��n�1
V )�f(X)

t��n�1

�(�� n) :
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Comme �1 < �� n� 1 < 0 et d�après (1:4), on a

h(X � tV ) =
1

�(�)

Z t

0

F (X � sV; s; �)
(t� s)��+1 ds+

nX
j=1

(D��jV )�f(X)
t��j

�(�� j + 1)

+
t��n�1

�(�� n) �

lim
t!0+

264Z t

0

f(X � sV )�
Pn

k=0
1

�(k+1)

�Pm
i=1 svi

@
@xi

�k
f(X)

�(n+ 1� �)(t� s)��n ds

375 :
Posons

I =
1

�(�)

Z t

0

F (X � sV; s; �)
(t� s)��+1 ds:

On intègre par parties, pour cela on pose.

u = F (X � sV; s; �) et v0 = (t� s)��1

Alors

u0 =
dF (X � sV; s; �)

ds
et v = �(t� s)

�

�
:

C�est-à-dire

I = �
�
F (X � sV; s; �)(t� s)�

��(�)

�t
0

+

Z t

0

�
dF (X � sV; s; �)

ds

�
(t� s)�
��(�)

ds

=
F (X; 0; �)t�

�(�+ 1)
+

Z t

0

�
dF (X � sV; s; �)

ds

�
(t� s)�
�(�+ 1)

ds:

Comme n < � < n + 1, � � j < n et f 2 Cn; alors d�après le lemme
précédente, on a

(D��jV )�f(X) = 0, pour tout j = 1; :::; n:

Comme

lim
t!0+

Z t

0

(t� s)n�� = � lim
t!0+

�
(t� s)n��+1
n� �+ 1

�t
0

= lim
t!0+

tn��+1

n� �+ 1 = 0;

et

f(X � sV )�
nX
k=0

1

�(k + 1)

 
mX
i=1

svi
@

@xi

!k
f(X) est continue sur [0; t] :
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Alors

t��n�1

�(�� n) limt!0+

264Z t

0

f(X � sV )�
Pn

k=0
1

�(k+1)

�Pm
i=1 svi

@
@xi

�k
f(X)

�(n+ 1� �)(t� s)��n

375 = 0:
Par suite

h(X � tV ) = F (X; 0; �)t�

�(�+ 1)
+

Z t

0

�
dF (X � sv; s; �)

ds

�
(t� s)�
�(�+ 1)

ds:

C�est-à-dire

f(X � tV ) = f(X) +

nX
k=1

1

�(k + 1)

 
mX
i=1

tvi
@

@xi

!k
f(X) +

(D�
V )�f(X)

�(�+ 1)
t�

+
1

�(�+ 1)

Z t

0

dF (X � sV; s; �)
ds

(t� s)�ds:



Chapitre 3

Transformée de Laplace
fractionnaire au sens de
Jumarie

3.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est l�étude de la transformée de Laplace fractionnaire
au sens de Jumarie, on donne aussi quelques exemples d�applications. Les
résultats de ce chapitre se trouvent dans [[5]-[9]].

3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Jumarie

Dé�nition 3.2.1 Soit f : R+ ! R une fonction continue et � un nombre
réel strictement négatif. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Jumarie
d�ordre � de f et on la note D�

xf(x) la fonction dé�nie par

D�
xf(x) =

1

�(��)

Z x

0

(x� t)���1 f (t) dt; (3.1)

où
x > 0:

Exemple 3.2.2 Soit f la fonction dé�nie sur R par

f(x) = K;

où K est une constante réelle. Pour � < 0 et x > 0; on a

D�
xf(x) =

1

�(��)

Z x

0

(x� t)���1Kdt:

39
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Alors

D�
xf(x) = K

�
� (x� t)��

�x
0

(��) �(��)

=
K

�(1� �)x
��:

Dé�nition 3.2.3 Soit f : R+ ! R une fonction continue et 0 < � < 1:
On appelle la dérivée fractionnaire au sens de Jumarie d�ordre � de f et

on la note D�
xf(x) la fonction dé�nie par

D�
xf(x) =

1

�(1� �)
d

dx

Z x

0

(x� t)�� (f (t)� f (0)) dt;

où
x > 0:

Remarque 3.2.4 1) Si f(0) = 0 alors D�
xf(x) est la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville d�ordre � de f:
2) La dérivée fractionnaire au sens de Jumarie est un dé�nition non lo-

cale.
3) La dérivée fractionnaire au sens de Jumarie pour 0 < � < 1 d�une

constante est nulle.

Exemple 3.2.5 Soit f la fonction dé�nie sur R par

f(x) = x�k; 0 < � < 1 et k 2 N:

Pour x > 0; on a

D�
xf(x) =

1

�(1� �)
d

dx

Z x

0

(x� t)��
�
t�k � 0

�
dt

=
1

�(1� �)
d

dx

Z x

0

(x� t)�� t�kdt:

Posons
t = xv:

Alors

D�
xf(x) =

1

�(1� �)
d

dx
x1+�k��

Z 1

0

(1� v)�� v�kdv

=
1

�(1� �)
d

dx
x1+�k���(1� �; �k + 1):
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C�est-à-dire

D�
xf(x) =

�(�k + 1)

�(1 + �k � �+ 1)
d

dx
x1+�k��

=
�(�k + 1)

�(�k � �+ 1)x
�k��: (3.2)

Dé�nition 3.2.6 Soit f : R+ ! R une fonction continue. Pour n < � <
n+ 1, la dérivée fractionnaire au sens de Jumarie est dé�nie par

D�
x [f(x)] :=

�
D��n
x f(x)

�(n)
:

Exemple 3.2.7 Soit f la fonction dé�nie sur R par

f(x) = x; n < � < n+ 1 et  > 0:

Calculons D�
xf(x). Pour x > 0:

On pose
� = �� n:

Alors
0 < � < 1:

C�est-à-dire
D�+n
x [f(x)] :=

�
D�
xf(x)

�(n)
:

D�autres part, on a

D�
xf(x) =

1

�(1� �)
d

dx

Z x

0

(x� t)�� (t � 0) dt

=
1

�(1� �)
d

dx

Z x

0

(x� t)�� tdt:

Posons
t = xv:

Alors

D�
xf(x) =

1

�(1� �)
d

dx
x1+��

Z 1

0

(1� v)�� vdv

=
1

�(1� �)
d

dx
x1+���(1� �;  + 1):
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C�est-à-dire

D�
xf(x) =

�( + 1)

�(1 +  � � + 1)
d

dx
x1+��

=
�( + 1)

�( � � + 1)x
��:

Alors

D�+n
x [f(x)] =

�( + 1)

�( � � + 1)

�
d

dx

�n
x��

=
�( + 1)

�( � � � n+ 1)x
���n:

Par suite

D�
x [f(x)] =

�( + 1)

�( � �+ 1)x
��:

Théorème 8 Soit f : R ! R une fonction continue et supposons que f
admet une dérivée fractionnaire au sens de Jumarie d�ordre �k avec 0 <
� < 1 et k 2 N: Alors

la formule de Taylor-Young d�ordre fractionnaire est donnée par

f(x+ h) = f(x) +
nX
k=1

h�k

�(�k + 1)
D�k
x f(x) + h

�n"(h);

avec
lim
h!0

"(h) = 0:

Corollaire 3.2.8 Soit f : R! R une fonction continue et 0 < � < 1. Alors

D�
xf(x) = �(�+ 1) lim

h!0

f(x+ h)� f(x)
h�

:

Démonstration : Pour n = 1; On a

f(x+ h) = f(x) +
h�D�

xf(x)

�(�+ 1)
+ h�" (h) :

C�est-à-dire

f(x+ h)� f(x)
h�

=
D�
xf(x)

�(�+ 1)
+ " (h) :
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Alors

lim
h!0

f(x+ h)� f(x)
h�

=
D�
xf(x)

�(�+ 1)
:

C�est-à-dire

D�
xf(x) = �(�+ 1) lim

h!0

f(x+ h)� f(x)
h�

:

Théorème 9 Soient u; v : R ! R deux fonctions continues non di¤éren-
tiables et 0 < � < 1: Alors

D�
x (uv) (x) = v(x)D

�
xu(x) + u(x)D

�
xv(x):

Démonstration : D�après le corollaire précédent, on a

D�
x (uv) (x) = �(�+ 1) lim

h!0

(uv) (x+ h)� (uv) (x)
h�

= �(�+ 1) lim
h!0

u(x+ h)v(x+ h)� u(x)v(x)
h�

:

Par suite

D�
x (uv) (x) = �(�+ 1) lim

h!0

u(x+ h) [v(x+ h)� v(x)]
h�

+�(�+ 1) lim
h!0

[u(x+ h)� u(x)] v(x)
h�

= v(x)D�
xu(x) + u(x)D

�
xv(x):

Théorème 10 Soient u; v : R ! R deux fonctions continues, v est non
di¤érentiable et u � v est di¤érentiable, alors

D�
x [u (v(x))] = u

0(v)D�
xv(x);

où
0 < � < 1:

Démonstration : On a

D�
x [u (v(x))] = �(�+ 1) lim

h!0

u (v(x+ h))� u (v(x))
h�

= �(�+ 1) lim
h!0

�
u (v(x+ h))� u (v(x))
v(x+ h)� v(x)

�
v(x+ h)� v(x)

h�

��
:
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C�est-à-dire

D�
x [u (v(x))] =

�
lim
h!0

u (v(x+ h))� u (v(x))
v(x+ h)� v(x)

�
�
�
�(�+ 1) lim

h!0

v(x+ h)� v(x)
h�

�
= u0(v)D�

xv(x):

Théorème 11 Soient u; v : R! R deux fonctions continues, v est di¤éren-
tiable et u � v est non di¤érentiable, alors

D�
x [u (v(x))] = D

�
v u(v) (v

0(x))
�
;

où
0 < � < 1:

Démonstration : On a

D�
x [u (v(x))] = �(�+ 1) lim

h!0

u (v(x+ h))� u (v(x))
h�

= �(�+ 1)

� lim
h!0

�
u (v(x+ h))� u (v(x))
(v(x+ h)� v(x))�

�
(v(x+ h)� v(x))�

h�

��
:

C�est-à-dire

D�
x [u (v(x))] =

�
�(�+ 1) lim

h!0

u (v(x+ h))� u (v(x))
(v(x+ h)� v(x))�

�
�
�
lim
h!0

�
v(x+ h)� v(x)

h

���
= D�

v u(v) (v
0(x))

�
:

3.3 Fonction de Mittag-Le er

Dé�nition 3.3.1 La fonction de Mittag-Le er E� d�indice � > 0 est dé�nie
pour tout z 2 C par la série entière suivante

E�(z) =
1X
n=0

zn

� (1 + �n)
;
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où � est la fonction Gamma d�Euler dé�nie par

�(�) =

Z +1

0

t��1 exp(�t)dt:

Proposition 3.3.2 Pour tout x; y; � 2 R et 0 < � < 1, on a
1)

E�(�x
�)E�(�y

�) = E�(� (x+ y)
�):

2)
E�(ix

�) = cos� (x
�) + i sin� (x

�) ;

où

cos� (x
�) =

1X
k=0

(�1)k x�2k
� (1 + �2k)

et sin� (x�) =
1X
k=0

(�1)k x�(2k+1)
� (1 + � (2k + 1))

:

Démonstration : 1) On a

E�(�x
�)E�(�y

�) =
1X
n=0

�nx�n

� (1 + �n)

1X
n=0

�ny�n

� (1 + �n)

=
1X
n=0

nX
k=0

�kx�k�n�ky�(n�k)

� (1 + �k) � (1 + � (n� k)) :

C�est-à-dire

E�(�x
�)E�(�y

�) =
1X
n=0

�n
nX
k=0

x�ky�(n�k)

� (1 + �k) � (1 + � (n� k))

=
1X
n=0

�n

� (1 + �n)

nX
k=0

x�ky�(n�k)� (1 + �n)

� (1 + �k) � (1 + � (n� k)) :

On pose
l = �k:

Alors

E�(�x
�)E�(�y

�) =
1X
n=0

�n

� (1 + �n)

�nX
l=0

xly�n�l� (1 + �n)

� (1 + l) � (1 + �n� l)

=

1X
n=0

�n

� (1 + �n)
(x+ y)�n

= E�(� (x+ y)
�):
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2) On a

E�(ix
�) =

1X
k=0

(ix�)k

� (1 + �k)

=
1X
k=0

(ix�)2k+1

� (1 + � (2k + 1))
+

1X
k=0

(ix�)2k

� (1 + �2k)

= i
1X
k=0

(�1)k x�(2k+1)
� (1 + � (2k + 1))

+
1X
k=0

(�1)k x�2k
� (1 + �2k)

:

Alors
E�(ix

�) = cos� (x
�) + i sin� (x

�) :

Proposition 3.3.3 Pour tout x; � 2 R et 0 < � < 1, on a
1)

D�
xE�(�x

�) = �E�(�x
�):

2)
D�
x cos� (x

�) = � sin� (x�) :

3)
D�
x sin� (x

�) = cos� (x
�) :

Démonstration : 1) On a

D�
xE�(�x

�) = D�
x

1X
n=0

�nx�n

� (1 + �n)

=

1X
n=1

D�
x

�nx�n

� (1 + �n)
:

C�est-à-dire

D�
xE�(�x

�) =
1X
n=1

�n� (1 + �n)x�(n�1)

� (1 + �n) � (1 + � (n� 1))

=
1X
n=1

�nx�(n�1)

� (1 + � (n� 1)) :

Posons
l = n� 1:
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Alors
D�
xE�(�x

�) = �E�(�x
�):

2) On a

cos� (x
�) =

1X
k=0

(�1)k x2�k

� (1 + 2�k)
:

Alors

D�
x cos� (x

�) = D�
x

1X
k=0

(�1)k x2�k

� (1 + 2�k)

=
1X
k=1

(�1)kD�
x

x2�k

� (1 + 2�k)

=
1X
k=1

(�1)k x2�k��

� (1 + � (2k � 1)) :

Posons
l = k � 1:

Alors

D�
x cos� (x

�) = �
1X
l=0

(�1)l x�(2l+1)

� (1 + � (2l + 1))

= � sin� (x�) :

3) On a

sin� (x
�) =

1X
k=0

(�1)k x�(2k+1)

� (1 + � (2k + 1))
:

Alors

D�
x sin� (x

�) = D�
x

1X
k=0

(�1)k x�(2k+1)

� (1 + � (2k + 1))

=

1X
k=0

(�1)kD�
x

x�(2k+1)

� (1 + � (2k + 1))

=
1X
k=0

(�1)k x2�k

� (1 + 2�k)

= cos� (x
�) :
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3.4 Intégration par rapport à (dt)� :

Lemme 3.4.1 Soit f : R+ ! R une fonction continue et 0 < � < 1. Alors,
on a Z t

0

f(�) (d�)� = �

Z t

0

(t� �)��1f(�)d� :

Démonstration : Soit f : R+ ! R une fonction continue et 0 < � < 1:
On considère le problème de Cauchy suivant:�

dY (t) = f (t) (dt)� ; t > 0;

Y (0) = 0:

On a

Y (t) =

Z t

0

f(�) (d�)� : (3.3)

D�autre part comme

d�Y (t) = �(�+ 1)dY (t) ;

on obtient
d�Y (t)

(dt)�
= �(�+ 1)f(t):

C�est-à-dire
D�
t Y (t) = �(�+ 1)f(t);

où

D�
t Y (t) =

d�Y (t)

(dt)�
:

Alors

Y (t) = �(�+ 1)D��
t f(t)

=
�(�+ 1)

�(�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d�

= �

Z t

0

(t� �)��1f(�)d� :

C�est-à-dire

Y (t) = �

Z t

0

(t� �)��1f(�)d� : (3.4)

D�après (3:3) et (3:4); on obtientZ t

0

f(�) (d�)� = �

Z t

0

(t� �)��1f(�)d� :
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Lemme 3.4.2 Soit f : R+ ! R une fonction continue et 0 < � < 1, alors

D�
t

Z t

0

f(�) (d�)� = �(�+ 1)f(t):

Démonstration : On considère le problème de Cauchy suivant:�
Y (�)(t) = f (t) ; t > 0;
Y (0) = 0:

Alors

Y (�)(t) =
d�Y

(dt)�
= f(t):

Comme
d�Y = �(�+ 1)dY;

on obtient
�(�+ 1)dY

(dt)�
= f(t):

C�est-à-dire

Y (t) =
1

�(�+ 1)

Z t

0

f(�) (d�)� :

Alors

D�
t Y (t) =

1

�(�+ 1)
D�
t

Z t

0

f(�) (d�)� ;

comme
D�
t Y (t) = Y

(�)(t) = f(t);

on obtient

D�
t

Z t

0

f(�) (d�)� = �(�+ 1)f(t):

3.5 Transformée de Laplace fractionnaire au
sens de Jumarie

Dé�nition 3.5.1 Soit f : R+ ! C une fonction. La transformée fraction-
naire de Laplace au sens de Jumarie est dé�nie par

L� ff(x)gs : = F� (s) =

Z 1

0

E�(�s�x�)f(x) (dx)� (3.5)

= lim
M!1

Z M

0

E�(�s�x�)f(x) (dx)� ; (3.6)

où s 2 C:
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Proposition 3.5.2 Soint f : R+ ! C et g : R+ ! C deux fonctions,
0 < � < 1. Alors
1)

8a; b 2 R; L� faf(x) + bg(x)gs = aL� ff(x)gs + bL� fg(x)gs : (3.7)

2)
L� fx�f(x)gs = �D�

sL� ff(x)gs : (3.8)

3)

8a > 0; L� ff(ax)gs =
�
1

a

��
L� ff(x)g s

a
: (3.9)

4)
8b > 0; L� ff(x� b)gs = L� ff(x)gsE�(�s�b�): (3.10)

5)
8c > 0; L� ff(x)E(�c�x�)gs = L� ff(x)gs+c : (3.11)

6)
L� f�x�f(x)gs = D�

sL� ff(x)gs : (3.12)

7)
L� fD�

xf(x)gs = s�L� ff(x)gs � �(�+ 1)f(0): (3.13)

8)

L�

�Z x

0

f(u) (du)�
�
s

= �(�+ 1)s��L� ff(x)gs : (3.14)

9)

8k � 0; L�
�
x�k
	
s
= �(�+ 1)

�(1 + k�)

s(k+1)�
: (3.15)

Démonstration : 1) On a

L� faf(x) + bg(x)gs =
Z 1

0

E�(�s�x�) [af(x) + bg(x)] (dx)�:

Alors

L� faf(x) + bg(x)gs = a

Z 1

0

E�(�s�x�)f(x)(dx)�

+b

Z 1

0

E�(�s�x�)g(x)(dx)�

= aL� ff(x)gs + bL� fg(x)gs :



51

2) On a

L� fx�f(x)gs =
Z 1

0

E�(�s�x�)x�f(x) (dx)� ,

et comme
D�
sE�(�s�x�) = �x�E�(�s�x�):

Alors

L� fx�f(x)gs = �
Z 1

0

D�
sE�(�s�x�)f(x) (dx)

�

= �D�
s

Z 1

0

E�(�s�x�)f(x) (dx)�

= �D�
sL� ff(x)gs :

3) On a

L� ff(ax)gs = lim
M!1

Z M

0

E�(�s�x�)f(ax) (dx)�

= lim
M!1

�

Z M

0

(M � x)��1E�(�s�x�)f(ax)dx:

Posons
u = ax:

Donc

L� ff(ax)gs = lim
M!1

�

Z M

0

(M � x)��1E�(�s�x�)f(ax)dx

= lim
M!1

�

Z aM

0

(M � u
a
)��1E�(�s�

u�

a�
)f(u)

du

a

= lim
M!1

�

Z aM

0

(
aM � u
a

)��1E�(�s�
u�

a�
)f(u)

du

a

=

�
1

a

��
L� ff(x)g s

a
:

4) On a

L� ff(x� b)gs = lim
M!1

Z M

0

E�(�s�x�)f(x� b) (dx)�

= lim
M!1

�

Z M

0

(M � x)��1E�(�s�x�)f(x� b)dx:
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Posons
u = x� b:

Alors

L� ff(x� b)gs = lim
M!1

�

Z M

0

(M � x)��1E�(�s�x�)f(x� b)dx

= lim
M!1

�

Z M�b

0

(M � b� u)��1E�(�s� (b+ u)�)f(u)du,

et comme
E�(�x

�)E�(�y
�) = E�(� (x+ y)

�):

Alors

L� ff(x� b)gs = lim
M!1

�

Z M�b

0

(M � b� u)��1E�(�s� (b+ u)�)f(u)du

= lim
M!1

�

Z M�b

0

(M � b� u)��1E�(�s�b�)E�(�s�u�)f(u)du:

C�est-à-dire

L� ff(x� b)gs = L� ff(x)gsE�(�s�b�):

5) On a

L� ff(x)E(�c�x�)gs =
Z 1

0

E(�c�x�)E�(�s�x�)f(x) (dx)� ,

et comme

E�(�x�c�)E�(�x�s�) = E�(�x� (c+ s)�):

Alors
L� ff(x)E(�c�x�)gs = L� ff(x)gs+c :

6) On a

L� f�x�f(x)gs = �
Z 1

0

E�(�s�x�)x�f(x) (dx)� :

D�après (3:8); on a

L� f�x�f(x)gs = � (�D�
sL� ff(x)gs)

= D�
sL� ff(x)gs :
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7) On a
D�
xE�(�s�x�) = �s�E�(�s�x�),

et comme

D�
x (uv) (x) = v(x)D

�
xu(x) + u(x)D

�
xv(x):

Alors

D�
x (E�(�s�x�)f(x)) = (D�

xE�(�s�x�)) f(x) + E�(�s�x�)D�
xf(x)

= �s�E�(�s�x�)f(x) + E�(�s�x�)D�
xf(x):

En intégrant deux membres de l�équation précédente; on obtientZ t

0

D�
x (E�(�s�x�)f(x)) (dx)

� = �s�
Z t

0

E�(�s�x�)f(x) (dx)�

+

Z t

0

(E�(�s�x�)D�
xf(x)) (dx)

� :

D�autres part, on aZ t

0

D�
x (E�(�s�x�)f(x)) (dx)

� =

Z t

0

d� (E�(�s�x�)f(x))
(dx)�

(dx)�

= �(�+ 1)

Z t

0

d (E�(�s�x�)f(x)) :

Alors

�(�+ 1) [E�(�s�t�)f(t))� f(0)] = �s�
Z t

0

E�(�s�x�)f(x)(dx)�

+

Z t

0

E�(�s�x�)D�
xf(x)(dx)

�:

En fait tend t vers 1, on obtient

��(�+ 1)f(0) = �s�L� ff(x)gs + L� fD�
xf(x)gs :

C�est-à-dire

L� fD�
xf(x)gs = ��(�+ 1)f(0) + s�L� ff(x)gs :

8) On pose

g(x) =

Z x

0

f(u) (du)� :
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Alors
D�
xg(x) = �(�+ 1)f(x):

D�après (3:13); on obtient

L� fD�
xg(x)gs = ��(�+ 1)g(0) + s�L� fg(xgs

= �(�+ 1)L� ff(x)gs :

Comme
g(0) = 0:

Alors

L� fg(x)gs =
�(�+ 1)L� ff(x)g

s�
:

C�est-à-dire

L�

�Z x

0

f(u) (du)�
�
s

= �(�+ 1)s��L� ff(x)gs :

9) On a
D�
xE�(�s�x�) = �s�E�(�s�x�):

Alors
d�E�(�s�x�) = �s�E�(�s�x�) (dx)� ;

comme

lim
t!1

Z t

0

d�E�(�s�x�) = �(�+ 1) lim
t!1

Z t

0

d (E�(�s�x�)) :

Alors Z 1

0

E�(�s�x�) (dx)� =
�(�+ 1)

s�

= L� f1gs :

Donc pour k = 0; (3:15) est vraie. On fait un raisonnement par récur-
rence, on suppose que (3:15) est vraie pour k et on montre (3:15) pour k+1:
On a

L�
�
x�(k+1)

	
s
=

Z +1

0

E�(�s�x�)x�(k+1) (dx)� :

On utilise une intégration par parties, on pose

D�
xv(x) = E�(�s�x�) et u(x) = x�(k+1):
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Alors

D�
xu(x) =

�(� (k + 1) + 1)

�(�k + 1)
x�k et v(x) =

�1
s�
E�(�x�s�):

CommeZ b

a

(D�
xv(x))u(x)(dx)

� = �(�+ 1) [u(x)v(x)]ba

�
Z b

a

v(x) (D�
xu(x)) (dx)

�:

Alors

lim
t!1

Z t

0

E�(�s�x�)x�(k+1)(dx)� = � lim
t!1

�(�+ 1)

s�
�
E�(�x�s�)x�(k+1)

�t
0

+ lim
t!1

1

s�
�(� (k + 1) + 1)

�(�k + 1)

�
Z t

0

E�(�s�x�)x�k(dx)�

=
1

s�
�(� (k + 1) + 1)

�(�k + 1)
L�
�
x�k
	
s

= �(�+ 1)
�(� (k + 1) + 1)

s(k+2)�
:

3.6 Exemples

Exemple 3.6.1 On considère la fonction f dé�nie par

f (x) = sin� (c
�x�) :

Calculons L� ff(x)gs.
On a

L� fsin� (c�x�)gs = lim
t!1

Z t

0

E�(�x�s�) sin� (c�x�) (dx)�; 0 < � < 1:

On utilise une intégration par parties, on pose

D�
xv(x) = sin� (c

�x�) et u(x) = E�(�x�s�):
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Alors

v(x) =
�1
c�
cos� (c

�x�) et D�
xu(x) = �s�E�(�x�s�):

CommeZ b

a

(D�
xv(x))u(x)(dx)

� = �(�+ 1) [u(x)v(x)]ba �
Z b

a

v(x) (D�
xu(x)) (dx)

�:

Alors

L� fsin� (c�x�)gs = lim
t!1

Z t

0

E�(�x�s�) sin� (c�x�) (dx)�

=
��(�+ 1)

c�
lim
t!1

[E�(�x�s�) cos� (c�x�)]t0

� lim
t!1

s�

c�

Z t

0

E�(�x�s�) cos� (c�x�) (dx)�:

C�est-à-dire

L� fsin� (c�x�)gs =
�(�+ 1)

c�
� s

�

c�
lim
t!1

Z t

0

E�(�x�s�) cos� (c�x�) (dx)�:

On utilise une deuxième intégration par parties, pour cela on pose

D�
xv(x) = cos� (c

�x�) et u(x) = E�(�x�s�):

Alors

v(x) =
1

c�
sin� (c

�x�) et D�
xu(x) = �s�E�(�x�s�):

Par suite

L� fsin� (c�x�)gs =
�(�+ 1)

c�
� s

�

c�

� lim
t!1

� �(�+1)
c�

[E�(�x�s�) sin� (c�x�)]t0
+ s�

c�

R t
0
E�(�x�s�) sin� (c�x�) (dx)�

�
=

�(�+ 1)

c�
� s

2�

c2�
lim
t!1

Z t

0

E�(�x�s�) sin� (c�x�) (dx)�:

Alors

L� fsin� (c�x�)gs =
�(�+ 1)c�

s2� + c2�
: (3.16)
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Exemple 3.6.2 On considère la fonction f dé�nie par

f (x) = cos� (c
�x�) :

Calculons L� ff(x)gs :
On a

L� fcos� (c�x�)gs = lim
t!1

Z t

0

E�(�x�s�) cos� (c�x�) (dx)�; 0 < � < 1:

On utilise une intégration par parties, on pose

D�
xv(x) = cos� (c

�x�) et u(x) = E�(�x�s�):

Alors

v(x) =
1

c�
sin� (c

�x�) et D�
xu(x) = �s�E�(�x�s�):

Par suite

L� fcos� (c�x�)gs = lim
t!1

Z t

0

E�(�x�s�) cos� (c�x�) (dx)�:

= lim
t!1

�(�+ 1)

c�
[E�(�x�s�) sin� (c�x�)]t0

+ lim
t!1

s�

c�

Z t

0

E�(�x�s�) sin� (c�x�) (dx)�

= lim
t!1

s�

c�

Z t

0

E�(�x�s�) sin� (c�x�) (dx)�:

On utilise une deuxième intégration par parties, pour cela on pose

D�
xv(x) = sin� (c

�x�) et u(x) = E�(�x�s�):

Alors

v(x) =
�1
c�
cos� (c

�x�) et D�
xu(x) = �s�E�(�x�s�):

C�est-à-dire

L� fcos� (c�x�)gs =
�(�+ 1)s�

c2�
� s

2�

c2�
lim
t!1

Z t

0

E�(�x�s�) cos� (c�x�) (dx)�:

Alors

L� fcos� (c�x�)gs =
�(�+ 1)s�

s2� + c2�
: (3.17)
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Exemple 3.6.3 On considère la fonction f dé�nie par

f (x) = E�(ic
�x�):

Calculons L� ff(x)gs :
On a

L� fE�(ic�x�)gs = L� fcos� (c�x�)gs + iL� fsin� (c�x�)gs :

Alors d�après (3:16) et (3:17), on obtient

L� fE�(ic�x�)gs =
�(�+ 1)s�

s2� + c2�
+ i
�(�+ 1)c�

s2� + c2�

=
�(�+ 1)

s� � ic� , 0 < � < 1: (3.18)

3.7 Applications de la transformée de Laplace
fractionnaire au sens de Jumarie pour la
résolution des problèmes de Cauchy

Exemple 3.7.1 On considère le problème de Cauchy suivant�
D�
xy (x) + y (x) = 0,
y(0) = y0; y0 2 R�;

avec 0 < � < 1:
On a

D�
xy (x) + y (x) = 0: (3.19)

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux deux membres de l�équation (3:19), on obtient

L� fD�
xy(x)gs + L� fy (x)gs = 0:

D�après (3:13), on a

L� fD�
xy(x)gs = s�L� fy(x)gs � �(�+ 1)y(0): (3.20)

Alors

L� fD�
xy(x)gs + L� fy (x)gs = s�L� fy(x)gs � �(�+ 1)y0 + L� fy (x)gs

= 0:
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C�est-à-dire

L� fy(x)gs =
y0�(�+ 1)

s� + 1
:

Alors

y(x) = y0L
�1
�

�
�(�+ 1)

s� + 1

�
:

Donc d�après (3:18), on obtient

y(x) = y0E�(�x�):

Exemple 3.7.2 On considère le problème de Cauchy suivant:
8<: D

�
xy (x) = y (x� 1) ,
y(0) = c; c 2 R;

avec 0 < � < 1:
On a

D�
xy (x) = y (x� 1) : (3.21)

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux deux membres de l�équation (3:21); on obtient

L� fD�
xy(x)gs = L� fy (x� 1)gs :

D�après (3:13) et (3:10); on a

s�L� fy(x)gs � �(�+ 1)c = E�(�s�)L� fy (x)gs :

Alors
(s� � E�(�s�))L� fy (x)gs = �(�+ 1)c:

C�est-à-dire

L� fy (x)gs =
�(�+ 1)c

(s� � E�(�s�))

=
�(�+ 1)c

s�
�
1� E�(�s�)

s�

�
=

�(�+ 1)c

s�

+1X
k=0

�
E�(�s�)
s�

�k
;

comme
Ek�(�s�) = E�(�k�s�):
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Alors

y(x) = �(�+ 1)c

+1X
k=0

L�1�

�
E�(�k�s�)
s�(k+1)

�
;

et comme

L�

n
(x� k)�k

o
s
= E�(�k�s�)L�

�
x�k
	
s
:

Alors

y(x) = c

+1X
k=0

(x� k)�k

�(1 + k�)
:

Exemple 3.7.3 On considère le problème de Cauchy suivant:�
D�
xy(x) + y (x) = sin� (x

�) ;
y(0) = 0;

avec 0 < � < 1:
On a

D�
xy(x) + y (x) = sin� (x

�) : (3.22)

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux deux membres de l�équation (3:22); on obtient

L� fD�
xy(x)gs + L� fy (x)gs = L� fsin� (x�)gs :

D�après (3:13) et (3:16), on obtient

L� fD�
xy(x)gs + L� fy (x)gs = s�L� fy(x)gs � �(�+ 1)y(0) + L� fy (x)gs

=
�(�+ 1)

s2� + 1
:

C�est-à-dire

L� fy(x)gs =
�(�+ 1)

(s� + 1) (s2� + 1)
:

= �(�+ 1)

�
1

2

1

s� + 1
� (i+ 1)

4

1

s� � i +
(i� 1)
4

1

s� + i

�
:

Par suite

y(x) = L�1�

�
�(�+ 1)

(s� + 1) (s2� + 1)

�
=

1

2
L�1�

�
�(�+ 1)

s� + 1

�
� (i+ 1)

4
L�1�

�
�(�+ 1)

s� � i

�
+
(i� 1)
4

L�1�

�
�(�+ 1)

s� + i

�
:
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D�après (3:18), on obtient

y(x) =
1

2
E�(�x�)�

(i+ 1)

4
E�(ix

�) +
(i� 1)
4

E�(�ix�);

et comme
E�(ix

�) = cos� (x
�) + i sin� (x

�) :

Alors
y(x) =

1

2
[� cos� (x�) + sin� (x�) + E�(�x�)] :

Exemple 3.7.4 On considère le système suivant8>>>>>><>>>>>>:

D�
xy1(x) + y2(x) = 0;

D�
xy2(x) + y1(x) = 0;
y2(0) = �1;
y1(0) = 1;

avec 0 < � < 1:
En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie

aux équations dans ce système, on obtient8<: s
�L� fy1(x)gs � �(�+ 1)y1(0) + L� fy2 (x)gs = 0;
L� fy1 (x)gs + s�L� fy2(x)gs � �(�+ 1)y2(0) = 0:

C�est-à-dire��
s� 1
1 s�

��
L� fy1(x)gs
L� fy2 (x)gs

�
=

�
�(�+ 1)
��(�+ 1)

�
:

Calculons le determinant � de�
s� 1
1 s�

�
;

on a

� =

���� s� 1
1 s�

���� = s2� � 1:
Alors

L� fy1(x)gs =

���� �(�+ 1) 1
��(�+ 1) s�

����
�

=
�(�+ 1)

s� � 1 ;
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et

L� fy2(x)gs =

���� s� �(�+ 1)
1 ��(�+ 1)

����
�

= ��(�+ 1)
s� � 1 :

Par suite

y1(x) = L
�1
�

�
�(�+ 1)

(s� � 1)

�
;

et

y2(x) = �L�1�
�
�(�+ 1)

(s� � 1)

�
:

Alors
y1(x) = E�(x

�) et y2(x) = �E�(x�):

Exemple 3.7.5 On a le système suivant
8>>><>>>:
D�
xy1(x) + y1(x) = y2(x) + E�(x

�);
D�
xy2(x) + y2(x) = y1(x) + E�(x

�);
y2(0) = y1(0) = 1:

En appliquant la transformée fractionnaire de Laplace au sens de Jumarie
aux équations dans ce système, on obtient
8><>: s

�L� fy1(x)gs � �(�+ 1)y1(0) + L� fy1 (x)gs = L� fy2 (x)gs +
�(�+1)
s��1 ;

L� fy2 (x)gs + s�L� fy2(x)gs � �(�+ 1)y2(0) = L� fy1 (x)gs +
�(�+1)
s��1 :

C�est-à-dire(�
s� + 1 �1
�1 s� + 1

��
L� fy1(x)gs
L� fy2 (x)gs

�
=

 
�(�+1)s�

s��1
�(�+1)s�

s��1

!
:

Calculons le determinant � de�
s� + 1 �1
�1 s� + 1

�
;

on a

� =

���� s� + 1 �1
�1 s� + 1

���� = s� (s� + 2) :
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Alors

L� fy1(x)gs =

����� �(�+1)s�

s��1 �1
�(�+1)s�

s��1 s� + 1

�����
�

=
�(�+ 1)

s� � 1 ;

et

L� fy2(x)gs =

����� s� + 1 �(�+1)s�

s��1
�1 �(�+1)s�

s��1

�����
�

=
�(�+ 1)

s� � 1 :

Par suite

y1(x) = L
�1
�

�
�(�+ 1)

(s� � 1)

�
;

et

y2(x) = L
�1
�

�
�(�+ 1)

(s� � 1)

�
:

Alors
y1(x) = E�(x

�) et y2(x) = E�(x�):
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صملخ  
 

والغزض من هذا الؼمل هى دراست النظزٌت الأساسٍت ػلى مشتقاث كسىر المحلٍت 

هذا النىع من المشتقاث  و مستمزةالىظائف الكىلىنكز و جنقل لجمٍغ  هاالذي ٌقذم

                                       .ػلى وظائف للاختلاف هٌختفً ػنذ تطبٍق   هفإن

بمؼنى  بتحىٌل كسىر لابلاس ٌتؼلق فٍما الخاصٍاث نذرس أٌضا بؼض النتائج و

    .                                             مشاكل كىشً التً تستخذم  فً حل  جمزي

                              

Résumé 
  L’objet de ce travail est l’étude les théoriques fondamentales  

concernant la dérivée fractionnaire locale  introduite par 

Kolwankar et Gangal pour les fonctions partout continue ,cette 

type de dérivée elle s’annule  quand on applique à des fonctions 

dérivables . 

On étude aussi quelques résultats et propriétés 

concernant la transformée de Laplace fractionnaire au sens de 

Jumarie qui utilise dans  la résolution 

des problèmes de Cauchy. 

                                     Abstract 

 
The purpose of this work is the fundamental theoretical study on 

the local fractional derivative introduced by Kolwankar Gangal 

and for all continuous functions, This type of derivative it 

vanishes when applied to differentiable functions. 

We study also some results and properties 

concerning the fractional Laplace transform the meaning of 

Jumarie. which uses the resolution 

Cauchy problems. 
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