
République Algérienne Démocratique et Populaire 
Ministère de l’enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique 

UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID- TLEMCEN 
Faculté des Sciences 

Département de Mathématiques 

 

Thèse de Doctorat en Mathématiques 

Option : Sur Certaines Classes d’Equations Elliptiques 

Thème 

 

 

 

 

Présentée par  

Mr MESSIRDI Sofiane 

Devant le jury composé de : 

Président :  

Mr ABDELLAOUI Boumediene  Professeur                           Univ. Tlemcen 
 

Directeur de thèse :  

Mr BOUCHEKIF Mohammed     Professeur                          Univ. Tlemcen 

 

Examinateurs : 

Mr BOUZAR Chikh                  Professeur                          Univ. Oran 1 

Mr MECHAB Mustapha            Professeur                          Univ. Sidi Bel Abbes 

Mme NASRI Yasmina                M.C.A,                                  Univ. Tlemcen 

 

Année universitaire 2014-2015 

Étude des problèmes elliptiques contenant des 

singularités prescrites 



Dédicaces  
 

 

Je dédie ce mémoire : 

A mes très chers parents pour leurs dévouements, leurs 

amours, leurs sacrifices et leurs encouragements. Que ce 

travail soit, pour eux, un faible témoignage de ma 

profonde affection et tendresse. 

A mes sœurs Selma, Sanaa et son mari et leurs trois 

enfants Meriem, Khalil et Nourhane. 

A toute ma famille et à tous mes chers amis : Abdelah, 

Mohamed, Miloud,  Djazia, Nabila, Amina et au groupe 

Btissama.  

A tous mes amis et camarades Safia, Matalah, 

Abdelhadi et Ali ainsi à ceux dont je n’ai pas pu citer 

leurs noms. 

Un grand merci à la famille Bendahmane dont je 

n’oublierais jamais leurs gratitudes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Remerciements 
 

Avant tout, je remercie le bon Dieu de m’avoir donné le courage et la volonté 

pour terminer ce travail.  

 

Ce travail a été réalisé au Laboratoire de système dynamique de la Faculté des 
Sciences, Département de Mathématiques, de l’Université de Tlemcen. 
 

Je tiens, à exprimer ma profonde gratitude à Monsieur le Professeur                 
M. Bouchekif, qui a été un second père pour moi pour ses conseils et ses 
recommandations qui m’ont été très bénéfiques. 
 
Je remercie Monsieur le Professeur B. Abdellaoui de bien vouloir accepter de 
présider le jury d’examen de mon travail. 
 
Je remercie aussi, les Professeurs C. Bouzar, M. Mechab, et Madame Y. Nasri 

d’avoir accepté d’examiner ce travail. 

Un grand merci à toutes les personnes qui m’ont soutenue de près ou de loin  

dans les moments difficiles. 

 



Table des Matières

Notations 3

Introduction 5

1 Préliminaires 9

1.1 Point critique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Principe variationnel d�Ekeland . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Théorème du Col (Mountain Pass Theorem) . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Quelques inégalités et injections de Sobolev utiles . . . . . . . . . . . . . 12

1.6 Inégalité de Hardy-Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Sur les équations elliptiques non homogènes avec un exposant critique

de Sobolev et des singularités prescrites 15

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.1 Quelques résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.2 Problème de valeurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3 Quelques lemmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 Preuve du théorème 2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.1 Existence de solutions dans N+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1



2.3.2 Existence de solutions dans N� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3 Sur les problèmes elliptiques avec deux exposants critiques de Hardy-

Sobolev au même pôle 37

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Quelques résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2.2 Quelques lemmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 Preuve du théorème 3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4 Sur les équations elliptiques avec multiples exposants critiques et ter-

mes de Hardy 49

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3 Résultat de non existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.4 Résultat d�existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.4.1 Condition de Palais�Smale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.4.2 Preuve du théorème 4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Perspectives 62

Bibliographie 62

2



Notations

� RN : L�espace Euclidien de dimension N:

� Si x; y 2 RN alors x:y est le produit scalair dans RN , c-à-d:

x = (x1; :::; xN) et y = (y1; :::; yN) alors x:y =
NP
i=1

xi:yi:

� Si x 2 RN ; jxj =
�
NP
i=1

x2i

�1=2
:

� � = (�1; :::; �N) 2 NN est un multi-indice.

� D� = @j�j

@x
�1
1 :::@x

�N
N

:

� �a la masse de Dirac au point a.

� �1 la masse de Dirac à l�in�ni.

� X un espace métrique.

� un * u faiblement dans V (où V est un espace de Banach).

� un ! u fortement dans V:

� 
 un ouvert borné de RN :

� @
 le bord de 
:

� B(x; r) est la boule dans RN de centre x et de rayon r notée Br
x.

� ru =
�
@u
@x1
; :::; @u

@xN

�t
est le gradiant de la fonction u : RN ! R:
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� �u est le laplacien de la fonction u: RN ! R, c-à-d: �u =
NP
i=1

@2u
@x2i

= div (ru) :

� �pu = div (jrujpru) est le p-laplacien.

� C10 (
) est l�espace des fonctions C
1 a support compact dans 
 .

� D1;2
�
RN
�
completion de C10

�
RN
�
par rapport a la norme krukL2(RN ) :

� H1
0 (
) est la fermeture de l�espace C

1
0 (
) dans H

1 (
) :

� H�1 le dual topologique de H1
0 (
).

� H� est la fermeture de l�espace C10 (
) par rapport à la norme

kuk :=
�Z




(jruj2 � � jxj�2 u2)dx
�1=2

:

� 2� (s) = 2(N�s)
N�2 est l�exposant critique de Hardy-Sobolev avec 0 � s < 2:

� 2� (0) = 2� est l�exposant critique de Sobolev.

� � =
�
N�2
2

�2
est la meilleure constante de Hardy.

� On note les normes de Ls (
), (1 � s <1) et H�1 par k:ks et k:k�

� on (1) toute quantité qui tend vers zéro quand n tend vers l�in�ni.

� O ("t) toute quantité tel que jO ("t)j ="t < C; C > 0 constante.

� C ([0; 1] ; V ) est l�espace des fonctions continues de [0; 1] dans V:

� Ck ([0; 1] ; V ) est l�espace des fonctions de classe Ck de [0; 1] dans V; k 2 N�:
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Introduction

L�objet de cette thèse est l�étude de deux classes de problèmes elliptiques:

- La première classe de problèmes contient un exposant critique et des poids singuliers,

exemple type:

��u = juj2
�(s)�2 u

jxjs +
kX
i=1

�i
jx� aij2��i

jujqi�2 u

où 0 � �i � � :=
�
N�2
2

�2
qui est la meilleure constante de Hardy, 0 � �i; s < 2 et

0 < qi < 2
� pour i = 1; :::; k.

- La deuxième classe contient plusieurs exposants critiques et des poids avec un seul

pôle, modèle type:

��u =
kX
i=1

juj2
�(si)�2 u

jxjsi :

où 0 � si < 2 avec si 6= sj pour i; j = 1; :::; k:

Notre principal objectif est d�étudier l�e¤et des coe¢ cients singuliers des non-linéarités

dans l�existence et la multiplicité des solutions de ce genre de problèmes. Les méthodes

variationnelles classiques ne s�appliquent pas sur ces types de problèmes.

Ces classes ont été introduites comme modèle de plusieurs phénomènes issus de la

Physique, de la Mécanique Quantique, de la Chimie et de la Géométrie Di¤érentielle

etc...

L�étude de problèmes contenant un seul exposant a été largement étudiée, on les

appelle problèmes de Brezis-Nirenberg. Depuis, il a été généralisé à d�autre opérateurs
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tels que ��� �

jxj2
; � div

�
r

jxj2(a+1)

�
et � div

�
jrjp�2r

�
:

L�estimation des niveaux d�énergies est calculée à partir des fonctions extrémales des

inégalités de Sobolev, Hardy-Sobolev ou plus généralement de Ca¤arelli-Kohn-Nirenberg.

Elle nous permet de récupérer la "compacité locale des suites de Palais-Smale" sous un

certain seuil.

Il ressort de notre étude et des études antérieures [7, 8, 13, 16], que dans la première

classe de problèmes il existe une compétition entre les énergies produites par les non-

linéarités critiques. Le terme dont l�énergie dominante (plus forte) provoque l�existence

des solutions, parmi elles une est appelée solution de moindre énergie (ground state).

Notre travail consiste à étudier localement en chaque pôle l�existence d�au moins deux

solutions non triviales du problème considéré (positives lorsque la donnée est localement

positive).

Dans le cas où les pôles des poids considérés sont identiques on a constaté qu�il n�y a

pas de compétition entre les énergies produites par les non-linéarités critiques [14]. Les

puissances des poids au voisinage du pôle déterminent l�existence de solutions.

Plus explicitement, le chapitre 2 est consacré à l�étude du problème elliptique suivant

(P)

8><>:
��u�

kP
i=1

�i
jx� aij2

u = juj2
��2 u+

kP
i=1

�i

jx� aij2��i
u+ f dans 


u = 0 sur @ 
;

où 
 est un ouvert borné de RN ; N � 3; k 2 N�; pour i = 1; :::; k; ai 2 
; ai 6= aj;

ai 6= 0 et �i sont des constantes positives; �i et �i sont des paramètres positifs tels que
kP
i=1

�i < �1; où �1 est une consante qui sera dé�nie par la suite et
kP
i=1

�i < � :=
�
N�2
2

�2
.

Les résultats obtenus sont:

Si f est une fonction mesurable bornée et positive localement au voisinage de chaque
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ai véri�ant l�hypothèse suivante:

A~�;~�(f) := inf
kuk2�=1

�
CN (T (u))

(N+2)=4 �
Z



fu dx

�
> 0

où T (u) =
R



�
jruj2 �

kP
i=1

�i
jx� aij2

u2 �
kP
i=1

�i

jx� aij2��i
u2
�
dx;

CN =
4

N�2
�
N�2
N+2

�(N+2)=4
; ~� = (�1; :::; �k) et e� = (�1; :::; �k) ;

alors le problème (P) admet au moins 2k solutions positives.

Le chapitre 3 est dédié au problème suivant:

(P
)

8><>:
��u� �

jxj2
u =

1

jxj� juj
2�(�)�2 u+

1

jxj�
juj2

�(�)�2 u; dans 
;

u = 0 sur @
;

où 
 est un domaine de RN ; 0 < �; � < 2; et pour 0 < t < 2; 2� (t) = 2(N�t)
N�2 est l�exposant

critique de Hardy-Sobolev.

De l�identité de Pohozaev il en ressort que le problème (P
) n�admet pas de solution

non triviale lorsque 
 est un domaine borné étoilé par rapport à l�origine. L�étude du

problème (PRN ) a donné le résultat suivant:

L�existence d�au moins une solution positive du problème considéré en utilisant le principe

de concentration de compacité de P.L. Lions et le théorème du Col.

Le chapitre 4 est consacré à l�étude du problème (P
) moyennant une perturbation

par un terme d�ordre inférieur à 2� du type jujq�2 u: Sous des conditions su¢ santes sur

q; on a montré l�existence d�au moins une solution non triviale.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle brièvement les dé�nitions de base dont on fera

usage fréquemment dans les parties suivantes. Il s�agit notamment de dé�nir les points

critiques, la condition de Palais-Smale et de rappeler le principe variationnel d�Ekeland

et le Théorème du Col (Mountain Pass Theorem). Le chapitre s�achève par quelques

inégalités et injections de Sobolev utiles pour la suite de notre travail.

1.1 Point critique

Soient V un espace de Banach, E 2 C1(V;R) et E 0 : V ! V 0 (V 0 dual topologique de

V ), la dérivée au sens de Fréchet de E.

Dé�nition 1.1 [24] On dit que u 2 V est un point critique de E si E 0(u) = 0; sinon u

est dit un point régulier.

On dit que c 2 R est une valeur critique de E s�il existe un point critique u de E tel que

E(u) = c: Sinon, c est dite une valeur régulière.

La notion de point critique peut être dé�nie comme minimum local d�une fonction-

nelle, mais en genéral ceci n�a lieu qu�en présence d�une certaine propriété de compacité,

par exemple pour la fonction E(u) = exp (�u), la valeur c = 0 n�est jamais atteinte.

Pour cela on exige que E satisfasse une certaine condition de compacité.
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Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de façon générale des suites

qui convergent vers un point dont on espère montrer que c�est un point critique, on a

souvent recours à la condition de Palais-Smale.

Dé�nition 1.2 [24] On dit que E 2 C1(V;R) satisfait la condition de Palais-Smale de

niveau c; ((P -S)c en abrégé), si de toute suite (un) � V véri�ant

E (un)! c, et E 0 (un)! 0 dans V 0 quand n!1,

on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement dans V vers un point critique

de E.

Si la condition de (P -S)c est véri�ée pour tout c 2 R; on dit alors que E véri�e la

condition de Palais-Smale ((P -S) en abrégé).

1.2 Principe variationnel d�Ekeland

Le théorème et le corollaire suivants montrent qu�il est possible de trouver des suites

minimisantes sous certaines conditions sur la fonctionnelle.

Théorème 1.1 [12] Soit (X; d) un espace métrique complet et E : X ! R[ f+1g une

fonction semi-continue inférieurement. On suppose que E est bornée inférieurement et

on pose

c = inf
X
E > �1;

Alors, pour tout " > 0; il existe " 2 X tel que8<: c � E (") � c+ "

E ()� E (") + "d (; ") > 0 8 2 X;  6= ":

Corollaire 1.1 [12] Si V est un espace de Banach et E 2 C1(V;R) est bornée inférieure-
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ment, alors il existe une suite minimisante (un) de V telle que

E(un)! inf
V
E; E 0(un)! 0 dans V 0 quand n!1:

1.3 Théorème du Col (Mountain Pass Theorem)

Le théorème suivant constitue un outil puissant pour montrer l�existence d�un point

critique d�une fonctionnelle.

Théorème 1.2 [1] Soient V un espace de Banach et E 2 C1(V;R) véri�ant la condition

de (P -S) : On suppose que

(1) E(0) = 0;

(2) il existe � > 0; et � > 0 tels que si kukV = � alors E(u) � �;

(3) il existe u1 2 V tel que ku1kV � � et E(u1) < �:

Soit

c = inf
2�

sup
u2

E(u);

où

� = f 2 C([0; 1] ; V ) ;  (0) = 0;  (1) = u1g :

Alors il existe une suite (un) dans V telle que

E (un)! c et E 0 (un)! 0 dans V 0:
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1.4 Espaces de Sobolev

Soit 
 un ouvert de RN :

Dé�nition 1.3 [6] L�espace de Sobolev W 1;p (
) est dé�ni par

W 1;p (
) =

�
u 2 Lp (
) tels que @u

@xi
2 Lp (
) ; 8i = 1; :::; N

�
;

où les dérivées sont considérées au sens des distributions.

On pose H1 (
) =W 1;2 (
) :

Théorème 1.3 [6] L�espace W 1;p (
) ; muni de la norme

kukW 1;p =

 
kukpp +

NX
i=1

 @u@xi
p
p

!1=p

est un espace de Banach pour 1 � p � 1: Il est de plus séparable pour 1 � p < 1 et

ré�exif pour 1 < p <1:

1.5 Quelques inégalités et injections de Sobolev utiles

On commence par l�injection classique de Sobolev.

Théorème 1.4 [29, 6] Soit 
 un ouvert borné de RN de classe C1, on a

W 1;p (
) ,!

8>>><>>>:
Lp

�
(
) où 1

p� =
1
p
� 1

N
si p < N

Lq (
) 8q 2 [1;1) si p = N

C
�


�

si p > N

;

avec injections continues.
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De plus,

W 1;p (
) ,!

8>>><>>>:
Lq (
) 8q 2 [1; p�) où 1

p� =
1
p
� 1

N
si p < N

Lq (
) 8q 2 [1;1) si p = N

C
�


�

si p > N

;

avec injections compactes.

Lemme 1.1 [6] Supposons que 
 � RN est un domaine ouvert borné , 2� = 2N

N � 2 ; et

1 � p � 2�. Alors il existe une constante positive C telle que

�Z



jujp
� 1

p

� C

�Z



jruj2
� 1

2

8u 2 C10 (
) :

L�injection H1
0 (
) ,! Lp(
); est compacte si p < 2�.

où H1
0 (
) est le sous-espace vectoriel de H

1(
) obtenu par la complétion de l�espace

des fonctions C1 sur 
 à support compact.

1.6 Inégalité de Hardy-Sobolev

On considère l�inégalité suivante de Hardy-Sobolev [17]:

�Z



jxj�s juj2
�(s) dx

�2=2�(s)
� C

Z



jruj2 dx 8u 2 C10 (
) :

où N � 3 et 0 < s < 2:

En particulier, pour s = 0 on obtient l�inégalité classique de Sobolev:

Z



juj2
�
dx � C

Z



jruj2 dx 8u 2 C10 (
) :
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Dans le cas où s = 2; on obtient l�inégalité de Hardy [18]:

Z



jxj�2 juj2 dx � 1

�

Z



jruj2 dx 8u 2 C10 (
) :

A partir de la première inégalité on peut dé�nir la meilleure constante de Hardy-Sobolev

par

S�;s := inf
u2H�nf0g

Z



jruj2 dx�Z



jxj�s juj2�(s) dx
�2=2�(s) :

Cette constante est atteinte par une famille de fonctions exrémales associée au problème

étudier. Lorsque s = 0; S0 est appelée la meilleure constante de Sobolev.
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Chapitre 2

Sur les équations elliptiques non

homogènes avec un exposant

critique de Sobolev et des

singularités prescrites

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose d�étudier la multiplicité des solutions du problème suiv-

ant:

(P)

8><>:
��u�

kP
i=1

�i
jx� aij2

u = juj2
��2 u+

kP
i=1

�i

jx� aij2��i
u+ f dans 


u = 0 sur @ 
;

où 
 est un ouvert borné de RN ; N � 3; k 2 N�; pour i = 1; :::; k; ai 2 
; �i, �i sont des

paramètres positifs et �i des constantes positives; f est une fonction mesurable bornée.

Ce problème est caractérisé par la présence des poids singuliers avec di¤érents pôles et

l�exposant critique de Sobolev. Ce dernier provoque la perte de compacité de l�injection
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de Sobolev de H1
0 (
) dans L

2�(
).

Dans ce cas, les méthodes classiques ne sont pas directement applicables ce qui rend

l�étude plus di¢ cile et originale.

Cette classe d�équations elliptiques contient des potentiels singuliers qui apparaissent

dans de nombreux domaines, tels que la mécanique quantique, la physique nucléaire,

la physique moléculaire et la cosmologie quantique, pour plus de détails, on renvoie le

lecteur à [13, 15].

On commence par donner un bref historique sur la question.

Le cas régulier i.e. �i = �i = 0 pour i = 1; :::; k a été étudié par Tarantello dans [30]. En

utilisant le principe variationnel d�Ekeland [12] et le théorème du Col [1], elle a prouvé

l�existence de multiples solutions pour f 6= 0 satisfaisant une hypothèse appropriée. Elles

sont positives si f l�est aussi.

Pour k = 1; Kang et Deng dans [21] ont prouvé l�existence d�au moins deux solutions

faibles dans H1
0 (
) pour le problème critique singulier non homogène:

��u� �
u

jxj2
=
juj2�(s)�2 u
jxjs + �u+ f

sous certaines hypothèses su¢ santes sur f , � et �:

Dans [8]; Chen a étudié le problème suivant:8<: ��u� � V (x) u = K(x) juj2
��2 u+ �h(x) dans 
;

u = 0 sur @ 
;

où le poids linéaire V possède m points singuliers, K est une fonction positive bornée

dé�nie sur 
 et h 2 H�1 est positive. Sous certaines hypothèses sur V; � et �; il a obtenu

l�existence de m solutions positives.

Chen et Rocha dans [10] ont montré l�existence d�au moins quatre solutions non
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triviales dans H1
0 (
) du problème suivant:

��u� �

jxj2
u = juj2

��2 u+
�

jxj2��
u+ f

et ont établi que l�une au moins d�entre elles change de signe pour 0 < � < 2:

La question est: peut-on avoir au moins 2k solutions pour notre problème (P)?

La réponse est a¢ rmative. Plus explicitement, des informations importantes pour l�existence

de plusieurs solutions du problème considéré sont obtenues.

Notre travail est lié aux résultats obtenus par Chen [8] et Chen et Rocha [10], à

notre connaissance nos résultats sont nouveaux et intéressants, ils permettent d�obtenir

2k solutions du problème (P); k 2 N�:

Dans ce qui suit, on indique les principaux résultats du chapitre. On utilise l�hypothèse

suivante:

A~�;~�(f) := inf
kuk2�=1

�
CN (T (u))

(N+2)=4 �
Z



fu dx

�
> 0 (F)

où T (u) =
R



�
jruj2 �

kP
i=1

�i
jx� aij2

u2 �
kP
i=1

�i

jx� aij2��i
u2
�
dx;

CN =
4

N�2
�
N�2
N+2

�(N+2)=4
; ~� = (�1; :::; �k) et e� = (�1; :::; �k) :

Théorème 2.1 Soient �i; �i � 0 pour i = 1; ::; k tels que
kP
i=1

�i < �1;
kP
i=1

�i < � :=
�
N�2
2

�2
et f est une fonction mesurable, bornée, qui est positive localement au voisinage de chaque

ai et satisfait (F): Alors le problème (P) possède au moins 2k solutions positives dans

H1
0 (
) lorsque 0 < �i <

p
�� �i:

La constante positive �1 sera dé�nie par la suite.
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2.2 Préliminaires

On donne dans cette section quelques résultats préliminaires utiles pour la suite de notre

travail.

2.2.1 Quelques résultats

Le problème (P) est liée à l�inégalité de Hardy [18]:

Z
RN

u2

jx� aj2
dx � 1

�

Z
RN
jruj2 dx; pour tout a 2 RN ; u 2 C10 (RN);

où � est la meilleure constante de Hardy.

Si � 2 (0; �) et a 2 
, on pose

S� (
) := inf
u2Hnf0g

kruk2 � �

 u

jx� aj

2
kuk22�

D�après [19], S� est indépendant de 
 � RN dans le sens où S� (
) = S�
�
RN
�
= S�: En

outre, S� est atteinte par la famille de fonctions

U";a(x) :=
[4"(�� �)N=N � 2](N�2)=4�

" jx� aj�=
p
� + jx� aj+=

p
�
�(N�2)=2 ; " > 0;

où � =
p
��

p
�� � et + =

p
�+

p
�� �:

De plus les fonctions U";a satisfassent8><>:
��u� �

u

jx� aj2
= juj2

��2 u dans RNn fag

u �! 0 quand jxj �! 1:

et Z
RN
jU";aj2

�
dx =

Z
RN

�
jrU";aj2 � �

U2";a

jx� aj2
�
dx = SN=2� :

18



Dans la suite, on considère �i; �i � 0; pour i = 1; ::; k; tels que
kP
i=1

�i < �1 et
kP
i=1

�i < �:

H designe fermeture de l�espace C10 (RN) pour la norme

kuk2 :=
 Z

RN

 
jruj2 �

kX
i=1

�i
jx� aij2

u2

!
dx

!1=2
:

Cette norme est équivalente, en vertu de l�inégalité de Hardy à la norme usuelle (
R


jruj2 dx)1=2:

Pour tout u 2 Hn f0g ; on dé�nit la quantité positive

tmax = tumax = (
T (u)

(2� � 1) kuk2�2�
)1=(2

��2)

et la fonctionnelle J : Hn f0g ! R par

J(u) = tmaxT (u)� t2
��1
max kuk

2�

2�

= CNT (u)
(N+2)=4 juj�N=22� :

L�énergie fonctionnelle associée à (P) est donnée par l�expression suivante:

I (u) :=
1

2
T (u)� 1

2�

Z



juj2
�
dx�

Z



fudx:

Alors I 2 C1 (H;R). Une solution faible du problème (P) correspond à un point critique

de I donnée par:

hI 0 (u) ; 'i =
Z



�
rur'�

kP
i=1

�i
jx� aij2

u'�
kP
i=1

�i

jx� aij2��i
u'

�
dx+

�
Z



juj2
��2 u'dx�

Z



f'dx = 0; pour tout ' 2 H:

D�autres arguments de la régularité elliptique impliquent qu�une solution faible u 2 H

est en e¤et de classe C2(
nfa1; a2; :::; akg) et on peut dire que u satisfait (P) dans le sens
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classique. L�étude de la régularité des solutions est prévue comme perspective du travail.

Comme I n�est pas bornée inférieurement dans H, on considère le problème sur la

variété de Nehari:

N = fu 2 Hn f0g ; hI 0(u); ui = 0g :

Ainsi u 2 N si et seulement si:

T (u)� juj2
�

2� �
Z



fu dx = 0:

Il est naturel de décomposer N en trois sous-ensembles disjoints:

N+= fu 2 N ; hI 00(u); ui > 0g ;

N�= fu 2 N ; hI 00(u); ui < 0g

et

N 0= fu 2 N ; hI 00(u); ui = 0g ;

avec

hI 00(u); ui = 2T (u)� 2� kuk2
�

2� �
Z



fu dx

= T (u)� (2� � 1) kuk2
�

2�

= (2� 2�)T (u) + (2� � 1)
Z



fu dx:

2.2.2 Problème de valeurs propres

L�inégalité de Hardy montre que l�opérateur Le�u = ��u� kP
i=1

�i
jx� aij2

u avec

e� = (�1; :::; �k) est dé�nie positif sur H pour �i � 0 tels que
kP
i=1

�i < � et a un spectre

discret [11].

En outre, le problème aux valeurs propres suivant avec des potentiels de Hardy et des
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coe¢ cients singuliers, pour j �xé dans f1; :::; kg ;

(Ej)

8><>:
��u�

kP
i=1

�i
jx� aij2

u = �
u

jx� ajj2��j
dans 
;

u = 0 sur @ 
:

où 0 < �j < 2; � et �i � 0 tel que
kP
i=1

�i < �; possède une suite de valeurs propres�
�ke� �jx� ajj�j�2

�	
pour k 2 N� telle que

0 < �1e� �jx� ajj�j�2
�
< �2e� �jx� ajj�j�2

�
� ::: � �ke� �jx� ajj�j�2

�
:::!1 quand k !1:

La première valeur propre de (Ej) est simple, positive donnée par

�1j := �1e� �jx� ajj�j�2
�
= inf

u2Hnf0g

Z



�
jruj2 �

kP
i=1

�i
jx� aij2

u2
�
dxZ




u2

jx� ajj2��j
dx

.

On pose

�1 := min
j=1;::;k

�
�1j
	
:

2.2.3 Quelques lemmes

Lemme 2.1 Soient �i; �i � 0 pour i = 1; ::; k tels que
kP
i=1

�i < �; et
kP
i=1

�i < �1: Alors

M > 0 où M := inf
n
(T (u))1=2 ; u 2 H et kuk2� = 1

o
:

Preuve: On sait que

�1i

Z



u2

jx� aij2��i
dx �

Z



 
jruj2 �

kX
i=1

�i
jx� aij2

u2

!
dx;
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On en déduit

T (u) �
 
1� 1

�1

kX
i=1

�i

!Z



 
jruj2 �

kX
i=1

�i
jx� aij2

u2

!
dx:

Ainsi par l�inégalité de Hardy, on a l�estimation

Z



jruj2 dx � T (u) � K

Z



jruj2 dx;

avec

K :=

 
1� 1

�1

kX
i=1

�i

! 
1� 1

�

kX
i=1

�i

!
:

D�où

(T (u))1=2 � K1=2S0 > 0; pour tout u 2 H tel que kuk2� = 1;

où S0 est la meilleure constante de Sobolev.

On dé�nit la fonction 'a 2 C10 (
) telle que pour � > 0;

0 � 'a � 1; 'a (x) =

8<: 0 si jx� aj � 2�

1 si jx� aj � �
et jr'a (x)j � C:;

Posons u";i (x) = 'ai (x)U";ai(x) pour i 2 f1; :::; kg :

Proposition 2.1 Si ! 2 H est une solution du problème (P); alors pour tout " > 0

assez petit, on a

(i)

Z



�
jru";ij2 �

�i
jx� aij2

u2";i

�
dx = S

N=2
�i +O

�
"(N�2)=2

�
:

(ii)

Z



u2
��1
";i !dx = O

�
"(N�2)=4

�
:

(iii)

Z



u2
�
";idx = S

N=2
�i �O

�
"N=2

�
:

(iv)

Z



jx� aij�i�2 u2";i dx = O
�
"�i

p
�=2
p
���i

�
où 0 < �i < 2

p
�� �i:
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Preuve: Les preuves de ((i) ; (ii)) et ((iii) ; (iv)) sont similaires aux preuves de [[16],

Lemme 11.1] et [[10], Proposition 2.4] respectivement.

Lemme 2.2 Soit f 6= 0 satisfaisant la condition (F); alors N 0= ?.

Preuve: Supposons que N 0 6= ?. Alors pour u 2 N 0;

T (u) = (2� � 1) kuk2
�

2� ;

ainsi

0 = T (u)� kuk2
�

2� �
Z



fu dx = (2� � 2) kuk2
�

2� �
Z



fu dx: (2.2)

La condition (F) et l�identité (2.2) donnent

0 < CN (T (u))
(N+2)=4 �

Z



fu dx

= (2� � 2) kuk2N=(N�2)2�

24 T (u)

(2� � 1) kuk2�2�

!(N+2)=4
� 1

35 = 0
ce qui nous mène à une contradiction

Lemme 2.3 Supposons que f 6= 0 satisfaisant la condition (F), alors pour chaque

u 2 N ; il existe " > 0 et une fonction di¤érentiable t : B(0; ") � H �! R+ telle

que t(0) = 1; t(v)(u� v) 2 N pour kvk < � et

ht0(0); vi =

Z



�
2

�
rurv �

kP
i=1

(
�i

jx� aij2
� �i

jx� aij2��i
)uv

�
� 2� juj2

��2 uv � fv

�
dx

T (u)� (2� � 1) kuk2�2�
:

Preuve: Soit F : R�H ! R; dé�nit par

F (s; v) = sT (u� v)� s2
��1 ku� vk2

�

2� �
Z



f(u� v)dx:
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Puisque F (1; 0) = 0 et @F
@s
(1; 0) = T (u) � (2� � 1) kuk2

�

2� 6= 0; alors en appliquant le

théorème des fonctions implicites au point (1; 0), on obtient directement le résultat

énoncé.

On dé�nit, pour i 2 f1; ::; kg ;

�i(u) :=

Z



 i(x) jruj
2 dx

jruj22
où  i(x) = min f�; jx� aijg et � > 0:

Posons r0 = �
3
avec � < 1

4
min
i6=j

jai � ajj et soit

N+
i =

�
u 2 N+ j �i(u) � r0

	
et N�

i =
�
u 2 N� j �i(u) � r0

	
:

On note

m+
i := inf

u2N+
i

I (u) et m�
i := inf

u2N�
i

I (u) :

Lemme 2.4 Soient � > 0 et r0 dé�ni comme ci-dessus. si �i(u) � r0 alorsZ



jruj2 dx � 3
Z

nB�i

jruj2 dx:

Preuve: Evidente.

Lemme 2.5 Soit f satisfaisant la condition (F): Alors pour tout u 2 Hn f0g ; il existe

un unique t+ = t+ (u) > 0 tel que t+u 2 N�et

t+ >

 
T (u)

(2� � 1) kuk2�2�

!(N�2)=4
:= tmax (u) = tmax;

I
�
t+u
�
= max

t�tmax
I (tu) :

Par ailleurs, si
R



fu dx > 0; alors il existe un unique t� = t� (u) > 0 tel que t�u 2 N+;

t� < tmax et I (t�u) = min
0�t�tmax

I (tu) :
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Preuve: La preuve est similaire à celle de [30].

2.3 Preuve du théorème 2.1

Dans ce qui suit nous considérons j �xé dans f1; :::; kg :

2.3.1 Existence de solutions dans N+

En utilisant le principe variationel d�Ekeland on montre l�existence de k solutions dans

N+:

Proposition 2.2 Soit f une fonction mesurable bornée, localement positive au voisinage

de chaque point ai et satisfaisant (F): Alors m+
i = inf

v2N+
i

I (v) est atteinte au point

ui 2 N+
i qui est un point critique et même un minimum local de I.

Preuve: On montre d�abord que I est bornée inférieurement sur N . En e¤et, en

utilisant l�inégalité de Hölder et le fait que u 2 N , on obtient

I (u) =
1

2
T (u)� 1

2�
kuk2

�

2� �
Z



fu

� �1
16NK

�
(N + 2) kfk�

�2
:

En particulier,

m+
j � m0 �

�1
16NK

�
(N + 2) kfk�

�2
;

où m0 = inf
u2N

I (u) :

On a¢ rme que m+
j < 0. En fait, on a pour un certains 0 < " < "1;

R
B"j
fu";j > 0:

Soit 0 < t�";j < t";j;max dé�ni dans le lemme 2:5 de telle sorte que t�";ju";j 2 N+:

Puisque �j
�
t�";ju";j

�
tend vers 0 quand " tend vers 0; on obtient l�existence de "2 tel que

�j
�
t�";ju";j

�
� r0 pour 0 < " < "2 < "1:
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Alors t�";ju";j 2 N+
j et

I
�
t�";ju";j

�
=

�
t�";j
�2
2

T (u";j)�
�
t�";j
�2�
2�

ku";jk2
�

2� � t�";j

Z



fu";j

= �
�
t�";j
�2
2

T (u";j) +
N + 2

2N

�
t�";j
�2� ku";jk2�2�

< �
�
t�";j
�2

N
T (u";j) < 0;

cela conduit à �1 < m0 � m+
j < 0:

Le principe variationnel d�Ekeland nous fournit une suite minimisante (uj;n)n � N
+
j

véri�ant les propriétés suivantes

(i) I (uj;n) < m+
j +

1

n

et

(ii) I (w) � I (uj;n)�
1

n
kr (w � uj;n)k2 ; pour tout w 2 N+

j :

En prenant n assez grand, on a pour " 2 (0; "2)

I (uj;n) =
1

N
T (uj;n)�

N + 2

2N

Z



fuj;n < m+
j +

1

n
� �

�
t�";j
�2

N
T (u";j).

Cela implique Z



fuj;n �
2

N + 2

�
t�";j
�2
T (u";j) > 0:

Par conséquent, uj;n 6= 0 et on a l�estimation

2

N + 2

�
t�";j
�2

kfk�
T (u";j) � kuj;nk �

N + 2

2K
kfk� :

D�où la convergence faible dans H de la suite(uj;n)n vers uj:
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Lemme 2.6 Soit f satisfaisant la condition (F); alors kI 0 (uj;n)k2 tend vers 0 quand n

tend vers +1.

Preuve: Supposons que kI 0 (uj;n)k2 > 0 pour n assez grand.

En appliquant le lemme 2:3 avec u = uj;n et w = �
I0(uj;n)

kI0(uj;n)k2
, � > 0 assez petit, on

constate que pour

tn(�) := t

�
uj;n � �

I 0 (uj;n)

kI 0 (uj;n)k

�
; w� = tn(�)

�
uj;n � �

I 0 (uj;n)

kI 0 (uj;n)k

�
2 N+:

Ainsi, il existe �0 tel que w� 2 N+
j pour tout 0 < � < �0:

D�après (ii), on a

1

n
kw� � uj;nk � I (uj;n)� I (w�)

= (1� tj;n(�)) hI 0(w�); uj;ni+ �tj;n(�)

�
I 0(w�);

I 0 (uj;n)

kI 0 (uj;n)k

�
+ on(�):

Divisant par � et passant à la limite quand � tend vers zéro, on obtient

1

n
(1 +

��t0j;n(0)�� kuj;nk) � �t0j;n(0) hI 0(uj;n); uj;ni+ kI 0 (uj;n)k = kI 0 (uj;n)k ;
où

t0j;n(0) =

�
t0(0);

I 0 (uj;n)

kI 0 (uj;n)k

�
:

Comme (uj;n) est une suite bornée, on conclut que

kI 0 (uj;n)k �
C

n

�
1 +

��t0j;n(0)��� :
Pour établir le résultat du lemme il su¢ t de montrer que

��t0j;n(0)�� est bornée uniformément
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par rapport à u: En e¤et, (uj;n) est une suite bornée et w 2 B�, alors

��t0j;n(0)�� � C��T (uj;n)� (2� � 1) kuj;nk2�2��� :
Il su¢ t donc prouver que

���T (uj;n)� (2� � 1) kuj;nk2�2���� est bornée pour n tendant vers1.
Raisonnant par l�absurde, supposons que

T (uj;n)� (2� � 1) kuj;nk2
�

2� = on(1): (2.3)

(2.3), implique

kuj;nk2� � ; pour une constante appropriée 

et le fait que uj;n 2 N nous amène à

Z



fuj;n = (2
� � 2) kuj;nk2

�

2� + on(1):

par suite,

0 < A~�;~�(f) � CN (T (uj;n))
(N+2)=4
2� kuj;nk�N=22� �

Z



fuj;n = on(1);

ce qui est absurde. Ainsi kI 0 (uj;n)k2 tend vers 0 quand n tend vers 1:

On en déduit à l�aide du lemme précédent,

hI 0 (uj) ; wi = 0; pour tout w 2 H (2.4)

i.e. uj est une solution faible du problème (P) :

En particulier, uj 2 N ; on a aussiZ



fuj = lim
n�!+1

Z



fuj;n �
2

N + 2

�
t�";j
�2
T (u";j) > 0:
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Ainsi uj 6= 0: En outre, en vertu du lemme 2:4 et de (2.4), il en résulte que uj 2 N+

nécessairement:

Comme

�j (uj) = lim
n�!1

�j (uj;n) � r0;

alors uj 2 N+
j : D�où

m+
j � I (uj) =

1

N
T (uj)�

N + 2

2N

Z



f uj � lim
n�!1

inf I (uj;n) = m+
j :

Ainsi uj;n �! uj fortement dans H et I (uj) = m+
j : A l�aide du lemme 2:4, on en déduit

l�existence de k solutions du problème (P) :

2.3.2 Existence de solutions dans N�

Dans cette section on détermine le niveau c pour lequel I véri�e la condition de (PS)c.

Lemme 2.7 la fonctionnelle I (u) satisfait la condition (PS)c pour tout c <
1
N
S
N=2
�l ; où

S
N=2
�l = min

�
S
N=2
�1 ; :::; S

N=2
�k

�
:

Preuve: Soit (un) une suite véri�ant (PS)c de I avec c 2
�
0; 1

N
min

�
S
N=2
�1 ; :::; S

N=2
�k

��
:

On sait que (un) est bornée dans H, et il existe une suite (un) et v 2 H tels que

un * v faiblement dans H;

un * v faiblement dans L2
�

; jx� aij�2

�
pour 1 � i � k; dans L2

�
(
) ;

un ! v fortement L2
�

; jx� aij�i�2

�
pour 1 � i � k;

un ! v fortement Ls (
) pour tout s; 1 � s < 2�:

Par un argument standard, on en déduit que v est une solution du problème (P) : Donc

I 0 (v) = 0 et
Z



fun =

Z



fv + on (1) :
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Ensuite, on véri�e que v 6= 0: Supposons par l�absurde que v � 0: Par le principe de

concentration de compacité [26, 27]; il existe une sous-suite, notée aussi (un), un ensemble

au plus dénombrable =; des points (xj)j2= � 
n [ fajg
j2=nf1;:::;kg

et un ensembles de nombres

non négatifs �xj ; �xj ; �ai ; ai ; �ai pour j 2 = et 1 � i � k tels que:

jrunj2 * d� �
X
j2=

�xj�xj +
kX
i=1

�ai�ai

junj2

jx� aij2
* d = ai�ai

et

junj2
�
* d� =

X
j2=

�xj�xj +

kX
i=1

�ai�ai

où �x est la masse de Dirac au point x:

Par les inégalités de Hardy-Sobolev, on trouve

�ai � �iai � S�i�
2=2�

ai
pour tout 1 � i � k: (2.5)

Véri�ons que l�ensemble = est �ni et soit �xj = 0 ou �xj � S
N=2
0 pour tout j 2 =:

En e¤et, soit " > 0 su¢ samment petit tel que ai =2 B"
xj
pour tout 1 � j � k et

B"
xi
\B"

xj
= ? pour i 6= j; et i; j 2 =:

Soit �j" une fonction test centrée au point xj telle que

0 � �j" � 1; �j" =

8<: 1 si jx� xjj < "
2
;

0 si jx� xjj > ";
et
��r�j"�� � 4

"
;

alors

lim
"!0

lim
n!1

Z



jrunj2 �j" = lim
"!0

Z





�j"d� � �xj

lim
"!0

lim
n!1

Z



junj2

jx� aij2
�j" = lim

"!0

Z



�j"d = 0
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lim
"!0

lim
n!1

Z



junj2
�
�j" = lim

"!0

Z



�j"d� = �xj

lim
"!0

lim
n!1

Z



unrunr�j" = 0:

D�où

0 = lim
"!0

lim
n!1



I 0 (un) ; un�

j
"

�
� �xj � �xj :

Par l�inégalité de Sobolev, on a aussi

S0�
2=2�

xi
� �xj ;

et alors

�xj = 0 ou �xj � S
N=2
0 ;

ce qui implique que = est �ni.

Montrons maintenant que la concentration ne peut pas avoir lieu aux points ai; avec

1 � i � k:

Sinon, soit " > 0 su¢ samment petit, j 2 = tel que xj =2 B"
aj
et B"

ai
\B"

aj
= ? pour i 6= j

et 1 � i; j � k:

Soit  i" une fonction test centrée au point xi telle que

0 �  i" � 1;  i" =

8<: 1 si jx� xij < "
2
;

0 si jx� xij > ";
et
��r i"�� � 4

"
;

alors

lim
"!0

lim
n!1

Z



jrunj2  i" = lim
"!0

Z



 i"d� � �ai ;

lim
"!0

lim
n!1

Z



junj2
�
 i" = lim

"!0

Z



 i"d� = �ai ;

lim
"!0

lim
n!1

Z



junj2

jx� aij2
 i" = lim

"!0

Z



 i"d = ai ;
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lim
"!0

lim
n!1

Z



junj2

jx� ajj2
 i" = 0 pour j 6= i;

lim
"!0

lim
n!1

Z



unrunr i" = 0:

Ainsi

0 = lim
"!0

lim
n!1



I 0 (un) ; un 

i
"

�
� �ai � �iai � �ai : (2.6)

D�après (2.5) et (2.6), on en déduit que

S�i�
2=2�

ai
� �ai

et alors soit �ai = 0 ou �ai � S
N=2
�i pour tout 1 � i � k:

D�après (2.3), on conclut que

c = lim
n!1

�
I (un)�

1

2
hI 0 (un) ; uni

�
=

1

N
lim
n!1

Z



junj2
�

=
1

N

 X
j2=

�xj +
kX
i=1

�ai

!
:

Donc si �ai = �xj = 0 pour tout i 2 f1; :::; kg ; j 2 =; alors c = 0 ce qui contredit

l�hypothèse c > 0:

D�autre part, s�il existe un i 2 f1; :::; kg tel que �ai 6= 0 ou il existe un j 2 = tel que

�xj 6= 0 alors,

c � 1

N
SN=2�l

= c�:

il en résulte que v est une solution non nulle du problème (P) :
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Lemme 2.8 Sous les mêmes hypothèses du lemme 2:2 alors pour 0 < �l <
p
�� �l il

existe "0 > 0 tel que pour 0 < " < "0; on ait

sup
s>0

I (uj + su";l) < m+
j +

1

N
SN=2�l

:

Preuve: Comme uj est une solution du problème (P) ; alors on a

Z



 
rujru";l �

kX
i=1

�i
jx� aij2

uju";l �
kX
i=1

�i

jx� aij2��i
uju";l

!
=

Z



�
jujj2

��2 uju";l + fu";l

�
:

D�après les estimations données dans [7], on a aussi

kuj + su";lk2
�

2� = kujk2
�

2� + ksu";lk
2�

2� + 2
�s

Z



jujj2
��2 uju";l

+2�s2
��1
Z



u2
��1
";l uj + o

�
"(N�2)=2

�
;

ainsi

I (uj + su";l) = I (uj) + J (su";l)� s2
��1
Z



u2
��1
";l ujdx+ o

�
"(N�2)=2

�
où

J (su";l) = I (su";l) + s

Z



fu";ldx:

Notons que

sup
s>0

J (su";l) = sup
s>0

�
s2

2
T (u";l)�

s2
�

2�

Z



ju";lj2
�
�

=

�
1

2
� 1

2�

�
(T (u";l))

2�=(2��2)
�Z




ju";lj2
�
�2=(2��2)

=
1

N

�
SN=2�l

+O
�
"(N�2)=4

�
�O

�
"�l

p
�=2
p
���l

��N=2 �
SN=2�l

�O
�
"N=2

��1�(N=2)
=

1

N
SN=2�l

�O
�
"�l

p
�=2
p
���l

�
:
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D�après la Proposition 2:1; on a

sup
s>0

I (uj + su";j) � I (uj) + sup
s">0

J (s"u";l)� s2
��1
"

Z



u2
��1
";l uj

� m+
j +O

�
"(N�2)=4

�
+
1

N
SN=2�l

�O
�
"�l

p
�=2
p
���l

�
�O

�
"(N�2)=4

�
= m+

j +
1

N
SN=2�l

�O
�
"�l

p
�=2
p
���l

�
< m+

j +
1

N
SN=2�l

puisque �l <
p
�� �l:

Le lemme 2:5 montre que si u 2 H tel que kuk2 = 1; il existe un unique t+ (u) > 0

tel que t+ (u)u 2 N� et I(t+ (u)u) = max
t�tmax

I (tu) :

L�unicité et la propriété extrémale du t+ (u) nous assurent la continuité de cette

fonction par rapport à u:

Soit

U1 = f0g [
�
v ; kvk < t+

�
v

kvk

��
et U2 =

�
v ; kvk > t+

�
v

kvk

��
:

Remarquons que HnN� = U1 [ U2 et N+ � U1: En particulier, uj 2 U1 pour tout

j 2 f1; :::; kg.

Comme dans [30], pour sl soigneusement choisi et pour tout 0 < " < "0, on abuj = uj + slu";l 2 U2:

Posons

$j = fh : [0; 1] �! H continue avec h(0) = uj; h(1) = bujg :
Soit h 2 $j dé�nie par h(t) = uj + tslu";l pour t 2 [0; 1].

On établit alors les résultats suivants:
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Lemme 2.9 Par un choix approprié de sl > 0 et 0 < " < "0; la valeur

c�j = inf
h2$j

max
t2[0;1]

I(h(t))

dé�nit une valeur critique pour I et c�j � m�
j :

Preuve: On a,

I(h(t)) < m+
j +

1

N
SN=2�l

; pour h 2 $j

d�où

c�j < m+
j +

1

N
SN=2:�l:

En outre, puisque le chemin de tout h 2 $j intersecte N�; on a aussi

c�j � m�
j :

En appliquant le théorème du Col, on véri�e facilement que c�j est bien une valeur critique

pour I.

Proposition 2.3 Supposons que f véri�e la condition (F) et 0 < �l <
p
�� �l; alors

I a un minimiseur vj 2 N�
j tel que m�

j = I (vj) : D�autre part, vj est une solution du

problème (P):

Preuve: Il existe une suite minimisante (vj;n) � N�
j telle que I (vj;n) �! m�

j et

I 0 (vj;n) �! 0 dans H:

Le lemme 2:9 montre que m�
j < m+

j +
1
N
S
N=2
�l : On en déduit en vertu du lemme 2:8

que vj;n converge fortement vers vj dans H: Ainsi vj 2 N�
j (vj 2 N�, N� est fermé et

�j (vj) = lim
n�!1

�j (vj;n) � r0 ) et m�
j = I (vj) :

Alors I 0 (vj) = 0 et ainsi vj est une solution du problème (P): On conclut alors que

(P) admet également k solutions dans N�:

35



Preuve: [Preuve du Théorème 2.1] A l�aide des propositions 2:2 et 2:3, on en déduit

que le problème (P) admet au moins 2k solutions distinctes dans H:
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Chapitre 3

Sur les problèmes elliptiques avec

deux exposants critiques de

Hardy-Sobolev au même pôle

3.1 Introduction

Nous nous intéressons ici au problème elliptique suivant:

(P1)

8><>:
��u� �

jxj2
u =

1

jxj� juj
2�(�)�2 u+

1

jxj�
juj2

�(�)�2 u;

u > 0 dans RNn f0g ;

où N � 3; 0 < �; � < 2; 0 � � < � :=
�
N�2
2

�2
:

Les potentiels singuliers apparaissent dans plusieurs domaines d�applications et sont

soumis à une recherche mathématique large et récente. L�équation du problème (P1)

est caractérisée par la présence de singularités, un terme de Hardy et des non-linéarités

critiques. Di¤érentes motivations physiques du problème (P1) sont décrites dans [15].

Le cas des problèmes elliptiques avec multi-pôles singuliers et non-linéarité critique

a été considéré par de nombreux auteurs, en particulier Felli et Terracini [13]. Ils ont
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prouvé que l�existence de solutions dépend fortement de la puissance et de la localisation

des singularités.

Kang a étudié dans [20] une équation elliptique semi-linéaire dé�nie sur un domaine

borné de RN contenant 0 dans son intérieur

��u� �

jxj2
u =

1

jxjt1
u2

�(t1)�2u+
1

jx� �jt2
u2

�(t2)�2u+ �u

cette équation est caractérisée par la présence d�un double exposant critique de Hardy-

Sobolev, un potentiel de Hardy et un terme linéaire. Il a établi l�existence d�une solution

non triviale. La di¢ culté majeure provient du fait qu�il y�a présence dans le potentiel

considéré de deux exposants critiques dans deux pôles di¤érents. Dans ce cas, il y a une

interaction entre les énergies portées par les deux non-linéarités critiques. Si une énergie

domine l�autre, alors la plus faible étant absorbée.

Le cas des problèmes avec un seul pôle:

Le problème (P1) avec � = � est complètement résolu contrairement au cas où 
 est

un domaine en forme d�étoile par rapport à l�origine, où il n�y a pas solution non triviale,

voir [23]. Certains travaux méritent d�être signalés, par exemple:

Chaudhuri et Ramaswamy dans [9] ont étudié le problème suivant:8<: ��u = �
jxj� juj

2���2 u+ f (x) g (u) dans 


u = 0 sur @
;

où 0 � � � 2; f est une fonction positive mesurable dans 
, ayant une singularité à

l�origine d�ordre inférieur à jxj�2 et g est une fonction dans R qui est soit linéaire ou

super-linéaire.

Lorsque g (u) = �u; � 2 R+ et f véri�ant la condition suivante

f 2 =2 :=
�
f : 
 �! R+ ; lim

jxj!0
jxj2 f (x) = 0 pour f 2 L1loc (
n f0g)

�
;

ils ont prouvé l�existence d�une solution faible non triviale.
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Si g (u) = � jujq�2 u avec 2 < q < 2�� et

f 2 <2;� :=
�
f 2 =2 ; lim

jxj!0
jxj� f (x) <1

�
avec 0 < � < 2;

ils ont montré l�existence de solutions positives.

De nombreux auteurs ont étudié l�existence de solutions non triviales pour des prob-

lèmes elliptiques quasi-linéaires et semi-linéaires. En particulier, Ghoussoub et Yuan ont

fourni dans leur célèbre papier [16], une étude complète du problème suivant:

8><>:
��pu = � jujr�2 u+ �

jxjs juj
q�2 u dans 


u = 0 sur @ 
;

où � et � sont deux paramètres positifs, 
 � RN est un domaine borné ouvert de

frontière régulière qui contient 0 dans son intérieur et 1 < p < N; 0 � s � p � q � p� (s)

et q � r � p� (0) : Ils ont distingué di¤érents cas en fonction de la variation des exposants

q et r.

Ce problème présente beaucoup de di¢ cultés contrairement au cas d�un exposant

critique voir par exemple [28].

On mentionne quelques recherches qui ont été réalisées dans l�espace RN et sur

lesquelles nous nous sommes inspirés dans notre travail. Filippucci et al. dans [14]

ont considéré le problème du p-laplacien avec des non-linéarités critiques multiples dans

le potentiel associé. Ils ont étudié le problème suivant:

8<: ��pu� �
jxjp juj

p�2 u = jujp
��2 u+ jujp

�(s)�2u
jxjs ; u 2 W 1;p

�
RN
�

u � 0;

où � <
�
N�p
p

�p
, p 2 (1; N) et p� (s) := p(N�s)

N�p avec s 2 (0; p) :

En montrant l�existence d�un équilibre entre les énergies des deux non-linéarités, ils

ont donné des résultats d�existence par le choix d�un niveau d�énergie approprié pour le

lemme de Pass Mountain et une analyse précise de concentration.
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Notre problème est en fait une généralisation du problème indiqué dans [14] pour le

cas p = 2. Cependant, en raison de la présence de deux exposants critiques dans le même

pôle, le problème (P1) devient plus compliqué dans l�étude de l�existence de solutions.

Une question naturelle et intéressante est: pouvons-nous élargir l�étude dans le cas

double critique? Plus explicitement, nous considérons le cas où le problème elliptique

a un seul pôle avec di¤érentes puissances de singularités et deux exposants critiques de

Hardy-Sobolev. La réponse à la question posée dépend du domaine: nous obtenons le

résultat de non-existence lorsque 
 est un domaine borné en forme d�étoile par rapport

à l�origine, de nouveau sur RN , nous y arrivons à prouver l�existence d�une solution.

A notre connaissance, les résultats suivants sont nouveaux.

Théorème 3.1 Soient N � 3; 0 < �; � < 2 et 0 � � < �; alors le problème (P1) admet

une solution positive.

Remarque 3.1 De l�identité Pohozaev [2], on en déduit que le problème (P1) dé�nie sur

un domaine borné étoilé par rapport à l�origine, n�a pas de solution non triviale.

3.2 Quelques résultats préliminaires

3.2.1 Généralités

Dans ce qui suit on note par D1;2(RN) la fermeture de l�espace C10 (RN) par rapport à la

norme

kuk :=
�Z

RN
(jruj2 � �

jxj2
u2)dx

�1=2
pour tout � < �:

Ainsi, cette norme est équivalente à la norme usuelle
�Z

RN
jruj2 dx

�1=2
:
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La fonction u 2 D1;2(RN) est dite solution faible du problème (P1) si elle satisfait

pour tout v 2 D1;2(RN);

Z
RN

 
rurv � �

uv

jxj2
� 1

jxj� juj
2�(�)�2 uv � 1

jxj�
juj2

�(�)�2 uv

!
dx = 0

La fonctionnelle d�énergie correspondante au problème (P1) est dé�nie sur D1;2(RN) par

I (u) :=
1

2
kuk2 � 1

2� (�)

Z
RN
juj2

�(�) 1

jxj�dx�
1

2� (�)

Z
RN
juj2

�(�) 1

jxj�
dx:

Il est clair que I 2 C1
�
D1;2(RN);R

�
et une solution de (P1) correspond à un point

critique de I:

Par l�inégalité de Hardy-Sobolev, on dé�nit la constante:

S�;s := inf
u2D1;2(RN )nf0g

kuk2�Z
RN
juj2�(s) jxj�s dx

�2=2�(s) ; (3.1)

avec 0 � � < � et 0 � s < 2: D�après [22], on sait que la constante S�;s est atteinte par

la famille des fonctions:

V "
�;s(x) :=

�
2"2(���)(N�s)p

�

�p�=(2�s)�
jxj�(

p
��
p
���)

�
"2 + jxj(2�s)

p
���=

p
�
�(2�N)=(2�s)�

;

(3.2)

pour " > 0:

La fonction V "
�;s est solution de l�équation suivante

��u� �

jxj2
u =

1

jxjs juj
2�(s)�2 u; dans RNn f0g ;
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et satisfait

Z
RN

 ��rV "
�;s

��2 � �

�
V "
�;s

�2
jxj2

!
dx =

Z
RN

��V "
�;s

��2�(s)
jxj2�(s)

dx

= (S�;s)
(N�s)=(2�s) :

3.2.2 Quelques lemmes

Lemme 3.1 La fonctionnelle d�énergie I associée au problème (P1) véri�e les propriétés

suivantes:

(i) I (0) = 0;

(ii) il existe des nombres positifs su¢ samment petits � et � tels que inf
kvk=�

I (v) � �:

(iii) pour tout v 2 D1;2(RN)nf0g, il existe t0 > 0 tel que kt0vk > � et I (t0v) < 0:

Soit

c = inf
2�
max
t2[0;1]

I( (t))

où

� :=
�
 2 C0

�
[0; 1] ; D1;2(RN)

�
j  (0) = 0; I ( (1)) < 0

	
:

Par une version du théorème du Col, il existe une suite (un) dans D1;2(RN)

telle que

I (un) �! c; et I 0 (un) �! 0 dans D�1;2(RN) le dual de D1;2(RN).

Lemme 3.2 Soient N � 3; 0 < �; � < 2; et 0 � � < �; alors la fonctionnelle I satisfait

la condition de Palais-Smale (PS)c pour c < c� := min
�
c��; c

�
�

	
où

c�s :=
2�s

2(N�s)S
(N�s)=(2�s)
�;s :

Preuve: Soit (un) une suite qui satisfait la condition (PS)c avec c < c�: Alors (un) est

bornée dans D1;2(RN). En considérons une sous-suite extraite de (un) ; on peut supposer
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que un * u dans D1;2(RN); un * u dans L2
�(s)(RN ; jxj�s); pour s = 2; �; �

et un ! u p.p.

Ainsi u est une solution faible du problème (P1):

L�ensemble RN [ f1g est compact pour la topologie de la norme ce qui signi�e que

les mesures peuvent être identi�ées dans l�espace dual C
�
RN [ f1g

�
. Par exemple, �1

est bien dé�ni et �1 (') = ' (1) :

Par le principe de concentration de compacité [26], [27], il existe une suite extraite,

notée encore par (un) et des nombres réels �0; �1; 0; 1; � 0; �1; �0 et �1 tels que:

jrunj2 * d� � jruj2 + �0�0 + �1�1: (3.3)

junj2 jxj�2 * d = juj2 jxj�2 + 0�0 + 1�1: (3.4)

junj
2�(�)

jxj�� * d� = juj
2�(�)

jxj�� + � 0�0 + �1�1: (3.5)

et

junj
2�(�)

jxj�� * d� = juj
2�(�)

jxj�� + �0�0 + �1�1: (3.6)

où �0 et �1 sont les masses de Dirac à l�origine et à l�in�ni respectivement.

Pour " > 0, soit � une fonction de C10
�
RN
�
positive telle que

0 � � � 1; �(x) =

8<: 1 si jxj � �
2

0 si jxj � �
et jr�j � 4

�
:

Testant I 0 (un) avec un�; on a

hI 0 (un) ; un�i =
Z
RN

 
jrunj2 �+ unrunr�� �

un�

jxj2
� junj

2�(�) �

jxj� � junj
2�(�) �

jxj�

!
dx;

(3.7)

ainsi, par (3.3)-(3.7) on obtient

lim
"!0

lim
n!1

Z
RN
jrunj2 �dx � �0; (3.8)
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lim
"!0

lim
n!1

Z
RN
u2n�dx = lim

"!0
lim
n!1

Z
RN
unrunr�dx = 0; (3.9)

lim
"!0

lim
n!1

Z
RN
un� jxj�2 dx = 0; (3.10)

lim
"!0

lim
n!1

Z
RN
junj2

�(�) � jxj�� dx = � 0; (3.11)

et

lim
"!0

lim
n!1

Z
RN
junj2

�(�) � jxj�� dx = �0; (3.12)

par conséquent, en utilisant (3.8)-(3.12) on a

0 = lim
"!0

lim
n!1

hI 0 (un) ; un�i � �0 � �0 � � 0 � �0: (3.13)

Par l�inégalité de Hardy-Sobolev, on en déduit

�
2=2�(�)
0 S�;� � �0 � �0 (3.14)

�
2=2�(�)
0 S�;� � �0 � �0: (3.15)

D�après (3.13), on trouve �0 � �0 � � 0 + �0; utilisant (3.14) et (3.15), on obtient

�
2=2�(�)
0 S�;� � � 0 + �0 et �

2=2�(�)
0 S�;� � � 0 + �0:

Il s�ensuit que

�
2=2�(�)
0 � S�1�;� (�0 + � 0) et �

2=2�(�)
0

�
1� S�1�;��

(2�(�)�2)=2�(�)
0

�
� S�1�;��0:

Le fait que (un) est bornée dans D1;2
�
RN
�
; nous assure que � 0 � C1; ainsi

�
2=2�(�)
0

�
1� S�1�;�C

(2�(�)�2)=2�(�)
1

�
� S�1�;��0;
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il existe alors Y dépendant de �, 2� (�), et C1 tel que

�
2=2�(�)
0 � Y �0:

De même, il existe Z dépendant de �; 2� (�) et C2 tel que

�
2=2�(�)
0 � Z� 0:

En particulier, il en résulte que :

Soit �0 = 0, � 0 = 0 ou �0 � S
(N��)=(2��)
�;� ; � 0 � S(N��)=(2��)�;� :

D�autre part,

c = I (un)�
1

2
hI 0 (un) ; uni+ o (1)

� 2��
2(N��)

�Z
RN
juj2

�(�) jxj�� dx+ � 0

�
+ 2��

2(N��)

�Z
RN
juj2

�(�) jxj�� dx+ �0

�
+ o (1)

� 2��
2(N��)� 0 +

2��
2(N��)�0:

Pour étudier la concentration à l�in�ni, on considère la fonction test  2 C10
�
RN ; [0; 1]

�
telle que pour R > 0

0 �  � 1;  (x) =

8<: 1 si jxj < R=2

0 si jxj > R
et jr j � 2

R
:

et on prend en compte les quantités suivantes

�1 = lim
R!1

lim
n!1

sup

Z
jxj>R

jrunj2  dx; 1 = lim
R!1

lim
n!1

sup

Z
jxj>R

un jxj�2 dx;

�1 = lim
R!1

lim
n!1

sup

Z
jxj>R

junj2
�(�)  jxj�� dx
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et

�1 = lim
R!1

lim
n!1

sup

Z
jxj>R

junj2
�(�)  jxj�� dx:

En utilisant la même technique que celle faite à l�origine, on obtient le même résultat,

notamment

�1 = 0, �1 = 0 ou �1 � S
(N��)=(2��)
�;� ; �1 � S(N��)=(2��)�;� :

De même,

c � 2��
2(N��)�1 +

2��
2(N��)�1:

En utilisant l�hypothèse c < c�; alors la sous-suite (un) converge fortement vers u dans D1;2
�
RN
�
:

Notons

eU (x) =
8<: U "�;� (x) si c�� � c��

U "�;� (x) si c�� � c��;
(3.16)

on a alors le lemme suivant:

Lemme 3.3 Sous les hypothèses du théorème 3:1, on a

sup
t�0

I
�
teU� < c� :

Preuve: Considérons c�� � c��; alors

I
�
teU� = I

�
tU "�;�

�
=
t2

2

U "�;�2 � t2
�(�)

2� (�)

Z
RN

��U "�;���2�(�) jxj�� dx
� t2

�(�)

2� (�)

Z
RN

��U "�;���2�(�) jxj�� dx:
Or, on sait que

sup
t�0

I
�
tU "�;�

�
� sup

t�0
f� (t) = c��
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avec

f� (t) =
t2

2

U "�;�2 � t2
�(�)

2� (�)

Z
RN

��U "�;���2�(�) jxj�� dx:
On a¢ rme que c� < c��; où

c� := inf
2��

max
t2[0;1]

I( (t))

avec

�� :=
�
 2 C0

�
[0; 1] ; D1;2(RN)

�
;  (0) = 0;  (1) = t0U

"
�;�

	
:

Raisonnons par l�absurde, supposons que c� = c�� alors supt�0 I
�
tU "�;s

�
= supt�0 f� (t) :

Les fonctionnelles I et f� atteignent leurs maximums aux points positifs t1 et t2

respectivement. Alors, on a

f� (t1)�
t
2�(�)
1

2� (�)

Z
RN

��U "�;���2�(�) jxj�� dx = f� (t2)

Il en découle que f� (t2) < f� (t1) ; ce qui nous amène à une contradiction.

De même pour le cas où c�� � c��; on trouve c� � c��: Ainsi, supt�0 I
�
teU� < c�:

3.3 Preuve du théorème 3.1

Preuve: Comme 2� (s) > 2 (s = �; �) il existe en vertu du Lemme 3:1; � et � su¢ sam-

ment petits tels que inf
kuk=�

I (u) � �; u 2 D1;2(RN)n f0g : Puisque I
�
tU "�;s

�
tend vers �1

quand t tend vers 1, alors il existe t0 > 0 tel que
t0U "�;s > � et I

�
t0U

"
�;s

�
< 0:

En outre en utilisant le lemme du Col, il existe une suite (un) dans D1;2
�
RN
�
telle

que

I (un) �! c; et I 0 (un) �! 0 dans D�1;2 �RN�
D�après les Lemmes 3:2 et 3:3, on obtient

0 < c � sup
t2[0;1]

I
�
tt0U

"
�;s

�
� sup

t>0
I
�
tU "�;s

�
< c�:
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On en déduit alors que (un) possède une sous-suite notée aussi (un), telle que un ! u

fortement dans D1;2(RN). Ainsi u est une solution non triviale du problème (P1): Par le

principe du maximum, on obtient que u > 0 dans RNn f0g :
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Chapitre 4

Sur les équations elliptiques avec

multiples exposants critiques et

termes de Hardy

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le problème elliptique suivant:

(P2)

8><>:
��u� �

jxj2
u =

1

jxj� juj
2�(�)�2 u+

1

jxj�
juj2

�(�)�2 u+ � jujq�2 u dans 


u = 0 sur @ 
;

où 
 est un ouvert borné de RN ; N � 3; 0 2 
; 0 < �; � < 2; � > 0;

0 � � < � et 2 < q < 2�.

Le cas régulier i.e. � = 0; � = � = 0 et 2 < q < 2�; a été étudié par Brezis

et Nirenberg dans leur célèbre papier [7] où ils ont montré l�existence de solutions non

triviales en utilisant une version du théorème du Col d�Ambrosetti-Rabinowitz si une des

conditions suivantes est satisfaite:

a) N � 4, pour tout � > 0:
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b) i) N = 3, 3 < q < 5, pour tout � > 0:

ii) N = 3; 1 < q � 3, pour � assez grand.

Kang et Peng ont prouvé dans [22] l�existence de solutions positives du problème

(P3)

8><>:
��u� �

jxj2
u = �

jxj� juj
2���2 u+ � jujq�2 u dans 


u = 0 sur @
;

où 2 � q < 2�: En utilisant des méthodes variationnelles, ils ont obtenu des résultats

d�existence par le théorème du Col pour di¤érents choix des paramètres �; � et q.

Le cas des problèmes elliptiques avec multi-pôles a été considéré par de nombreux

auteurs en particulier Felli et Terracini [13]. Ils ont montré que l�existence de solutions

dépend fortement de la puissance et de la localisation des singularités. Ces types de

problèmes demeurent mathématiquement subtiles à résoudre comparés aux cas d�un seul

exposant critique voir par exemple [28].

L�étude de ce type de problèmes est motivée par ses diverses applications, par exemple:

en Mécanique Quantique, en Chimie, en Physique et en Géométrie Di¤érentielle, etc...

On peut se référer aux travaux suivants [15, 25] et les références qu�ils contiennent.

L�intérêt mathématique réside dans le fait que ces problèmes non linéaires sont double-

ment critiques en raison de la présence de di¤érents exposants de Hardy-Sobolev et de

termes de Hardy.

En raison de la présence de deux exposants critiques avec le même pôle, le problème

(P2) devient plus compliqué dans l�étude de l�existence de solutions.

Une question naturelle et intéressante est: peut-on étendre l�étude de (P3) dans le

cas double critique? Plus précisément, on considère le cas où le problème elliptique a un

seul pôle et di¤érentes puissances des deux exposants critiques de Hardy-Sobolev et une

certaine perturbation du potentiel. La réponse à notre question est a¢ rmative.
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Théorème 4.1 Soient N � 3; 0 < �; � < 2, � = 0; 0 � � < � et 
 est un domaine

borné étoilé par rapport à l�origine. Alors le problème (P2) n�admet pas de solution non

triviale.

Théorème 4.2 Soient N � 3; 0 < �; � < 2; � > 0; 0 � � < �; et

max

�
2;

Np
�+

p
�� �

;
N � 2

p
�� �p
�

�
< q < min (2� (�) ; 2� (�)) � 2�:

Alors le problème (P2) admet une solution positive.

4.2 Généralités

Une fonction u 2 H� est dite une solution faible du problème (P2) si u satisfait l�identité

Z



 
rurv � �

uv

jxj2
� 1

jxj� juj
2�(�)�2 uv � 1

jxj�
juj2

�(�)�2 uv � � jujq�2 uv
!
dx = 0;

pour tout v 2 H�:

La fonctionnelle d�énergie associée au problème (P2) est:

I (u) :=
1

2
kuk22 �

1

2� (�)

Z



1

jxj� juj
2�(�) dx� 1

2� (�)

Z



1

jxj�
juj2

�(�) dx� �

q

Z



jujq dx:

I 2 C1 (H�;R) : Notons que 0 2 
; et S�;s (
) est indépendante de 
 dans le sens

où S�;s (
) = S�;s
�
RN
�
= S�;s: S�;s est ici dé�nie par (3.1) lorsque l�inf est étendu à

H�n f0g ; et est atteinte par la famille des fonctions V "
�;s données dans (3.2).

On a besoin d�établir d�abord quelques estimations utiles sur les fonctions extremales V "
�;s:

Soit ' 2 C10 (
) dé�nie par

0 � ' � 1; ' (x) =

8<: 0 si jxj � 2r

1 si jxj � r
et jr' (x)j < 2=r;
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où B2r
0 � 
 avec r > 0:

Posons

U "�;s (x) = ' (x)V "
�;s (x) ;

u"�;s (x) = U "�;s (x)

�Z



��U "�;s��2�(s) jxj�s dx��1=2�(s) ;
de sorte que

Z



��U "�;s��2�(s) jxj�s dx = 1:
En s�appuyant sur les résultats de [16], on a

u"�;s (x)2 = S�;s +O
�
"(N�2)=(2�s)

�
(4.1)

et

Z



��u"�;s (x)��q dx =
8>>><>>>:
O
�
"(
p
�=(2�s))q

�
si 1 � q < Np

�+
p
���

O
�
"(
p
�=(2�s))q

�
jln "j si q = Np

�+
p
���

O
�
"(
p
�=(2�s)

p
���)(N�q

p
�)
�
si Np

�+
p
��� < q < 2�:

(4.2)

4.3 Résultat de non existence

Dans cette section, on fournit la preuve du Théorème 4:1 via l�indentité de Pohozaev.

Preuve: Posons

g (x; u) = �
u

jxj2
+
juj2

�(�)�2 u

jxj� +
juj2

�(�)�2 u

jxj�
;

alors

G (x; u) =

Z u

0

g (x; s) ds =
�

2

juj2

jxj2
+

1

2� (�)

juj2
�(�)

jxj� +
1

2� (�)

juj2
�(�)

jxj�
;

(@iG) (x; u) = ��
juj2

jxj4
xi �

�

2� (�)

juj2
�(�)

jxj� xi +
�

2� (�)

juj2
�(�)

jxj�
xi;
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@i (G (x; u)) = (@iG) (x; u) + g (x; u) @iu: (4.3)

ici @i = @
@xi

pour i = 1; :::; N:

Multipliant l�équation de (P2) par (x;ru) des deux côtés, on obtient

�
Z



4u: (x;ru) dx =
Z



g (x; u) (x;ru) dx:

En appliquant le théorème de la divergence, on a

Z



4u: (x;ru) dx =
Z



div (ru) (x;ru) dx

= �
Z



g (x; u) (x;ru) dx

=

Z
@


����@u@�
����2 (x; �) d� � Z




(ru;r (x;ru)) dx

=

Z
@


����@u@�
����2 (x; �) d� � Z




jruj2 dx� 1
2

Z



�
x;r

�
jruj2

��
dx

=
1

2

Z
@


����@u@�
����2 (x; �) d� � 2�N

2

Z



jruj2 dx; (4.4)

où � est la normale extérieure au bord @
:

D�après (4.3); on a aussi

Z



g (x; u) (x;ru) dx = �N
Z



G (x; u) dx�
Z



NX
xi

i=1

(@iG) (x; u) dx

= �N
Z



 
�

2

juj2

jxj2
+

1

2� (�)

juj2
�(�)

jxj� +
1

2� (�)

juj2
�(�)

jxj�

!
dx

+

Z



 
�
juj2

jxj2
+

�

2� (�)

juj2
�(�)

jxj� +
�

2� (�)

juj2
�(�)

jxj�

!
dx:
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Ainsi

Z



g (x; u) (x;ru) dx =
(2�N)

2

Z



�
juj2

jxj2
dx� (N � �)

2� (�)

Z



juj2
�(�)

jxj� dx (4.5)

�(N � �)

2� (�)

Z



juj2
�(�)

jxj�
dx;

puisque Z



jruj2 dx� �

Z



juj2

jxj2
dx =

Z



juj2
�(�)

jxj� dx+

Z



juj2
�(�)

jxj�
dx: (4.6)

En combinant (4.5) et (4.6) dans (4.4); on trouve

1

2

Z
@


����@u@�
����2 (x; �) d� � (2�N)

2

Z



jruj2 dx = (N � 2)
2

Z



�
juj2

jxj2
dx+

(N � �)

2� (�)

Z



juj2
�(�)

jxj� dx+
(N � �)

2� (�)

Z



juj2
�(�)

jxj�
dx;

cette dernière identité est équivalente à

1

2

Z
@


����@u@�
����2 (x; �) d� =

�
2�N

2
+
N � �

2� (�)

�Z



juj2
�(�)

jxj� dx

+

�
2�N

2
+
N � �

2� (�)

�Z



juj2
�(�)

jxj�
dx:

En�n, on conclut que
1

2

Z
@


����@u@�
����2 (x; �) d� = 0;

puisque 
 est un domaine étoilé par rapport à l�origine i.e. (x; �) > 0 sur @
; on en

déduit que u = 0:
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4.4 Résultat d�existence

4.4.1 Condition de Palais�Smale

Lemme 4.1 I satisfait les conditions suivantes:

(i) I (0) = 0;

(ii) 9 � et � tel que inf
kvk=�

I (v) � �:

(iii) pour tout v 2 H1
0 (
) nf0g, il existe t0 > 0 tel que kt0vk > � et I (t0v) < 0:

D�après une version du théorème du Col, il existe une suite (un) dans H1
0 (
) telle que

I (un) �! c; et I 0 (un) �! 0 dans H�1 .

Lemme 4.2 Soient N � 3; 0 < �; � < 2; et 0 � � < �; alors la fonctionnelle I satisfait

la condition de Palais�Smale (PS)c pour c < c� := min
�
c��; c

�
�

	
où

c�s :=
2� s

2 (N � s)
S(N�s)=(2�s)�;s :

Remarque 4.1 Les Lemmes 4:1 et 4:2 sont semblables aux Lemmes 3:1 et 3:2, néan-

moins signalons qu�on utilise ici la structure Hilbertienne de H1
0 et de son dual H

�1;

alors que dans les Lemmes 3:1 et 3:2 on utilise la topologie Banachique des espaces cor-

respondants.

Preuve: [du Lemme 4:2]

Soit (un) une suite satisfaisant la condition (PS)c avec c < c�: alors (un) est bornée dans

H�. on peut supposer que:

un * u dans H�;

un * u dans L2
�(s)(
; jxj�s); pour s = 2; �; �;

un �! u dans Lq (
)

et

un ! u p.p. dans 
;
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d�où u est une solution faible du problème (P2):

Par le principe de concentration de compacité [26, 27], il existe une sous-suite, notée

encore (un) et des nombres réels �0; 0; � 0 et �0 tels que:

jrunj2 * d� � jruj2 + �0�0: (4.7)

junj2 jxj�2 * d = juj2 jxj�2 + 0�0: (4.8)

junj
2�(�)

jxj�� * d� = juj
2�(�)

jxj�� + � 0�0: (4.9)

et

junj
2�(�)

jxj�� * d� = juj
2�(�)

jxj�� + �0�0: (4.10)

où �0 est la masse de Dirac à l�origine.

Pour " > 0, soit � une fonction test centrée en 0; telle que

0 � � � 1; �(x) =

8<: 1 si jxj � "
2
;

0 si jxj � ";
et jr�j � 4

"
:

On a

hI 0 (un) ; un�i =
Z



 
jrunj2 �+ unrunr�� �

un�

jxj2
� junj

2�(�) �

jxj� � junj
2�(�) �

jxj�
� � junjq �

!
dx:

(4.11)

Ainsi, en utilisant (4.7) à (4.10), on a

lim
"!0

lim
n!1

Z



jrunj2 �dx � �0: (4.12)

lim
"!0

lim
n!1

Z



u2n�dx = lim
"!0

lim
n!1

Z



unrunr�dx = lim
"!0

lim
n!1

Z



junjq �dx = 0: (4.13)

lim
"!0

lim
n!1

Z



un� jxj�2 dx = 0: (4.14)

lim
"!0

lim
n!1

Z



junj2
�(�) � jxj�� dx = � 0: (4.15)
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lim
"!0

lim
n!1

Z



junj2
�(�) � jxj�� dx = �0: (4.16)

Par conséquent, en utilisant (4.12)-(4.16), on obtient

0 = lim
"!0

lim
n!1

hI 0 (un) ; un�i � �0 � �0 � � 0 � �0: (4.17)

Par l�inégalité de Hardy-Sobolev, on en déduit que

�
2=2�(�)
0 S�;� � �0 � �0 (4.18)

�
2=2�(�)
0 S�;� � �0 � �0; (4.19)

D�après (4.17); on a

�0 � �0 � � 0 + �0;

En utilisant (4.18) et (4.19); on a aussi

�
2=2�(�)
0 S�;� � � 0 + �0;

et alors

�
2=2�(�)
0 S�;� � � 0 + �0:

Il s�ensuit que

�
2=2�(�)
0 � S�1�;� (�0 + � 0) ;

et

�
2=2�(�)
0

�
1� S�1�;��

(2�(�)�2)=2�(�)
0

�
� S�1�;��0:

En utilisant le fait que (un) est bornée dans H�; on a � 0 � C1; d�où

�
2=2�(�)
0

�
1� S�1�;�C

(2�(�)�2)=2�(�)
1

�
� S�1�;��0;
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il existe alors Y dépendant de �, 2� (�), et C1 tel que

�
2=2�(�)
0 � Y �0:

De même, il existe Z dépendant de �; 2� (�) et C2 tel que

�
2=2�(�)
0 � Z� 0:

En particulier, il en résulte que :

soit �0 = 0, � 0 = 0 ou �0 � S
(N��)=(2��)
�;� ; � 0 � S(N��)=(2��)�;� :

D�autre part,

c = I (un)�
1

2
hI 0 (un) ; uni+ o (1)

� 2��
2(N��)

�Z



juj2
�(�) jxj�� dx+ � 0

�
+ 2��
2(N��)

�Z



juj2
�(�) jxj�� dx+ �0

�
+ o (1)

� 2��
2(N��)� 0 +

2��
2(N��)�0:

D�après l�hypothèse c < c�; on a alors une sous-suite (un) qui converge fortement vers u

dans H�:

Lemme 4.3 Sous les mêmes hypothèses du théorème 4:2, on a

sup
t�0

I
�
teU� < c�:

où eU est la fonction dé�nie au chapitre précédent par (3.16).
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Preuve: Si c�� � c�� et
Z



��u"�;���2�(�) jxj�� dx = 1; alors
I
�
teU� = I

�
tu"�;�

�
=

t2

2

u"�;�2 � t2
�(�)

2� (�)
� t2

�(�)

2� (�)

Z



��u"�;���2�(�) jxj�� dx
��t

q

q

Z



��u"�;���q dx:
Or,

sup
t�0

I
�
tu"�;�

�
� sup

t�0
g� (t) = c��;

avec

g� (t) = eg� (t)� �
tq

q

Z



��u"�;���q dx;
où on a posé eg� (t) = t2

2

u"�;�2 � t2
�(�)

2� (�)
:

Soit " > 0 assez petit, d�après ce qui précède; sup
t�0

g� (t) est atteint pour un certain t" > 0:

Du fait que

0 = g0� (t") = t"

�u"�;�2 � t2
�(�)�2
" � �tq�2"

Z



��u"�;���q dx� ;
on a

u"�;�2 = t2
�(�)�2
" + �tq�2"

Z



��u"�;���q dx
� t2

�(�)�2
" ;

et alors,

t" �
u"�;�2=(2�(�)�2) := t0: (4.20)

Ainsi u"�;�2 � t
2�(�)�2
0 + �

u"�;�2(q�2)=(2�(�)�2) Z



��u"�;���q dx:
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D�autre part, la fonction eg� (t) atteint t0 et est croissante dans l�intervalle [0; t0], donc à
partir de (4.1); (4.2) et (4.20), il existe C > 0 tel que

g� (t") = eg� (t")� �
tq"
q

Z



��u"�;���q dx
� eg� (t0)� �

tq"
q

Z



��u"�;���q dx
= 2��

2(N��)

u"�;�2(N��)=(2��) � �
tq"
q

Z



��u"�;���q dx
� 2��

2(N��)S
(N��)=(2��)
�;� +O

�
"(N�2)=(2��)

�
� C

Z



��u"�;���q dx;
< 2��

2(N��)S
(N��)=(2��)
�;�

quand
N � 2

p
�� �p
�

< q < 2�:

Les fonctionnelles I et g� atteignent leurs maximums aux points positifs t1 et t2 respec-

tivement. Alors

g� (t1)�
t
2�(�)
1

2� (�)

Z



��u"�;���2�(�) jxj�� dx = g� (t2) :

Il s�ensuit que g� (t2) < g� (t1) ; ce qui nous amène à une contradiction.

De même dans le cas où c�� � c��; on trouve c� � c��: Ainsi on aura supt�0 I
�
teU� < c�:

4.4.2 Preuve du théorème 4.2

Preuve: En utilisant les lemmes 4:1 ; 4:2 et 4:3; on a

0 < c � sup
t2[0;1]

I
�
tt0 eU�

� sup
t>0

I
�
teU� < c�;

60



On en déduit que (un) possède une sous-suite, notée encore (un), telle que un ! u

fortement dans H�. Ainsi u est une solution non triviale du problème (P2): Par le

principe du maximum, on obtient que u > 0 dans H�n f0g :
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Perspectives

1 - Etendre le travail du chapitre 2 cas des problèmes quasi-linéaires du type p-Laplacien.

2 - Que peut-on dire lorsque le terme perturbateur du chapitre 4 est concave c�est à dire

1 < q < 2 ?

3 - Peut-on récupérer la compacité (compacité globale) d�une suite de (PS)c lorsque

c 6= c�� et c 6= c�� du problème du chapitre 4 ?

4 - Etudier la régularité des solutions des problèmes étudiés.
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Ré sumé  

Dans cette thèse on s’est intéressé à deux classes d’équations elliptiques:  

- La première classe de problèmes contient un exposant critique et des poids singuliers. 

- La deuxième classe contient plusieurs exposants critiques et des poids avec un seul pôle.   

De tels problèmes ne peuvent pas être résolus par les méthodes variationnelle classiques. 

Notre travail consiste à étudier localement en chaque pôle l’existence de solutions via le 

principe variationnel d’Ekeland et le théorème du Col. 

Mots clés : Méthodes variationnelles, exposants critiques, condition de Palais-Smale, principe 

de concentration de compacité. 

Abstract 

In this thesis we are interested in two classes of elliptic equations: 

- The first class of problems contains a critical exponent and singular weights. 

 - The second class contains several critical exponents and singular weights with a same pole. 

Such problems can not be solved by classical variational methods. Our work is to study the 

existence of solutions locally in each pole via Ekeland’s Variational Principle and the 

Mountain Pass Lemma. 

Keywords: Variational methods, critical exponents, Palais-Smale condition, concentration 

compactness principle.  
 

 ملخص

 الهدف من هذه الأطروحة دراسة صنفين من المعادلات الإهليجية:     

 - معادلات إهليجية تحتوي على قوى أسية و ثقل شاد. 

 - معادلات إهليجية تحتوي على قوى أسية و ثقل شاد في نفس القطب .

 هذا النوع من المشاكل الرياضية لا يمكن حلهّ بالطرق الكلاسكية المعروفة لهذا نهتم بدراسة إمكانية وجود

.Mountain pass ونظرية Ekeland على الأقل حل محلي عند كل قطب بإستعمال مبدأ 

 الكلمات المفتاحية:

صاترمالالتركيز مبدأ ،حرجال الأس، التغاير طرق , Palais-Smale  شرط  


