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Notations

e RY: L’espace Euclidien de dimension .
e Siz,y € RY alors z.y est le produit scalair dans RY, c-a-d:

N
x=(x1,...,2Nn) €t y = (y1, ..., yn) alors z.y = > x;.y;.
i=1

N 1/2
o SizeRY |z]| = (fo) :
i=1
o a=(ay,..,ay) € NV est un multi-indice.
o D= %
e ), la masse de Dirac au point a.
® 0 la masse de Dirac a l'infini.
e X un espace métrique.
e u, — u faiblement dans V' (ou V' est un espace de Banach).
e u, — u fortement dans V.
e O un ouvert borné de RY.
e 00 le bord de €.
e B(xz,r) est la boule dans RY de centre z et de rayon r notée B.
o Vu= (%7 - %)t est le gradiant de la fonction u : RN — R.
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Au est le laplacien de la fonction u: RY — R, c-a-d: Au = é% = div (Vu).
Apu = div (|Vul” Vu) est le p-laplacien.

Cge (£2) est Pespace des fonctions C™ a support compact dans €2 .

D'? (RY) completion de Cg° (RY) par rapport a la norme ||Vl 2 gv) -
H} () est la fermeture de I'espace C5° (2) dans H' (Q).

H~! le dual topologique de H} ().

H,, est la fermeture de l'espace C§° (€2) par rapport & la norme

1/2
] = ( / (Val = | u2>dx) .

2% (s) = Z%V:;) est ’exposant critique de Hardy-Sobolev avec 0 < s < 2.

2* (0) = 2* est 'exposant critique de Sobolev.

= (%)2 est la meilleure constante de Hardy.

T
On note les normes de L* (Q), (1 < s < oo) et H~ ' par |||, et ||.||_
on (1) toute quantité qui tend vers zéro quand n tend vers 'infini.
O (') toute quantité tel que |O (¢")| /et < C, C > 0 constante.

C (]0,1],V) est I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans V.

C* (0,1],V) est espace des fonctions de classe C* de [0, 1] dans V, k € N*.



Introduction

L’objet de cette these est ’étude de deux classes de problémes elliptiques:
- La premiére classe de problémes contient un exposant critique et des poids singuliers,

exemple type:
2*(s)— 2

—Au = Jul” ~ "u a2

+Z 2%“

ou 0 <y, <u:= (N 2) qui est la meilleure constante de Hardy, 0 < a;,s < 2 et

0<qg <2pourt=1,.., k.
- La deuxiéme classe contient plusieurs exposants critiques et des poids avec un seul

pole, modéle type:
k \u|2*($i)_2u
A==

oun0<s;<2avecs; #s;pouri,j=1,..k.

Notre principal objectif est d’étudier 'effet des coefficients singuliers des non-linéarités
dans l'existence et la multiplicité des solutions de ce genre de problémes. Les méthodes

variationnelles classiques ne s’appliquent pas sur ces types de problémes.

Ces classes ont été introduites comme modéle de plusieurs phénomeénes issus de la
Physique, de la Mécanique Quantique, de la Chimie et de la Géométrie Différentielle

etc...

L’étude de problémes contenant un seul exposant a été largement étudiée, on les

appelle problémes de Brezis-Nirenberg. Depuis, il a été généralisé a d’autre opérateurs



tels que —A — #7 —div (ﬁ) et —div (V"2 V).

L’estimation des niveaux d’énergies est calculée a partir des fonctions extrémales des
inégalités de Sobolev, Hardy-Sobolev ou plus généralement de Caffarelli-Kohn-Nirenberg.
Elle nous permet de récupérer la "compacité locale des suites de Palais-Smale" sous un

certain seuil.

11 ressort de notre étude et des études antérieures [7, 8, 13, 16], que dans la premiére
classe de probléemes il existe une compétition entre les énergies produites par les non-
linéarités critiques. Le terme dont ’énergie dominante (plus forte) provoque I'existence

des solutions, parmi elles une est appelée solution de moindre énergie (ground state).

Notre travail consiste a étudier localement en chaque pole 'existence d’au moins deux
solutions non triviales du probléme considéré (positives lorsque la donnée est localement
positive).

Dans le cas ot les poles des poids considérés sont identiques on a constaté qu’il n’y a
pas de compétition entre les énergies produites par les non-linéarités critiques [14]. Les

puissances des poids au voisinage du pole déterminent 1’existence de solutions.

Plus explicitement, le chapitre 2 est consacré a I’étude du probléeme elliptique suivant

) " k .
—Au — Z%u = Ju)* P u+ ZLU—Ff dans Q

Sl — a7

u=2>0 sur 0 €2,

ot © est un ouvert borné de RY, N > 3, k € N*; pour i = 1,....k, a; € Q, a; # a;,

a; # 0 et o; sont des constantes positives; \; et p, sont des parametres positifs tels que

u)%

k k
S < MY, ot Al est une consante qui sera définie par la suite et S p; < [ := ( 5

=1 =1
Les résultats obtenus sont:

Si f est une fonction mesurable bornée et positive localement au voisinage de chaque



a; vérifiant I’hypothése suivante:

A5 (f) = inf {ON (T(u))(N+2)/4—/qu dw} >0

l[uflpx=1

. B 2 o My 2w Ao
ou T(u) = [ | [Vul” =Y ———u* =7 =t ) dv,
i=1|T — a4 =T — a7
—2\(N+2)/4 § m
O = x5 G 3= () et = (o)

alors le probléeme (P) admet au moins 2k solutions positives.

Le chapitre 3 est dédié au probléme suivant:

1 * _ ]. * —
—Au—Lu:—|U2(a) 2u+7|u’2 (8) 2u7 dans Q,
X

) o
(Pa) o 2 |
u=">0 sur 052,
N : N . * _ 2(N-t) )
ot {2 est un domaine de R™, 0 < «, f < 2; et pour 0 < ¢ < 2, 2* (1) = ==~ est 'exposant

critique de Hardy-Sobolev.

De T'identité de Pohozaev il en ressort que le probléme (Pg) n’admet pas de solution
non triviale lorsque €2 est un domaine borné étoilé par rapport a l'origine. L’étude du
probléme (Pg~) a donné le résultat suivant:

L’existence d’au moins une solution positive du probléme considéré en utilisant le principe

de concentration de compacité de P.L. Lions et le théoréme du Col.

Le chapitre 4 est consacré a I’étude du probléme (Pg) moyennant une perturbation
par un terme d’ordre inférieur a 2* du type |u|’"> u. Sous des conditions suffisantes sur

¢, on a montré I'existence d’au moins une solution non triviale.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle briévement les définitions de base dont on fera
usage fréquemment dans les parties suivantes. Il s’agit notamment de définir les points
critiques, la condition de Palais-Smale et de rappeler le principe variationnel d’Ekeland
et le Théoréme du Col (Mountain Pass Theorem). Le chapitre s’achéve par quelques

inégalités et injections de Sobolev utiles pour la suite de notre travail.

1.1 Point critique

Soient V' un espace de Banach, £ € C*(V,R) et E' : V — V' (V' dual topologique de

V'), la dérivée au sens de Fréchet de E.

Définition 1.1 [2/] On dit que uw € V' est un point critique de E si E'(u) = 0, sinon u
est dit un point régulier.
On dit que ¢ € R est une valeur critique de E s’il existe un point critique v de E tel que

E(u) = c. Sinon, c¢ est dite une valeur réguliére.

La notion de point critique peut étre définie comme minimum local d’une fonction-
nelle, mais en genéral ceci n’a lieu qu’en présence d’une certaine propriété de compacité,
par exemple pour la fonction F(u) = exp (—u), la valeur ¢ = 0 n’est jamais atteinte.

Pour cela on exige que E satisfasse une certaine condition de compacité.
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Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de facon générale des suites
qui convergent vers un point dont on espere montrer que c’est un point critique, on a

souvent recours a la condition de Palais-Smale.

Définition 1.2 [2/] On dit que E € C*(V,R) satisfait la condition de Palais-Smale de

niveau ¢, ((P-S). en abrégé), si de toute suite (u,) C V vérifiant
E(u,) — ¢, et E (u,) —0 dans V' quand n — oo,

on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement dans V wvers un point critique
de E.
Si la condition de (P-S). est vérifiée pour tout ¢ € R, on dit alors que E vérifie la

condition de Palais-Smale ((P-S) en abrégé).

1.2 Principe variationnel d’Ekeland

Le théoreme et le corollaire suivants montrent qu’il est possible de trouver des suites

minimisantes sous certaines conditions sur la fonctionnelle.

Théoréme 1.1 [12] Soit (X,d) un espace métrique complet et E : X — RU {400} une
fonction semi-continue inférieurement. On suppose que E est bornée inférieurement et
on pose

c=inf £ > —o0;
X

Alors, pour tout € > 0, il existe v, € X tel que

c<E(y.)<c+e
E(y)=E(y.) +ed(v,7.)>0 VyeX, v#7..

Corollaire 1.1 [12] SiV est un espace de Banach et E € C'(V,R) est bornée inférieure-

10



ment, alors il existe une suite minimisante (u,) de V telle que

E(u,) — iI‘}f E, E'(u,) — 0 dansV' quand n — cc.

1.3 Théoréme du Col (Mountain Pass Theorem)

Le théoréme suivant constitue un outil puissant pour montrer l'existence d’un point

critique d’une fonctionnelle.

Théoréme 1.2 [1] Soient V' un espace de Banach et E € C*(V,R) vérifiant la condition
de (P-S). On suppose que

(1) E(0)=0;

(2) il existe p > 0, et a > 0 tels que si ||u|,, = p alors E(u) > o;

(3) il existe uy € V tel que ||u]ly, > p et E(ur) < o

Soit

¢ = inf supF(u),
el ueg ( )

ol

P:{’VEC([()?H? V) ) 7(O>:Oa 7(1):u1}‘

Alors il existe une suite (u,) dans V telle que

E (u,) — ¢ et E' (u,) — 0 dans V'.

11



1.4 Espaces de Sobolev
Soit  un ouvert de R¥.

Définition 1.3 /6] L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

WP (Q) = {u € LP(Q) tels que a@u eLr(), Vi=1, ...,N} :
T

ot les dérivées sont considérées au sens des distributions.

On pose H' () = W2 (Q) .

Théoréme 1.3 [6] L'espace WP (Q), muni de la norme

p) 1/p
p

est un espace de Banach pour 1 < p < oo. Il est de plus séparable pour 1 < p < oo et

ou
(9@

N
lellwir = (IIUH? Y
i=1

réflexif pour 1 < p < oc.

1.5 Quelques inégalités et injections de Sobolev utiles

On commence par I'injection classique de Sobolev.

Théoréme 1.4 [29, 6] Soit Q un ouvert borné de RN de classe C*, on a
1
P
WP (Q) — ¢ [a (Q) Vge[l,0) sip=N
avec injections continues.

12



De plus,

x 111
L1(Q) Vqe 1>p)0u;?—§_ﬁ sip< N
W (Q) = § L1(Q) Yg € 1,00) dip=N |
C (ﬁ) sip>N
avec injections compactes.
N , P 2N
Lemme 1.1 [6] Supposons que Q C RY est un domaine ouvert borné , 2* = N3’ et

1 <p <2* Alors il existe une constante positive C' telle que

(/Q|u!p);S(J(/Q\Vuf)é Vu € C3° ().

L’injection H}(Q) — LP(Q), est compacte si p < 2*.

ou H}(Q) est le sous-espace vectoriel de H'(Q) obtenu par la complétion de l’espace

des fonctions C'*° sur €2 a support compact.

1.6 Inégalité de Hardy-Sobolev

On consideére 'inégalité suivante de Hardy-Sobolev [17]:

YR

ou N >3et0<s<?2.

2/2*(s)
Q

En particulier, pour s = 0 on obtient I'inégalité classique de Sobolev:

/ lu* da < 0/ \Vul>dz Yu e CP(Q).
Q Q

13



Dans le cas ol s = 2, on obtient l'inégalité de Hardy [18]:

1
/ 2|72 Ju)? dz < :/ \Vul*dz Yu e CP(Q).
Q HJo

A partir de la premiére inégalité on peut définir la meilleure constante de Hardy-Sobolev

/|Vu|2dx
Sys = inf 0

T ueH,\{o} . 2/2(s)°
K (/ |,CC|7S |U|2 (S) dﬁ)
Q

Cette constante est atteinte par une famille de fonctions exrémales associée au probléme

par

étudier. Lorsque s = 0, Sy est appelée la meilleure constante de Sobolev.
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Chapitre 2

Sur les équations elliptiques non
homogénes avec un exposant
critique de Sobolev et des

singularités prescrites

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la multiplicité des solutions du probléme suiv-

ant:

A . k s
—Au— Y Fi u:]u|2_2u+z—12_aiu+f dans Q
i a

i=1|r — a;

u=20 sur 0 €,

ou  est un ouvert borné de RY, N > 3,k € N*; pour i = 1,..., k, a; € Q; \;, p; sont des
parameétres positifs et «; des constantes positives; f est une fonction mesurable bornée.
Ce probléme est caractérisé par la présence des poids singuliers avec différents poles et

I’exposant critique de Sobolev. Ce dernier provoque la perte de compacité de I'injection

15



de Sobolev de H} () dans L* ().
Dans ce cas, les méthodes classiques ne sont pas directement applicables ce qui rend
I’étude plus difficile et originale.

Cette classe d’équations elliptiques contient des potentiels singuliers qui apparaissent
dans de nombreux domaines, tels que la mécanique quantique, la physique nucléaire,
la physique moléculaire et la cosmologie quantique, pour plus de détails, on renvoie le
lecteur a [13, 15].

On commence par donner un bref historique sur la question.

Le cas régulier i.e. \; = p; = 0 pour i = 1, ...,k a été étudié par Tarantello dans [30]. En
utilisant le principe variationnel d’Ekeland [12] et le théoréme du Col [1], elle a prouvé
Pexistence de multiples solutions pour f # 0 satisfaisant une hypothése appropriée. Elles
sont positives si f I'est aussi.

Pour & = 1, Kang et Deng dans [21] ont prouvé I'existence d’au moins deux solutions
faibles dans H} (£2) pour le probléme critique singulier non homogene:

u |U 2*(8)72

u
—Au—u|x|2 = T +Au+ f

sous certaines hypothéses suffisantes sur f, A et u.

Dans [8], Chen a étudié le probléme suivant:

—Au—p V(z)u=K() [u* >u+0h(z) dansQ,
u=20 sur 0 2,

ou le poids linéaire V' posséde m points singuliers, K est une fonction positive bornée
définie sur Q et h € H~! est positive. Sous certaines hypothéses sur V, @ et 1, il a obtenu
I’existence de m solutions positives.

Chen et Rocha dans [10] ont montré lexistence d’au moins quatre solutions non

16



triviales dans H} (2) du probléme suivant:

A .
—Au— su = |ul? 2u+||%
x

P vt

et ont établi que I'une au moins d’entre elles change de signe pour 0 < o < 2.

La question est: peut-on avoir au moins 2k solutions pour notre probléme (P)?
La réponse est affirmative. Plus explicitement, des informations importantes pour I’existence
de plusieurs solutions du probléme considéré sont obtenues.

Notre travail est 1ié aux résultats obtenus par Chen [8] et Chen et Rocha [10], &
notre connaissance nos résultats sont nouveaux et intéressants, ils permettent d’obtenir
2k solutions du probléme (P), k € N*.

Dans ce qui suit, on indique les principaux résultats du chapitre. On utilise ’hypothese

suivante:
As () = | |i|nf ) {CN (T (u)) N2/ / fu d:z:} >0 (F)
U 2*: Q
onT(u) = [, [ IVu]" = X ———=u* = 3 —————u? ) dz,
i=1|z — a; =T —a;|”"
o\ (N42)/4 % ~
CN - N4*2 (%4,3)( 2 7A = (A17 a)\k‘ et H = (Ml? ,,uk) .

k k
Théoréme 2.1 Soient \;, j; > 0 pouri =1, ..,k tels que Z:l)\i <A Z:lui <= (%)2
et f est une fonction mesurable, bornée, qui est positive localement au voisinage de chaque
a; et satisfait (F). Alors le probléme (P) posséde au moins 2k solutions positives dans

H} (Q) lorsque 0 < a; < \/TL — ;.

La constante positive \' sera définie par la suite.

17



2.2 Préliminaires

On donne dans cette section quelques résultats préliminaires utiles pour la suite de notre

travail.

2.2.1 Quelques résultats

Le probleéme (P) est liée a I'inégalité de Hardy [18]:

2 1
/ u—2dx < :/ |Vl dz, pour tout a € RY, u € C3°(RY),
RN |7 — al HJRN

ou 11 est la meilleure constante de Hardy.
Sipe (0,f) et a2, on pose

2
u

IVl - u‘

|z —qf

S, () :=

ueH\{0} [k

D’aprés [19], S, est indépendant de Q2 C RY dans le sens ou S, (2) = 5, (RY) = 5,,. En
outre, S, est atteinte par la famille de fonctions
[de(fp — ) N/N — 2]V 2/

Usolx) := £>0
) L —\ (N—2)/2° )
(5 ‘x o a"y /VE + |.r . a|7+/\/ﬁ>

oy =E—VE—petyt =+ VI—p

De plus les fonctions U, , satisfassent

—Au—p “ 5 = lul* ?u  dans RV {a}
|z — al

u—>0 quand |z| — o0.

. U?
/ U. o do = / (\VUM|2 — p—= 2) dr = 55/2.
RN RN ’I‘ — a’

18
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k k
Dans la suite, on considére \;, p; > 0, pour ¢ = 1, .., k, tels que > \; < A et > o < .
i=1 i=1
H designe fermeture de 1'espace Cg°(RY) pour la norme

A 1/2
2% 2
ul|l, == Vul* — ——u* | dx .
Jul, (/(| | §i:1:‘w_ai‘2> )

Cette norme est équivalente, en vertu de I'inégalité de Hardy a la norme usuelle ([, \Vul? dr)'/2.

Pour tout u € H\ {0}, on définit la quantité positive

T(u)
2 —1)

)1/(2*72)

tmax = tqunax - (
(

et la fonctionnelle J : H\ {0} — R par

JW) = toaT(u) — 220 ||ull?

max 2%

_ CNT(U)(N+2)/4 |U‘;*N/2 ‘

L’énergie fonctionnelle associée a (P) est donnée par ’expression suivante:

Alors I € C' (H,R). Une solution faible du probléme (P) correspond & un point critique

de I donnée par:

(I (u) o) — /Q (vuw S z w) do+

e — af |x—az|

—/ > % upds — /fgpda: =0, pour tout ¢ € H.
Q Q

D’autres arguments de la régularité elliptique impliquent qu’'une solution faible u € H

est en effet de classe C%(Q\{ay, as, ..., ax}) et on peut dire que u satisfait (P) dans le sens
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classique. L’étude de la régularité des solutions est prévue comme perspective du travail.
Comme [ n’est pas bornée inférieurement dans H, on considére le probléme sur la

variété de Nehari:

N ={uwe H\{0} ; (I'(u),u) = 0}.
Ainsi u € N si et seulement si:
T (u) — |uls. — /qu dr = 0.
Il est naturel de décomposer N en trois sous-ensembles disjoints:
Nt={ue N ; (I"(u),u) >0},

N ={ueN; (I"(u),u) <0}

et
NP={ueN; (I"(u),u) =0},

avec

(I"(u),u) = 2T (u) = 2" [|u

2 —/fu dx
Q
= T(u) = (2" =1)u

2%
2*

= (2—2*)T(u)+(2*—1)/ﬁfuda:.

2.2.2 Probléme de valeurs propres

k ,
L’inégalité de Hardy montre que l'opérateur Lzu = —Au — ZHL—ZFu avec
i=1|T — Q;

k

fo= (ftq, ..., pi,) est définie positif sur H pour p; > 0 tels que Y p; < fi et a un spectre
i=1

discret [11].

En outre, le probléme aux valeurs propres suivant avec des potentiels de Hardy et des

20



coefficients singuliers, pour j fixé dans {1, ..., k},

k )
— Ay — ZLU = AL__ dans (2,

(&) =lr —a |z — a;[>"%

u=0 sur 0 (2.

k

o 0 < a; <2, Aetp; >0 tel que > u; < [, possede une suite de valeurs propres
i=1

{)\g (Jz — aj|°‘j_2)} pour k € N* telle qlze

0 <A (Jz — aj|aj_2) < A2 (Jz — aj]aj_Q) <. < >\§ (Jz — aj|0‘j_2) ... = 00 quand k — oo.

La premiére valeur propre de (&;) est simple, positive donnée par

k‘ .
(-t 2
)\1 = )\'1~ (|CC —a; OLJA_Q) = inf Q i=1 |.I' B a/i| )

J " ueH\{0} u?
—y
alr — aj

On pose

Jj=1,.,

A= mlnk {)\]1} .

2.2.3 Quelques lemmes

k
S < AL Alors

k
Lemme 2.1 Soient \;, pi; > 0 pour i = 1,..,k tels que > pu; < m, et
i=1 =1

=1}

M >0 ou M = inf{(T(u))l/2 ;s u€ H et |lu

Preuve: On sait que

)&/“—de</ \VUE_iLu? du
7 0 |x_a/i‘2—ai — Q ‘x_ai‘Q )

=1
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On en déduit

k k
1 2 o 2
T >11-— E i Vul® — E _ dx.
= ( A i=1 )/Q<| a i— ’x_ai’2u> ’

=1

Ainsi par I'inégalité de Hardy, on a I’estimation

/ \Vul> dz > T(u) > K/ \Vul|? de,
Q Q

() (i)

(T(u)"* > K28, > 0, pour tout u € H tel que lullye =1,

avec
D’ou

ou Sy est la meilleure constante de Sobolev. m

On définit la fonction ¢, € C§°(£2) telle que pour § > 0;

0 si|z—al>20
0<90(z§1 900,(>_ et ‘V(pa(x)‘gc7
1 si|z—al<9d

Posons u.; (v) = ¢, (¢) Uz q,(x) pour i € {1,...,k} .

Proposition 2.1 Si w € H est une solution du probléme (P), alors pour tout & > 0

assez petit, on a

('v“f’if‘ 2um> de = Sp/* + O (V=212

u2 wdr = O ( /4)




Preuve: Les preuves de ((7), (ii)) et ((¢i¢), (iv)) sont similaires aux preuves de [[16],

Lemme 11.1] et [[10], Proposition 2.4] respectivement. =

Lemme 2.2 Soit f # 0 satisfaisant la condition (F), alors N°= &
Preuve: Supposons que N°# &. Alors pour u € N?,

T(u) = (2 1) Jull?

F - [fuar—cr

La condition (F) et l'identité (2.2) donnent

2%

ainsi

0= T(u) — |full5-

/ Fu da. (2.2)

0 < Cy (T(u) N2/ _ / fu dz
Q

(N+2)/4
2N/(N 2) < T'(u) _1l =0
( .

= &2 2 — 1) [lul?

ce qui nous meéne a une contradiction m

Lemme 2.3 Supposons que f # 0 satisfaisant la condition (F), alors pour chaque
u €N, il existe ¢ > 0 et une fonction différentiable t : B(0,e) C H — R* telle

que t(0) =1, t(v)(u —v) € N pour ||v|| < € et

k . . *
/ {2 <VUVU —>( Hs 5 — A 2a,)uv) — 2% |ul* P uw — fv} dx
Q =1 |x—a|”  Jr—aT™
T(u) — (2* = 1) |Jul; '

2%

(t'(0),v) =

Preuve: Soit F': R x H — R, définit par

F(s,v) = sT(u—v) — s> 1ju—

v 3:—/Qf(u—v)dx
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Puisque F(1,0) = 0 et 25(1,0) = T(u) — (2" = 1) |ju 2. # 0, alors en appliquant le

théoreme des fonctions implicites au point (1,0), on obtient directement le résultat
énoncé. m

On définit, pour i € {1, .., k},

/ i(z) [Vl de
Q

o ¢,(z) = min{J, |z — a;|} et 6 > 0.

Posons 7o = & avec § < in%éin la; — a;| et soit
i#]

Ni={ueN* | B(u) <o} et Ni={ue N~ |Biu)<ro}.

On note

m; = inf I (u) et m; = inf I (u).

ueN;t u€N;

Lemme 2.4 Soient 0 > 0 et ro défini comme ci-dessus. si 3;(u) < ry alors

/ \Vul? dz > 3/ \Vul|? dz.
Q o\B?

Preuve: Evidente. m

Lemme 2.5 Soit f satisfaisant la condition (F). Alors pour tout uw € H\ {0}, il existe

un unique tT =t* (u) > 0 tel que tTu € N et

T (N—2)/4
t+ > <(—U)2*> = tmax (U) = tmax;
(25 = 1) Jlull3-

I (t*u) = max [ (tu).

t>tmax

Par ailleurs, si [ fu dz > 0, alors il existe un unique t~ =t~ (u) > 0 tel que t7u € N,

Q
17 < tmax €t I (t7u) = 0<min I (tu).

_t_ max
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Preuve: La preuve est similaire a celle de [30]. =

2.3 Preuve du théoréme 2.1

Dans ce qui suit nous considérons j fixé dans {1, ...,k}.

2.3.1 Existence de solutions dans N’ "

En utilisant le principe variationel d’Ekeland on montre I'existence de k£ solutions dans

NT.

Proposition 2.2 Soit f une fonction mesurable bornée, localement positive au voisinage

de chaque point a; et satisfaisant (F). Alors m} = inf+I (v) est atteinte au point
UGM

u; € N;© qui est un point critique et méme un minimum local de I.

Preuve: On montre d’abord que I est bornée inférieurement sur N. En effet, en

utilisant I'inégalité de Holder et le fait que u € A/, on obtient

I(u) = %T(u) /fu

> —— [(V+2) 7))’

En particulier,

[(N+2)[|£]I_]"

my 2 2 [N

ol my = inf I (u).
0 ueN ( )
On affirme que m;r < 0. En fait, on a pour un certains 0 < ¢ < ¢, fB; fuej; > 0.
J
Soit 0 < to; < lejmax défini dans le lemme 2.5 de telle sorte que tojUej € NT.
Puisque f3; (t;jum) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, on obtient I’existence de €5 tel que

ﬁj (t;jus,j) <rgpour 0 <e <eg <eyq.
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Alors t_u.; € N et

2 2%
t, t
I(t;Jus,]) = ( ’2]> T(UEJ) - ( 2]*) Ue 5 2* - Ej/fuw
(t2,)° N 42

2%

.
= - 9 T(“&j)"’W(ts ) ||U57J

cela conduit & —oo < my < mj < 0.
Le principe variationnel d’Ekeland nous fournit une suite minimisante (u;,,), C /\f;r

vérifiant les propriétés suivantes
. L1
(2) I(uj,) <m! +—
et
1
(i) I(w) > 1 (ujn) — - IV (w —ujn)ll,, pour tout w € N

En prenant n assez grand, on a pour € € (0, &)

I(uj,n) = %T(an — M/fu% < m + (t ) T(’LLEJ').

Cela implique
2 _N\2
/quj'm Z N——|—2 (ts,j) T(UEJ) > 0.

Par conséquent, u;,, # 0 et on a l'estimation

2
2 (1) N+2

—7—T(U/57' S u',’I’L <

N+2 (L i) < sl

LAl

D’ot la convergence faible dans H de la suite(u;y,), vers u;.
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Lemme 2.6 Soit f satisfaisant la condition (F), alors ||I' (u;,), tend vers 0 quand n

tend vers +0o.

Preuve: Supposons que ||I’ (u;,)|], > 0 pour n assez grand

En appliquant le lemme 2.3 avec v = u;, et w = ¢ 0 > 0 assez petit, on

III’( uj, n)||2

constate que pour

1" (ujn)

B o R Y S L +
tn(é) " Uj tn(fs) |:Uj,n 5”]/ (ijn)” GN ’

o >}
T (sl )

Ainsi, il existe 0y tel que ws € N~ pour tout 0 < § < do.

D’apres (i7), on a

1
- |lws —ujnll > T (ujn)—1I(ws)

:=<1—m4®ﬂfww,wm+wua&<rwmﬂé%%%ﬂ>+04®.

Divisant par § et passant a la limite quand J tend vers zéro, on obtient
1
~(1+ [ inll) 2 =15,,(0) (I'(wjin) win) + 1 (i) | = 17" (i)

;o= (o, T in)
tn(0) = <t (0), 1T () > ’

Comme (u;,) est une suite bornée, on conclut que

slQ

1" ()| < — (L4 [£7,(0)]) -

Pour établir le résultat du lemme il suffit de montrer que ‘t;n(O) ‘ est bornée uniformément
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par rapport a u. En effet, (u;,) est une suite bornée et w € B, alors

C
£50(0) T () — (2 — 1) [

2%
2*

2 .
5| est bornée pour n tendant vers oo.

11 suffit donc prouver que ‘T(um) — (2 = 1) [Jujn

Raisonnant par I’absurde, supposons que

T(ujn) — (25— 1) [Jujullse = 0n(1). (2.3)

(2.3), implique

|4jnllo« > 7, pour une constante appropriée v

et le fait que u;, € N nous améne a

;* + 0,(1).

/ Figm = (2" —2) luzm
[9]

par suite,

0 < YA5 () < On (T ()2 13777 — /quj,n = 0,(1),

ce qui est absurde. Ainsi ||I’ (u;,)||, tend vers 0 quand n tend vers co. m

I

On en déduit & I'aide du lemme précédent,
(I' (uj) ,w) =0, pour tout w € H (2.4)

i.e. u; est une solution faible du probleme (P).

En particulier, u; € N, on a aussi

) 2 _\2
/quj = lim /quj,n N2 (tz;) T(uey) > 0.
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Ainsi u; # 0. En outre, en vertu du lemme 2.4 et de (2.4), il en résulte que u; € Nt
nécessairement.

Comme

n——-aoo

alors u; € N'j*. D’ou

N +2
il fu; < lim inf 7 (uj,) =m]

1
mi <1 (u;) = =T (u;) — I R j -

N
Ainsi u;,, — u; fortement dans H et I (u;) = m;. A Paide du lemme 2.4, on en déduit

'existence de k solutions du probléme (P). m

2.3.2 Existence de solutions dans N~

Dans cette section on détermine le niveau ¢ pour lequel I vérifie la condition de (P.S)..

Lemme 2.7 la fonctionnelle I (u) satisfait la condition (PS), pour tout ¢ < %Sﬁ;ﬂ, ol
SN/? — min (s,ﬁ/z, 5{22) .

Preuve: Soit (u,) une suite vérifiant (P.S), de I avec ¢ € (O + min (S,]Zﬂ, - S,J);/z)> :

’ N

On sait que (u,) est bornée dans H, et il existe une suite (u,) et v € H tels que

u, — v faiblement dans H,
u, — v faiblement dans L? (0, |z — ai]_z) pour 1 <i < k; dans L* (Q),

ai72) pour 1 <i <k,

u, — v fortement L? (Q, lr — a;

up, — v fortement L® () pour tout s, 1 < s < 2*.

Par un argument standard, on en déduit que v est une solution du probléme (P). Donc

I'(v) =0 et /qun:/gfv—l—on(l).
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Ensuite, on vérifie que v # 0. Supposons par I'absurde que v = 0. Par le principe de
concentration de compacité [26, 27], il existe une sous-suite, notée aussi (u,, ), un ensemble
au plus dénombrable S, des points (z;),. C 2\ U{a;} et un ensembles de nombres

JES\{L,...k}
non négatifs Ia;s Vs Hags Vagr Va; POUT J € Set1l<i<Ek tels que:

k
Vu,> — du> Zﬂzj5:vj + Zuaiéai
JES i=1
|un|2
—2 - d’y = /-)/ai(sai
|z — a4

et
k

|un|2* —dv = Zl/xjdxj + Z Va;0a;

JES i=1
ol ¢, est la masse de Dirac au point z.

Par les inégalités de Hardy-Sobolev, on trouve
P, = HiYVa, = Suiui/?* pour tout 1 <i < k. (2.5)

Vérifions que I'ensemble S est fini et soit v,, =0 ou v, > Sév /2 pour tout j € .

En effet, soit ¢ > 0 suffisamment petit tel que a; ¢ Baij pour tout 1 < 57 < k et
B; N B, =g pour i # j, et 1,5 € .

Soit (bg une fonction test centrée au point z; telle que

L sifz—a4 <3,

D<H <1, ¢ - ot Vo] < 2.

0 si|z—ux>e,

alors

lim lim/ IV, |* ¢ = lim/cﬁgdu >y
e—0n—o0 | e—0/q J
Q

2
lim lim / L‘Qqﬁg — lim / Gldy =0
e—0n—oo |;1; — az’| e—0Jq
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lim lim / |un|*” ¢! = lim / Gldv = v,,
Q =0/

e—0n—o0

lim lim | u,Vu,V¢! = 0.

e—0n—oo 0

D’ou

0 = lim lim <I Up) un¢3> > g, = V-

e—0n—oo

Par I'inégalité de Sobolev, on a aussi
2/2*
Soyasl/- < :uxja

et alors

N/2
ijzooul/szso/,

ce qui implique que & est fini.

Montrons maintenant que la concentration ne peut pas avoir lieu aux points a;, avec

1< <k

Sinon, soit € > 0 suffisamment petit, j € & tel que z; ¢ Bflj et B; N Bjj = O pour i # j

et 1 <i,5 <k.

Soit 1/}2 une fonction test centrée au point x; telle que
1 si|le—ax] < §

0< ol <1, = Yot Vol <
0 si|x—uz4 > e,

AN

alors

lim lim / V| 1t = lim / Yidp > p,,
e=YJa

e—0n—oo 0

lin(lJ lim/ un|* 0 = hm/w dv = vy,
e—Un—oo
iyl [ 2w e e
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e—0n—o0

2
lim lim /%wé = 0 pour j # 1,
oz — ajl

lim lim unVunV¢i =0.

e—0n—o0 Q

Ainsi

=lim lim (I’ (un), un®l) > fo. = HiVa, — Var- (2.6)

e—0n—oo

D’apres (2.5) et (2.6), on en déduit que

S, v <,

Hi™ a;
. N/2 )
et alors soit v,, = 0 ou v,, > S,/” pour tout 1 <i < k.

D’aprés (2.3), on conclut que

n—oo

1 . |
= —lim Un,
N n—os Jq

k
B %(Z%J“F;V‘li)'

JES

¢ = lim (I(un)—%ﬂ’(un),un))

2%

Donc si v,, = v,, = 0 pour tout ¢ € {1,...,k},j € 3, alors ¢ = 0 ce qui contredit
I’hypothese ¢ > 0.

D’autre part, s'il existe un i € {1,...,k} tel que v,, # 0 ou il existe un j € < tel que
ve,; # 0 alors,

1 N/2 *
c> NS’” = c*.

il en résulte que v est une solution non nulle du probléme (P). =
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Lemme 2.8 Sous les mémes hypothéses du lemme 2.2 alors pour 0 < a; < /. — py; il

existe g > 0 tel que pour 0 < € < gg, on ait

1
, 4~ gN/2
Sslil(?[ (uj + sucp) <mi + NS’” :

Preuve: Comme u; est une solution du probléme (P), alors on a
k k

H Ai
/ <VujVu5,l — Z 5 UjUe | — Z —2_%ujua,l>
Q

i=1 ‘l‘ - ai‘ i=1 |l‘ - ai|
= / <|uj‘2*_2 Ujue g + fug,l) .
Q

D’apres les estimations données dans [7], on a aussi

;: + [ sue,

2*
ox Huj

l|lu; + suey 3 + 2*3/ ]uj\Q*_2 (T
Q

91?1 / W2 Ny + o0 (012)
Q

ainsi
I (uj+ su.y) =1 (uj) + J (sue;) — 52*_1/u§;_1ujdx +o0 (E(N—2)/2)
Q
ou

J (suey) =1 (suzy) + s/ fuedz.
Q

Notons que

52 s o
sup J (suz;) = sup | =T (uey) — - |[ue
>0 s>0 \ 2 2* Jq

2/(2°-2)
2*>

= % (Sﬁlfﬂ +0 (8(N—2)/4) _ 0 (6al\/ﬁ/2m)>N/2 (55/2 o (€N/2)>1_

_ Lave_ <€az\/ﬁ/2\/ﬁ—m> '
N My
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D’apres la Proposition 2.1, on a

sup I (u; + su.;) < I(u;)+supJ(scuq;) — sg*_l/ugl_luj
Q

s>0 se>0

1 — =
< om0 (N 4 NSZ/Q —_O <5azx/ﬁ/2\/u—m> — 0 (V-2/1)

1 e
= mj+ NSZM -0 (50‘“/‘7/2\/ “*“l)

1 . —
< m;r—l—NSZ/z puisque a; < /[t — 4.

Le lemme 2.5 montre que si u € H tel que [lull, = 1, il existe un unique t* (u) > 0
tel que t* (u)u € N~ et I(tt (u)u) = Jmax [ (tu) .

L’unicité et la propriété extrémale du ¢ (u) nous assurent la continuité de cette

fonction par rapport a u.

Ulz{O}U{v; o] < t+ <||UT||>} et UQZ{U; o] > t+ (ﬁ)}

Remarquons que H\N~ = U; U U, et N C U;. En particulier, u; € U; pour tout
Jje{l,....k}.

Comme dans [30], pour s; soigneusement choisi et pour tout 0 < ¢ < €y, on a

Soit

Uj = uj + spue,; € Us.

Posons

£;={h:10,1] — H continue avec h(0) = u;, h(1) = u;}.

Soit h € £; définie par h(t) = u; + ts;u.; pour ¢t € [0, 1].

On établit alors les résultats suivants:
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Lemme 2.9 Par un choiz approprié de s; > 0 et 0 < € < &g, la valeur

* — inf I(h(t
¢ = inf max (h(t))

P i . _
définit une valeur critique pour I et c; > m; .

Preuve: On a,

1
I(h(t)) <m] + NSZ/Q, pour h € £;

d’ou

1
* + — @gN/2.
¢; <mj + NS’”'

En outre, puisque le chemin de tout h € £; intersecte N, on a aussi

“ _
T > .
c; = m;.

En appliquant le théoréme du Col, on vérifie facilement que ¢; est bien une valeur critique

pour /. m

Proposition 2.3 Supposons que f vérifie la condition (F) et 0 < o < /It — 1, alors
I a un minimiseur v; € /\/j_ tel que m; = I (vj). D’autre part, v; est une solution du

probléme (P).

Preuve: Il existe une suite minimisante (v;,) C N telle que I (v;,) — m; et
I' (vj,) — 0 dans H.

Le lemme 2.9 montre que m; < m;r + %Sfx/ ®. On en déduit en vertu du lemme 2.8
que v;,, converge fortement vers v; dans H. Ainsi v; € /\/'j_ (v; € N7, N est fermé et
B (v;) = nh_fflooﬁj (Vjn) <70 ) et my =1 (v;).

Alors I’ (v;) = 0 et ainsi v; est une solution du probléme (P). On conclut alors que

(P) admet également k solutions dans N—. =
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Preuve: [Preuve du Théoréme 2.1] A I’aide des propositions 2.2 et 2.3, on en déduit
que le probléme (P) admet au moins 2k solutions distinctes dans H.
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Chapitre 3

Sur les problémes elliptiques avec
deux exposants critiques de

Hardy-Sobolev au méme pdle

3.1 Introduction

Nous nous intéressons ici au probléme elliptique suivant:

1 ()
2ut — u* P2y,

4 I o)
u
|ul W

—AU — —2u = —a
(P1) o ol

u >0 dans RV\ {0},

A N>30<a,f<20<p<pm=(22)"

Les potentiels singuliers apparaissent dans plusieurs domaines d’applications et sont

soumis & une recherche mathématique large et récente. L’équation du probléme (P;)

est caractérisée par la présence de singularités, un terme de Hardy et des non-linéarités

critiques. Différentes motivations physiques du probléme (P;) sont décrites dans [15].

Le cas des problémes elliptiques avec multi-poles singuliers et non-linéarité critique

a été considéré par de nombreux auteurs, en particulier Felli et Terracini [13]. IIs ont
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prouvé que 'existence de solutions dépend fortement de la puissance et de la localisation
des singularités.
Kang a étudié dans [20] une équation elliptique semi-linéaire définie sur un domaine

borné de RY contenant 0 dans son intérieur

* 1 *
= — w2 =2 4 —tng (t2)=20, 4 Ny
7] |z — ¢

cette équation est caractérisée par la présence d’un double exposant critique de Hardy-
Sobolev, un potentiel de Hardy et un terme linéaire. Il a établi ’existence d’une solution
non triviale. La difficulté majeure provient du fait qu’il y’a présence dans le potentiel
considéré de deux exposants critiques dans deux poles différents. Dans ce cas, il y a une
interaction entre les énergies portées par les deux non-linéarités critiques. Si une énergie
domine 'autre, alors la plus faible étant absorbée.

Le cas des problémes avec un seul pole:

Le probléme (P;) avec a = 3 est complétement résolu contrairement au cas ou § est
un domaine en forme d’étoile par rapport & ’origine, ot il n’y a pas solution non triviale,
voir [23]. Certains travaux méritent d’étre signalés, par exemple:

Chaudhuri et Ramaswamy dans [9] ont étudié le probléme suivant:

—Au == lul** 2w+ f(z)g(u) dans Q
u=20 sur 0f),

ol 0 < a < 2, f est une fonction positive mesurable dans (), ayant une singularité a

. e . , . N —2 . . . e, e
l'origine d’ordre inférieur a |z|™" et g est une fonction dans R qui est soit linéaire ou
super-linéaire.

Lorsque g (u) = Au, A € R* et f vérifiant la condition suivante

feSy = {f:Q—MR*; lim \:c]Qf(x)zopourfeL}’OOC(Q\{O})},

|z|—0

ils ont prouvé I'existence d’une solution faible non triviale.
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Sig(u)=A|ul'?uavec 2 < g < 2 et

fe%,g::{fe%; lim \xlﬂf(:t)<oo} avec 0 < 3 < 2,

|z|—0
ils ont montré I'existence de solutions positives.

De nombreux auteurs ont étudié ’existence de solutions non triviales pour des prob-
lemes elliptiques quasi-linéaires et semi-linéaires. En particulier, Ghoussoub et Yuan ont

fourni dans leur célébre papier [16], une étude compléte du probléme suivant:

-
|z|°
u=2>0 sur 0 €,

—Apu = \ul"Pu+ lu|'?u  dans Q

oll A et u sont deux paramétres positifs, @ C R est un domaine borné ouvert de
frontiére réguliére qui contient 0 dans son intérieur et 1 <p < N, 0 < s <p < q < p*(s)
et ¢ <r < p*(0).Ils ont distingué différents cas en fonction de la variation des exposants
qetr.

Ce probleme présente beaucoup de difficultés contrairement au cas d’un exposant
critique voir par exemple [28].

On mentionne quelques recherches qui ont été réalisées dans l'espace RV et sur
lesquelles nous nous sommes inspirés dans notre travail. Filippucci et al. dans [14]
ont considéré le probléme du p-laplacien avec des non-linéarités critiques multiples dans

le potentiel associé. Ils ont étudié le probléme suivant:

_ _ OB
—Ayu — # lulP 2w = |ul” " Pu+ —'“'pws‘s -

,u € Wwhe (]RN)

u > 0,

p
ou p < (%) ,p€(1,N) et p*(s) := p(jffv—__;) avec s € (0,p).

En montrant I'existence d’un équilibre entre les énergies des deux non-linéarités, ils
ont donné des résultats d’existence par le choix d’'un niveau d’énergie approprié pour le

lemme de Pass Mountain et une analyse précise de concentration.
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Notre probléme est en fait une généralisation du probléme indiqué dans [14] pour le
cas p = 2. Cependant, en raison de la présence de deux exposants critiques dans le méme

pole, le probléme (P;) devient plus compliqué dans I’étude de l'existence de solutions.

Une question naturelle et intéressante est: pouvons-nous élargir I’étude dans le cas
double critique? Plus explicitement, nous considérons le cas ou le probléeme elliptique
a un seul pole avec différentes puissances de singularités et deux exposants critiques de
Hardy-Sobolev. La réponse a la question posée dépend du domaine: nous obtenons le
résultat de non-existence lorsque €2 est un domaine borné en forme d’étoile par rapport

a Dorigine, de nouveau sur RY, nous y arrivons a prouver I’existence d’une solution.
A notre connaissance, les résultats suivants sont nouveaux.

Théoréme 3.1 Soient N >3, 0 < «a,5 <2 et 0 < p < 1, alors le probléme (P1) admet

une solution positive.

Remarque 3.1 De l'identité Pohozaev [2], on en déduit que le probléme (Py) définie sur

un domaine borné étoilé par rapport o l'origine, n’a pas de solution non triviale.

3.2 Quelques résultats préliminaires

3.2.1 Généralités

Dans ce qui suit on note par DV2(RY) la fermeture de espace C5°(RY) par rapport a la

norme

1/2
|ul| == (/ (|Vu)® - %u%dw) pour tout p < .
RY ||

1/2
Ainsi, cette norme est équivalente & la norme usuelle < / |Vu|2 dx) .
R

N
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La fonction u € DM?(RY) est dite solution faible du probléeme (P;) si elle satisfait

pour tout v € DV2(RY),

1 * _ ]_ * _
/ VUVU—MU—Z— ~ u)@ 2uv——ﬂ|u2(5)2uv dx =0
RN |z |z ||

La fonctionnelle d’énergie correspondante au probléme (P;) est définie sur DV2(RY) par

1, o 1 () 1 1 /
() = = |ul|? = —— —dr— ———
(W) o= 5 Wl = gy [ 1 et = o [

Il est clair que I € C' (D**(RY),R) et une solution de (P;) correspond & un point

* 1
|z]

critique de 1.

Par I'inégalité de Hardy-Sobolev, on définit la constante:

inf
ue D12 (RN)\{0}
RN

avec 0 < pu < et 0 <s <2 Dapres [22], on sait que la constante S,  est atteinte par

Sy

)2/2*(5)’ (31)

la famille des fonctions:

I

Ve (2) = (252(um<1vs)>\/’j/ - <|x|_<\/l7—\/r—u) (g + |x|(2—5)\/\r—u/\/ﬁ> (2-N)/ <2‘5))
H,S :
(3.2)

pour € > 0.

La fonction V7 est solution de ’équation suivante

1 *(5)—
—Au — #u = P lu|* )24, dans RN\ {0},
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et satisfait

e \2 e 12°(s)
/ ‘V ‘ - (V ) de = / %dm
RN || Ry |2

N-—s —s
_ (Su,s)( )/(2=s)

3.2.2 Quelques lemmes

Lemme 3.1 La fonctionnelle d’énergie I associée au probléme (Py) vérifie les propriétés
suivantes:

(i) 1(0) =0,

(1) il existe des nombres positifs suffisamment petits £ et p tels que ||7ifﬂl£l?[ (v) > €.

(iit) pour tout v € DY*(RN)\{0}, il existe tog > 0 tel que |[tov|| > p et I (tov) < 0.
Soit

— inf max I (~ (t
¢ = Infmax (v (1))

ol

={yeC’([0,1],D"*®R™)) | v(0) =0, I(y(1))<0}.

Par une version du théoréme du Col, il existe une suite (u,) dans D“?(RY)

telle que
I (up) — ¢, et I' (u,) — 0 dans D™"*(RY) le dual de D**(RY).

Lemme 3.2 Soient N > 3,0 <, <2, et 0 < pu < @, alors la fonctionnelle I satisfait

la. condition de Palais-Smale (PS), pour ¢ < ¢* := min {¢,, ¢} ot

* . _2-—s 2—s
& 1= gt SN/,

Preuve: Soit (u,) une suite qui satisfait la condition (P.S), avec ¢ < ¢*. Alors (u,,) est

bornée dans D?(R”Y). En considérons une sous-suite extraite de (u,), on peut supposer
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que u, — u dans DY2(RY), u, — u dans L>* (RN |z|™*), pour s = 2,a, 3
et u, — u p.p-
Ainsi u est une solution faible du probléme (7).

L’ensemble RY U {oo} est compact pour la topologie de la norme ce qui signifie que
les mesures peuvent étre identifiées dans ’espace dual C' (RN U {oo}) Par exemple, d4
est bien défini et do (@) = ¢ (00) .

Par le principe de concentration de compacité [26], [27], il existe une suite extraite,

notée encore par (u,) et des nombres réels 14, 7os; Yo, Yoos T0s Toos Yo €t Voo tels que:

IVu,|> — dn > |Vul> + 100 + Nayoe- (3.3)
o 272 = dy = Jul® 2]+ 7900 + Voo oo (3.4)
| 12 = dr=ul” " |2+ 7000 + Teodeo (3.5)
et
2%(8) 2%(B)

lun| 2| = do = [u] 7 2|7 + vodo + Veodeo. (3.6)

ol dp et 0, sont les masses de Dirac a l'origine et a 'infini respectivement.

Pour € > 0, soit ¢ une fonction de C§° (]RN ) positive telle que

I si |z <5

A~

0<6<1,¢(x)= et [Vl <

0 si|z|>e€

Testant I’ (u,,) avec u,¢, on a

2*(a) 2*(B)
(]Vun\2d)+ U, Vi, Vo — uu"¢ I I ¢> iz,

o el ]

(1 ()0 = |

RN
ainsi, par (3.3)-(3.7) on obtient

limlim [ |Vu,|* ¢dz > n,, (3.8)

e—0n—o0 RN
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lim lim uigbdx = lim lim U Vu,Vodr = 0,

e—0n—oo RN e—0n—oo RN

lim lim [ wu,¢|z| > dz = 7,
e—0n—oo [pN

lim lim Jun] @ ¢ |2~ da = 7o,
N

e—0n—oo R

et

lim lim un)* P ¢ 2| dz = vy,
N

e—0n—oo R

par conséquent, en utilisant (3.8)-(3.12) on a

0 = lim lim (I' (u,) , un®) > 1y — 1y — To — Vo-

e—0n—oo

Par I'inégalité de Hardy-Sobolev, on en déduit

IA

g o — Ko

2/2*
Vo/ (B)Su,,@ < Mo — Y-

D’aprés (3.13), on trouve 1, — vy, < 7o + Vo, utilisant (3.14) et (3.15), on obtient

778, < rot g et TS, 5 <o+ v

Il s’ensuit que

2/2*(«

T/ <8k (v + o) et 7T (1 S AT OO < gy,

Le fait que (u,) est bornée dans D> (RN ) , nous assure que 7o < (', ainsi

Tg/z*(a) <1 _ Slztlxcfg*(a)&)/g*(a)) < S;;yo,
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il existe alors Y dépendant de «, 2* («), et C; tel que
7_(2)/2*(00 <Yuy.

De méme, il existe Z dépendant de 3, 2* (3) et C5 tel que
1/3/2*(6) < Zryp.

En particulier, il en résulte que :

N-8)/(2-8 —a)/(2-a
> GNP 1 gN—a)/z-a)

Soit vg =0, 79 = 0 ou vy >

D’autre part,

1
c = ](Un)_§<]/(un)aun>+0(1)
> ( [ |m|adx+fo) + v ( [ lf'”“”ﬂ) ol
RN RN
2— -8
> o Tot avgY

Pour étudier la concentration a I'infini, on considére la fonction test ¢ € C§° (RN .0, 1])

telle que pour R > 0

1 si|z| < R/2 2
0<y <1, ¢(r)= et [Vy| < —.
0 siljz|>R R

et on prend en compte les quantités suivantes

Mo = lim lim sup/ |V, |* Ydz, v, = hm lim sup/ unt) || 2 da
lz|>R |z|>R

R—o00 n—oo — 00N —00

Too = lim lim sup/ lun|* @ ) || da
|z|>R

R—oon—oo
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et

Too = lim lim sup/ \un\?(mlﬂlwlfﬁ dx.
lz|>R

R—oon—o00

En utilisant la méme technique que celle faite a 1’origine, on obtient le méme résultat,

notamment
Voo = 0, Too = 0 0U vgy > Sﬁgiﬁ)/@iﬁ),To@ > S;(;],\(;_a)/(Z_a)'

De méme,

2 2-8
€2 gin-ayToo T an—g) Voo

En utilisant ’hypothése ¢ < ¢*, alors la sous-suite (u,) converge fortement vers u dans D2 (RN ) .
n

Notons

~ U (x) sict <ch
U(ZE): p,oa() a — 43

(3.16)
sa(r) sicy<el,

on a alors le lemme suivant:

Lemme 3.3 Sous les hypothéses du théoréme 3.1, on a

sup/ (tﬁ) <.

>0

Preuve: Considérons ¢}, < cj, alors

~ 2 12" (@) “(a) | —a
1(10) = 1) =5l - 2*—)/]RN U2 o7 o] da

(cv

tZ*(B) / 2*(B)
U. . x| P da.

Or, on sait que

sup I (tU5 ) < sup fo (t) = ¢,
t>0 t>0
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avec
e £ 2@ a
fo )= 5105l = gy [, NVl et e

On affirme que ¢, < ¢}, ou

o i= Inf I(vy(t
Ca = inf max (v (1))

avec

Lo = {7y € C°([0,1],D**(RY)) ; v(0) =0, v(1) = toaU 4} -
Raisonnons par ’absurde, supposons que ¢, = ¢}, alors sup;>q / (tU Zs) = SUP;>q fa (1) -

Les fonctionnelles I et f, atteignent leurs maximums aux points positifs t; et ¢y

respectivement. Alors, on a

20 6
fa (t1) — T—@/RN \Us.

Il en découle que f, (t2) < fo (t1), ce qui nous ameéne & une contradiction.

2*(B) ‘I|_B dr — fa (t2)

De méme pour le cas ol ¢z < ¢, on trouve ¢z < cj. Ainsi, sup;5q 1 (tﬁ) <c. n

3.3 Preuve du théoréme 3.1

Preuve: Comme 2*(s) > 2 (s = «, ) il existe en vertu du Lemme 3.1, £ et p suffisam-
ment petits tels que ||11LI”1pr( u) > &, u e DV2(RN)\ {0} . Puisque I (tUg,) tend vers —oo
quand ¢ tend vers oo, alors il existe 5 > 0 tel que HtOUﬁ,s” >petl (tOU,is) < 0.

En outre en utilisant le lemme du Col, il existe une suite (u,) dans D2 (RY) telle

que

I (u,) — ¢, et I'(u,) — 0 dans D% (RY)

D’apres les Lemmes 3.2 et 3.3, on obtient

0<c< sup/ (ttonL ,) <supl (tUﬁ ,) <.
te[0,1] ’ >0 ’
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On en déduit alors que (u,) posséde une sous-suite notée aussi (uy,), telle que u,, — u
fortement dans DY?(RY). Ainsi u est une solution non triviale du probléme (P;). Par le

principe du maximum, on obtient que u > 0 dans RV\ {0} . =
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Chapitre 4

Sur les équations elliptiques avec
multiples exposants critiques et

termes de Hardy

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le probleme elliptique suivant:
1 *(a)— 1 *(8)— _
—Au — Lzu: — |u* 2u—l——ﬁ|u|2 =2+ Xu|"?u  dans Q
(Ps) |z |z ]
u=20 sur 0 €,

ot Q est un ouvert borné de RV, N >3, 0€Q: 0<a,3<2; XA > 0;
O0<pu<pet2<qg<?2%.

Le cas régulier iie. p =0; 0 = =0et 2 < g < 2%, a été étudié par Brezis
et Nirenberg dans leur célebre papier [7] ou ils ont montré I’existence de solutions non
triviales en utilisant une version du théoréme du Col d’Ambrosetti-Rabinowitz si une des
conditions suivantes est satisfaite:

a) N > 4, pour tout A > 0.
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b)i) N =3, 3 < ¢ <5, pour tout A > 0.
ii) N =3, 1< q <3, pour \ assez grand.
Kang et Peng ont prouvé dans [22] 'existence de solutions positives du probléme

—Au — ﬁu = = lul** 20+ Au|” *u  dans Q
T

(Ps)
u=20 sur 0f),

ou 2 < g < 2*. En utilisant des méthodes variationnelles, ils ont obtenu des résultats
d’existence par le théoréme du Col pour différents choix des parameétres A, i et q.

Le cas des problemes elliptiques avec multi-poles a été considéré par de nombreux
auteurs en particulier Felli et Terracini [13]. Ils ont montré que I'existence de solutions
dépend fortement de la puissance et de la localisation des singularités. Ces types de
problémes demeurent mathématiquement subtiles a résoudre comparés aux cas d’un seul
exposant critique voir par exemple [28].

L’étude de ce type de problémes est motivée par ses diverses applications, par exemple:
en Mécanique Quantique, en Chimie, en Physique et en Géométrie Différentielle, etc...

On peut se référer aux travaux suivants [15, 25] et les références qu'ils contiennent.
L’intérét mathématique réside dans le fait que ces problémes non linéaires sont double-
ment critiques en raison de la présence de différents exposants de Hardy-Sobolev et de
termes de Hardy.

En raison de la présence de deux exposants critiques avec le méme pole, le probléme
(P,) devient plus compliqué dans I’étude de I'existence de solutions.

Une question naturelle et intéressante est: peut-on étendre 1'étude de (P,) dans le
cas double critique? Plus précisément, on considére le cas ou le probléme elliptique a un
seul pole et différentes puissances des deux exposants critiques de Hardy-Sobolev et une

certaine perturbation du potentiel. La réponse a notre question est affirmative.
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Théoréme 4.1 Soient N > 3, 0 < o, <2, A=0;0< pu < et Q est un domaine
borné étoilé par rapport o Uorigine. Alors le probléme (P,) n'admet pas de solution non

triviale.

Théoréme 4.2 Soient N >3, 0< o, <2, A>0,0< u<Tn, et

max{ al —2Vip

\/_+\/— N }<q<min(2*(a),2*(6)>§2*.

Alors le probléme (Pa) admet une solution positive.

4.2 Généralités

Une fonction u € H,, est dite une solution faible du probleéme (P,) si u satisfait I'identité

1 (o) — 1 *(8)— _
/ VuVv — u — T — —ﬁ\u|2 B2 v — Aul* 2 uv | do =0,
9 MaP el ]

pour tout v € H,.

La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (Pz) est:

]- 1 1 * 1 1 * )\
I (u) :=—||u||§—*—/—a|u2‘“>dx—*—/—ﬁ|u“ﬁ>dx——/ [uf? d.
2 2* () Jo || 2*(8) Ja|z| qJa

I € C*(H,,R). Notons que 0 € Q, et S, () est indépendante de  dans le sens

ou S, s (Q) = Sus (RY) = S,,. S, est ici définie par (3.1) lorsque l'inf est étendu &
H,\ {0}, et est atteinte par la famille des fonctions V7 ; données dans (3.2).

On a besoin d’établir d’abord quelques estimations utiles sur les fonctions extremales V7 ..
Soit ¢ € CF° (£2) définie par

0 si|z|>2r
0<p<1, p(x)= et [V ()] <2/r,

1 osifz|<r
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ou Bi" C Q avec r > 0.

Posons

U (@) = @)V, (@),
g\ 2O
i, (@) = USL (@) ( 10 dx) |

de sorte que / ‘Uis‘?*(s) |z| 7 dx = 1.
Q

En s’appuyant sur les résultats de [16], on a

[, (@)||° = Spus + O (eV-2/2-9) (4.1)

H,s
et

VE/(2—5))q : N
<€( )> SIISQ<\/ﬁ+\/ﬂ

O /
/Q us,, (@)|"de =49 O <g(\/ﬁ/(2_5))q> Ine sig= #ﬂ (4.2)
O <€(\/ﬁ/(2—s)\/ﬁ—u) (N—Wﬁ)) g #ﬂ <q<2

4.3 Reésultat de non existence

Dans cette section, on fournit la preuve du Théoréme 4.1 via 'indentité de Pohozaev.

Preuve: Posons

(2,1) v |u N |u u
g\r,u 12 o )
| 2] kil
alors , 2 () 2 (5)
: 1 |ul Lo Ju[™ 1 ul
G )= [ gle.s)ds=4 —+ ,
0 20z 2% () |x] 2°(B) ||’
Juf? a  |ul* B |u?
0,G) (z,u) = —p—px; — & Ti + Xi,
(G e o[* 27 (@) 2| 25 (B) |x|”
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0; (G (z,u)) = (0;G) (z,u) + g (z,u) u.

ici 0; = % pour ¢ =1,...,N.

Multipliant I’équation de (P;) par (z, Vu) des deux cotés, on obtient

- /Q Au. (z, V) dz = /Q g (z,u) (z, Vu) dz.

En appliquant le théoréme de la divergence, on a

/Q Au. (2, Vu) dz = /Q div (Va) (2, Vu) do

Js
-,
2

2

—/Qg(x,u) (x,Vu) dz

@
ov
ou

v

(x,v) dU—/Q(Vu,V(a:,Vu)) dx

2

(x,v)dv—/ |Vu|2dx—1/ (x,V(|Vu|2))dx
Q 2 Ja

ou

ov

2
2—-N
(a:,v)dv——/\Vude,

2 Ja

ol v est la normale extérieure au bord 9f).

D’apres (4.3), on a aussi

/Q g (2, u) (2, V) da

N
—N/G(x,u) dx—/in (0,G) (z,u) dx
@ =1
pluf> 1
[ (s L
Q<2m2 > (@) Jal

/ Il’[/
Q

uf o fu
of 2@ T

)
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Ainsi

puisque

2 2% () 2*(B
/Q|Vu|2da:—u Q%dm: Q|“||$|a dz + Ll (4.6)

o |zf
En combinant (4.5) et (4.6) dans (4.4), on trouve

),
2 o

@2
ov

(x,v)d 2)/ :Z: dx+

(N — ) IUI ( —B) [ [
2 () /Q | dCH 2*(B) /Q |z|? .

cette derniére identité est équivalente a

o i - (35550 [

2-N N-p Ju) >
+< 2 +2*(5)) o |z|f dﬂ

8_u2
ov

@
v

Enfin, on conclut que

(x,v)dv =0,

),
2 Joq

puisque 2 est un domaine étoilé par rapport a origine i.e. (z,v) > 0 sur 92, on en

déduit que u =0. m
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4.4 Reésultat d’existence

4.4.1 Condition de Palais—Smale

Lemme 4.1 [ satisfait les conditions suivantes:
(1) 1(0) =0,
(17) 3 € et p tel que IIHIE/J[ (v) > €.
(ii1) pour tout v € Hy () \{0}, il existe ty > 0 tel que |[tov] > p et I (tov) < 0.

D’aprés une version du théoréme du Col, il existe une suite (u,) dans H} (Q) telle que

I(u,) —c, et I'(u,) — 0 dans H™' .

Lemme 4.2 Soient N > 3,0 < «, < 2, et 0 < p < 1, alors la fonctionnelle I satisfait

la. condition de Palais-Smale (PS), pour ¢ < ¢* := min {c}, 5} ou

¢ 275 gWN-a/-s)

STO2(N=—s)

Remarque 4.1 Les Lemmes 4.1 et 4.2 sont semblables aux Lemmes 3.1 et 3.2, néan-
moins signalons qu’on utilise ici la structure Hilbertienne de H] et de son dual H™',
alors que dans les Lemmes 3.1 et 3.2 on wutilise la topologie Banachique des espaces cor-

respondants.

Preuve: [du Lemme 4.2]
Soit (u,) une suite satisfaisant la condition (P.S), avec ¢ < c*. alors (u,) est bornée dans

H,,. on peut supposer que:

u, — wudans H,,
u, — udans L*®)(Q,|z|™*), pour s =2, o, 3,

u, — u dans L?(Q)

et

U, — u p.p. dans €,
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d’ot u est une solution faible du probléme (P).

Par le principe de concentration de compacité [26, 27], il existe une sous-suite, notée

encore (u,) et des nombres réels 1,, v,, 7o et Vg tels que:

V| = dn > [Vul* + nd0.
|z = dy= |U|2 |$|72 + 70%-

27 = dr=ul” " |2 + Todo.
et
* _ *(B) _
"Unf @ || By = |u]2 ’ || B—i—l/oéo.

ol g est la masse de Dirac a 'origine.

Pour € > 0, soit ¢ une fonction test centrée en 0, telle que

I U I S
E——h |

Q
Ainsi, en utilisant (4.7) & (4.10), on a

lim lim/ (V| pd > 1.
Q

e—0n—o0

lim lim [ v2¢dr = lim lim [ u,Vu,Védr = lim lim [ |u,|? ¢pdz = 0.
e—0n—oo [ e—0n—oo [ e—0n—oo /o

lim lim [ u,¢ |z| 2 de = 7.

e—0n—oo Q

lim lim/ un|* @ ¢ 2| da = 7.
Q

e—0n—o0
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— X uy|? <b> dr.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)



hmhm/ lun > P ¢ 2|77 da = .

Par conséquent, en utilisant (4.12)-(4.16), on obtient

0 = lim lim (I’ (uy,) , un®) > 1y — Yo — To — Vo-

e—0n—oo

Par I'inégalité de Hardy-Sobolev, on en déduit que

D’apres (4.17), on a

En utilisant (4.18) et

et alors

Il s’ensuit que

et

En utilisant le fait que (u,,) est bornée dans H,, on a 7o < Cy, d’ott

IN

7'2/2*(0) Spa Mo — Ko

2/2*(83
’/0/ ()SM,B < Mo — Yo,
o — Ko ST0+V07

(4.19), on a aussi

73/2 )S%a < 79 + Vg,

(2)-2)/2° <a>> < 51,
— o

73/2( <1—S C(Q* a2 ><S o0
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il existe alors Y dépendant de «, 2* («), et C; tel que
7_(2)/2*(00 <Yuy.
De méme, il existe Z dépendant de 3, 2* (3) et C5 tel que
1/3/2*(6) < Z7y.
En particulier, il en résulte que :
soit vg =0, 7o =0 ou vy > Si{g_ﬁ)/@_ﬁ), To > Sfﬁx_o‘)/@_a).

D’autre part,

¢ = ) = 3T () ) +0(1)
> 35 (/ﬂ ul* ) |2 dx+70>
—I—Q(i,;_ﬂﬁ) (/Q u|* @ 2| 7P dx + 1/0) +o(1)
> g o T ResYo

D’apres ’hypothése ¢ < ¢*, on a alors une sous-suite (u,,) qui converge fortement vers u

dans H,. m

Lemme 4.3 Sous les mémes hypothéses du théoréme 4.2, on a

sup/ (tﬁ) < c*.

t>0

ot U est la fonction définie au chapitre précédent par (3.16).
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Preuve: Sicj, <cj et /Q }ufwf () |z|"* dz = 1, alors

I (tﬁ) = I(tu,)

t2 *a t *(B) (8)
= Sl = s — e L el ol

—/\ﬁ/ |uE |qd:v
qJo' M '

sup ! (tu, ) <supgq (t) = c,
t>0 t>0

avec
~ t? q
Ga (t) = gu () — )\—/ ‘ufm‘ dx,
qJa

ou on a posé
2" (a)

2 ()

-~ 22
7= sl -

Soit € > 0 assez petit, d’aprés ce qui préceéde, supg, (t) est atteint pour un certain t. > 0.

>0
Du fait que
0=, 09 =t (ol ~ 2 v [ i e
Q
on a
il = e [ i
> o

et alors,

S o O = a0
Ainsi

L Y [ el A
Q
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D’autre part, la fonction g, (¢) atteint ¢y et est croissante dans U'intervalle [0, ¢y], donc a

partir de (4.1), (4.2) et (4.20), il existe C' > 0 tel que

~ [ c |a
ga(ta) = ga(t«E)_)\_/ |UM70¢| dx

< ga tO _/ {uu,a‘qd‘r

= e P 0 g

< et S 40 (-ven) o [ [
< 2—a (N—a)/(2—a)

2(N—a) o

quand
N-=2yp—p
iz

Les fonctionnelles [ et g, atteignent leurs maximums aux points positifs ¢; et t5 respec-

< q <2

tivement. Alors
t7 2(8) | -8
Ja (t1) — P, / (T lz| " dx = g, (t2) .
> ), |0

Il s’ensuit que g, (t2) < ga (t1), ce qui nous améne a une contradiction.

De méme dans le cas ou ¢ < ¢, on trouve cg < cj. Ainsi on aura sup,-q (tU > <ct.

4.4.2 Preuve du théoréme 4.2

Preuve: En utilisant les lemmes 4.1 ,4.2 et 4.3, on a

0 < < sup[(ttoﬁ)
te€(0,1]

< supl/ (tfj) <c

t>0

60



On en déduit que (u,) posséde une sous-suite, notée encore (u,), telle que uw, — u
fortement dans H,. Ainsi u est une solution non triviale du probleme (P,). Par le

principe du maximum, on obtient que v > 0 dans H,\ {0}. =
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Perspectives

1 - Etendre le travail du chapitre 2 cas des problemes quasi-linéaires du type p-Laplacien.
2 - Que peut-on dire lorsque le terme perturbateur du chapitre 4 est concave c’est a dire
1<g<2?

3 - Peut-on récupérer la compacité (compacité globale) d’une suite de (PS), lorsque
¢ # ¢, et ¢ # ¢ du probléeme du chapitre 4 7

4 - Etudier la régularité des solutions des problémes étudiés.
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Résumé

Dans cette thése on s’est intéressé a deux classes d’équations elliptiques:
- La premiére classe de problémes contient un exposant critique et des poids singuliers.

- La deuxiéme classe contient plusieurs exposants critiques et des poids avec un seul pole.
De tels problemes ne peuvent pas étre résolus par les méthodes variationnelle classiques.

Notre travail consiste a étudier localement en chaque pdle 1’existence de solutions via le
principe variationnel d’Ekeland et le théoréme du Col.

Mots clés : Méthodes variationnelles, exposants critiques, condition de Palais-Smale, principe
de concentration de compacité.

Abstract

In this thesis we are interested in two classes of elliptic equations:
- The first class of problems contains a critical exponent and singular weights.

- The second class contains several critical exponents and singular weights with a same pole.
Such problems can not be solved by classical variational methods. Our work is to study the
existence of solutions locally in each pole via Ekeland’s Variational Principle and the
Mountain Pass Lemma.

Keywords: Variational methods, critical exponents, Palais-Smale condition, concentration

compactness principle.
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