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Introduction

L’objet de ce mémoire est la résolution de quelques problémes de Cauchy
fractionnaires et quelques équations intégro-différentielles fractionnaires du
type Volterra en utilisant la transformée de Laplace. On donne aussi la solu-
tion explicite de certains problémes de Cauchy fractionnaires dont I’équation
différentielle fractionnaire est avec retard.

La dérivée fractionnaire intevienne dans la modélisation mécanique de
matériaux qui conservent la mémoire des déformations passées et dont le
comportement est dit viscoélastique. La dérivée fractionnaire peut étre in-
terprétée mécaniquement comme le passage continu de 1’état de ressort (ex-
posant nul) a celui d’amortisseur ( exposant égal a 1) ( voir [10] et [13]).

Ce mémoire est divisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on présente quelques définitions et résultats
concernant les intégrales et les dérivées fractionnaires ainsi quelques trans-
formations intégrales.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne la solutions explicite de certains
problémes de Cauchy dont ’équation différentielle fractionnaire ou fraction-
naire avec retard en utilisant la transformée de Laplace.

Dans le troisiéme chapitre en utilisant la transformée de Laplace, on donne
la solution explicite de certaines équations intégo-différentielles fractionnaires
du type Volterra.

Les résultats de ce mémoire se trouvent dans [11].



Chapitre 1

Sur ’'intégrale et la dérivée
fractionnaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et résultats concernant les
intégrales, les dérivées fractionnaires et transformations intégrales.
Les définitions et les résultats de ce chapitre trouvent dans [2], [8] et [11].

1.2 Intégrales fractionnaires et dérivées frac-
tionnaires

Soit f une fonction a valeurs réelles et a € C.

Définition 1.2.1 On appelle intégrale fractionnaire a droite de la fonction
f d’ordre v et on la note I la fonction définie par

(12, f)(x) = ﬁ / (w0 f (1) dr, (L.1)

avec Re(a) > 0 ou Re(«) désigne la partie réelle du nombre complexe o et T’
est la fonction Gamma d’Fuler définie par

+oo
[(z) = / t*Lexp(—t)dt,
0

ot z € C avec Re(z) > 0.



Définition 1.2.2 On appelle intégrale a gauche de la fonction f d’ordre «

et on la note I'™ la fonction définie par

129 = s | e -0 f (@) dt, (1.2)

ot Re(a) > 0.

Définition 1.2.3 On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
a droite de la fonction f d’ordre o et on la note DY, la fonction définie par

(D3 1)) = (oI D)), (1.3

avec Re(a) > 0 et n = [Re(a)] + 1, ou [Re(«)] désigne la partie entiére du
Re(a).

Définition 1.2.4 On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
a gauche de la fonction f d’ordre o et on la note DS la fonction définie par

(D f) () = (~ =), (1.4

avec Re(a) > 0.

Définition 1.2.5 On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
a droite de la fonction f d’ordre o (0 < v < 1) et de type (0 < 5 <1) et
on la note Dgf la fonction définie par

« 11—« d 1-8)(1—«
(D)) = U (L)), (1.5)
Définition 1.2.6 On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
a gauche de la fonction f d’ordre a (0 < o < 1) et de type 5 (0 < 5 <1) et
on la note Dg",ﬁ la fonction définie par

o) d _B)(1—
(D2 () = L (L2 ) (@), (16)
Remarque 1.2.7 1) Si =0 on trouve la définition classique de la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, avec n = 1.
2)Si 8 =1 on trouve la définition de la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo définie par
« —Q d
(D f)(@) = (I4s )@f)(x% (1.7)
ot 0 < a<l.



Proposition 1.2.8 Soit f une fonction & valeurs réelles et 0 < a < 1,
0<p <1, alors

(Def )() = (£LE (DL ) (@), (1.8)
Démonstration :  Soit f une fonction a valeurs réelles, 0 < a < 1 et
0<p<1
D’aprés les relations (1.3) et (1.4), on obtient
a 8% d n a— «
(DR ) = (e VI ) o)
d 1 a—LB4+af
= (&£
()1 ) )
d —B)(1-a
= (E) I ),
Alors
e’ l1-a a+pB—a
(Dl f)(@) = (R (D7 £)) (2).
|

1.3 Fonctions de Mittag-LefHer

Définition 1.3.1 On appelle fonction de Mittag-Leffler ¢ un parameétre la

fonction définie par

Z C(un +1)’ (1.9)

n=0

ou z € C et p € C avec Re(u) > 0.

Remarque 1.3.2 1) La fonction de Mittag-Leffler a un paramétre a été in-
troduite par Mittag-Leffler [5].
2)Sipu=1, ona

z%rnﬂ Z%%ZGXP(Z)‘

3)Sip=2,o0na
E5(2*) = cosh z,
et on a de plus
Ey(—2%) = cos 2.



Définition 1.3.3 On appelle fonction de Mittag-Leffler ¢ deux paramétres
la fonction définie par

- ;;—F(WJFU), (1.10)

ouz€C,veCetpueC avec Re(u) > 0.

Remarque 1.3.4 1) La fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres sous

forme de série a été introduite pour la premiére fois en 1953 par Ratan

Prakash Agarwal [1] et Pierre Humbert et Paul Delerue [3].
2)Sip=v=1 ona

Eiq(z Z n+1 Z%:El(z)

n=0 n=0

Définition 1.3.5 On appelle fonction de Mittag-Leffler o trois paramétres
la fonction définie par

R S G
B % I'(un + v) n!’ (1.11)
(Ao = % (1.12)

ot z€C,veC, \eC etpeC avec Re(u) > 0.

Remarque 1.3.6 1) La fonction de Mittag-Leffler a trois paramétres E;‘ﬂ) a
été introduite pour la premiére fois par T. R. Prabhakar [4] en 1971.
2) On a

(1), =nl.
oun € N.
3)SiA=1ona
E, (%) = Euu(2)
En effet



4)SiAx=1letv=1ona

En effet

1 o - (n 2"
Buaz) = ZF(/Ln—l—l)m

n

B I'(pn+1) n!

=2 N RS I

Définition 1.3.7 Soit ¢ une fonction intégrable sur un intervalle (a,b) (b >
a), on définie la fonction E), , .., comme suit

(Bl )@ = [ o= 0" Bl (wle — et (113)
ou A€ C,weC,yeCetveCl, avec Re(i) > 0 et Re(v) > 0.

Lemme 1.3.8 Soient a et 3 telles que 0 < a <1 et 0 <[ < 1.
Alors pour x > a, on a

a, v—1 _ F(U)
(D[t = a)" ")) = &

m(m —a)’T (1.14)

Démonstration : Soient a et S tellesque 0 <a<let 0 < <1.
Pour z > a, d’aprés la relation (1.5), on a

(D2t — ) () = (I L (10— gyr-1)) ()

dx
Calculons (I8P~ (1 — a)v=1)(x).
On a
(1-A)(1-0) (p _ yo—1y (1) 1 " pBeD—a g yo-1
(0 =0y o) = mr=gy =y . @0 e

On pose
t=a+ (r —a)v.
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Par suite
(iL‘ _ a),B(afl)foHr'u

1 — p)flebma -1y,
T Ay, 0 !
(l’ _ a),ﬁ(afl)faJr'u

- ST (- A -

ou [ la fonction Béta d’Euler définie par

80— )N (2) =

1
Bz, w) = / 711 — )" tdt; (z,w € C avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0).
0

Comme

on obtient

(z — @)e-D-o+ D((1 = B)(1 - a))[(v)
M- A - ) T(v+ 1-B)(1 - a))
_ I(v)

Do+ (1-H)l-a)

(L8P0 — )N (2) =

(fL’ . a)ﬂ(a—l)—a—l—v‘

Par suite

I'(v)
P+ (1 =51 -a)
_ (Bla—1)—a+0)T()
v+ (1-06)(1—a)

d  (1-p)(1-a) o1 B d Bla—1)—ctv
dﬂ? (‘[a+ (t CL) )(.T) - d (I CL)

( a)ﬁ(a—l)—a—‘rv—l'

Maintenant on va calculer (Iﬁl_a)%(éi—m(l_a) (t —a)" 1)) (x).

On a
B1-a) 4 1-0)1-a)y _ yo-1y)(p) — (Bla—1) —a+v)l'(v)
oy o Loy (t—a)"))(x) (v + (1=8)(1-0a)I'(B(1 - a))
o A T e
On pose

t=a+ (xr—a)v.
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Alors
s-a) 4 1-g)1-a)y _ yo-1y)(p) — (Bla—1) —a+v)l'(v) o g)o-a-l
(Lo 57 o (t=a)"N@) = FEa-—D—atorDIBI-a)™

1
% / (1 _ U)ﬁ(lfa)*l pBle=l)—atv=1 4.
0

(Bla—=1) —a+v)l'(v)
Bla—1)—a+o)I(Bla—1)—a+v).l(E(1—a))
xB[B(1 —a),Bla—1) —a+v](x —a)’ !

I'(v)
Fpla—1)—a+v].I(B01 —a))
XI‘(ﬁ(l —)TBa—1)— a+]

(x —a)'"!

['(v—a)
_ I'(v) r— q)v—ol
- T(v— a)( ) '
Alors pour x > a, on a
(DRIt - ")) = (o= @

Théoréme 1 Soient o et 3 telles que 0 < a <1 et <[ <1,
Alors pour x > a, on a

(DLt =) Ep Jw(t — a))(2) = (¢ —a) " B}, Jw(z—a)"], (1.15)

nu—a
ou A€ C,weC,veC, etveC, avec Re(u) > 0 et Re(v) > 0.

Démonstration : Soient av et S tellesque 0 <a<let 0 <5< 1.
Pour z > a, on a

(DEP[(t-0) B wt—a) 1) () = (I (10 1) B, fu(t—a))) ().

Calculons (I3 (t — a)' 1B} [w(t — a)*]) ().
On a

(Lt — ) B Jw(t — o)) (@) = :

P((1=A)(1 — a))
< [ =0 0 B fule - )

= (N)wn 1
= 2 M m ) A== a)

n=0

o R I
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On pose
t=a+ (x —a)v.
Alors

o0

w" T —a pn+u+B(a—1)—a
(L = ) Bt —a))(@) = Y n!lﬁi\,L)L:l + ) ( L . A1 —a))

1
% / (1 _ ,U)B(Offl)*a ,U/m-i-v—ldv
0

o0

(ZE _ a/)un—&-v—l—ﬁ(a—l)—a

_ (A"
= 2 () T A a)

7;:5((1 —B)(1 — ), un +v)
= (Nw" (z— a)pntrthlasl)-e
— % n!F(un + U) F((l — ﬁ)(l _ a))
T((1—B)(1 — @)l (un +v)
T(un+v+ (1—B)(1—a))

& ("
- HZ:O n!l(np+v+ (1 —-056)(1—«))

% ([L’ o a)un—i—v—i—ﬁ(a—l)—a'

Omn a
d  a-pa-a - O (A)pw™
T P R ()
X%(I‘ _ a)lﬂl-‘rv-ﬁ-ﬁ(a—l)—a
_ i (un+v+ fla—1) —a)(A)w"
— nll'(pn+v+(1-p5)(1-a))
> (IE _ a);m+v+ﬁ(afl)fa71.
Calculons (D2[(t — a)’ BN [w(t — a)]])(z).
On a

Bl — aV LB lwlt — o)) (z) — > (un+v+ Bla—1) — a)(\),w"
D= Lo - ) = 3 e A o

% / ($ _ t)ﬁ(lfa)*l (t _ a)un-ﬁ-vﬁ-ﬁ(a—l)—a—ldt.

n=0

On pose
t=a+ (v —a)v.
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Alors

o0

WB1t — aV LB lw(t — o) (z) — (un+v+ Bla—1) — a)(A),w"
DLl = 0 Bl e - ) = > et Sa ) s

1
« ($ i a)vfafl / (1 _ ,0)3(1*0!)*1 ,U;ererB(afl)fafldv
0

n=0

_ - ()\)nwn T —a pntv—a—1 1
= 2y e (30— )

n!
. (4 + v+ Bla—1) = a)
(b +v+ Bla—1) —a)l((un+ v+ Sla - 1) — a))

xB(B(L—a),un+v+ fla—1) - a)
Par suite, on a

Q, v—1 A o _ = ()\)n,wn pn+v—a—1 1
(DYY[(t = a)" B Jw(t — a)'(x) = > (z —a) Tl + 0= a)
y LBl —a)l(pn+v+ Bla—1) —a)

L((pn+v + Bla—1) —a))T(B(1 — o))

a1\ Mn (wlz—a)")"
= @—a) ;F(/m—i-v—a) n! '

n!

Alors pour = > a, on obtient

(D1t = a) B fw(t — a))(2) = (z — )" By, _o[w(z — a)"].

pv—

Théoréme 2 Soient ¢ une fonction intégrable sur (a,b), et o, 3 telles que
O<a<let0<p<I.
Alors pour x > a, on a

Dcotéf(E;i\,v,w;a—i—SO) (17) = E;i\,v—oz,w;a—f—gp(x)a (116)
ouN€C,weC,yeC, etveC, avec Re(u) > 0 et Re(v) > 0.

Démonstration : Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.
D’apreés la relation (1.13), on obtient

DEA(EY war) (@) = D2F / (z — 0B (w(e — )" )plt)dt

= Dy (@ — )" By, (w(x — )" )p(t)dt.
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D’apres le théoréme (1), on obtient

DB o)) = [ (o= 7 B (e~ 07)(0)t
Ainsi d’apres la relation (1.13), il résulte que

DQB(E)\vwaJrSO)( ) E;\,vfa,w;aJrgp(x)'

1.4 Transformée de Laplace

Définition 1.4.1 Soit f : R, — C une fonction localement intégrable.
Une fonction [ est dite d’ordre exponentiel o s’il existe des constantes
réelles M >0, K > 0 et a telles que

| f(z) |< K exp(ax) lorsque x > M.

Définition 1.4.2 Soit f : R, — C une fonction localement intégrable sur
[0, 4+00[ et d’ordre exponentiel c.
La transformée de Laplace de la fonction f est lapplication L définie par

LU @)(p) = / " exp(—pa) f(x)d, (1.17)

ot p € C avec Re(p) > a.

Définition 1.4.3 Soient f :R, - Cetg: R, — C.
Le produit de convolution de deux fonctions f et g qu’on le note f * g est
défini par

(fxg)(z / flx—1)g (1.18)

Pour la transformée de Laplace, on a les propriétés suivantes:
1) Soient f: R, — Cet g: Ry — C deux fonctions, telles que f admet
une transformée de Laplace L[f(x)](p) et g admet une transformée de Laplace

Llg(z)](p)-
Alors

LI(f * 9)(@)](p) = L]f()](p)-L]g()](p)-
2) Soit f : Ry — C une fonction admettant une transformée de Laplace

LIf (@) (p)-
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Alors
Lz f(x))(p) = (=1)"F"(p), (1.19)

F(p) == L[f(x)](p) et n € N.

3) Soit f : Ry — C une fonction dérivable et admettant une transformée
de Laplace L[f(x)](p).
Alors

LIf(@)](p) = pL[f (2)](p) = F(0).

4) Soit f : R, — C une fonction admettant une transformée de Laplace

L[f(2)](p).
Alors

L'[/Ot f(r)dr](p) = w

Théoréme 3 Soit f une fonction a valeurs réelles et soit 0 < o < 1 avec
n = [Re(a)] + 1.
Alors on a,

LD ) (@))(p) = p*L[f (2)](p) — P VUL f)(0+),  (1.20)

ol
(1872079 1) (0+)

est la limite de l'intégrale fractionnaire d’ordre (1 — B)(1 — «) de f quand
t—0+4.

Démonstration : Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation
(1.5), on obtient

LU @) = LI (1870 1) @) ),

comime

02 @) - L)
+ pe
Alors ) LIE U ) (@) ()
LD @) = —*— 565 ’
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Alors

(1-5)1-0) 11 (5
el ) = P I e 00- gy

pL[f(2)](p) B(a— (1-8)(1—a)
— PP pI-R)(1-a) -’ Iy 10+),

par suite, il résulte que

LUDGE H)(@)](p) = p*LLf (2)](p) — PP DL ) (04).
[ |

Proposition 1.4.4 Supposons que la fonction E;\,v admet une transformée
de Laplace L, alors
Ap—v

v—1 A o p
Llz Ey,v(wx”)](p) = m7 (1.21)
ot A\, i, w, v, p € C avec Re(v) > 0 et Re(p) > 0, | o |< 1.
Démonstration : Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.

En utilisant la relation (1.11), on obtient

v—1 w _ v—1 - (N (wak)"
Ll Epywah)lp) = L™ ) rimes =

n=0

s e )

I(p)

/\

Comme P+ )
n+v— :un v
Lz (p) = p,m—ﬂ

Alors

LB (w](p) = Y+

Comme

on obtient
LB (w2 (p) = ———



Chapitre 2

Equations différentielles
fractionnaires a coeflicients
constants et variables

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on résoudre quelques équations différentielles fractionnaires
a coefficients constants et variables en utilisant la transformée de Laplace et
les fonctions de Mittag-Lefter.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [11]. La partie concernant
les équations différentielles fractionnaires aves retard est un travail personnel.

2.2 Equations différentielles fractionnaires a
coefficients constants

Proposition 2.2.1 On considére le probléme suivant

(D8, f)(x) = M(x)
{ U2 F)(0+) = o, (2.1)

o0 <a<l,NéeRetceR.
Alors les solutions de (2.1) sont données par

f(z) = cax® ' Eyo(M2%). (2.2)

Démonstration :  Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.

17
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En appliquant la transformée de Laplace aux deuxr membres de l’équation

(2.1), on obtient
LI(Dg, f)(@))(p) = LIN (2)](p),

c’est-a-dire

L)) ) = AL @)
C’est-a-dire
PLII" ) @)p) — T H(0+) = AL @] ().
C’est-a-dire .
pE®) o ()

F(p) = LI @)](p) et (IL2")(0+) = c.

Par suite, on obtient

c’est-a-dire

cpa —
Alors d’aprés la relation (1.21), on obtient

f(z) = ca® ' Eyo(A2®),
ouccR. m

Proposition 2.2.2 On considére le probléme suivant

(DG Pla) = M(z)
{ 180 f)04) = 2

o 0<a<l,0<pB<1, xeRetceR.
Alors les solutions de (2.3) sont données par

f(r) = Cx(l_ﬁ)(a_l)Ea,mB(lfa)()\xa)- (2.4)

Démonstration :  Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.
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En appliquant la transformée de Laplace aux deuxr membres de l’équation
(2.3), on obtient

LIDGL ) (@)](p) = LIM (2)](p),
c’est-a-dire

LU L (90 )@ ) = AL )0,

c’est-a-dire

A (fA=F(1=a) £y .
Clile PO i

c’est-a-dire

p —B)(1-a
g F TN @) - i = M@ ),
par suite, on a
Fp) _ c
i) pamaa — M)+ 2w

avec

C’est-a-dire

c’est-a-dire

Alors d’aprés la relation (1.21), on obtient
f(z) = POV E, o ypaay(Aa®),
otcecR. m
Remarque 2.2.3 Si 5 =1 dans la proposition précédente, alors on a
(D5 f)(x) = Af(x), (2.5)
Par suite les solutions de (2.5) sont données par

f(z) = cEy(Az®). (2.6)
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Théoréme 4 On considére le probléme suivant
a(DgE ™) (@) + b(DGE ™ y) (0) + cy(z) = f(2) @)
(I ) (04) =

ota,betceR, 0<a; <ay<1,0<8, <1, f est une fonction donnée et
GceER(=1,2).
On suppose que la condition suivante est satisfaite

(1=5)1 —a1) <(1—=55)(1 - ag).

Alors les solutions de (2.7) sont données par

ylz) = %f:o(—%)m[aclx(”“"”m*”*ﬁl(1‘“1)‘1 (2.8)
XEZ;’_(E2*0¢1)m+&2+ﬁ1(17(11)(_ngQ)
+bCQ$(a2_al)m+a2+ﬁ2(1_a2)_1E£§;2*al)m+az+ﬁg(lfa2)(_gxaz)
B amans 00 F) (= 72°7)]

Démonstration :  Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.
On a

(D7) (z) + b(Dg2 " y) (2) + ey(z) = f(=),

c’est-a-dire

d - —Q o(l—a2 d —Da —Q2
oy ) @) +b(Igr T (IO y)) (@) ey () = f(),

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation, on
obtient

a(lgr"

a

0 ) b0 (07 ) ey ()] () = £17))(0),

Lla(fy" -

c’est-a-dire

e Iérﬂﬁ(l*al)y)(x)](p)_}_ bﬁ[%(léi’ﬁ D072y (1)) (p)

pPi(—a1) pPa(i-a2) +cLy(z)](p) = L]f (2)](p),

c’est-a-dire
pﬁl(al*l) n bc pﬁQ(aZ*l) F(p)
Yapet + bpe2 + ¢ Zaptt +bp® ¢ ap® + bpe2 + ¢

Y(p) = ac
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ou

Y(p) := Lly(x)](p) et F(p) := L[ (2)](p)-
Par suite pour i =1, 2, on obtient

pﬁi(aifl) 1 pﬁi(aifl) 1

= ) )

ap™ + bp*2 + ¢ bipo+ 3 1+ § ()

a1m+5 iai—p;

1
:52_ " G g

1 a
_ - _1\ym m, (a2—a1)m+az+8;(1—a;)—1
e (—72)](p)
az,(az—ar)mtas+6;(1—a;) b p),
et
F(p) 1 e a poqm
= 7 )" F )
ap® + bp*2 + ¢ b n;) bo N (poz + §)mt
1 00
= L[= . (ag—a1)m+az—1
PN
m C o
xEJ(Lz_m)mm(—gx ) * f(@))(p)
1 S m E™ 1 C
= Ll YD) EL s 0 H) (5 )0)
m=0
Alors
1 < Aym ag—a1)m+a —o1)— m C o
y(m) = EZ(_Z) [(I01$( 2—a1)mtaz+B;(1—a1) 1Ea2—,'_(1agfa1)m+a2+ﬁl(lfa1)<_5'CE 2)
m=0
ag—aq)m+tas+65(l—a2)—1 pm+1 C o
—I—bCQx( 2—a1) 2+B2(1—az2) a2’(a27a1)m+a2+ﬁ2(17a2)(—Ex 2)
m—+1 C .
+(Ea2—,’—(0427a1)m+a277%;0+f)(—El‘ 2)]
|

Corollaire 2.2.4 On considére le probléeme suivant

(DY) () + b(D5*y) (@) + cy(x) = f (=),
{ (I )04) = e 29
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ota,betce R, ay =as=a et # P,y f estune fonction donnée et c; € R

(1=1,2).
On suppose que la condition suivante est satisfaite
By < By
Alors les solutions de (2.9) sont données par
acy a(1-4;)-1 ¢ a
y(z) = (m)$51+ (=) Ea,ﬁl+a(1—/31)(—a A ) (2.10)
bes . Brtal-8,)-1 ¢
_ 2TQ 2 E _ _ o
o) apya(1-) (= 2")
1
+<a T b)(Ewa,—a%b;O—f—f)(x)-
Démonstration :  Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-
faites.
On a

a(Dy v y) (x) + (DG 2y) (@) + ey(a) = f(x),
c’est-a-dire

-« d - - a d [
a(Igi" ™ (I ) @)+ (T ) (@) ey(e) = (@),

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation, on
obtient

d

Ll (0 ) b0 S (0 ) ey ()] ) = LI @] (0),

c’est-a-dire

LA @)) | L) @) )

pﬁl(l—a) +0 p52(1_a) —i—CE[y(:U)](p) = ﬁ[f(ai)](p),
c’est-a-dire
B1(a—1) Ba(a—1) F
Y(p) = aclp— +bey— L (p)

Patb) te matb) tc platb) te
Y(p) == Ly(x)](p) et F(p) := L[f(x)](p)-

Par suite pour i =1, 2, on obtient

pﬁi(a—l) 1 p6~(a—1)

(

p*(a+0b)+c a+b p* —l—a+b

)

z%)](p),

B, a(1-8,)(—
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et
F(p) 1 poc—a
o = (———=)F()
p*(a+0b)+c a+bp*+ 5
_ a—1 o c «
= ,C[I Ea,a( a+bx )* f(x)](p)
= LB 0 D@D,
Alors
_ (%4 Bita(-s)-1p __C a
y(‘r) <a+b>aj a,ﬁ1+a(1*51)( a/+bx )
bes Bota(l—F5)—1 ¢
= (07 Ea o - _ «
o p? R Sl
1
) B ptyoF)@)
||

Théoréme 5 On considére le probléeme suivant

a(D5"y)(@) +b(DEE"y) (@) + (DG y)(@) + ey(@) = f@) 5 )y
(I y) 04) = |

ot a,betce R 0<a; Cay<az3<1,0<pB, <1, f est une fonction
donnée et c; € R (i =1, 2, 3).
On suppose que la condition suivante est satisfaite

(1 =51 =) (1= F5)(1 =) < (1= F5)(1 - ).

Alors les solutions de (2.11) sont données par

®© (_1ym &
y(x) _ Z (Cm_ZI Z < 7]? ) akbmka(agfaz)m+(a27041)k’+a371 (212)

m=0 k=0

_ (&
X [aclxﬂl(l al)Ea:a,(Oés—az)m+(a2—a1)k+a3+/31(1—011) (= Exa3>

— ‘ ¢
+b021;62(1 2)Ea37(oc3—a2)m+(a2—Oél)k+0‘3+52(1_a2) <_Ex 3)

_ e
+CCS$'83(1 as)Ea37(063—a2)m+(a2—a1)k+a3+53(1—a3) (= Eg;%)

SECS () e

m=0 k=0

(&

m+1 o
X (Ea3,(ag—ag)m+(a2_a1)k+a3f) (—E:U 3).
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Démonstration : Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.

On a

a(Dyr ™ y) () + b(DE2 2y) () + e(Dey) (2) + ey(z) = f(x),

En appliquant la transformée de Laplace aur deuxr membres de ’équation, on
obtient

p51(041—1) pﬁz(oﬁ—l)
Y(p) = aci— ~ - + bea— - -
ap® + bp®2 + cp*s +e ap™ + bp®2 + cp™s + e
phatea—D) F(p)

+ccs —+ ,
ap® 4+ bp*2 + cp® +e  ap™ + bp*2 4 cps + e

Par suite pour 1 =1, 2, 3, on obtient

pﬁi(ai—l) _ (pﬁi(ozi—l) )( 1 _ )
ap + bpee + cpa + e cpi +el 14 (L)
pﬂi(ai_l) e (apo‘l + bpaz)m

= GV

cps +e (cp"‘3 +e)m
k kalbm kpozg(m k)

= pﬁi(aiil) T;) Z cpa3 + e)m—f—l

kai+az(m—k)+8;(a;—1)

_ = (=p™ - k kpm—kP
= > o+l > Cna'h (ps + £)mit

m=0 k=0
o0 _1 m m
_ /—:[Z (Cm_21 Z Crlilakbmka(ag7a2)m+(o¢27a1)k+a3+ﬁi(lfa,')fl
m=0 k=0
+1 € a
0727(013—Oéz)m+(oc2—a1)k+a3+5i(l—ai)<_E‘T 3)](]))
et
F(p) 1 1
« o a = ( o )( ap®1+bp™2 )F<p)
ap®t + bp®2 + cp*s + e cp*s +e 1+(W)

m m P kal—l—ag(m k)
- 1 > Chd*b T )mHF(p),

k=0

3
o
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par suite
F(p) _ Z Z kbm k (a3—a2)m+(a2—a1)k+a3—1
ap™ +bp® + cp™ + e m=0 k=0
m—+1 € «
XEasir(asfaz)m+(a27a1)k+a3(_Em 3) * f(:L’)](p)
o - (_]‘)m - k _kim—k
o E[Z cm+1 ZCma b
m=0 k=0
m+1 € a
(Ea37(013 az)m+ (o — al)k+a3f)(_zx 3)](]?)
Alors
- (_1>m - m kim—k .(az—a2)m+(ae—a1)k+az—1
Z s . a®b plas—az 22— 3
m=0 k=0
— 6 «
X [aclxﬂl(l 1)Ea3,(as—az)m+(a2—a1)k+as+/31(1—01)<_EI *)
—Q € .
—|-ng1}62(1 2)Eag,(oc3—a2)m+(a2—ozl)k—‘rocg—i-ﬁQ(l—az)<_Ex 3)
—Q € «
+CCS$'83(1 3)Eas,(a3—a2)m+(a2—a1)k+a3+63(1—a3)(_Ex 3)
= (=™ - m kym—k
P2 L)
m—+1 € «
X (Ea37(a3—a2)m+(a2—a1)k+a3f)(_Ex *).
| ]

Corollaire 2.2.5 On considére le probléeme suivant

a(DE{y) (@) + b(Dy*y) (x) + c<Dof3y>< Jhey@) =L@y
(I} ) (04) = e, |

ota,betceR 0<a<1,0<06, <1, f estune fonction donnée et c; € R

(1=1,2,3).
On suppose que la condition suivante est satisfaite
B3 < By < By
Alors les solutions de (2.13) sont données par
_ (M Bira(=p)-1p % ey (214
W) = (T srati sy~ ") (214)
_ 9% Brta(i-py)-1p % e
o )” afyra(i=py) (— o= o)

+H(Baa- o0 f)(2).
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Démonstration : Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-
faites.

On a
a(Dy ) () + b(Dg 7y (@) + (D5 y) (@) + ey(@) = f(a),

c’est-a-dire
B1(1—a)
f@) = a(Ig)

—1—0(1'53(

d  1-8)1-a
— (I8P ()

[1 B1)(1—a) b [52 (1-a)
() ) 0L

L)) (1) 4 ey,

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation,
on obtient

w d 1B
Lla(lg:" ™ (1)) @)

)y d
dz
a)

c’est-a-dire

LTy @) w)

pﬁl(l_a)
+b£[£(1§i‘ﬂ2)“_a)y)($)] ()
pﬂz(l_a)
LIS y) (@) (p)
R T eLly(@)(p) = LI @) 0),
c’est-a-dire
B, (a—1) B2 (a—1)
% p
% _ +b
(p) aclpa(a+b+0)+e CQPQ(CH‘[H‘C)
+ccs e i

_|_
p*a+b+c)+e p*a+b+c)+e

Y(p) == Lly(x)](p) et F(p) := L[f(2)](p)-

Par suite pour ¢ = 1, 2, 3, on obtient

plita=1) _ 1 ( pila=1) )
p*a+b+c)+e a+b+ep+
1 e
—  pafiteCB)ip a
o seratt-8) (== =—2")](p),
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et
e —
pla+b+c)+e a+b+cp*+ i
1 e
= —£ Oé_lEOéOc _ a
a+b+c [» o a+b+cx> 1@))(p)
S NP 175 1)
Alors
= I Brita(l-p1)-1 g e
y(l‘) (a—{—b—{—c)x a,,81+a(1751)( a—l—b—{—cx )
L 52+0‘(1—52)—1E _L ]
<a+b+c)x o By +o(1—B) ( T )
+<Ea,a,—ﬁ;0+f) ().
n

2.3 Equations différentielles fractionnaires a
coefficients variables

Proposition 2.3.1 On considére l’équation différentielle fractionnaire suiv-
ante

2(Dgyy)(z) = Ay(x), (2.15)

ot 0<a<letAecRR
Alors les solutions de (2.15) sont données par

y(@) = e gla — 1, a5 — ——a°7Y), (2.16)

ou ¢ € R, avec
k

> 1 2z
dla, B; z) = kzzomﬂ,
ou «, 3, z € C.

Démonstration : Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation
(2.15), on a

L[z(Dgyy)(x)](p) = LIy ()] (p),



28

c’est-a-dire p p
_ s j e —
S U @)0) = M@)o,
c’est-a-dire

_i[pay(p) — (I y)(04) = XY (p),

dp
ou
Y(p) == Lly(=)](p)
Par suite, on obtient
a A
Y(p)+(=+—=)Y(p) =0
() + ( p pa) (p)
c’est-a-dire Iy \
a
= [E+ D,
Y / (p pa)
c’est-a-dire )
Y(p) = ep™" exp(—p""),
ouc € R.
On a
Y(p) = ep " exp(—p"")
R e
n=0
Par suite
00 1 (_LIa—l>n
a—1 -«
ylw) = e nZ:O F(a—1)n+ «) n!
= " ola—1,0; 1 A )
[ |
Théoréme 6 On considére le probleme suivant
z(DPy) () = My(x
AU ) .17
(Lo )(0+) = ci,

o 0<a<l,0<8<1,AeR et €R
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Alors les solutions de (2.17) sont données par

_x<a 1>)

y(x) = ¢ fale" DA Z (2.18)
A a—1
X@(O&-l,(ﬁ—n)(l—a)—i‘&,a_lﬂ? )
ez Vo(a — 1, o A 1),
? Y 1 —
ot ¢y € R.
Démonstration : Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.
On a

2(D5ly)(x) = Ay(x)

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation, on

L(D5y)(@))(p) = LIy (@)](p),

c’est-a-dire
CZDLKDM 0)(@))(p) = AMl(x)](0).

d’aprés la relation (1.20), on a

d .
d—p(p“Y(p) — crp?) = —AY (p),

ce qui donne

Y(p) + (5 + i)Y(p) — ¢1f(a — 1)pfle-D-a-1,

2.19
i (2.19)

(2.19) est une équation différentielle linéaire avec second membre.
La résolution de cette équation différentielle se fait en deux étapes.
1¢¢ étape: La résolution de 'équation différentielle sans second membre.

On a

Y(p) + <5 + E)Y(p) =0,

d’aprés la prewve de la proposition précédent on a

A

Y(p) = cop™* exp(—p""),

ot ¢y € R.
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2eme gtape: La résolution de l'équation différentielle avec second membre.
On a

y «o A T
Y(p) + (5 + ];)Y(P) = 1o — DpPle Dot
Appliquons la méthode de la variation de la constante.
On a \
Y(p) = ea(p)p* exp(—p"""),
c’est-a-dire
, , —a A -«
Y(p) = éppexp(—p"")
—ea(p)ap™ exp(—2—pl) — ex(p)Ap 2 exp(——pi9)
2 a—1 2 a—1 '

En remplace dans ’équation (2.19), on obtient

, —a A Y s
cA(p)p e){p(&Tp1 ) = 1 (e — 1)pPle—D—o—L,

1
Par suite
8 A
o) = atenplo—1) [0 (-t e
0 a—1
Alors la solution est donnée par
Y(p) = ieXp( P ) cateiBla—1) /p 2P0 exp(— A 2% da]
p* a—1 2T ; 1 ,

otci €ER ety €R.
En conclusion, la solution de (2.19) est donnée par

Y(p) = Yi(p) + Ya(p),

ou

et




Comme

Yilp) =

Par suite

31

En conclusion

n!
n=0 n=0
- (ﬁ)n - (_ﬁ)n 1 (1—a)n+B8(a—1)—a
615(04 — 1) nZ:; nl nX:% n (1 _ CY)Tl + 5(0& — 1)p2 ! * ! :
0o (ﬁ)n 00 (_ﬁ)n x2(o¢71)n(a71)(1ﬁ3)
afle =12 = Y T GG =T (a—Dn s G —a) 7o)
o Oo(i\x(a—l))noo 1 (il’al)
(a=1)(1-H) o ol
SR Bl Fary D Yy (e P [ By ey
Bleg) S (Ppzlemt)n A 1
eI S ol L () ka2
A
Ya(p) = Z%e p(—=r"")
= (ﬁ)" (1-a)
— 022 oy
o 1 (aileAJ)n
Y2(r) = 1;F((a—1)n—l—a) ol
@ Do -1, a A 2> )
x(a 1))

y(z) = cﬁl,a 1(1— 6)2

a—l)

xpla—1,(f—n)(1 — o)+ a, T

A
11—«

a—1

e Vola—1, a; — ).

X



32

2.4 Equations différentielles fractionnaires avec
retard

Proposition 2.4.1 On considére le probléme suivant
Dy =\y(z—1
( at ,g))(f 2() ul—1) (2:20)
(I0+ y)(0+) =

o 0<a<l1l,0<pB<1, A eRetceR
Alors les solutions du probléme (2.20) sont données par

o)k 1) (1)1

P (2.21)
Z )+ B(1—a))
Démonstration :  Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.
On a

(D5 y)(x) = Ay(z — 1).

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de [’équation, on

obtient
LIDGLy)(@)](p) = LPy(z — 1)](p)-
Comme

L[f(t —a)l(p) = exp(—ap)L[f(t)](p), a > 0.

Par suite, on obtient

p*Y (p) — ep” ) = Xexp(—p)Y (p),
ol
Y(p) == L[y(z)](p)
Alors
Y<p> = pa _Zi\ eXp(—p) = a(1_5)+5(1 i )\exp(—p))
p pO(
400 400
_ c exp(—p) o r exp(—kp)
N pa(1—5)+ﬂ Z()\ P ) o CZ A pa(k-l-l)-l-ﬂ(l—a)'
k=0 k=0
Comme

5[@_k)a(k+1)+ﬁ(1—a)—1](p) - exp(_kp>£[xa(k+1)+5(1—a)_1](p)

D(a(k+1)+ 81— )
= exp(—kp) palerD+5(1—a) ’
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on obtient
a(k+1)+,5(1 a)—1

Z )+ B8(1—a))

Remarque 2.4.2 Si § =1 dans la proposition précédente, alors on a

{ (DS[7 y)gg‘ﬁ%)::)‘cy’(I - 1) (222)

et par suite les solutions de (2.22) sont données par

ZA’“ z— k)™ (2.23)
I'(ak+1) '

Proposition 2.4.3 On considére le probléme suivant

(D5y) (@) = Ay(x — 1)
{ y(r) = @(g) =1 si y— 1<z<0, (2.24)

ou0<a<l,NeRetcelR.
Alors les solutions du probléme (2.24) sont données par

/\k+1 x_ ) a(k+1)
=1+ 2.25
Sl 229
Démonstration :  Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.

On a

(D5 ) () = Ay(z — 1),
En appliquant la transformée de Laplace aux deuxr membres de ’équation, on
obtient

LDy y)(2)](p) = L[\y(z — 1)](p),

c’est-a-dire

+0o0
PY () - = A / exp(—pt)y(z — 1)dz
0

R

= A i —pt —1)d
A | exp(—pt)y(z — 1)dz,

on pose
T=x—1.
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Par suite, on obtient
R-1

p*Y(p)—p* ' = A i exp(—p(7 + 1))y(7)dr
—+o00 J 1

— desp(-p)l [ exp(-priy(rldr+ T [ exsp(-priy(r)ar]

-1 R—+00 /g
0 “+o00
— desp(-p)l [ exp(—pridr+ [ exp(-pry(r)dr]
-1 0
ex —1
~ dexp(-p)[ZEL = vy
1 —exp(—p
= A#Jﬂexp(—p)y(p),
c’est-a-dire
a—1 _ _
Yip) = p \_ L—exp(=p)
p* —Aexp(—p)  p(p™ — Aexp(—p))
B p*! 1 — exp(—p) 1
a1 _ \exp(=p) atl _ yep(=p)
pe(1— A o ) D 1—A o
1<% exp(—p) ., 1 — exp(—p) &= exp(—p) \x
= - A A7 A——=
pz( a ) poc+1 kX;( pa )
+00 +oo
_ keXp k+1eXp kp) rr1exp(—(k +1)p)
- Z)‘ k+1 +Z)‘ a(k+1)+1 _Z)‘ polk+D+1
k=0 k=0
on pose
l=Fk+1.
Alors
v 1 = )\kexp )\Hlex kp) = )\lexp(—lp)
() = 2; Z paktl +Z alk+1)+1 pol+l
—1 =1
B Z k+16Xp(—kp)
- a(k+1 )41
k=
Comme

Ll(z —k)**V](p) = exp(—kp)Lz**V](p)

MNak+1)+1)
= exp(—kp) pakt D+l
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on obtient
)b+

_1 >\k+1 l'—
+Z ak+1)+1)

Proposition 2.4.4 On considére le probléme suivant

(D" y)(@) = dylw = 1) + ()
{ y(0) = ¢, (2.26)

ou0<a<l, NeR, ceR et f est une fonction donnée.
Alors les solutions du probléme (2.26) sont données par

o0 k
A k (k+1)—1
— _ a g d
=X e iy o
(2.27)
Démonstration : Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.

On a
(Dg'y)(z) = Ay(z — 1) + f(=).

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation,
on obtient

LI(D5" y)(2)](p) = LINy(z — 1) + f(2)](p).

Comme

L[f(t —a)l(p) = exp(—ap)L[f(t)](p), a > 0.

Par suite, on obtient

p*Y (p) — ep® ' = Xexp(—p)Y (p) + F(p),

ou

Par suite
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Comme
Lz —k)™(p) = exp(—kp)Llz**](p)
= eXp(—kp)F(aj:ll)
ot
Ll(x = k)" (p) = exp(—kp)Llz**TD 7 (p)
— exp(—hp) okt D),
on obtient

+00 +oo
)\k k

k >\ a(k+1)—1
y(z) = Cgm(m—@a +Zm($—k)( " f(x)



Chapitre 3

Equations intégro-différentielles
fractionnaires du type Volterra

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on résoudre quelques problémes d’équations intégro-différentielle
fractionnaires du type Volterra.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [section 4, 6].

3.2 Une généralisation des équations intégro-
différentielles fractionnaires du type Volterra

Théoréme 7 On considére le probléeme d’équation intégro-différentielle frac-
tionnaire du type Volterra suivant

{ (Dg, f)(@) + 7 S @ =t f()dt = g()

(1 ) (04) = e (3.

ot 0 < a <1, avec Re(v) >0, a € C, c € R et g est une fonction donnée.
Alors les solutions du probléme (3.1) sont données par

f(z) = CxailEaJrv,a(_aanrv) + (Batva,-a:0+9) (). (3.2)
Démonstration :  Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.

On a

(D1 + 55 / (z — 0" L f (1)t = g(z).
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En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation, on
obtient

szanu»+f%yéﬂx—w“vﬁMﬂ@wzﬁw@mm,
c’est-a-dire

auﬁJmmww+——mlﬂx—w%vummm=£wmmm,
c’est-a-dire

PLIf(@)](p) — ISV F)(0+) + =~

c’est-a-dire

wF@—c+§ﬂm=G@,
F(p) == L[f(z)](p) et G(p) := L]g(x)](p)
Par suite ot
L) = e+ Glo)

c’est-a-dire

p p
F(p) = G(p).
(p) CpoHrv +a + pa+v +a (p)

Alors d’aprés la relation (?7), on obtient

F(p) = Cﬁ[xailEaJrv,a(_aanrv)](p) + E[(anrvilEaJrv,a(_aanrv)) * g(l’)](p)

Par suite, on a

f(@) = ca® ' Egppa(—az®™) + /m(m — )T B o(—alz — 1)) g(t)dt.
0

Alors d’aprés la relation (1.14), on obtient

f(z) = cxa_lEa+v7a(—a:Ua+”) + (Fatv.a,—a0+9)(T).
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Théoréme 8 On considére le probléme d’équation intégro-différentielle frac-
tionnaire du type Volterra suivant

{ (D) (@) + g fir(a — 0 f (1)t = g(a)

I )04 = ¢ o

o0 <a<1,0<pu<1 avec Re(v) >0,a€C, ceR et g est une fonction
donnée.
Alors les solutions du probléme (3.3) sont données par

fx) = Cwa_u(a_l)_lEaJrv,afu(afl)(_a$a+v) + (Ea+v,a,—a;0+9) (7). (3.4)

Démonstration :  Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.
On a

(DN @) + 5 / (z — )" Lf (1)t = g(z).

En appliquant la transformée de Laplace aux deuxr membres de ’équation, on
obtient

£DRE D) + s / "o — " F A p) = Llo()](p),

c’est-a-dire
L{(Dgf [)(@)](p) + %C[/:(x —1)°7Hf(t)dt](p) = Llg(x)](p),
c’est-a-dire

LUDRPE]0) + oy £16 = HOI) = Llo@)]p),

par suite

c’est-a-dire N
T +a _
pp—vF<p> = " 1 G(p),
c’est-a-dire
pu(oc—l)+v v

p
F(p) = G
(p) Cpa+v+a +pa+v+a (p)7
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F(p) := LIf(z)](p) et G(p) := L]g()](p)-

Alors d’aprés la relation (?7), on obtient
F(p) = LIz By am a1y (=0 ™) (p)+ L1277 Barva(—az*"))xg ()] (p).

Par suite, on a
f(z) = c:po‘_“(o‘_l)_lEaJrv’a#(a1)(—axa+v)+/ (2—1)* ' Eyrpa(—alz—t)*T)g(t)dt.
0

Alors d’aprés la relation (1.14), on obtient

f(x) = cxaiu(ail)ilEa—l-v,a—#(a—l)(_a:CaJrv) + (Ea+v,a,*a;0+g)(x)'
| ]

Corollaire 3.2.1 On considére le probléme d’équation intégro-différentielle
fractionnaire du type Volterra suivant

(DR 1)) + s [ — ) (0t =
{ U e o o 39

0 0<a<1,0< <1 avec Re(v) >0,a€C etceR.
Alors les solutions du probléme (3.5) sont données par

flx) = xa’“(a’l)’l[CEMU,Q,M(Q,I)(—am“*”) + ()2 Eg v ap pu(—az®™)].

Démonstration : Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-

faites.
On a

(D@ + 1 / (& — )" f(t)dt = 22,

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation,
on obtient

£DEE D) + 5 / o — 7 Fde)(p) = Ll (),

c’est-a-dire

()

p#

a

£LDRY D) + Fs L] / (0P (1) (p) =

)
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c’est-a-dire

LIDGLf)()](p) + ﬁzwl  HOIp) = F]gff),
par suite
P L) - D )04 + L L @) = F;ff),

c’est-a-dire

a+v
+a _ r
E_T2F(@p) = gl + M7
p pH
c’est-a-dire
. pu(a—l)—i-v . pvH
(p) = “prvta +I'(p) PR

F(p) = L[f(x)](p)-

Par suite d’aprés la relation (?7?), on obtient

F(p) = L[z D By o (—az® ) () +T () L[ Borpaen(—az® )] (p).
Alors

fla) = a® D By ampa—n) (—az®™) + T() e Bory a4 (—az ).

u

Corollaire 3.2.2 On considére le probléme d’équation intégro-différentielle
fractionnaire du type Volterra suivant

(Do /(@) + w0y J (@ =) f(t)dt = 2 By pu(—az ™) (3.6)
Ig " 04) = e, |
o0 <a<1,0<u<1 avec Re(v)>0,a€CetcelR.
Alors les solutions du probléme (3.6) sont données par
f((l?) = xa_u(a_l)_l[CEa+v,a7u(a71)(_axa+v> + xauE§z+v,a+u(_a$a+v)]' (37)

Démonstration : Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-
faites.
On a

(D&7)@%+F@YA(m—tV*f@Mt:xWJEHWA—mﬁM)
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En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation,
on obtient

LI(DG f)(@) + ﬁ /0 (@ — O O (P) = L By (—az® )] (p),

d’apres la relation (??), on obtient

T at+v—pu
Da,p, a _ \v—1 _ p
LD DN + 2L =0 ) = Lo
c’est-a-dire
LD N@)p) + =L 5 ) = Lo
0+ p F(’U) b _pa+v+&’
par suite
at+v—p
o _ p(a—1) [(1*;“)(1*04) ﬁ — p
P Lf(@)](p) —p (Los ) (0+) + pvﬁ[f(fv)](p) prrT—
c’est-a-dire N o
pOé ’U_'__a _ pa v—
2 " Pp)=cpla-) o £
Y (p) cp + pa-H) + a’
c’est-a-dire
pu(a—l)—i-v pa+2v—u

F(p)=c + ;
(p) pa+v +a <pa+v + a)Z

Par suite, on a
F(p) = cLlz* MV By 0y (—az® ) (p) 4Lz EL o (—az® )] (p).
Alors

f(ﬂ?) = l‘a_u(a_l)_l[CEa+v,o¢*u(a71)(_afL‘a+v) + l‘a“E2+v,a+u(_a:L‘a+v)].

Corollaire 3.2.3 On considére le probléme d’équation intégro-différentielle
fractionnaire du type Volterra suivant

(D3 F)(@) + 75 fy (2 = 0" f ()t = 20 By g (—bat?)
(I P04 =«

0 0<a<1,0< <1 avecRe(v) >0,a€C,beC aveca#b etceR.
Alors les solutions du probléme (3.8) sont données par

Bt (—b2°7?) — oy g(—az®t
f(l‘) _ Cxa_u(a_l)_1Ea+v,o¢—u(o¢—1)(_axa+v)+ + ,ﬂ( -z ) + ,,3( ax )J}’B_l.

a—2b
(3.9)

(3.8)
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Démonstration : Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-
faites.
On a

(Do () + ﬁ /0 x(:c — 1) () dt = 2P By gy (— b3 T)

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation, on

obtient
a—+v
p +a a— v— a+v
p—UF<p> = Cp'u( 1) + £[$B+ 1EOL+U,B+’U(_b':C * )}(p)7

d’apres la relation (?7?), on obtient

a+v a—_3
p +a _1 P
—F =c p(a—1) + _
pem (p) =cp T
c’est-a-dire )
pu(a— )+v poz—ﬁ-l-v

C + 5
pa+v a <pa+'u Cl) (paJrv b)
c’est-a-dire

F(p) _ Cp,u(afl)Jr'u 1 pafBJr'u pafﬁJrv

),

pa+v+a +a_b(pa+v+b_pa+v+a
Par suite
F(p) = C‘C[xa_u(a_l)_1Ea+v,a7u(a71)(_axa+v)](p)

L[ (B (—02°) — Faps(—ar ™))

a —

+

Alors pour a # b, on a

Eotop(—bx") — Eqpy g(—az®t?)

f(fL‘) = cxa_“(a_l)_1Ea+v7a,ﬂ(a,1)(—al‘a+v)+ 0 —b

3.3 Le probléme de Cauchy pour les équa-
tions intégro-différentielles fractionnaires

Proposition 3.3.1 On considére le probléme de Cauchy suivant

(D) (&) = ME] was () + g(x)
{ o) (04 = e, (3.10)

B-1
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0t 0 < a<1 avec Re(v) >0, A€ R, c € R et g est une fonction donnée.
Alors les solutions du probléme (3.10) sont données par

ak+a— k k
f(iL') = CZ )‘km2 w 1EZ,2ak+a+u—,ua(vxp) + Z )‘k<EZ,2ak+a,v;0+g) (iL‘)
k=0 k=0

(3.11)
Démonstration :  Supposons que les hypothéses de la proposition sont
satisfaites.
On a

(D5, ) (@) = ME o vt £) (@) + g(),

c’est-a-dire
(D5, F)(x) = A / N 0P (ol — ) F(1)dE + g(x),

En appliquant la transformée de Laplace aux deuxr membres de ’équation, on
obtient

LI(Dg, f)(x) = A /Oz(fv — )" B (v(z = 1)7) f()dt)(p) = LIg(x)](p),

c’est-a-dire

LI(Dg, f)(@)](p) — AL B, (0t?) * f(t)dt](p) = LIg(=)](p),

par suite, on obtient

N prr—e
P F(p) —c— A(p,, — U)WF(p) = G(p),
c’est-a-dire . o
F(p) = o pPY— a QZJ)F’VQ
p - )\[(pp—y)"/] p - )\[(pP—U)W]
On a
1 p~«
—a - pY—2a
p* = A&y 1= A&
i )\kpfa+p'ykf2ak
— (pr—w)*

= LY NTEN o (02)] (),
k=0
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et
G(p p°
P — A[((ﬁ)ﬁw;;] To- A[%]G(m
9] —a+pyvk—2ak
% )\kzﬁ(%l))
L3 A (0) % ()] (5)
k=0
Alors

ak+a— k k
f(l') = Z )\k$2 i 1EZ,2ak+oz+u—,uoz (pr) + Z )\k(EZQak—s—a,v;O—i—g) (l‘),
k=0 k=0

otceER. m

Théoréme 9 On considére le probléme de Cauchy suivant

{ (Dol (@) = ME} 04 f) (@) + 9()

(1P (04) = 12

00 <a<1,0< <1 avec Re(v) >0, A € R, c € R et g est une fonction
donnée.
Alors les solutions du probléme (3.12) sont données par

ok+o4-p—pa— k k
f(l.) =cC Z )\kx2 Fratumn 1EZ,2ak+a+,u—,ua (U:Up) + Z )\k(EZ,2ak+a,v;O+g) (517)
k=0

k=0
(3.13)
Démonstration :  Supposons que les hypothéses du théoréme sont satis-
faites.
On a

(Do (@) = ME} 04+ f) (@) + 9(),

c’est-a-dire
uﬁf>u>=AA?x—wWHQJMx—w@ﬂww+gmx

En appliquant la transformée de Laplace aur deuxr membres de l’équation, on
obtient

LD ) (@) — A /Om(x — 1) B (v(z = 1)7) f()dt)(p) = LIg(2)](p),
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c’est-a-dire

LIDGY ) (@))(p) — AL E) o (vt”) = f(t)dt] (p) = L]g(x)](p),

par suite, on obtient

o pa-t) _\ P poy
p*F(p) —cp =) (p) = G(p),
c’est-a-dire -
Hla— G
P =2 GO
p - [(pp—q))"/] p - [(pﬂ—'u)ﬁ’]
On a
p.“‘(a_l) p.“‘(a_l)_a
—a - —2a
r A T LA
wla—1)—a+pyvk—2ak
-t
(pr —v)7*
ak+o a— k
= ‘C[Z )\k pakatup 1E32ak+a+u Ma(Ul'p)](p),
k=0
et
G(p) _ P G ()
a pPY— - . pPY—2
p )\[(pp—y)"/] 1 )\[(pp 'U)’Y]
e —a—&—pvk 2ak
— G
kz oy ¢
ak+a— k
= E[(ZA’“ 2RO B s apya(v27)) % g(2)] ().
k=0
Alors
ak+a a— k
f(l‘) :CZ/\k paktatu—n 1E32ak+a+,u ,ua pr +Z)‘k 2ak+av0+g)( )
k=0

otceER. m

Corollaire 3.3.2 On considére le probléme de Cauchy swivant

{(Dﬁf ) 1) AMEp w0+ f) (@ )+ﬂf“‘1

(@
(-ma=alpyo) = (3.14)
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0 0<a<1,0< <1 avec Re(v) >0 XeR et ceR.
Alors les solutions du probléme (3.14) sont données par

o0 [e.¢]
_atu— 1 2 k 2 k
Fla) = 2o e Y AP B o (02) AT () Y (A B b (027).
k=0 k=0

(3.15)
Démonstration : Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-
faites.
On a

(D5 F)(@) = A o o ) (@) + 27,

c’est-a-dire
Uﬁf)@)zAA(x—waWﬁAMm—w%ﬂwﬁ+x”%

En appliquant la transformée de Laplace aur deuxr membres de ’équation, on
obtient

LI(Do () = A /Ox(x — )7 B o (v(z = 1)") f(t)dt)(p) = L[z ](p),

c’est-a-dire

LUDE F)(@))(p) — Al B (019 » F(1)de)(p) = 2.

par suite, on obtient

ap . —
p*F(p) —cp = ol
c’est-a-dire
pﬂ(a_l) p_ﬂ
Fp) = c———m= + () —75=
p - A[(ppfy)’Y] p - A[(pﬂ—v)'Y]
On a
pru'(a_]-) pru'(a_]-)_a
—a = —2a
p* = /\[(551U)w] 1— )‘[(I;T_U)v]

p,u(a—l)—a+p'yk—2ak

_ - k
- 20 (pr — )k

k=0
00

E ak+a a— k
= 5[ )\k pokactuy 1E,Z 2ak+a+p—pa (pr)] (p)7
k=0
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et
p* _ p
=y - T 2o
P — /\[(f.fﬁiv)w] 1 - )‘[(I;T v)“/]
0 D —p—a+pvk—2ak
- kz pp _ U 'yk
ak+a k
= ‘C[(Z Aka Froctu= 1Ez2ak+a+u(vxp)](p)‘
Alors

() 00
o +u— 1 2 k 2 k
f(l’) = gt CZ Az a EZ2ak+o¢+u ,ua(vxp +P ’IWXZ /\l‘ a EZQak+a+u(pr)]7
k=0 k=0

otceR. m

Corollaire 3.3.3 On considére le probléme de Cauchy suivant

{((DBD) =N B D0 4 2 Eppgnl02)
(IO+ e f>(0+) =
o 0<a<1,0<pu<1 avecRe(v) >0, \e€R etceR.
Alors les solutions du probléme (3.16) sont données par
ak+a+p—pa— k k
f(l’) = CZ /\kxz Fratup 1[E32ak+a+,u ua(v'rp) + E32jx—11+a+u ua(vajp)]‘
k=0
(3.17)
Démonstration :  Supposons que les hypothéses du corollaire sont satis-
faites.
On a
(Déi“ )(x) = /\<E’ya 03 0+f)< ) + Cxu_#a_lEp,u—ua(pr)7
c’est-a-dire

(Dot f)(x) = /\/Ox(x - t)a_lEla(v(x — ") f(t)dt + cx" PR, 6 (v2f),

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation, on
obtient

LD f)(x)=A /0 x(x—t)o‘_lEZ,a(v(x—t)”)f (t)dt](p) = Lex" " Ep o (v2”)](p),
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c’est-a-dire
LD ) (@)](p) =AML B (0t?)x f(£)dt) (p) = L[ E, o (027)](p),

par suite, on obtient

o —ptpo
O‘F()—c“(a Dy PPy F():cppuu
e w—vy T =y
c’est-a-dire
pu(a—l) pPhtpa—a
F(p)=c —— tc = :

] - A — )

On a
p,u,(oz—l) p,u,(oc—l)—a
—a - —2a
p* = A& 1= A=
i /\kp,u(a—l)—a—i-p,uk—Qak
& (pr — o)
ak+a+pu—poa— k

= £[Z )\kx2 Fractuon 1E32ak:+a+u ua(vxp)](p)v

et
pp—,u—i-ua—a Z)\kpp ptpoa—at-puk—2ak
=& =) =y
ak+a+pu—pa— k+1
LIS gt g )] (p)
k=0
Alors
ak+a a— k k+1
flz) = CZ AbgRektatu-p 1[E32ak+a+u ua(vx”) + EZ,QZkJraJru*ua(vmp)]?
k=0

otc€eER. m
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Résumeé

Dans ce travail, nous présentons plusieurs resultats pour
résoudre quelques problemes de Cauchy fractionnaires,
quelques équations intégro-différentielles fractionnaires du type
Volterra et les equations différentielles fractionnaires aves retard
en utilisant la transformée de Laplace.

Abstract

In this work, we present several results to solve some
problems of fractional Cauchy,some fractional integro-
differential equations of Volterra type and differential equations
fractional with delay using the Laplace transform.
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