REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID - TLEMCEN -
Faculté des Sciences
Département de Mathématiques

Memoire de fin d’études
Pour I'obtention du dipléme de Master en Mathématiques
Option : Equations Différentielles

Theme
Probleme aux limites pour des

equations différentielles fractionnaires
dans des espaces de Banach

Présenté par : Melle Mama GHEZIEL

Soutenu le : / 06 /2015

Devant le Jury :

Mr.Bouguima Sidi Mohammed Président
Mr.Mabkhout Benmiloud Examinateur
Mr.Benchaib Abdelatif Examinateur
Mr.Yebedri Mustafa Examinateur
Mr.Slimani Boualem Attou Encadreur

Année universitaire ;
2014-2015




Dédicaces

Je dédie ce travail a :

Mes chers parents qui m’ont toujours soutenue,

Mon fréere Mohamed et ma soeur Fatiha,

Mes amies Ahlem, Hanane, Hafsa, Chahrazed, Rahma, Amina, Hadjar et Bendahma Amina,
Et a tout ceux qui m’ont encouragée durant ma carriere d’étude.




REMERCIEMENTS

Je tiens a exprimer ma reconnaissance et ma profonde gratitude a Monsieur Slimani Boualem Attou
qui m’a, tout au long de ce travail, conseillé, soutenu, le plus souvent dirigé sans jamais rechigner de
son temps combien précieux et ce apres m’avoir proposée ce judicieux theme de recherche.

Je remercie Monsieur Bouguima Sidi Mohammed, enseignant au département de mathématiques
de ’université de Tlemcen de I’honneur qu’il m’a fait en acceptant de présider le jury de ce mémoire.

Mes remerciements vont également a Messieurs Mebkhout Benmiloud et Benchaib Abdellatif,
enseignants au département de mathématiques de I’université de Tlemcen d’avoir acceptés de faire
partie de ce jury.

De méme que je suis obligée de la disponibilité, de la compétence ainsi que la dévotion avec
lesquelles nos professeurs ont exercés leur métier, nous enrichissant sans cesse et nous permettant de
valoriser nos efforts durant ces années d’étude.




Table des matieres

I Préliminaires 7
(.1 Notations etdéfinitions | . . . . . . . . . . ... L 7
(1.2 Rappel sur le calcul fractionnairef . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 8

(1.2.1  Un apercu historique sur la dérivation fractionnaire| . . . . . . . .. . .. .. 8
.22 Fonctionsutiles| . . . . . . .. ... 9
(1.2.3  Intégrale fractionnaire| . . . . . . . . ... ... ... L. 9
1.2.4 Dén fractionnaires| . . . . . . . . ... 10
[1.2.5 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de |

[ Riemann-Liouvillel . . . . . . ... ... ... ..o 14

(1.3 Mesuredenoncompacité€:| . . . . . . . .. .. ... ... 15
(1.3.1 Mesure de non compacité de Kuratowsku | . . . .. ... ... ... .. .. 15
(1.3.2  Mesure de non compacité de Hausdaurft|. . . . . . . ... ... ... .. .. 16

(1.4 Quelques théoremes de point fixef. . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 17

[L5 Temmes fondamentaux . . . . . . .. ... ... .. 17

2 Probleme aux limites pour des équations différentielles fractionnaires 21
2.1 Probleme aux limites pourlecasr €[1,2{| . . . ... ... ... ... .. ... ... 21

R.I1  Existencedesolutions] . ... ... ... ... ... .. ... . ... . 22

2.2 Probleme a valeur initiale pourlecas r €[1,2[| . . . . . . ... ... ... .. .... 27
21 Existencedesolutions . . . ... ... ... ... ... .. ... 28

13 Probléeme aux limites pour des équations différentielles fractionnaires avec des condi- |

[  tions intégrales| 33
B Existencedesolutionsl. . . . . . . . . ... L 33
......................................... 39

4 Probleme de Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires 43
M1 Existencedesolutionsl. . . . . . . . . . ... 43



TABLE DES MATIERES




Introduction

Dans ces dernieres années, plusieurs travaux ont fait la mise au point sur 1I’étude des équations dif-
férentielles fractionnaires, divers résultats théoriques ont été obtenus, voir par exemple les références
(213,124, 27].

Ces résultats ont des applications dans plusieurs champs de la science et de I'ingénieurie tel que la
physique, la biologie, la chimie, etc, voir [19, 20, 22, 25/ 26, [30].

Nous allons nous inspirer des travaux [4)}, 6, [15] afin d’étudier 1’existence de solutions pour certaines
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire de Caputo dans des espaces de Banach de di-
mension infinie.

Cette étude se fera principalement a ’aide du théoréme de point fixe de Monch combiné avec la
mesure de noncompacité de Kuratowskii, et celui de Darbo avec la mesure de noncompacité de Haus-
dorff.

Ce mémoire est réparti en quatre chapitres.

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires", est consacré aux définitions et notations qui nous se-
ront utiles dans la suite de ce travail.

Le deuxiéme chapitre a pour but I’étude des problémes fractionnaires suivants :

‘Dy(t) = f(t,y) Neel=10,T] ,1<r<2
y(0) = yo ¥(T)=yr

et
Dy(t) = flt.y@)), Vtel=[0,T] 1<r<2

y(0) = yo,
y(0) = yi.

On s’intéresse particulicrement a 1I’étude de 1’existence de solutions a la base du théoréme de point
fixe de Monch avec la mesure de noncompacité de Kuratowskii.
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Le troisieme chapitre ou on va traiter le probleme fractionnaire avec conditions intégrales sui-
vant :

Dyr) = f@,y@), Viel=]0,T]
T
YO -Y(0) = [ glsyis)ds

0
WD) —(T) = [ hsiy(s))ds

On étudie I’existence de solutions en utilisant I’approche de point fixe via le théoreme de Monch et la
mesure de noncompacité de Kuratowskii.

Le quatriéme chapitre a pour objet I’étude du probleme de Cauchy pour des équations différen-
tielles fractionnaires :

‘D'u(t) = f(t,u(t)), tel=1]0,T]
u(0) = 0.

On établit le résultat d’existence moyennant le théoreme de point fixe de Darbo combiné avec la ma-
sure de noncompacité de Hausdorff.

Enfin, le mémoire sera cl6turé par une Bibliographie.




Chapitre

Préliminaires

1.1 Notations et définitions

Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions et préliminaires néces-
saires pour cette étude.
Soit I =[0,7T],T > 0. On note par C (I, E) I’espace de Banach des fonctions continues y définies de /
dans £, muni de la norme

1¥lleo = sup{lly ()] -2 € 1}
ot ||.|| est une norme sur E.

Définition 1.1. [33] Une fonction y : [ — E est dite intégrable au sens de Bochner si il existe une
suite {y,} de fonctions en escalier qui converge vers y presque partout et telle que :

T
him /. [yn(s) = y(s)] ds =0,

n—oo

Si y est intégrable au sens de Bochner, on a alors :

T T
/ y(s)ds = lim [ y,(s)ds.
0 n—=.Jo
On note par L!(I,E) I’espace de Banach des fonctions mesurables y : I — E qui sont Bochner
intégrables, muni de la norme :

T
Iyl = [ (o).

L’espace de Banach des fonctions mesurables y : I — E qui sont bornées est noté par L*(I, E), il est
muni de la norme :

Y]l = = inf{c >0, [y(1)[| < ¢, pp t € J}.

On note par AC! (1, E) I’espace de Banach des fonctions dérivables y : I — E ayant la premiére dérivée
absolument continue.
On note par R* I’ensemble (0, +0) et par R, I’ensemble [0, +<o).
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Définition 1.2. [33] L’application f : I x E — E est dite de Carathéodory si :

1. t — f(t,u) est mesurable pour tout u € E,

2. u— f(t,u) est continue presque pour tout t € I,
De plus, si :
3. V¥r >0, il existe une fonction ¢, € L' (I, RT) telle que pour tout u € R avec |ju| < r:

1f (@, u)l| < 0r(2)
alors Uapplication f est dite L'-Carathéodory.

Théoreme 1.3. (Ascoli-Arzela)
Soit A un sous ensemble de C (I,E), A est relativement compact dans C (I,E) si et seulement si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

Ilf (x)]| <K pourtout x€lettout f €A,

2. L’ensemble A est équicontinu. i.e pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que

it —t| <d=||f(t1) — f(2)|| < €pourtout ty,t €1 et tout f €A,

3. Pour tout x € I I’ensemble { f (x), f € A} C E est relativement compact.

1.2 Rappel sur le calcul fractionnaire

1.2.1 Un apercu historique sur la dérivation fractionnaire

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire a la généralisation de
la dérivation a un ordre quelconque, entier ou non entier, réel ou complexe. Les concepts de dérivation
et d’intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms de Riemann et de Liouville, alors que
I’interrogation sur la généralisation de la notion de dérivée a des ordres fractionnaires est plus an-
cienne. Ce fut peut €tre un jeu naif des symboles qui poussa 1I’Hospital a s’interroger sur la possibilité
d’avoir n dans Q. Il posa la question : et si n = % ? En 1695, dans une lettre a I’Hospital, Leibniz

écrivit prophétiquement : « Ainsi il s’ensuit que d 2x sera égal 2 xv/dx : x, un paradoxe apparent dont
I’on tirera un jour d’utiles conséquences ».

Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathématiciens tels qu’Euler ou
Lagrange au XV Ille siecle, Laplace, Fourier, Liouville (1832 ; 1837) ou Riemann (1847) au XIXe
siecle, ainsi que Griinwald (1867) et Letnikov (1868) dans la seconde moitié du méme siecle. Il
semble qu’une contradiction dans les définitions ait empéché un succes plus grand de la théorie,
qui n’est certes pas encore unifiée ; de plus, I’absence au début d’une interprétation géométrique ou
physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribué a ce que des champs
de recherche passionnants restent dans I’ombre. Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par
la compréhension du caractere non local de 1’opérateur de dérivation non entiere. Pendant ces trois
dernieres décennies, plus d’intéréts ont été prétés au calcul fractionnaire et les champs d’applications
se sont diversifiés. Voir[27, [18]]
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1.2.2 Fonctions utiles
La fonction Gamma

Définition 1.4. On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulérienne de seconde espece)
la fonction notée 1" définie par

I'(x)= / e 'L,
0
ol x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x) > 0.

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ol la partie réelle est strictement
positive.
En intégrant par parties, on peut voir que

I'oa+1)=al'(a),Re(ar) >0
En particulier
I'(n+1)=n!,VneN
La fonction Béta

Définition 1.5. La fonction B(p,q)est la fonction Béta (ou intégrale eulerienne de premiére espéce),
définie par :

1
B(p,q) = / (1 —x)p_lxqfldx p>0,¢>0.
0
On a une égalité exprimant le lien entre 1’intégrale eulerienne de premiere et seconde espece :

I'(p)T(q).

W,Re(p) > 0;Re(q) > 0.

B(p,q) =

1.2.3 Intégrale fractionnaire

Définition 1.6. [30] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € C([a,b]) d’ordre r € R ; est

définie par
1 ! r—
I;h(t)zr(r)/a (t—s5)""Vh(s)ds,

ou I est la fonction Gamma. Lorsque a = 0 nous écrivons I"h(t) = h(t) * @,(t)

trfl

ou @, (1) = ) pourt > 0,0, (t) = Opourt <0, et 9, — 8, quand r — 0.

Propriétés 1.7. Nous avons les propriétés suivantes :
1 I%h(t)=h(1),

2. Dopérateur intégral I est linéaire.

Exemple 1.8. Soit h(t) = (1 —a)"

Lh(t) =
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A l'aide de changement de variable s = a+ (t — a) x on obtient,

—a)"™tr ot
I'h(t) — % / (1—x)""xmdx
_am+r
= (—a)"" F(Z) B(r,m+1)

(t—a)""T(r)T(m+1)
(N (r+m+1)

D’on r .
<m+ ) (t_a)m-ﬁ—r-

W)= D)

1.2.4 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, dans cette partie on va citer celles
qui sont les plus utilisées dans les applications.
Approche de Grunwald-Letnikov :

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entiere d’une
fonction a des ordres de dérivée arbitraires, donc on peut exprimer la dérivée d’ordre entier r (si r est
positif) et 'intégrale répétée (—r) fois (si r est négatif) d’une fonction f par la formule suivante :

Gprf(r) = %i%h—’ké(—l)k(;) F(t — ki), avec (2) _ = 1)"}((!““ D)

La généralisation de cette formule pour r non entier (avec 0 < n—1 < r < n) et comme

(—1>k(r> _ —r(l=r)efk=r—1)

k k!
B [(k—r)
T(k+ DI(—r)
on obtient . Fk— )
Spr i) = limh™" Y ————~ ) (¢ —kh
fle) = lim k_zbl“(k—l—l)l“(—r)f(t )
et

D f(r) = timpr ., L EED)

M L S ey

Si f est de classe C", alors en utilisant I’intégration par parties on obtient :

a)(t —a)k*r 1
k+r+1) ['(n+r)

n—1 r(k) ¢
GDirf(t) _ kgo f FE /a (l‘ _ ,c)n+rflf(n) (T)d’t

aussi
n—1 r(k) At —a)kT t
D) = kgb ! FEk)—(tr+ 1)) * F(nl— r) /a (t= 0

10
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Exemples

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-Letnikov

En général la dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-Letnikov n’est pas nulle
ni constante.

Si f(t) = c et r non entier positif on a :

f(k)(t) =0,pourk=1,2,....n

GD’f(t) = F(l—r)(t_a)r+,; F(k—r_+1) +1“(n_r)/at(t_f)nrlf(")('c)d'c

I'(1-p)

2. La dérivée de f(t) = (t — a)” au sens de Grunwald-Letnikov
Sirnonentieret0 <n—1<r<navecp>n—1alorsona:

f(k)(a) =0,pourk=1,2,...n—1

et
[(r+1)

0= 1 5

(t—a)’™

d’ou
[(r+1) 1 _— .
T(n—r)F(r—n+1)/a(t_T) Ht—a)d

En faisant le changement de variable T = a + s(f — a), on trouve :

“Df(t) =

r _ F(I’—f— 1) ! n—r— —n
Di—a) = rnxp—n+1yé(”‘” (1 —a)""dn
_ F(I’—l— 1) —r ! n—r—1_p—n
- s )r@—n+1ﬂ”_”p A(1-g Lgp=ngs
T(r+1)B(n—r,r—n+1)

= Tty ¢

— ( )F(I’l ) (r_n+1)(t_a>p—r
I'n—r)I'(r—n+1)

T+ .

B F(r—n+1)(t_a)p

Approche de Riemann-Liouville :

Définition 1.9. [24)] Soit f une fonction intégrable sur [a,b), alors la dérivée fractionnaire d’ordre r
(avec n—1 < r < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

RLDrf(t) _ F(nl_ r) % /at(t B s)n—r—lf(s)ds
S ae0)

11
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Propriétés
1. Composition avec I’intégrale fractionnaire

e [’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche
de I’opérateur d’intégration fractionnaire,

KD (I f(n) = £(1),

en général on a
RLDrl (Irzf(l)) — RLDrl_rzf(l)

etsiry —ry <0, REDN=2f(1) = 27 f(1).

e En général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commutent pas

RLD—r1 RLD"Z _RL Dr2 r L RLD"Z k (t a)rl_k
t S
(o D f(1) = f(t) k§_1 = F(n K+ 1)

avecm—1<r, <m.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiere) ne comutent que
Si:
%) (a) =0 pour tout k =0,1,2,...,n— 1.

ﬂ RL yr __RL nyn+r
o (D (1) =" D A@),
mais
RLDr(d_nf(t)) _RL Dn+r Z )kirin
dr" ~ —r—n+1)

3. Composition avec les dérivées fractionnaires
Soitn—1<ri<netm—1<ry<m,alors

RLDr1 (RLDer(l)) __RL Dr1+r2f i RLDr2 kf ] (f — a>—r1—k
t =1 = “T(ri—k+1)
et
RLpn (RLDI £(7)) =RE D2 £ (1) i RLpr—k £ ()] (t—a) "
! = “T(—ry—k—+1)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire X£D" et RD™(r| # r»), ne commutent
que si [RED27Kf(1)],—, pour tout k = 1,2,...,n, et [RED"1 =% £(1)],=, pour tout k = 1,2,...,m

12
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Exemples

1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville
En général la dérivée non entiere d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est
pas nulle ni constante, mais on a :

RLDrC:

T(1—r) (t=a)™

2. La dérivée de f(t) = (t —a)” au sens de Riemann-Liouville

Soit rnonentieret 0 <n—1<r<mnetp>—1,alorsona:

1 a 1
—— [ t—=0)"" (t—a)ldr
['(n—r)dt /a (r =) (t=a)

En faisant le changement de variable T = a+ s(t —a), on aura :

RLpr(t —a)P =

1 4 1
RL ryr n+p—r n—r—1
D'(t—a)l = —(t— b / 1— Pd
(=0 = gt [ sy s
_ F(n—l—p—r—I—I)B(n—r,p—i—l)(t_a)p_r
['(n—r)

I'n+p—r+DI'(n—rT(p+1)

= (t—a)P™"
I'n—r)T(n—r+1)(n+p—r+1)

o F(p—f—l) (t_a)pfr

- T(p—r+1)

Dérivées fractionnaires au sens de Caputo :

Définition 1.10. [24] Pour une fonction donnée f sur lintervalle [a,D| la dérivée d’ordre fraction-
naire au sens de Caputo de f, d’ordre r > 0 est définie par

1

D10 = oy [ =9 s,

icin=[r]+ 1 et [r] désignant la partie entiére de r.
Propriétés
1. La relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

Soit r > 0avec n—1 < r < n,(n € N*), supposons que f est une fonction telle que D] f(r) et
RLDr f(t) existent alors

)t —a)*"
—r+1)

n—lf(k)<a
cy __RL pr .
D' f(r) =""D"f(t) I;) Tk

On déduit que si f¥)(a) =0 pour k =0,1,2,....,n— 1, on aura D’ f (1) = RLD" £ (1).
2. Composition avec I’opérateur d’intégration fractionnaire
Si f est une fonction continue on a

v W) —a)
DIf=f et LDf0)=f)- Y 2=

k=0 :
donc I’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 1’opérateur d’intégration
fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

13
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Exemples

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

‘D'C=0

2. La dérivée de f(r) = (t — a)Pau sens de Caputo
Soit runentieret0<n—1<r<mnavecr>n—1,alorsona:

) = D
d’ou
[(r+1)

Dt —a)l =

F(n — r)r‘(r_ — 1) /at(f — ’C)”—r—l (’C o Cl)r_nd‘t

effectuant le changement de variable T = a+ s(r — a) on obtient

cryr . F(p—}—]) t . .
e - r(n—r>r<p—n+1>/a<f—f> '(t—a)yr
F(p—f—l) -r ! n—r— —n

F(n—r)F(p_n+1)(t—a)P /O(l—s) Lep=ngs

I'(p+1)B(n—r,p—n+1)
I'n—rIl(p—n+1)
L(p+1)I'(n—r)T'(p—n+1)

(t—a)’™

(t—a)l™"
I'n—r)(p—n+1)I(p—r+1)
F(p—I— 1) (I _a)pfr.
I'(p—n+1)

1.2.5 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de
Riemann-Liouville

e [’avantage principal de 1’approche Caputo est que les conditions initiales des équations dif-
férentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme que pour les
équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

e Une autre différence entre la définition de la dérivé de Riemann et celle de Caputo et que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est
HIL—r) (x—a)™".

e Du coté graphique, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo est exactement I’inverse du chemin suivi pour obtenir celle de Riemann-
Liouville, c’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre rou m — 1 < r < m par I’ap-
proche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par I’intégration fractionnaire d’ordre
(m —r) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu a 1’ordre entier m, mais
pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre r ou m — 1 < r < m par I’approche de Caputo
on commence par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(x) et puis on integre d’ordre
fractionnaire (m —r).

14
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Propriétés générales des dérivées fractionnaires :
1. Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

D" (Mf(1) +ug(r)) =AD" f (1) +uD"g(r)

2. Laregle de Leibniz
Pour 7 entier on a

L: - (1 (k) (\ o (n—K)
IROG) ,E(k)f 0"

La généralisation de cette formule nous donne
r $ r r— r
D) = ¥ () rH0D" Hgto) R0
k=0
oun>r+1let

1

R0 = o | =0 et [ A @ g,

avec lgnRZ(t) =0.
n—oo
Si f et g sont continues dans |a, ] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :
. _x (7 8 (k)
D'(f(0e) =} (, )/ OD"Ve().
k=0

D’ est la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov et au sens de Riemann-Liouville.

1.3 Mesure de non compacité :

1.3.1 Mesure de non compacité de Kuratowskii :

Nous présentons dans cette section quelques propriétés fondamentales des mesure de noncompa-
cité de Kuratowskii et Hausdorff.

Définition 1.11. [[/4] La mesure de non compacité de Kuratowskii est I’application o définie sur Qg
dans R par :

o(B) =inf{e > 0,B C O(B)i,diam(Bi) < e}
i=1

avec Q est la famille des sous espaces bornés de E et B € Q.
Propriétés :
La mesure de non compacité de Kuratowskii satisfait les propriétés suivantes :
1. o(B) = 0 < B est compact ;

2. o(B) = a(B);

3. ACB=o(A)+0o(B);
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1.3. MESURE DE NON COMPACITE :

oA +B) < o(4) + (B);
o(cB) = |c|a(B), c €R;
o(convB) = a(B);
o(AUB) = max{o(A),(B)};
(

a(ANB) < min{a(A), a(B)}.

® 2 ok

Lemme 1.12. [3]|] Soit D un sous espace fermé, borné et convexe d’un espace de Banach C(I,E),
soient G une fonction continue sur I X I, et f : I X E — E une fonction qui satisfait les conditions de
Carathéodory, et il existe p € L' (I,R") telle que pour tout t € I, et tout sous ensemble borné B C E
ona:

hlir61+oc(f(l,7h xB)) < p(t)a(B) Iy =[t—ht]N]

Si V est un sous ensemble équicontinu de D, alors :

ol [ Gls.0f(s:3(5)ds .y eV < [11G(s) [pls)ev (s))ds.

1.3.2 Mesure de non compacité de Hausdaurff

Définition 1.13. [[/4)] La mesure de non compacité de Hausdorff d’un sous ensemble borné M d’un
espace de Banach est définie par :

Ye(M) =inf{e > 0,M C UB xi,ei),xi € Eje;<e}i=1,2,..,n
i=1

i.e M est recouvert par la réunion finie des boules ouvertes dans E .

Propriétés :[13]
Soit £ un espace de Banach et soient Q,Q; et Q, C E bornés, alors les propriétés suivantes sont
satisfaites :

1. vg(Q) =0 < Q est précompact;
VE(Q) = Ve (Q) = Ve (comvQ);
QCQ :>'YE(QI) <Ye(Q);

Ve(Q1 UQ2) = max{Ye(Q2),Ve(22)};
Ve (rQ ) rlve(Q), reR;
VE(
I’a

Q1+ Q) <VE(Q1) +7¥£(22);
application T : D(T) C E — F est continue et k-Lipschitzienne, alors :

.\‘.0'\.‘":“.‘”!\’

Si
Yr(TB) < kyg(B), VB C D(T) (B borné).

8. Si{By,};_, estune suite décroissante des sous ensembles non vides, fermés et bornés de E, et
lim Yz (B,) = 0, alors N’7_, B, est non vide et compact dans E.
n—soo
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.4 Quelques théoremes de point fixe

Pour tout ce qui suivra, nous aurons besoin des théoremes de point fixe suivants :

Définition 1.14. L’application T : C C E — E est dite une Yg-contraction s’il existe une constante
positive k < 1 telle que :

YE(T(W)) <kye(W), VYW CC (W fermé et borné).

Théoreme 1.15. [28] (Monch)
Soit D un sous espace fermé, borné et convexe d’un espace de Banach ,tel que O € D, et soit N
une application continue de D dans D.
Si Uimplication :
V=comvN(V) ou V=NV)U{0} =a(V)=0
est vérifiée pour tout sous ensemble V de D, alors N admet un point fixe dans D.

Théoreme 1.16. [/]|] (Darbo-Sadovskii)
Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach E et soit
I’application continue T : C — C une Yg-contraction, alors T admet au moins un point fixe dans C.

Théoreme 1.17. [5l] (Darbo généralisé) Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe
d’un espace de Banach E et soit ’application continue
T:C—C

satisfaisant :
u(T(W)) <ouWw)) YyWwcc

ou u est une mesure de non compacité arbitraire et ¢ : [0,00) — [0,0) une fonction strictement crois-
sante (non nécessairement continue), avec :

lim ¢"(t) = 0, Vt € [0,00)

n—oo

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.

1.5 Lemmes fondamentaux

Maintenant, on va démontrer deux lemmes fondamentaux pour les chapitres suivants :

Lemme 1.18. [534)] Soit r > 0, alors I’équation différentielles

‘D'h(t)=0
admet les solutions h(t) = co+cit+cot> + ...+ ¢, 11" L, ¢, €R,i=0,1,2,....,n—1,n=[r] + L.

Démonstration. supposons que
D'h(t) =0,

d’apres la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

e (%)nh(t) _o,
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1.5. LEMMES FONDAMENTAUX

c’est a dire

1 ! n—r—1 d\"
— — ) h(s)ds=
F(n—r)/o (t=5) (ds) (s)ds =0,
puisque - — 750 on a

|
o

[t (&) heras

L™ (5) = 0.

et par suite

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de I’égalité

L= (1)) (p) = L(0) (p) = 0

posant H (p) = L(h) (p) on obtient

Ln=r) (p"H (p)— f, p Y (0)) =0,
k=1

pnr

alors .
p"H (p)— Y p"*n* =V (0) =0,
k=1

donc .
=Y p %0 (0)
k=1

on applique maintenant la transformée inverse de Laplace :

L™ (H(p) (1) =L"" (i pFY (0)> (1)

k=1

il s’ensuit que

h(t) =

L
i

en faisant le changement de variable i = k — 1 on trouve

n—1 p(i)
h(0) |
h(t)=Y g )t‘
i—0 b
_ hi(0)
pour ¢; = = on a
n—1
h(t)=Y cit'
i=0

18



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Supposons maintenant que :

n—1 i
=Y cit'
i=0

on applique I’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres de 1’égalité

n—1
‘D'h(t) = D[ Y cit'
i=0
n—1 )
= Y e
i=0
n—1 n
d .
— Z ciln—r (_) £
i=0 dt
puisque (0 <i<n—1<n)ona
‘D'h(t) =0.
Ce qui acheve la démonstration. [

Lemme 1.19. /34] Soit r > 0, alors
I"°D"h(t) = h(t) +co+ci1t +cat> + ...+ cpqt™ !
pourc; € R i=0,1,2,...n—1,n=[r]+ 1.
Démonstration. On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo
D'h(r) =I""h" (1),
on applique I’opérateur de I’intégral fractionnaire aux deux membres de 1’égalité
FeDR() = IR (1)
_ RLpyn h( )

n n—j d n—j
ks n1+1><(5) o)
; e ]+1) N (0)

par le changement de variable k = n — j on obtient :

I°D'h(t) = h(t)—

fr k!

n—1 ./ 4k
c,t

= h(r)- Y *-
= k!

n—1 k
cit

= h(l‘)+ 7
k=0
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Chapitre 2

Probleme aux limites pour des équations
différentielles fractionnaires

Ce chapitre est consacré a I’étude de I’existence de solutions pour les problémes aux limites a
équation différentielle fractionnaire suivants :

‘Dy(t) = f(t,y) Ntel=10,T],1<r<2 (2.1)
¥0) = yo (T)=yr (22)
Dy(t) = flt.y@)), Viel=[0T] 1<r<2 (2.3)
y(0) = o, 2.4)
Y(0) = . (2.5)

dans lesquel

¢D’" est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ;

f I x E — E estune fonction donnée, satisfaisant quelques hypotheses qui seront spécifiées plus
tard, et E est un espace de Banach avec la norme || . ||.
Ce chapitre est basé sur les travaux de R.P.Agarwal et al.[4]], la mesure de noncompacité est souvent
utilisée dans différentes branches d’analyse non linéaire, spécialement dans 1’existence de solutions
de différents types d’équations intégrales voir Akhmerov[7]] Aliprantis et Border[8]], Alvarez[9]], Banas
et al.[12], Guo et al.[21]],Mo6nch et al.[28]. Dans ce qui suit, la mesure de noncompacité associée au
théoreme de point fixe de Monch vont nous permettre d’établir 1’existence de solutions des problemes

CIR.2etR.3R.5).
2.1 Probléme aux limites pour le cas r €|1,2]
Dans cette partie on va étudier le probleme suivant :

‘Dy(t) = f(t,y) NMel=1[0,T],1<r<2 (2.6)
¥(0) = yo (T)=yr (2.7)
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2.1. PROBLEME AUX LIMITES POUR LE CAS R €|1,2]

2.1.1 Existence de solutions

Premierement, on va définir ce qu’est une solution du probleme aux limites (2.1)(2.2)).

Définition 2.1. Une fonction y € AC' (I, E) est dite une solution du probléme siy satisfait

I’équation

‘Dy(t) = f(t,y)

sur I avec les conditions y(0) = yo et y(T) = yr.

Lemme 2.2. Soit 1 < r <2 et soit h: I — E une fonction continue. Une fonction Yy est dite solution
de I’équation intégrale fractionnaire :

ou

et

Glt,s) = —

I(r)

T
(1) = g(t) + /O G(1,5)h(s)ds (2.8)
g(t) = (1—%)yo+%yr
(t—s) ' —L(T -5, 0<s<t
_%(T_s)rfl, r<s<T

si et seulement si y est une solution du probleme aux limites :

‘Dy(t) = h(t) el (2.9)
¥(0) = yo. y(T)=yr (2.10)
Démonstration. En utilisant le lemme [I.19] on réduit le probleme(2.9)(2.10) a une équation intégrale
équivalente :
D'y(t) = h)
& ID'y(t) =1I"h(1)
< y({t)+co+cit =1"h(r)
1 .
< y(t) = m/0 h(s)(t —s) " lds+cy+cjt
avec
06 = —cpet c'l = —C1
ona:
¥(0) =cp =10
et
! 1 /
T :—/ h(s)(T —s)" 'ds+yo+c|T
y( ) F(I") 0 ( )( ) Yo 1
ce qui implique que :
yr Yo 1 T r
¢ == — T IT0) /O (T — )" h(s)ds
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FRACTIONNAIRES

Donc

y(t)zrl /OTh(s)(t $)"~Lds + yo +y;t—y7°t—TF’( )/()T(T—s)’lh(s)ds

:%(/Oth(s)((t—s)’_l_%(T )= 1ds——/ ) ~1h(s) ds>+(1—%)yo+%yT

= ‘
N~—

c’est a dire
v = [ Gles)ats)as 500
avec
8() = (1= Do+ o
et
| (t—s) 1= LT -5, 0<s<rt
G(LS):w —L(T—s) 1 <s<T
Inversement, on a :
y(t) =g(t)+ OT G(t,s)h(s)ds
avec
8() = (1= Do+ oy
et
{ (t—s) 1= L(T—s5)1, 0<s<t
GOJW‘f@S LT sy, 1<s<T
ona:

avecl <r<2etn=2

Dry(t) = °D'g(t)+ D' / G(t,5)h




2.1. PROBLEME AUX LIMITES POUR LE CAS R €|1,2]

(car g(r) = (1 — F)yo+ #y71)

CD”y(l‘) p— Iz—r(%)z(ﬁ(/oT((t_s)r—l _%(T_S)r—l)h(s)ds_%/IT(T_S)r_lh(s)ds))
1 T e d 1 s . s .
B r<2_r)/0 (r—5) 1(&)%@/0(@—1) I_T(T_T) Yh(t)dr
s r .
_TF(F)A (T_T) 1h(T)dT)]dS

Lo o da 1o
_ m__r)/oa_s)l (a)z[ﬁ)/o (s— 1) h(t)dr

N

s Ky r r—
7t Jp 0 e s [ o (s

— s [ TR~ Sraras

1

— e /0 (t—s)' "I 2h(s)ds

(car (%)%—%I’h(T)) =0)alorsona:
‘D'y(t) = °D'I"h(t) = h(r)

donc

Comme la fonction G(t,s) est continue sur [0, 7] x [0, T], on note que :
G* = sup{||G(z,5)|, (t,s) € I x I}
La fonction g est continue sur /, donc il existe :

g" =sup{[lg(®)|l,r €1}

Pour établir le résultat principal concernant I’existence des solutions de (2.1)(2.2), considérons les
hypotheses suivantes sur f :

(H1) f : I x E — E satisfait aux conditions de Carathéodory.

(H2) Tl existe p € L' (I,RT) tel que :

1£(6.3) < p(e) ¥l pour touts € 1 et tout y € E.

(H3) Vt € I et pour tout ensemble borné BC E ona:

lim o(f (I B)) < p()a(B). hy =l —hilN1.

Théoreme 2.3. On suppose les hypothéses (HI )-(H3) vérifiées, et que :

T
G*/ p(s)ds < 1.
0

Alors, le probléme aux limites admet au moins une solution.
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CHAPITRE 2. PROBLEME AUX LIMITES POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

FRACTIONNAIRES

Démonstration. On transforme le probleme (2.1)(2.2)) en un probleme au point fixe en considérant
I’opérateur :

N : C(,E)— C(IE)
v o 0 =80+ [ Gl r(s(6)ds

Les points fixes de N sont des solutions pour le probleme (2.1)(2.2).
Soit :

R> 8
1 —-G* [, p(s)ds

et on considere I’ensemble :
Dr = {y c C(IvE)7 Hy”oo < R}

Dy est fermé, borné et convexe.

But :
Afin de prouver I’existence des points fixes de N, on doit montrer que N satisfait les hypotheses du
théoreme [I.15] La preuve se fait en trois étapes :

1. Continuité de N
Soit {y, } une suite telle que :
yn — y dans C(I,E)

n—oo

Donc:Vt €l ona:

000~ WO = | [ 605 sm(6) — 15,305l

T
< /O 1G(t,5) |1 (5:3n(s)) = £ (5,(5))| s
T
< G /0 1£(5,3n()) — £(5,3(5)) | ds

Comme f est de Carathéodory, on a f mesurable par rapport a y, donc on peut appliquer le
théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Donc :

lim [|(Ny,)(1) =(Ny)(1)[| < G OT,}ijIgollf(s,yn(S))—f(s,y(S))lldS

n—yoo
0

IN

Donc
[(Nyn) (1) = (Ny) (@) — O

n—oo

D’ou la continiuté de N.
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2. N applique Dy dans Dg
Soit y € Dg, pourtoutt € [ona:

T
IV ©)] = Hg0%+[;CKnﬂf@J@Dds

N

T

< ||g(f)||+/0 |G (t,9)|[|f(s,y(s))|| ds
T

< §+G /0 p(s) |yl ds (par (H2))

T
< g HRG [ pl9)ds
0

*

8

1—-G* [ p(s)ds

< R (car R>

Donc
[(Ny) ()] <R
c’est a dire
(Ny)(t) € Dgp = N(Dg) C Dg.

3. Bornitude et équicontinuité de N(Dg) :

Par I’étape 2, ona N(Dg) = {N(y),y € Dr} C Dg. Donc Vy € Dg on a ||[N(y)||., < R, donc
N(Dg) est borné.
Pour I’équicontinuité de N(Dg), soitty,t, € I,t; <ty ety € Dg, alors :

INOYE) ~NOYa] < ll8) ~ gl + [ 1(Gtes) - Gla, )7 (s,v(5) 1 ds
< llg) ~ gl R [ p(5)[Glez) Gl 5) s

Par continuité de get Gon a :

INOD)(22) =N) )] = 0.

11—

Donc, N(Dg) est équicontinue.

Maintenant, soit V un sous ensemble de D tel que :
V C conv(N(V)U{0}).

V est borné et équicontinu.

En plus, la fonction v — v(t) = a(V (¢)) est continue sur /.

Puisque g est continue sur /, elle est bornée sur 1. Donc I’ensemble {g(¢),7 € I} est compact.
En utilisant (H3), le lemme [I.12]et les propriétés de la mesure o on a, pour tout 7 € [ :

V(1) = o(V (1)
a(N(V)() U{0})
<a(N(V)(@)
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FRACTIONNAIRES

car o(N(V)U{0}) = max{o(N(V)),a({0}) })
ona:

V)0 ={80)+ [ Gl5)(5.3(5)dsy € V)
NOV)0) = {80t €1+ ([ Gls)(5.3(5)dsy V)

donc :
a(NY)0) = ({50t € 1 { [ Gle)fsr(s)ds.y € VY)
AV V)(0)) < ol (gle).1 € 1) 4oL | Glos) (s v(5)ds.y e V)
a(VV)0) < o | Gle9)fs3(s))ds,y e V)

T
AN (V)(1)) S/O 1G(2,8)[| p(s) oV (s))ds

IN

G /Tp(s)v(s)ds

0
. T
< Gl [ plo)ds

doncona:
. T
Ve €G] [ pls)ds

car G* [ p(s)ds < 1.
Et alors ||v||,, =0, c’estadire v(r) =0,Vr € I,i.e a(V(t)) = 0.

Donc, V() est relativement compact dans E.

Par le théoreme d’Ascoli-Arzela[I.3] V est relativement compact dans Dg (car V C Dg est borné
et équicontinu).

Puisque toutes les hypotheses du théoreme sont satisfaites, 1’application N admet par consé-
quent un point fixe qui est solution pour notre probleme. 0

2.2 Probleme a valeur initiale pour le cas r €]1,2]

Dans cette partie, on va étudier le probleme suivant :

‘Dy(t) = f(t,y(t), Veel=[0T] 1<r<2 (2.11)
y(0) = Yo, (2.12)
Y(0) = yi. (2.13)
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2.2.1 Existence de solutions

Définition 2.4. Une fonctiony € AC' (I, E) est une solution du probléeme si y satisfait I’equa-
tion °D"y(t) = f(t,y(t)) sur I, et les conditions y(0) = yg et y'(0) = y;.

Lemme 2.5. Soit 1 <r <2 et soit h: 1 — E continue. Une fonction y est une solution de I’equation
intégrale fractionnaire :

_ L ! Y
o) =yo it o [ s .14

si et seulement si y est une solution du probleme aux limites :

‘D'y(t) = h(t), Vrel=]|0,T] (2.15)
¥(0) = o, (2.16)
y(0) = . (2.17)

Démonstration. Par le lemme[I.19] on réduit le probleme (2.15)(2.16)(2.17) a une equation intégrale
équivalente :

‘D'y(t)=h(t) < y(t) =I"h(t) +co+cit

t
/ (t—s5)""'h(s)ds+co+cit

y(t)Z% A

avec cg et ¢1 des constantes dans E. Les conditions y(0) = yg et y'(0) = y; donnent :

€0 = Yo,
C1=)1-
donc,on a:
1 t
1)=—— [ (t—s)"" h(s)ds+yo+ yit.
Y0 = iy 9 Hds by
Inversement, si y satisfait I’equation intégrale, on aura :
(1) = — /t(t )V (s)ds + yo + 1t
== —s s)ds
y T(r) Jo YoTJy1

CDry(l‘) _c Dryo +c Dry]l—l—cDrIr]’l(l)

donc
“D'y(t) = h(t)
et
y(0) = Yo,
Y'(0) =y
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Afin d’établir le résultat principal concernant 1’existence de solutions de (2.4)(2.5), considérons
les conditions suivantes sur la fonction f :
(H1) f: I x E — E satisfait les conditions de Carathéodory.
(H2) Tl existe p € L' (I,R)NC(I,R) telle que :

| f#9) I< p@) ||y, pour tout? €1, et touty € E
(H3) Vt € I et pour tout ensemble borné B C E ,on a:

lim o(f(l % B)) < p(t)a(B), L= [t —h,t]O1.

h—0t

Théoreme 2.6. On suppose les hypothéses (HI)-(H3) vérifiées et que :

pxT"
2.18
Tir+1) (2.18)
avec px = supp(t). Alors, le probleme admet au moins une solution.
tel

Démonstration. On transforme le probleme (2.4)(2.5) en un probleme au point fixe, en considérant
I’opérateur :

N : C(U.E)— C(E)
1 ! _
y = NOJO =0ttt [ =9 flss)ds
I(r) Jo
Clairement, les points fixes de I’opérateur N sont des solutions pour le probleme (2.4)(2.5).
Soit :

T
s Dol +l

pxT"
11— I'(r—1)

(2.19)

on considere I’ensemble D,, =y € C(I,E), || y ||«< ro il est clair que I’ensemble D, est fermé, borné
et convexe.

But

On doit montrer que N satisfait les hypotheses du théoreme [I.15]

La preuve se fait en trois étapes :

1. Continuité de N
Soit y, une suite telle que y, — y dans C(I,E). Alors, Vt € I :

1

[ N(yn)(£) =N)(2) [I=]] W/()I(I—S)r_l(f(s,yn(s» —f(s,5(s)))ds |

1 t
<— [ (t—s)! s, vn(8)) = f(s,y(s)) || ds
S AR A B OO
Puisque f est de Carathéodory, et par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue,

on aura :
| N(vn) () =N(y)(t) [|l.o— 0 quand n — eo.
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2. N applique D, dans D, :
Vy € Dy, et Vt € I, par (H2) et (2.19), on a:

NGO [0 51t |+ =9 1 765.5(9) 1 ds

<o+ Iy N7+ [ =5 ~p(s) 1 3(5)  ds

I(r) Jo
o ! r—1
<[ yoll + Iyt HT+ﬁ O(I—S) p(s)ds
ropx ! _
<lyoll + v 1T+ 05 [y
rop xt”
ropxT"
< ro (par Z.19)).

3. Bornitude et équicontinuité de N(D,,)
Par I’étape 2, il est évident que N(D,,) C C(I,E) est borné.
Pour I’équicontinuité de N(D,, ), soit t1,1, € I avec t; <ty ety € Dy, alors :

ING)E) =N 0) <] 102 =it 455 [ 2= (559
[ =9 st

<l 2=+ g5 [ 2=~ = =) | Fs)) s

+§5[%r@Fww@wmnw

<l =)+ 575 [ (=97 = (=) (o)

Quand 1; — 1, le coté droit de 1’inégalité tend vers 0.
D’oti I’équicontinuité de N(Dy,).
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Maintenant, soit V un sous ensemble de D,, tel que V C conv(N(V)JO).
De I’étape 3, le sous ensemble V est borné et équicontinu, par conséquent la fonction v — v(t) =
oV (t)) est continue sur /.
Puisque la fonction + — yg + y;¢ est continue sur /, I’ensemble {yo + y;z, t € I} C E est compact.
En utilisant ce fait, I’hypothese (H3), le lemme[I.12]et les propriétés de la mesure de Kuratowskii, on
apourtouttr €1:

W(t) < alN(V)() UO)
< a(N(V) (1)) ((AUB) = max{a(4),(B)}

N(V)(I) :y0‘|‘y]l+%‘/Ot(l‘—s)r—lf(sjy(s))ds, tel

1 ! _
= yo +yit, tel+ﬁ/0 (t—s)" 1f(s,y(s))ds, tel

— a(N(V)(1)) < oo+ yits £ €1) +a<ﬁ [ =5y G5, xts)as, 1€ )

v0) S ol [ (=9 s.y(s))ds, 1 €1)

I'(r)Jo
7 ) 0= ey ()as
< 5 ) 0= plevisyas
pxT"
I'(r+1)

<

=V o< v [l

Par (2.18) il se suit que || v ||~= 0, c’est a dire v(t) = 0, V¢ € I, alors V (¢) est relativement compact
dans E.

Par le théoréme d’Ascoli-Arzela[I.3] V est relativement compact dans D,.

En appliquant le théoreme [I.15] on conclue que N admet un point fixe qui est solution du probleme

(2.4)(2.5).
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Chapitre 3

Probleme aux limites pour des équations
différentielles fractionnaires avec des conditions
intégrales

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’existence de solutions pour le probleme aux limites avec des
conditions intégrales :

DY) = flt,y(r), Viel=[0,T] 3.1)
T

¥(0) —y/(0) = /O g(s,y(s))ds (32)

H1)=y/(1) = [ s ats))ds 33

ou D’ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec 1 <r <2, f,geth:Ix E — E sontdes
fonctions données satisfaisant quelques hypotheses qui vont étre spécifiées plus tard, et E un espace
de Banach muni de la norme ||.|| .
Les problemes aux limites avec conditions intégrales constituent une classe importante de problemes
car elle généralise les problemes a deux points et trois points ainsi que les problémes non locaux.
Les conditions intégrales sont recontrées dans plusieurs domaines, en particulier la dynamique de
population [16] et les systemes cellulaires [[1].
Dans la litterature beaucoup d’auteurs ont étudié ce type de problemes en particulier [[10],[23],[29],
pour ce chapitre nous développons les résultats de [15].

3.1 Existence de solutions

Définition 3.1. Une fonction'y € AC'(I,E) est dite une solution du probléeme si elle sa-
tisfait I'équation “D"y(t) = f(t,y(1)) et les conditions y(0) —y'(0) = fOT g(s,y(s))dsety(T)—y'(T) =
Jo h(s,y(s))ds .

Soit 6,p1,p2 : I — E des fonctions continues, dans le probleme linéaire aux limites suivant :

‘D'y(t) = o(t), Vitel=][0,T] (3.4)

W(0)=y(0) = /O " o1 (s)ds (3.5)
T

WT)—y(T) = /0 02(s)ds (3.6)
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Lemme 3.2. Soit 1 <r <2, et soient G,p1,p2 : I — E des fonctions continues. Une fonction y est une
solution de I’équation intégrale :

y(t) =P(t) + /OT G(t,s)o(s)ds

avec,
P(t) = (T;—i;) /OT Prls)ds+ (%12) /OT"Z(S)dS
et, | (t—s)’_l—%(T—S)r_la 0<s<t
G(t,s) = ﬁ

—%(T—s)’_], sit<s<T
si et seulement si'y est une solution du probléme fractionnaire (3.4)(3.3)([3.6).

Démonstration.

‘D'y(t) = o), tel
= I"°D'y(t)=TIo(t)
= y(t)=Ic(t)+co+cit

= y(1) = %/Ot(t_s)r_lc(S)dsﬂLCoﬂLle

On a les conditions (3.3) et (3.6)Donc

et
Y0 = gy =9 sds v
_ %/Ot%(t—s)’lc(s)ds—km
_ ﬁ/o’(r— 1)t —5)"20(s)ds +c1
- ﬁ /0 t(t—s)r_zﬁ(s)ds—{-Cl
Donc
Y(0)=c
(1) = ﬁ/j(r 5y o(s)ds+ 1T +co
. YT = o [ =9 Potasa
done
o = m/ja — 5o (s)ds — (TJer) /OT 0 (s)ds
e 2)1r(r ) /OT(T —5)""ols)ds + (T i 2) pals)as
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et

-1 T . 1 T
co = W/O (T —S) IG(S)dS — m/(; p2(S>dS
1

_(T+2)F(r_ 1) /OT(T—S)F_zﬁ(S)dS%-ﬁ/OT pz(s)ds—}-/OTpl(s)ds

donc
() = % [ totsyas + ﬁ [ 9 otsyas
T+2 / pa(s T (T+2) (r 1)/T(T_S)r_26(s)ds
+T+2/pz ds+/ p1(s ds+( )()/( s)"'o(s)ds
_(T—IFZ)/O pZ(S)dS_(Hz)tr(r—n/ (T —s)" 0(s)ds+ 7 /
donc

3(t) = P(t) + /0 " Gt 5)o(s)ds

Inversement On a :

3(t) = P(t) + / " Gt 5)o(s)ds

CDr = CDr +/ ts
‘D" y(t) :Iz‘r(i P(1)) — / G(t,s)0(
dt dt 0 ’
ona: i, (T1—t) [T (1) [T
a.\n +1—t / t+ / -
(GG [ P s+ [ pals)ds) =0
donc :

D30 =P (G G)at6)) = s [a=9) (R [ Glemo
_ 1 oL LT (s e
~ 5 =9 e [ =0 s Jy oot

[(2-r) ds’ 'T'(r) Jo (T +2)0(r)
(1+5) s . (1+5) T -
TGy T OO g gy | (ot

(T +(21)J1:(Sr)— ) / (7 -2 o(m)ards
(1+5)

= F(z_r) /Oz(l‘ —s)l—r(%)z[["c(s) — %I’G(T) <T+2)Ir 1 (T)]ds
= ﬁ/o (t_s)l—rlr—zc(s)ds

=I>"I"?6(t) = o(t)
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donc :
D" y(1) =o(t)
D’ou I’équivalence sus-citée dans le lemme. [

11 est clair que la fonction fOT |G(t,s)|ds est continue sur /, donc bornée.
Soit :

- T
G:sup{/ G(t,s)|ds,t € I}
0

Pour établir le théoreme d’existence, considérons les hypotheses suivantes :
(H1) Les fonctions f,g et h : I — E satisfont aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe ps, pe, pr € L=(I,R™) telles que :

IFEI < pr@)lyll pproutrel vyek
le )l < pe() |yl pptoutr el Vyek
[ < pa(@)[lyll p-ptouts € ,Vy € E

(H3) Pour toutt € I et tout BC E (Bborné). on a:

lim o(f (L x B))

AN
S
=
8
=

k—0t
lim a(g(lxx B) < pylt)ulB)
lim a(h(lxxB) < pult)ulB)

Théoreme 3.3. On suppose les hypothéses (HI )-(H3) satisfaites, et que :
T(T+1)

T+2
Alors,le probleme aux limites (3.1)(3.2)(3.3) admet au moins une solution.

(N|Pgll =+ lpall =) +éHPfHLw <1

Démonstration. On transforme le probleme (3.I)(3-2)(3.3) en un probleme de point fixe, en considé-
rant I’opérateur :

N : C(,E)—C(,E)

y — N()( +/ (t,8)f(s,y(s))ds
A =T [ gtsvtsnas+ D [ age yis)pas
. | (t—s) 1= L(T—s5)1, 0<s<t
G<t’s)_ﬁ

—%(T—s)’_l, sit<s<T

Soit R > 0, on consideére I’ensemble :
Dr={y€eC(L,E),|yll. <R}

Dy est fermé, borné et convexe.

Objectif :

Pour que N admet un point fixe, on doit montrer qu’il satisfait aux hypotheses du théoreme[I.13]
La preuve se fait en trois étapes :
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1. continuité de N

Soit {y,} une suite telle que y, — ydans C(,E).
n—yoo

Alors, Vt €1 :
NGO =N < 18,0~ RO+ [ 16691155069~ £ (6D
< [T [ stonton - stosas+ S5 [ (o) ~atsy(o))as
+ [ 16176530059 = 75,35
< T [ gt5.3m05) gl s + S [ Gs30(5)) s, () s

Soit p > 0 tel que :

+/0 1G(e,$) | 1f (s,3m(s)) — £(5,3(s))]]

Par (H2), on a :

lg(s,yn(s))
[7(s,n(s))

1f(s,yn(5))

avec 61 (s),0,(s) et o3(s) € L' (I,R").

—8(s,5(s))ll
—h(s,(s))]l
—f(s,y(s)

VAN VAN VAN VAN VAR VAN

18 (s, yn ()1l 4 llg (s, y(s))
2ppg(s) :==o0o1(s)
1(s, yu ()] + [ A(s, ¥ (s))]]
2ppi(s) 1= 02(s)
1 Cssyn ()1 (s, ()
2pps(s) :==03(s)

Puisque les fonctions f, g et & sont Carathéodory, on peut appliquer le théoreme de la conver-
gence dominée de Lebesgue. On aura alors :

IN(ya) =N = 0
D’ou la continuité de N.
2. N applique Dpr dans Dg :
Vye Dg,Vt€lona:
T
INOOI = |BO)+ [ Gles)s(s(s)ds
T
< |Ipoll+ / Gle,5) (5, y() s
(T+1
N ”2/ s, v(s))lds + [ 16(.9)1175.3(5))
(T+1)
< T gl [ st T2 il ol [ st gl I [ 1G,5)1as
T(T +1) T(T+1)
< R<T—+2”pg”L°° T—_|_2||ph||L°°+pr||L°"G
< R

Donc N(y) € Dg, alors N(Dg) C Dg.
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3. Bornitude et équicontinuité de N(Dg) On a :
N(DR) C Dp

Puisque Dg est borné dans C(I,E), alors N(Dg) 1’est aussi.
Pour I’équicontinuité de N(Dg) :
Soit 11,1, € I,t; < tp,Vy € Dg, alors :

N0 N | = | TS [ taoast 255 [Mhtsatsnast [ G ea)a
(

T+2 T+2

T+1-t l+1
——1)/0 g(s,y(s)) (Ukal) /hsy ds—/ G(t1,s)f(s,y(s))ds|

T+2

ds+ h( d G(t t d
<122 [l TH/II 5.3(6) lds + 175y || [ 1606.) G .5) s

Puisque G(.,s) est continue alors le c6té droit de I’inégalité tend vers O quand #; — ;. Donc
N(Dg) est équicontinu.

Maintenant, soit V un sous ensemble de D tel que :
V C conv(N(V)U{0}).
V est borné et équicontinu, en plus v — o(V (¢)) est continue sur 1.Vt € [on a:

vie) = V(1))
a(N(V (1)) U{0})
N (V (1))

VANVAN

NVO) = (B0 + [ Gy eV)
= {ROyEVIH{[ GGy eV)
= NV ) S @B,y V) +oll [ Gls) (5.3 (0dsye V)
< a0 [ esonasy e vy va il

T+2 T+2
T
af{ [ Glt.5)fy(e)dsy € V)

Par le lemme .12, on a :
avvo) < [ [0 psravnas [ 15D psjavias
+ [ 1609 pr )V (s)s
< CET gl v+ 2D Ul 1)+ G sl 6
(T+1)T T(T+1)

= [Vlleo < [[Vllea € pall=+Glpsl =)

a2 1P+
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CHAPITRE 3. PROBLEME AUX LIMITES POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES AVEC DES CONDITIONS INTEGRALES

Puisque :
D el + T Ul + Gyl < 1
On a forcément :
Ivl.. = 0<v()=0
< oV(t)=0

Donc V(¢) est relativement compact.
Et d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzéla[1.3] V est relativement compact.
Et donc I’opérateur N admet au moins un point fixe qui est solution pour notre probleéme. [

3.2 Exemple

On présente un exemple afin d’illustrer I’utilité du résultat principal.
On considere le probleme fractionnaire aux limites, suivant :

2
‘Dy(t) = t tel=10,1], 1 <2
W) = bl rel=[), 1<r<
|
/ _
YO0 = [ = D(s)lds,
L |
/
y=y(1) = [ s blds
On pose :
2
1
g(t,X) = mx, (I,X) elx [0700)
1
h(t,)C) = mx, (I,X) elx [0,00)
H1) f(t,x) = U%Jre,x, est mesurable par rapport a 7, et continue par rapport a x presque partout

sur [0,0), de méme pour g(z,x) et h(z,x).
Donc les trois fonctions vérifient les conditions de Carathéodory.

(H2)
2
t = <
el = | g < | s
2
< o [ x]l = pr(e) [|x]]
1 < 1
g, x)|| = mx < |Ix]| 51 o5
1
< m”xHﬁl’gU)HX”
. 1
[, X)|| = Epnpal < |Ix]| EppT
1
31 [[x[| < pa(t) [|x]|
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La fonction G(z,s) est donné par :

1 (t_s)ril—%(T—S)rfl, 0<s<t
G(t,s)—r—
(r){ —%(T—s)’_l, si 0<s<rt
Ona:
1
| Glt,5)ds= / l‘sds+/ G(t,s)ds
= (=) (1)1 =)
_/0 o /o DG /0 30 —1)
P+ (1 —s5)"! NEDED
_/r 30(r) ds_/t 30— 1)
o +(t—{—l)(l—z)’_ (t+1) (H—l)(l—t)r_l_(t—l—l)
= F(r—|— 1) 3F(r+ 1) 3F(r—}— 1) 31"(,-) 31-*(,.)
t+D(A -0 @+ —1)!
T 3rr+1) 30
alors,
/IGts as< L MDA =07 Je+1] L= 41
DD 30(r+1) 30(r+1) 30(r) 3T
|t+1H(1 r 1| ‘t+1||(1—t)r_]]
3F(r+) - 30(r)
1 2 2 2 2 2 2
SToxD) T30+ 1) T3G+1) 300 300 3G+ 1) 30
3 2
I'(r+1) I(r)
donc :
6< a0 L e o+l ) + G s e
2 3 2
< 5Ulpe lem + e =) + (s + i) 1P o

1P lli= = inf{c > 0, || pg(r)]| < ¢

1
— 6

1
5+
1
pr ||L°° < E

1
th HL°° < 4_1
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donc

T(T +1) ~ 21 1 3 I
o oo w < —(=+ -
12 Upell=tllpnlle=) +Gllprlli= < 3G+ D+ Gori 1y + 500

Puisque toutes les hypothéses sont satisfaites, notre probleme admet donc une solution dans [0, 1].
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Chapitre I

Probleme de Cauchy pour des équations
différentielles fractionnaires

L’objectif de ce chapitre est d’aborder 1’existence des solutions du probleme de Cauchy pour
équation différentielle fractionnaire :

‘D'u(t) = f(t,u(t)), tel=1]0,T] 4.1)
u(0) = 0. 4.2)
ou ‘D" représente la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre r €]0, 1] avec a = 0. E est un espace
de Banach muni de la normel||.|| et f : I x E — E satisfait a ceraines conditions qui seront spécifiées
plus tard.
Les résultats de ce chapitre s’inspirent des travaux de A.Aghajani et al.[6].

L’existence des solutions du probleme de Cauchy (4.1))(4.2) est obtenue en utilisant une généralisation
du théoreme de point fixe de Darbo[S]] associée a la mesure de noncompacité de Hausdorff.

4.1 Existence de solutions

Afin de montrer le résultat principal, on considere les hypotheses suivantes :
(C1) f satisfait aux conditions de Carathéodory.

1
(C2) 11 existe une fonction g € L4(I,R. ), ¢ € [0,r) et une fonction continue non décroissante
Q: Ry — Ry telles que :

170l < g(@)Q(lxl)), VxeEetpprel

(C3) Il existe une fonction L € L' (I, R, ) et ¢ € @ telles que :
VB C E (sous ensemble borné) :

Y(f(t,B)) <L(t)o(v(B)), pptel
(C4) 11 existe au moins une solution p(¢) € C(I,R;) de 'inégalité :

RUrlo) (" 1g09a < ). 11

ot |||, est la norme de sup dans C(I,R).
Les outils principaux dans cette recherche sont basés sur les lemmes suivants :
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Lemme 4.1. [13] Si W C C(1,E) est borné et équicontinu, I’ensemble Y(W (t)) est donc continu sur
let:

YW) = supy(W(r)),

tel

W[ W) < [ w)s

Lemme 4.2. [17)] Si {u,}_; C L'(I,R}) satisfait :
lun(0)[| < K (1), pp surl,¥n=>1

avec K € L'(I,R ), alors la fonction Y({u, }>°_,) € L'(I,R+) et :

V([ wn(o)dsn = 1) <2 [ {un()n > 1))ds

Lemme 4.3. [I7] Si W est borné, alors Ve > 0,H{u,}r | CW 1q:

YW) < 2v({un}iiy) +€

Le lemme suivant est fondamental dans la démonstration du théoréme principal :
Lemme 4.4. [32]] Une fonction u € C(I,E) est une solution de I’équation intégrale :

1

“0) = /O (= )V (s, u(s))ds

si et seulement si :

u est une solution de ’équation [{.1))[4.2)).

Proposition 4.5. On suppose que p(t) est une fonction qui satisfait (C4), et on pose :
WP = {u < C(IvE)v ”u(t>|| < p(l‘),l‘ € I} - C<I7E)

Alors, C,, = convF'W,, est équicontinue.
ou conv est la ferméture de I’enveloppe convexe dans C(I,E) et F ’opérateur qui va de C(I,E)
vers C(I,E) donné par :

1

Fult) = 555 /0 (= s f(s,uls))ds, 1eT

F est continu sur C(1,E) et F : W, — W), est borné.
Démonstration. En se basant sur une propriété qui dit que si W C C(I,E) est borné et équicontinu

alors, convW C C(I,E) est aussi borné et équicontinu, il suffit donc de montrer que FW, C C(I,E)
est équicontinu.
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FRACTIONNAIRES

Pour prouver cela : soitu € W, et0 <t <t <T,ona:

IPu(e) = Fae)]| = o5 | [ =9~ s = [0 =) F(su(s))ds
Fl ! (ty—s) "' fs,u(s ds+/t2 ) (s, u(s ))ds—/otl(tl—s)r_lf(s,u(s))ds
%) [ = == st s [ (=) st s
< Q('(’”)'”( (0 (297 = 1= s+ [ lg(o)] (25
B " o)1 0251 = =9 s+ [ 0251 a
<||p||o>

lell, gy [ (257! = (01— T

< Z2AVZH0/
=)
([ =) Fas)

(Par I’'inégalité de Holder)
Donc, ||(Fu)(t2) — (Fu)(t1)|| tljtz 0.

D’ou I’équicontinuité de F'W),, qui entraine 1’équicontinuité de convF'W),.

Maintenant, on va montrer que F : C(I,E) — C(I,E) est continu.

D’abord, F est bien défini d’apres les hypotheses (C1) et (C2).

Soit {u, } une suite de fonctions dans C(I,E) qui converge vers u € C(I,E). On doit montrer que
||| Fup — Full| nij:

|(Fun) () — (Fu) ()] = H% [ 577 5 5) — 7505 s
7 ) = ) = Flsats)) s

par la Carathéodory de f, on a f continue presque partout par rapport a u, donc :
15 n(s)) — f(s.u())]| = 0
En appliquant I’hypothese (C2), on obtient :

1F (s, un(s)) = f(s,u(s))]] 1F (s, tn ()] 411 Cs, ()|
8(5)Q([lun(s)11) + g (s)Q([[u(s)]])

8(s)(Q([[un(s)I) + Q(llu(s)))
puisque s — g(s)Q(||u(s)||) est intégrable au sens de Lebesgue sur [0,¢], la fonction s — (£ —s)" 1 g(s)Q(||u(s)|)

I’est aussi.
En utilisant ce fait et le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue, on aura :

VANVANVAN

I(Fu)©) = (FO < (s [, 0= 1) = Fs.ulo)) | ds) > 0, e et

n—yoo

i.e Fu, = Fu donc |||Fu,— Ful|| = O sur /.
n—roco
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D’ou la continuité de F'.
I reste a montrer que F : W, — W), est borné.
Soient u € W)t € I, tels que :

1 .
o AU OIS
< % IREDRO

< p(t) (par I’hypothése (C4))

IFu)@)] <

Donc, F : W, — W, est borné. L]

Remarque 4.6. Le lemme présenté par Bothe[d.3|est I’ingrédient essentiel dans la preuve du théoréme
principal
Maintenant, on peut formuler notre résultat d’éxistence.

Théoreme 4.7. On suppose que les conditions (C1)-(C4) sont satisfaites. Alors le probleme de Cauchy

admet au moins une solution u € C(1,E).

Démonstration. On considere 1’opérateur :
F : C(LE)—C(LE)
1 t
u - (Fu)(t):—/(t—s)r_lf(s,u(s))ds, rel
I(r) Jo

Par le lemme les points fixes de F sont des solutions pour le probleme (4. 1)(4.2)).
But :
On doit vérifier les hypotheses du théoreme pour montrer que F' admet un point fixe.
Soient W, = {u € C(LLE), |[u(t)|| < p(t),Vt €I} CC(I,E) et C, = convFW,,.
W, C C(1,E) est fermé, borné et convexe.
Puisque FW, CW,, ona:

C, = conv(FW,) C conv(W,) =W,
= FC,CFW,CC,

F : Cp, — C), est bien défini et continu.
D’autre part, VC C C,,C est borné, et par le lemme Ve > 0,3{u,}>_; C Ctel que :

WFONO) = Wi [} 0= Flsulo))ds. wec))
< 2l [ = o (b)) +e
par le lemme le lemme [4.3] et 1a condition (C3), on a :

4

WFONO) < g [ =96 (ki) ds

< o = ) = 1) e
<m0 [ =9 s +e
(par la condition(C3))
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FRACTIONNAIRES
on pOSC . .
L= /0 L(s)ds, (0<L <)

| O(Y({1n})) < O(Y(C)), ¢

Donc, _ 1
(o)) < PRI e
on pOSC N 4ZT},_1
V() =00

Donc y(s) € @, ¢a veut dire que Y : [0,00) — [0, 0) est croissante et que :

4LT"!
lim y"(s) = lim (

nan
n—oo n—oo F(r) ) 0 (S> =0
Conclusion :
On a montré que : F' : C;, — C), est une application continue, o C, est un ensemble fermé, borné
et convexe ;
et 'inégalité :
YF(C) <y(¥(C)), ye@

Puisque toutes les hypotheses du théoreme|1.17|sont satisfaites, F admet donc au moins un point fixe
u € C, C C(I,E) qui est une solution pour notre probleme (4.1)(4.2). O
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4.1. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Conclusion

N

L’objectif de ce travail consiste a présenter plusieurs résultats d’existence pour certaines classes
d’équations différentielles d’ordre fractionnaire dans des espaces de Banach de dimension infinie.
Ces résultats ont été obtenus en utilisant des théoremes de point fixe de Monch et de Darbo combinés
avec la mesure de noncompacité de Kuratowskii et celle de Hausdorff.
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Résumé

Le principe de point fixe est trés important dans la résolution de plusieurs
équations différentielles non linéaires, en particulier, dans I'étude de
I’existence et de 'unicité.

Dans ce mémoire, on va aborder plusieurs problémes fractionnaires en
démontrant I’existence de solutions via les théoremes de point fixe de Monch
et de Darbo combinés avec les mesures de non compacité de Kuratowskii et
de Hausdorff.

Abstract

The fixed point principle is so important in the study of several non linear
differential equations, particulary, problems of existence and unigeness.

In this memory, we consider different fractional problems. We prove the
existence of solutions by using Mdnch’s fixed point theorem with Kuratowskii
measure of non compactness, and Darbo’s fixed point theorem with
Hausdorff measure of non compactness.
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