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Introduction

Dans ces dernières années, plusieurs travaux ont fait la mise au point sur l’étude des équations dif-
férentielles fractionnaires, divers résultats théoriques ont été obtenus, voir par exemple les références
[2, 3, 24, 27].
Ces résultats ont des applications dans plusieurs champs de la science et de l’ingénieurie tel que la
physique, la biologie, la chimie, etc, voir [19, 20, 22, 25, 26, 30].
Nous allons nous inspirer des travaux [4, 6, 15] afin d’étudier l’existence de solutions pour certaines
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire de Caputo dans des espaces de Banach de di-
mension infinie.
Cette étude se fera principalement à l’aide du théorème de point fixe de Mönch combiné avec la
mesure de noncompacité de Kuratowskii, et celui de Darbo avec la mesure de noncompacité de Haus-
dorff.

Ce mémoire est réparti en quatre chapitres.

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires", est consacré aux définitions et notations qui nous se-
ront utiles dans la suite de ce travail.

Le deuxième chapitre a pour but l’étude des problèmes fractionnaires suivants :

cDry(t) = f (t,y) ,∀t ∈ I = [0,T ] ,1 < r < 2
y(0) = y0 ,y(T ) = yT

et

cDry(t) = f (t,y(t)), ∀t ∈ I = [0,T ] 1 < r < 2
y(0) = y0,

y′(0) = y1.

On s’intéresse particulièrement à l’étude de l’existence de solutions à la base du théorème de point
fixe de Mönch avec la mesure de noncompacité de Kuratowskii.

5



TABLE DES MATIÈRES

Le troisième chapitre où on va traiter le problème fractionnaire avec conditions intégrales sui-
vant :

cDry(t) = f (t,y(t)), ∀t ∈ I = [0,T ]

y(0)− y′(0) =
∫ T

0
g(s,y(s))ds

y(T )− y′(T ) =
∫ T

0
h(s,y(s))ds

On étudie l’existence de solutions en utilisant l’approche de point fixe via le théorème de Mönch et la
mesure de noncompacité de Kuratowskii.

Le quatrième chapitre a pour objet l’étude du problème de Cauchy pour des équations différen-
tielles fractionnaires :

cDru(t) = f (t,u(t)), t ∈ I = [0,T ]
u(0) = 0.

On établit le résultat d’existence moyennant le théorème de point fixe de Darbo combiné avec la ma-
sure de noncompacité de Hausdorff.

Enfin, le mémoire sera clôturé par une Bibliographie.
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Notations et définitions
Dans la suite de ce chapitre, nous introduisons les notations, définitions et préliminaires néces-

saires pour cette étude.
Soit I = [0,T ] ,T > 0. On note par C (I,E) l’espace de Banach des fonctions continues y définies de I
dans E, muni de la norme

‖y‖
∞
= sup{‖y(t)‖ : t ∈ I}

où ‖.‖ est une norme sur E.

Définition 1.1. [33] Une fonction y : I → E est dite intégrable au sens de Bochner si il existe une
suite {yn} de fonctions en escalier qui converge vers y presque partout et telle que :

lim
n→∞

∫ T

0
‖yn(s)− y(s)‖ds = 0,

Si y est intégrable au sens de Bochner, on a alors :∫ T

0
y(s)ds = lim

n→∞

∫ T

0
yn(s)ds.

On note par L1(I,E) l’espace de Banach des fonctions mesurables y : I → E qui sont Bochner
intégrables, muni de la norme :

‖y‖L1 =
∫ T

0
‖y(t)‖dt.

L’espace de Banach des fonctions mesurables y : I→ E qui sont bornées est noté par L∞(I,E), il est
muni de la norme :

‖y‖L∞ = inf{c > 0,‖y(t)‖ ≤ c, pp t ∈ J}.

On note par AC1(I,E) l’espace de Banach des fonctions dérivables y : I→ E ayant la première dérivée
absolument continue.
On note par R+ l’ensemble (0,+∞) et par R+ l’ensemble [0,+∞).
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1.2. RAPPEL SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

Définition 1.2. [33] L’application f : I×E→ E est dite de Carathéodory si :

1. t→ f (t,u) est mesurable pour tout u ∈ E,

2. u→ f (t,u) est continue presque pour tout t ∈ I;
De plus, si :

3. ∀r > 0, il existe une fonction φr ∈ L1(I,R+) telle que pour tout u ∈ R avec ‖u‖ ≤ r :

‖ f (t,u)‖ ≤ φr(t)

alors l’application f est dite L1-Carathéodory.

Théorème 1.3. (Ascoli-Arzelà)
Soit A un sous ensemble de C (I,E) , A est relativement compact dans C (I,E) si et seulement si

les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

‖ f (x)‖ ≤ K pour tout x ∈ I et tout f ∈ A,

2. L’ensemble A est équicontinu. i.e pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|t1− t2|< δ =⇒‖ f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε pour tout t1, t2 ∈ I et tout f ∈ A,

3. Pour tout x ∈ I l’ensemble { f (x) , f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

1.2 Rappel sur le calcul fractionnaire

1.2.1 Un aperçu historique sur la dérivation fractionnaire

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire à la généralisation de
la dérivation à un ordre quelconque, entier ou non entier, réel ou complexe. Les concepts de dérivation
et d’intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms de Riemann et de Liouville, alors que
l’interrogation sur la généralisation de la notion de dérivée à des ordres fractionnaires est plus an-
cienne. Ce fut peut être un jeu naïf des symboles qui poussa l’Hospital à s’interroger sur la possibilité
d’avoir n dans Q. Il posa la question : et si n = 1

2 ? En 1695, dans une lettre à l’Hospital, Leibniz
écrivit prophétiquement : « Ainsi il s’ensuit que d

1
2 x sera égal à x 2

√
dx : x, un paradoxe apparent dont

l’on tirera un jour d’utiles conséquences ».
Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathématiciens tels qu’Euler ou

Lagrange au XV IIIe siècle, Laplace, Fourier, Liouville (1832 ; 1837) ou Riemann (1847) au XIXe
siècle, ainsi que Grünwald (1867) et Letnikov (1868) dans la seconde moitié du même siècle. Il
semble qu’une contradiction dans les définitions ait empêché un succès plus grand de la théorie,
qui n’est certes pas encore unifiée ; de plus, l’absence au début d’une interprétation géométrique ou
physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribué à ce que des champs
de recherche passionnants restent dans l’ombre. Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par
la compréhension du caractère non local de l’opérateur de dérivation non entière. Pendant ces trois
dernières décennies, plus d’intérêts ont été prêtés au calcul fractionnaire et les champs d’applications
se sont diversifiés.Voir[27, 18]
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.2.2 Fonctions utiles
La fonction Gamma

Définition 1.4. On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulérienne de seconde espèce)
la fonction notée Γ définie par

Γ(x) =
∫

∞

0
e−ttx−1dt,

où x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x)> 0.

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est strictement
positive.

En intégrant par parties, on peut voir que

Γ(α+1) = αΓ(α) ,Re(α)> 0

En particulier
Γ(n+1) = n!,∀n ∈ N

La fonction Bêta

Définition 1.5. La fonction B(p,q)est la fonction Bêta (ou intégrale eulerienne de première espèce),
définie par :

B(p,q) =
∫ 1

0
(1− x)p−1 xq−1dx p›0,q›0.

On a une égalité exprimant le lien entre l’intégrale eulerienne de première et seconde espèce :

B(p,q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q)

;Re(p)> 0;Re(q)> 0.

1.2.3 Intégrale fractionnaire
Définition 1.6. [30] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h∈C([a,b]) d’ordre r ∈R+ ; est
définie par

Ir
ah(t) =

1
Γ(r)

∫ t

a
(t− s)r−1 h(s)ds,

où Γ est la fonction Gamma. Lorsque a = 0 nous écrivons Irh(t) = h(t)∗ϕr(t)
où ϕr (t) = tr−1

Γ(r) pour t > 0,ϕr (t) = 0pour t ≤ 0, et ϕr→ δ, quand r→ 0.

Propriétés 1.7. Nous avons les propriétés suivantes :

1. I0
a h(t) = h(t) ,

2. l’opérateur intégral Ir
0 est linéaire.

Exemple 1.8. Soit h(t) = (t−a)m

Ir
ah(t) =

1
Γ(r)

∫ t

a
(t− s)r−1 h(s)ds

=
1

Γ(r)

∫ t

a
(t− s)r−1 (s−a)m ds.
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1.2. RAPPEL SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

A l’aide de changement de variable s = a+(t−a)x on obtient,

Ir
ah(t) =

(t−a)m+r

Γ(r)

∫ t

a
(1− x)r−1 xmdx

=
(t−a)m+r

Γ(r)
β(r,m+1)

=
(t−a)m+r

Γ(r)Γ(m+1)
Γ(r)Γ(r+m+1)

D’où

Ir
ah(t) =

Γ(m+1)
Γ(r+m+1)

(t−a)m+r .

1.2.4 Dérivées fractionnaires
Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, dans cette partie on va citer celles

qui sont les plus utilisées dans les applications.

Approche de Grunwald-Letnikov :

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entière d’une
fonction à des ordres de dérivée arbitraires, donc on peut exprimer la dérivée d’ordre entier r (si r est
positif) et l’intégrale répétée (−r) fois (si r est négatif) d’une fonction f par la formule suivante :

GDr f (t) = lim
h→0

h−r
n

∑
k=0

(−1)k
(

r
k

)
f (t− kh),avec

(
r
h

)
=

r(r−1)...(r− k+1)
k!

La généralisation de cette formule pour r non entier (avec 0≤ n−1 < r < n) et comme

(−1)k
(

r
k

)
=
−r(1− r)...(k− r−1)

k!

=
Γ(k− r)

Γ(k+1)Γ(−r)

on obtient
GDr f (t) = lim

h→0
h−r

n

∑
k=0

Γ(k− r)
Γ(k+1)Γ(−r)

f (t− kh)

et
GD−r f (t) = lim

h→0
hr

n

∑
k=0

Γ(k+ r)
Γ(k+1)Γ(r)

f (t− kh)

Si f est de classe Cn, alors en utilisant l’intégration par parties on obtient :

GD−r f (t) =
n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k+r

Γ(k+ r+1)
+

1
Γ(n+ r)

∫ t

a
(t− τ)n+r−1 f (n)(τ)dτ

aussi
GDr f (t) =

n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k−r

Γ(k− r+1)
+

1
Γ(n− r)

∫ t

a
(t− τ)n−r−1 f (n)(τ)dτ

10



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Exemples

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-Letnikov
En général la dérivée d’une fonction constante au sens de Grunwald-Letnikov n’est pas nulle
ni constante.
Si f (t) = c et r non entier positif on a :

f (k)(t) = 0, pour k = 1,2, ...,n

GDr f (t) =
c

Γ(1− r)
(t−a)−r +

n−1

∑
k=1

f (k)(a)(t−a)k−r

Γ(k− r+1)
+

1
Γ(n− r)

∫ t

a
(t− τ)n−r−1 f (n)(τ)dτ

=
c

Γ(1− p)
(t−a)−r

2. La dérivée de f (t) = (t−a)p au sens de Grunwald-Letnikov
Si r non entier et 0≤ n−1 < r < n avec p > n−1 alors on a :

f (k)(a) = 0, pour k = 1,2, ...,n−1

et

f (n)(τ) =
Γ(r+1)

Γ(r−n+1)
(τ−a)p−n

d’où
GDr f (t) =

Γ(r+1)
Γ(n− r)Γ(r−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−r−1(τ−a)−rdτ

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t−a), on trouve :

GDr(t−a)p =
Γ(r+1)

Γ(n− r)Γ(p−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−r−1(τ−a)p−ndτ

=
Γ(r+1)

Γ(n− r)Γ(r−n+1)
(t−a)p−r

∫ 1

0
(1− s)n−r−1sp−nds

=
Γ(r+1)B(n− r,r−n+1)

Γ(n− r)Γ(r−n+1)
(t−a)p−r

=
Γ(r+1)Γ(n− r)Γ(r−n+1)

Γ(n− r)Γ(r−n+1)
(t−a)p−r

=
Γ(r+1)

Γ(r−n+1)
(t−a)p−r

Approche de Riemann-Liouville :

Définition 1.9. [24] Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée fractionnaire d’ordre r
(avec n−1≤ r < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

RLDr f (t) =
1

Γ(n− r)
dn

dtn

∫ t

a
(t− s)n−r−1 f (s)ds

=
dn

dtn (I
n−r f (t))
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1.2. RAPPEL SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

Propriétés

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire
• L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche

de l’opérateur d’intégration fractionnaire,

RLDr(Ir f (t)) = f (t),

en général on a
RLDr1(Ir2 f (t)) = RLDr1−r2 f (t)

et si r1− r2 < 0, RLDr1−r2 f (t) = Ir2−r1 f (t).

• En général la dérivation et l’intégration fractionnaire ne commutent pas

RLD−r1(RL
a Dr2

t f (t)) =RL Dr2−r1 f (t)−
m

∑
k=1

[RLDr2−k
t f (t)]t=a

(t−a)r1−k

Γ(r1− k+1)

avec m−1≤ r2 < m.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entière) ne comutent que
si :
f (k)(a) = 0 pour tout k = 0,1,2, ...,n−1.

dn

dtn (
RLDr f (t)) =RL Dn+r f (t),

mais
RLDr(

dn

dtn f (t)) =RL Dn+r f (t)−
n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k−r−n

Γ(k− r−n+1)

3. Composition avec les dérivées fractionnaires
Soit n−1≤ r1 < n et m−1≤ r2 < m, alors

RLDr1(RLDr2
t f (t)) =RL Dr1+r2 f (t)−

m

∑
k=1

[RLDr2−k f (t)]t=a
(t−a)−r1−k

Γ(r1− k+1)

et
RLDr2(RLDr1

t f (t)) =RL Dr1+r2 f (t)−
n

∑
k=1

[RLDr1−k f (t)]t=a
(t−a)−r2−k

Γ(−r2− k+1)

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire RLDr1 et RLDr2(r1 6= r2), ne commutent
que si [RLDr2−k f (t)]t=a pour tout k = 1,2, ...,n, et [RLDr1−k f (t)]t=a pour tout k = 1,2, ...,m.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Exemples
1. La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

En général la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est
pas nulle ni constante, mais on a :

RLDrC =
C

Γ(1− r)
(t−a)−r

2. La dérivée de f (t) = (t−a)p au sens de Riemann-Liouville
Soit r non entier et 0≤ n−1 < r < n et p >−1, alors on a :

RLDr(t−a)p =
1

Γ(n− r)
dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−r−1(τ−a)pdτ

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t−a), on aura :

RLDr(t−a)p =
1

Γ(n− r)
dn

dtn (t−a)n+p−r
∫ 1

0
(1− s)n−r−1spds

=
Γ(n+ p− r+1)B(n− r, p+1)

Γ(n− r)
(t−a)p−r

=
Γ(n+ p− r+1)Γ(n− r)Γ(p+1)

Γ(n− r)Γ(n− r+1)Γ(n+ p− r+1)
(t−a)p−r

=
Γ(p+1)

Γ(p− r+1)
(t−a)p−r

Dérivées fractionnaires au sens de Caputo :

Définition 1.10. [24] Pour une fonction donnée f sur l’intervalle [a,b] la dérivée d’ordre fraction-
naire au sens de Caputo de f , d’ordre r > 0 est définie par

cDr f (t) =
1

Γ(n− r)

∫ t

a
(t− s)n−r−1 f (n)(s)ds,

ici n = [r]+1 et [r] désignant la partie entière de r.

Propriétés
1. La relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

Soit r > 0 avec n−1 < r < n,(n ∈N∗), supposons que f est une fonction telle que c
aDr

t f (t) et
RL
a Dr

t f (t) existent alors

cDr f (t) =RL Dr f (t)−
n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k−r

Γ(k− r+1)

On déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0,1,2, ...,n−1, on aura cDr f (t) = RLDr f (t).
2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a

cDrIr
a f = f et Ir

a
cDr f (t) = f (t)−

n−1

∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k

k!

donc l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégration
fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droite.
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1.2. RAPPEL SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemples

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

cDrC = 0

2. La dérivée de f (t) = (t−a)pau sens de Caputo
Soit r un entier et 0≤ n−1 < r < n avec r > n−1, alors on a :

f (n)(τ) =
Γ(r+1)

Γ(r−n+1)
(τ−a)p−n,

d’où
cDr(t−a)p =

Γ(r+1)
Γ(n− r)Γ(r−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−r−1(τ−a)r−ndτ

effectuant le changement de variable τ = a+ s(t−a) on obtient

cDr(t−a)p =
Γ(p+1)

Γ(n− r)Γ(p−n+1)

∫ t

a
(t− τ)n−r−1(τ−a)p−ndτ

=
Γ(p+1)

Γ(n− r)Γ(p−n+1)
(t−a)p−r

∫ 1

0
(1− s)n−r−1sp−nds

=
Γ(p+1)B(n− r, p−n+1)

Γ(n− r)Γ(p−n+1)
(t−a)p−r

=
Γ(p+1)Γ(n− r)Γ(p−n+1)

Γ(n− r)Γ(p−n+1)Γ(p− r+1)
(t−a)p−r

=
Γ(p+1)

Γ(p−n+1)
(t−a)p−r.

1.2.5 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle de
Riemann-Liouville

• L’avantage principal de l’approche Caputo est que les conditions initiales des équations dif-
férentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme que pour les
équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

• Une autre différence entre la définition de la dérivé de Riemann et celle de Caputo et que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est

C
Γ(1−r)(x−a)−r.

• Du côté graphique, on peut dire que le chemin suivi pour arriver à la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo est exactement l’inverse du chemin suivi pour obtenir celle de Riemann-
Liouville, c’est à dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre r où m−1≤ r≤m par l’ap-
proche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par l’intégration fractionnaire d’ordre
(m− r) pour la fonction f (x) et puis on dérive le résultat obtenu à l’ordre entier m, mais
pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre r où m− 1 ≤ r ≤ m par l’approche de Caputo
on commence par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f (x) et puis on intègre d’ordre
fractionnaire (m− r).

14
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Propriétés générales des dérivées fractionnaires :

1. Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

Dr(λ f (t)+µg(t)) = λDr f (t)+µDrg(t)

2. La règle de Leibniz
Pour n entier on a

dn

dtn( f (t)g(t))
=

n

∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(t)g(n−k)(t)

La généralisation de cette formule nous donne

Dr( f (t)g(t)) =
n

∑
k=0

(
r
k

)
f (k)(t)D(r−k)g(t)+Rr

n(t),

où n≥ r+1 et

Rr
n(t) =

1
n!Γ(−r)

∫ t

a
(t− τ)−r−1g(τ)dτ

∫ t

τ

f (n+1)(ζ)(τ−ζ)ndζ,

avec lim
n→∞

Rr
n(t) = 0.

Si f et g sont continues dans [a, t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

Dr( f (t)g(t)) =
n

∑
k=0

(
r
k

)
f (k)(t)D(r−k)g(t).

Dr est la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov et au sens de Riemann-Liouville.

1.3 Mesure de non compacité :

1.3.1 Mesure de non compacité de Kuratowskii :
Nous présentons dans cette section quelques propriétés fondamentales des mesure de noncompa-

cité de Kuratowskii et Hausdorff.

Définition 1.11. [14] La mesure de non compacité de Kuratowskii est l’application α définie sur ΩE
dans R+ par :

α(B) = inf{ε > 0,B⊆
n⋃

i=1

(B)i,diam(Bi)< ε}

avec ΩE est la famille des sous espaces bornés de E et B ∈ΩE .

Propriétés :
La mesure de non compacité de Kuratowskii satisfait les propriétés suivantes :

1. α(B) = 0⇔ B est compact ;

2. α(B) = α(B);

3. A⊂ B⇒ α(A)+α(B);
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4. α(A+B)≤ α(A)+α(B);

5. α(cB) = |c|α(B), c ∈ R;

6. α(convB) = α(B);

7. α(A∪B) = max{α(A),α(B)};

8. α(A∩B)≤min{α(A),α(B)}.

Lemme 1.12. [31] Soit D un sous espace fermé, borné et convexe d’un espace de Banach C(I,E),
soient G une fonction continue sur I× I, et f : I×E → E une fonction qui satisfait les conditions de
Carathéodory, et il existe p ∈ L1(I,R+) telle que pour tout t ∈ I, et tout sous ensemble borné B ⊂ E
on a :

lim
h→0+

α( f (It,h×B))≤ p(t)α(B) ,It,h = [t−h, t]∩ I;

Si V est un sous ensemble équicontinu de D, alors :

α(
∫

I
G(s, t) f (s,y(s))ds ,y ∈V})≤

∫
I
‖G(t,s) ‖p(s)α(V (s))ds.

1.3.2 Mesure de non compacité de Hausdaurff

Définition 1.13. [14] La mesure de non compacité de Hausdorff d’un sous ensemble borné M d’un
espace de Banach est définie par :

γE(M) = inf{ε > 0,M ⊂
n⋃

i=1

B(xi,ei),xi ∈ E,ei < ε}, i = 1,2, ...,n

i.e M est recouvert par la réunion finie des boules ouvertes dans E.

Propriétés :[13]
Soit E un espace de Banach et soient Ω,Ω1 et Ω2 ⊆ E bornés, alors les propriétés suivantes sont

satisfaites :

1. γE(Ω) = 0⇔Ω est précompact;

2. γE(Ω) = γE(Ω) = γE(convΩ);

3. Ω1 ⊆Ω2⇒ γE(Ω1)≤ γE(Ω2);

4. γE(Ω1∪Ω2) = max{γE(Ω2),γE(Ω2)};

5. γE(rΩ) = |r|γE(Ω), r ∈ R;

6. γE(Ω1 +Ω2)≤ γE(Ω1)+ γE(Ω2);

7. Si l’application T : D(T )⊆ E→ F est continue et k-Lipschitzienne, alors :

γF(T B)≤ kγE(B), ∀B⊆ D(T ) (B borné).

8. Si {Bn}∞
n=1 est une suite décroissante des sous ensembles non vides, fermés et bornés de E, et

lim
n→∞

γE(Bn) = 0, alors ∩∞
n=1Bn est non vide et compact dans E.
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1.4 Quelques théorèmes de point fixe
Pour tout ce qui suivra, nous aurons besoin des théorèmes de point fixe suivants :

Définition 1.14. L’application T : C ⊆ E → E est dite une γE-contraction s’il existe une constante
positive k < 1 telle que :

γE(T (W ))≤ kγE(W ), ∀W ⊆C (W fermé et borné).

Théoreme 1.15. [28] (Mönch)
Soit D un sous espace fermé, borné et convexe d’un espace de Banach ,tel que 0 ∈ D, et soit N

une application continue de D dans D.
Si l’implication :

V = convN(V ) ou V = N(V )∪{0}⇒ α(V ) = 0

est vérifiée pour tout sous ensemble V de D, alors N admet un point fixe dans D.

Théoreme 1.16. [11] (Darbo-Sadovskii)
Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach E et soit

l’application continue T : C→C une γE-contraction, alors T admet au moins un point fixe dans C.

Théoreme 1.17. [5] (Darbo généralisé) Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe

d’un espace de Banach E et soit l’application continue

T : C→C

satisfaisant :
µ(T (W ))≤ φ(µ(W )) ,∀W ⊆C

où µ est une mesure de non compacité arbitraire et φ : [0,∞)→ [0,∞) une fonction strictement crois-
sante (non nécessairement continue), avec :

lim
n→∞

φ
n(t) = 0, ∀t ∈ [0,∞)

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.

1.5 Lemmes fondamentaux
Maintenant, on va démontrer deux lemmes fondamentaux pour les chapitres suivants :

Lemme 1.18. [34] Soit r > 0, alors l’équation différentielles

cDrh(t) = 0

admet les solutions h(t) = c0 + c1t + c2t2 + ...+ cn−1tn−1, ci ∈ R, i = 0,1,2, ..., n−1, n = [r]+1.

Démonstration. supposons que
cDrh(t) = 0,

d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

In−r
(

d
dt

)n

h(t) = 0,
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1.5. LEMMES FONDAMENTAUX

c’est à dire
1

Γ(n− r)

∫ t

0
(t− s)n−r−1

(
d
ds

)n

h(s)ds = 0,

puisque 1
Γ(n−r) 6= 0, on a

∫ t

0
(t− s)n−r−1

(
d
ds

)n

h(s)ds = 0,

et par suite
tn−r−1 ∗h(n) (s) = 0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de l’égalité

L
(

tn−r−1 ∗h(n) (t)
)
(p) = L(0)(p) = 0

posant H (p) = L(h)(p) on obtient

Γ(n− r)
pn−r

(
pnH (p)−

n

∑
k=1

pn−kh(k−1) (0)

)
= 0,

alors

pnH (p)−
n

∑
k=1

pn−kh(k−1) (0) = 0,

donc

H (p) =
n

∑
k=1

p−kh(k−1) (0) ,

on applique maintenant la transformée inverse de Laplace :

L−1 (H (p))(t) = L−1

(
n

∑
k=1

p−kh(k−1) (0)

)
(t)

il s’ensuit que

h(t) =
n

∑
k=1

h(k−1) (0)L−1
(

p−k
)
(t)

=
n

∑
k=1

h(k−1) (0) .
tk−1

Γ(k)
,

en faisant le changement de variable i = k−1 on trouve

h(t) =
n−1

∑
i=0

h(i) (0)
i!

t i

pour ci =
hi(0)

i! on a

h(t) =
n−1

∑
i=0

cit i.

18
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Supposons maintenant que :

h(t) =
n−1

∑
i=0

cit i.

on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres de l’égalité

cDrh(t) = cDr

(
n−1

∑
i=0

cit i

)

=
n−1

∑
i=0

cc
i Drt i

=
n−1

∑
i=0

ciIn−r
(

d
dt

)n

t i

puisque (0≤ i≤ n−1 < n) on a
cDrh(t) = 0.

Ce qui achève la démonstration.

Lemme 1.19. [34] Soit r > 0, alors

Ir cDrh(t) = h(t)+ c0 + c1t + c2t2 + ...+ cn−1tn−1

pour ci ∈ R, i = 0,1,2, ...,n−1, n = [r]+1.

Démonstration. On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo
cDrh(t) = In−rh(n) (t) ,

on applique l’opérateur de l’intégral fractionnaire aux deux membres de l’égalité

Ir cDrh(t) = IrIn−rh(n) (t)
= InRLDnh(t)

= h(t)−
n

∑
j=1

tn− j

Γ(n− j+1)
lim
t→0

(
d
dt

)n− j

In−nh(t)

= h(t)−
n

∑
j=1

tn− j

Γ(n− j+1)

((
d
dt

)n− j

h(t)

)
(0)

= h(t)−
n

∑
j=1

tn− j

Γ(n− j+1)
h(n− j) (0)

par le changement de variable k = n− j on obtient :

Ir cDrh(t) = h(t)−
n−1

∑
k=0

h(k) (0) tk

k!

= h(t)−
n−1

∑
k=0

c′ktk

k!

= h(t)+
n−1

∑
k=0

cktk

k!
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Chapitre 2
Problème aux limites pour des équations
différentielles fractionnaires

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions pour les problèmes aux limites à
équation différentielle fractionnaire suivants :

cDry(t) = f (t,y) ,∀t ∈ I = [0,T ],1 < r < 2 (2.1)
y(0) = y0 ,y(T ) = yT (2.2)

cDry(t) = f (t,y(t)), ∀t ∈ I = [0,T ] 1 < r < 2 (2.3)
y(0) = y0, (2.4)
y′(0) = y1. (2.5)

dans lesquel
cDr est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ;
f : I×E→ E est une fonction donnée, satisfaisant quelques hypothèses qui seront spécifiées plus

tard, et E est un espace de Banach avec la norme ‖ . ‖.
Ce chapitre est basé sur les travaux de R.P.Agarwal et al.[4], la mesure de noncompacité est souvent
utilisée dans différentes branches d’analyse non linéaire, spécialement dans l’existence de solutions
de différents types d’équations intégrales voir Akhmerov[7] Aliprantis et Border[8], Alvarez[9],Banàs
et al.[12], Guo et al.[21],Mönch et al.[28]. Dans ce qui suit, la mesure de noncompacité associée au
théorème de point fixe de Mönch vont nous permettre d’établir l’existence de solutions des problèmes
(2.1)(2.2)et(2.3)(2.5).

2.1 Problème aux limites pour le cas r ∈]1,2[
Dans cette partie on va étudier le problème suivant :

cDry(t) = f (t,y) ,∀t ∈ I = [0,T ],1 < r < 2 (2.6)
y(0) = y0 ,y(T ) = yT (2.7)
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2.1.1 Existence de solutions
Premièrement, on va définir ce qu’est une solution du problème aux limites (2.1)(2.2).

Définition 2.1. Une fonction y ∈ AC1(I,E) est dite une solution du problème (2.1)(2.2) si y satisfait
l’équation

cDry(t) = f (t,y)

sur I avec les conditions y(0) = y0 et y(T ) = yT .

Lemme 2.2. Soit 1 < r < 2 et soit h : I→ E une fonction continue. Une fonction y est dite solution
de l’équation intégrale fractionnaire :

y(t) = g(t)+
∫ T

0
G(t,s)h(s)ds (2.8)

où
g(t) = (1− t

T
)y0 +

t
T

yT

et

G(t,s) =
1

Γ(r)


(t− s)r−1− t

T (T − s)r−1, 0≤ s≤ t

− t
T (T − s)r−1, t ≤ s≤ T

si et seulement si y est une solution du problème aux limites :

cDry(t) = h(t) ,t ∈ I (2.9)
y(0) = y0 , y(T ) = yT (2.10)

Démonstration. En utilisant le lemme 1.19, on réduit le problème(2.9)(2.10) à une équation intégrale
équivalente :

cDry(t) = h(t)
⇔ IrcDry(t) = Irh(t)
⇔ y(t)+ c0 + c1t = Irh(t)

⇔ y(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
h(s)(t− s)r−1ds+ c′0 + c′1t

avec
c′0 =−c0 et c′1 =−c1.

on a :
y(0) = c′0 = y0

et

y(T ) =
1

Γ(r)

∫ T

0
h(s)(T − s)r−1ds+ y0 + c′1T

ce qui implique que :

c′1 =
yT

T
− y0

T
− 1

T Γ(r)

∫ T

0
(T − s)r−1h(s)ds
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FRACTIONNAIRES

Donc

y(t) =
1

Γ(r)

∫ T

0
h(s)(t− s)r−1ds+ y0 +

yT t
T
− y0t

T
− t

T Γ(r)

∫ T

0
(T − s)r−1h(s)ds

y(t) =
1

Γ(r)

(∫ t

0
h(s)((t− s)r−1_

t
T
(T − s)r−1)ds− t

T

∫ T

t
(T − s)r−1h(s)ds

)
+(1− t

T
)y0 +

t
T

yT

c’est à dire

y(t) =
∫ T

0
G(t,s)h(s)ds+g(t)

avec

g(t) = (1− t
T
)y0 +

t
T

yT

et

G(t,s) =
1

Γ(r)


(t− s)r−1− t

T (T − s)r−1, 0≤ s≤ t

− t
T (T − s)r−1, t ≤ s≤ T

Inversement, on a :

y(t) = g(t)+
∫ T

0
G(t,s)h(s)ds

avec

g(t) = (1− t
T
)y0 +

t
t
yT

et

G(t,s) =
1

Γ(r)


(t− s)r−1− t

T (T − s)r−1, 0≤ s≤ t

− t
T (T − s)r−1, t ≤ s≤ T

on a :

cDry(t) = cDr(g(t)+
∫ T

0
G(t,s)h(s)ds)

avec 1 < r < 2 et n = 2

cDry(t) = cDrg(t)+ cDr(
∫ T

0
G(t,s)h(s)ds)

= I2−r(
d
dt
)2g(t)+ I2−r(

d
dt
)2(

∫ T

0
G(t,s)h(s)ds)

= I2−r(
d
dt
)2(

∫ T

0
G(t,s)h(s)ds)

23
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(car g(t) = (1− t
T )y0 +

t
T yT )

cDry(t) = I2−r(
d
dt
)2(

1
Γ(r)

(
∫ T

0
((t− s)r−1− t

T
(T − s)r−1)h(s)ds− t

T

∫ T

t
(T − s)r−1h(s)ds))

=
1

Γ(2− r)

∫ T

0
(t− s)r−1(

d
ds

)2[
1

Γ(r)

∫ s

0
((s− τ)r−1− s

T
(T − τ)r−1)h(τ)dτ

− s
T Γ(r)

∫ T

0
(T − τ)r−1h(τ)dτ)]ds

=
1

Γ(2− r)

∫ t

0
(t− s)1−r(

d
ds

)2[
1

Γ(r)

∫ s

0
(s− τ)r−1h(τ)dτ

− s
T Γ(r)

∫ s

0
(T − τ)r−1h(τ)dτ− s

T Γ(r)

∫ T

s
(T − τ)r−1h(τ)dτ]ds

=
1

Γ(2− r)

∫ t

0
(t− s)1−r(

d
ds

)2[Irh(s)− s
T

Irh(T )]ds

=
1

Γ(2− r)

∫ t

0
(t− s)1−rIr−2h(s)ds

(car ( d
ds)

2(− s
T Irh(T )) = 0) alors on a :

cDry(t) = cDrIrh(t) = h(t)

donc
cDry(t) = h(t).

Comme la fonction G(t,s) est continue sur [0,T ]× [0,T ], on note que :

G∗ = sup{‖G(t,s)‖ ,(t,s) ∈ I× I}

La fonction g est continue sur I, donc il existe :

g∗ = sup{‖g(t)‖ , t ∈ I}

Pour établir le résultat principal concernant l’existence des solutions de (2.1)(2.2), considérons les
hypothèses suivantes sur f :

(H1) f : I×E→ E satisfait aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p ∈ L1(I,R+) tel que :

‖ f (t,y)‖ ≤ p(t)‖y‖ , pour tout t ∈ I et tout y ∈ E.

(H3) ∀t ∈ I et pour tout ensemble borné B⊂ E on a :

lim
h→0+

α( f (It,h×B))≤ p(t)α(B), It,h = [t−h, t]∩ I.

Théoreme 2.3. On suppose les hypothèses (H1)-(H3) vérifiées, et que :

G∗
∫ T

0
p(s)ds < 1.

Alors, le problème aux limites (2.1)(2.2) admet au moins une solution.
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Démonstration. On transforme le problème (2.1)(2.2) en un problème au point fixe en considérant
l’opérateur :

N : C(I,E)→C(I,E)

y → (Ny)(t) = g(t)+
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds

Les points fixes de N sont des solutions pour le problème (2.1)(2.2).
Soit :

R≥ g∗

1−G∗
∫ T

0 p(s)ds

et on considère l’ensemble :

DR = {y ∈C(I,E),‖y‖
∞
≤ R}

DR est fermé, borné et convexe.
But :

Afin de prouver l’existence des points fixes de N, on doit montrer que N satisfait les hypothèses du
théorème 1.15. La preuve se fait en trois étapes :

1. Continuité de N
Soit {yn} une suite telle que :

yn →
n→∞

y dans C(I,E)

Donc :∀t ∈ I on a :

‖(Nyn)(t)− (Ny)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ T

0
G(t,s)[ f (s,yn(s))− f (s,y(s))]ds

∥∥∥∥
≤

∫ T

0
‖G(t,s)‖‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s))‖ds

≤ G∗
∫ T

0
‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s))‖ds

Comme f est de Carathéodory, on a f mesurable par rapport à y, donc on peut appliquer le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue.
Donc :

lim
n→∞
‖(Nyn)(t)− (Ny)(t)‖ ≤ G∗

∫ T

0
lim
n→∞
‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s))‖ds

≤ 0

Donc
‖(Nyn)(t)− (Ny)(t)‖ →

n→∞
0

D’où la continiuté de N.
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2. N applique DR dans DR
Soit y ∈ DR, pour tout t ∈ I on a :

‖(Ny)(t)‖ =

∥∥∥∥g(t)+
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds

∥∥∥∥
≤ ‖g(t)‖+

∫ T

0
‖G(t,s)‖‖ f (s,y(s))‖ds

≤ g∗+G∗
∫ T

0
p(s)‖y‖ds (par (H2))

≤ g∗+RG∗
∫ T

0
p(s)ds

≤ R (car R≥ g∗

1−G∗
∫ T

0 p(s)ds
)

Donc
‖(Ny)(t)‖ ≤ R

c’est à dire
(Ny)(t) ∈ DR⇒ N(DR)⊂ DR.

3. Bornitude et équicontinuité de N(DR) :

Par l’étape 2, ona N(DR) = {N(y),y ∈ DR} ⊂ DR. Donc ∀y ∈ DR on a ‖N(y)‖
∞
≤ R, donc

N(DR) est borné.
Pour l’équicontinuité de N(DR), soit t1, t2 ∈ I, t1 < t2 et y ∈ DR, alors :

‖N(y)(t2)−N(y)(t1)‖ ≤ ‖g(t2)−g(t1)‖+
∫ T

0
‖(G(t2,s)−G(t1,s)) f (s,y(s))‖ds

≤ ‖g(t2)−g(t1)‖+R
∫ T

0
p(s)‖G(t2,s)−G(t1,s)‖ds

Par continuité de g et G on a :

‖N(y)(t2)−N(y)(t1)‖ →
t1→t2

0.

Donc, N(DR) est équicontinue.

Maintenant, soit V un sous ensemble de DR tel que :

V ⊂ conv(N(V )∪{0}).

V est borné et équicontinu.
En plus, la fonction v→ v(t) = α(V (t)) est continue sur I.
Puisque g est continue sur I, elle est bornée sur I. Donc l’ensemble {g(t), t ∈ I} est compact.

En utilisant (H3), le lemme 1.12 et les propriétés de la mesure α on a, pour tout t ∈ I :

v(t) = α(V (t))
< α(N(V )(t)∪{0})

≤ α(N(V )(t))
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car α(N(V )∪{0}) = max{α(N(V )),α({0})})
on a :

N(V )(t) = {g(t)+
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V}

N(V )(t) = {g(t), t ∈ I}+{
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V}

donc :

α(N(V )(t)) = α({g(t), t ∈ I}+{
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V})

α(N(V )(t))≤ α({g(t), t ∈ I})+α({
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V})

α(N(V )(t))≤ α({
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V})

α(N(V )(t))≤
∫ T

0
‖G(t,s)‖ p(s)α(V (s))ds

≤ G∗
∫ T

0
p(s)v(s)ds

≤ G∗ ‖v‖
∞

∫ T

0
p(s)ds

donc on a :

‖v‖
∞
≤ G∗ ‖v‖

∞

∫ T

0
p(s)ds

car G∗
∫ T

0 p(s)ds < 1.
Et alors ‖v‖

∞
= 0, c’est à dire v(t) = 0,∀t ∈ I, i.e α(V (t)) = 0.

Donc, V (t) est relativement compact dans E.
Par le théorème d’Ascoli-Arzelà 1.3, V est relativement compact dans DR (car V ⊂ DR est borné

et équicontinu).
Puisque toutes les hypothèses du théorème 1.15 sont satisfaites, l’application N admet par consé-

quent un point fixe qui est solution pour notre problème.

2.2 Problème à valeur initiale pour le cas r ∈]1,2[
Dans cette partie, on va étudier le problème suivant :

cDry(t) = f (t,y(t)), ∀t ∈ I = [0,T ] 1 < r < 2 (2.11)
y(0) = y0, (2.12)
y′(0) = y1. (2.13)
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2.2.1 Existence de solutions
Définition 2.4. Une fonction y∈AC1(I,E) est une solution du problème (2.4)(2.5) si y satisfait l’equa-
tion cDry(t) = f (t,y(t)) sur I, et les conditions y(0) = y0 et y′(0) = y1.

Lemme 2.5. Soit 1 < r < 2 et soit h : I −→ E continue. Une fonction y est une solution de l’equation
intégrale fractionnaire :

y(t) = y0 + y1t +
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1h(s)ds (2.14)

si et seulement si y est une solution du problème aux limites :

cDry(t) = h(t), ∀t ∈ I = [0,T ] (2.15)
y(0) = y0, (2.16)
y′(0) = y1. (2.17)

Démonstration. Par le lemme 1.19, on réduit le problème (2.15)(2.16)(2.17) à une equation intégrale
équivalente :

cDry(t) = h(t)⇔ y(t) = Irh(t)+ c0 + c1t

y(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1h(s)ds+ c0 + c1t

avec c0 et c1 des constantes dans E. Les conditions y(0) = y0 et y′(0) = y1 donnent :

c0 = y0,

c1 = y1.

donc, on a :

y(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1h(s)ds+ y0 + y1t.

Inversement, si y satisfait l’equation intégrale, on aura :

y(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1h(s)ds+ y0 + y1t

cDry(t) =c Dry0 +
c Dry1t +c DrIrh(t)

donc
cDry(t) = h(t)

et

y(0) = y0,

y′(0) = y1.
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Afin d’établir le résultat principal concernant l’existence de solutions de (2.4)(2.5), considérons
les conditions suivantes sur la fonction f :
(H1) f : I×E −→ E satisfait les conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p ∈ L1(I,R)

⋂
C(I,R) telle que :

‖ f (t,y) ‖≤ p(t) ‖ y ‖, pour tout t ∈ I, et tout y ∈ E

(H3) ∀t ∈ I et pour tout ensemble borné B⊂ E , on a :

lim
h→0+

α( f (It,h×B))≤ p(t)α(B), It,h = [t−h, t]∩ I.

Théorème 2.6. On suppose les hypothèses (H1)-(H3) vérifiées et que :

p∗T r

Γ(r+1)
< 1 (2.18)

avec p∗= sup
t∈I

p(t). Alors, le problème (2.4)(2.5) admet au moins une solution.

Démonstration. On transforme le problème (2.4)(2.5) en un problème au point fixe, en considérant
l’opérateur :

N : C(I,E)−→C(I,E)

y −→ N(y)(t) = y0 + y1t +
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,y(s))ds

Clairement, les points fixes de l’opérateur N sont des solutions pour le problème (2.4)(2.5).
Soit :

r0 ≥
‖ y0 ‖+ ‖ y1 ‖ T

1− p∗T r

Γ(r−1)

(2.19)

on considère l’ensemble Dr0 = y ∈C(I,E),‖ y ‖∞≤ r0 il est clair que l’ensemble Dr0 est fermé, borné
et convexe.
But
On doit montrer que N satisfait les hypothèses du théorème 1.15.
La preuve se fait en trois étapes :

1. Continuité de N
Soit yn une suite telle que yn −→ y dans C(I,E). Alors, ∀t ∈ I :

‖ N(yn)(t)−N(y)(t) ‖=‖ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1( f (s,yn(s))− f (s,y(s)))ds ‖

≤ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 ‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s)) ‖ ds

Puisque f est de Carathéodory, et par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue,
on aura :

‖ N(yn)(t)−N(y)(t) ‖∞−→ 0 quand n−→ ∞.
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2. N applique Dr0 dans Dr0 :
∀y ∈ Dr0 et ∀t ∈ I, par (H2) et (2.19), on a :

‖ N(y)(t) ‖≤‖ y0 + y1t ‖+ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 ‖ f (s,y(s)) ‖ ds

≤‖ y0 ‖+ ‖ y1 ‖ T +
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 p(s) ‖ y(s) ‖ ds

≤‖ y0 ‖+ ‖ y1 ‖ T +
r0

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 p(s)ds

≤‖ y0 ‖+ ‖ y1 ‖ T +
r0 p∗
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1ds

≤‖ y0 ‖+ ‖ y1 ‖ T +
r0 p∗ tr

Γ(r)

≤‖ y0 ‖+ ‖ y1 ‖ T +
r0 p∗T r

Γ(r)
≤ r0 (par (2.19)).

3. Bornitude et équicontinuité de N(Dr0)
Par l’étape 2, il est évident que N(Dr0)⊂C(I,E) est borné.
Pour l’équicontinuité de N(Dr0), soit t1, t2 ∈ I avec t1 < t2 et y ∈ Dr0 , alors :

‖ N(y)(t2)−N(y)(t1) ‖≤‖ y1t2− y1t1 ‖+
1

Γ(r)
‖
∫ t2

0
(t2− s)r−1 f (s,y(s))ds

−
∫ t1

0
(t1− s)r−1 f (s,y(s))ds ‖

≤‖ y1 ‖ (t2− t1)+
1

Γ(r)

∫ t1

0
((t2− s)r−1− (t1− s)r−1) ‖ f (s,y(s)) ‖ ds

+
1

Γ(r)

∫ t2

t1
(t2− s)r−1 ‖ f (s,y(s)) ‖ ds

≤‖ y1 ‖ (t2− t1)+
r0

Γ(r)

∫ t1

0
((t2− s)r−1− (t1− s)r−1)p(s)ds

+
r0

Γ(r)

∫ t2

t1
(t2− s)r−1 p(s)ds

Quand t1 −→ t2, le côté droit de l’inégalité tend vers 0.
D’où l’équicontinuité de N(Dr0).
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Maintenant, soit V un sous ensemble de Dr0 tel que V ⊂ conv(N(V )
⋃

0).
De l’étape 3, le sous ensemble V est borné et équicontinu, par conséquent la fonction v −→ v(t) =
α(V (t)) est continue sur I.
Puisque la fonction t −→ y0 + y1t est continue sur I, l’ensemble {y0 + y1t, t ∈ I} ⊂ E est compact.
En utilisant ce fait, l’hypothèse (H3), le lemme 1.12 et les propriétés de la mesure de Kuratowskii, on
a pour tout t ∈ I :

v(t)≤ α(N(V )(t)∪0)
≤ α(N(V )(t)) (α(A∪B) = max{α(A),α(B)}

N(V )(t) = y0 + y1t +
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,y(s))ds, t ∈ I

= y0 + y1t, t ∈ I +
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,y(s))ds, t ∈ I

⇒ α(N(V )(t))≤ α(y0 + y1t, t ∈ I)+α(
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,y(s))ds, t ∈ I)

v(t)≤ α(
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,y(s))ds, t ∈ I)

≤ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 p(s)α(V (s))ds

≤ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 p(s)v(s)ds

⇒‖ v ‖∞≤‖ v ‖∞

p∗T r

Γ(r+1)

Par (2.18) il se suit que ‖ v ‖∞= 0, c’est à dire v(t) = 0, ∀t ∈ I, alors V (t) est relativement compact
dans E.
Par le théorème d’Ascoli-Arzelà 1.3, V est relativement compact dans Dr0 .
En appliquant le théorème 1.15, on conclue que N admet un point fixe qui est solution du problème
(2.4)(2.5).
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Chapitre 3
Problème aux limites pour des équations
différentielles fractionnaires avec des conditions
intégrales

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’existence de solutions pour le problème aux limites avec des
conditions intégrales :

cDry(t) = f (t,y(t)), ∀t ∈ I = [0,T ] (3.1)

y(0)− y′(0) =
∫ T

0
g(s,y(s))ds (3.2)

y(T )− y′(T ) =
∫ T

0
h(s,y(s))ds (3.3)

où cDr est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo avec 1 < r≤ 2, f ,g et h : I×E→ E sont des
fonctions données satisfaisant quelques hypothèses qui vont être spécifiées plus tard, et E un espace
de Banach muni de la norme ‖.‖ .
Les problèmes aux limites avec conditions intégrales constituent une classe importante de problèmes
car elle généralise les problèmes à deux points et trois points ainsi que les problèmes non locaux.
Les conditions intégrales sont recontrées dans plusieurs domaines, en particulier la dynamique de
population [16] et les systèmes cellulaires [1].
Dans la litterature beaucoup d’auteurs ont étudié ce type de problèmes en particulier [10],[23],[29],
pour ce chapitre nous développons les résultats de [15].

3.1 Existence de solutions
Définition 3.1. Une fonction y∈ AC1(I,E) est dite une solution du problème (3.1)(3.2)(3.3) si elle sa-
tisfait l’équation cDry(t) = f (t,y(t)) et les conditions y(0)−y′(0) =

∫ T
0 g(s,y(s))ds et y(T )−y′(T ) =∫ T

0 h(s,y(s))ds .

Soit σ,ρ1,ρ2 : I→ E des fonctions continues, dans le problème linéaire aux limites suivant :
cDry(t) = σ(t), ∀t ∈ I = [0,T ] (3.4)

y(0)− y′(0) =
∫ T

0
ρ1(s)ds (3.5)

y(T )− y′(T ) =
∫ T

0
ρ2(s)ds (3.6)
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Lemme 3.2. Soit 1 < r≤ 2, et soient σ,ρ1,ρ2 : I→ E des fonctions continues. Une fonction y est une
solution de l’équation intégrale :

y(t) = P(t)+
∫ T

0
G(t,s)σ(s)ds

avec,

P(t) =
(T +1− t)

T +2

∫ T

0
ρ1(s)ds+

(t +1)
T +2

∫ T

0
ρ2(s)ds

et,

G(t,s) =
1

Γ(r)


(t− s)r−1− t

T (T − s)r−1, 0≤ s≤ t

− t
T (T − s)r−1, si t ≤ s≤ T

si et seulement si y est une solution du problème fractionnaire (3.4)(3.5)(3.6).

Démonstration.
cDry(t) = σ(t), t ∈ I

⇒ Ir cDry(t) = Ir
σ(t)

⇒ y(t) = Ir
σ(t)+ c0 + c1t

⇒ y(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1

σ(s)ds+ c0 + c1t

On a les conditions (3.5) et (3.6)Donc

y(0) = c0 = y′(0)+
∫ T

0
ρ1(s)ds

et

y′(t) =
1

Γ(r)
d
dt

∫ t

0
(t− s)r−1

σ(s)ds+ c1

=
1

Γ(r)

∫ t

0

d
dt
(t− s)r−1

σ(s)ds+ c1

=
1

Γ(r)

∫ t

0
(r−1)(t− s)r−2

σ(s)ds+ c1

=
1

Γ(r−1)

∫ t

0
(t− s)r−2

σ(s)ds+ c1

Donc
y′(0) = c1

y(T ) =
1

Γ(r)

∫ T

0
(T − s)r−1

σ(s)ds+ c1T + c0

alors

y′(T ) =
1

Γ(r−1)

∫ T

0
(T − s)r−2

σ(s)ds+ c1

donc

c1 =
−1

(T +2)Γ(r)

∫ T

0
(T − s)r−1

σ(s)ds− 1
(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds

− 1
(T +2)Γ(r−1)

∫ T

0
(T − s)r−2

σ(s)ds+
1

(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds
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et

c0 =
−1

(T +2)Γ(r)

∫ T

0
(T − s)r−1

σ(s)ds− 1
(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds

− 1
(T +2)Γ(r−1)

∫ T

0
(T − s)r−2

σ(s)ds+
1

(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds+

∫ T

0
ρ1(s)ds

donc

y(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1

σ(s)ds+
−1

(T +2)Γ(r)

∫ T

0
(T − s)r−1

σ(s)ds

− 1
(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds− 1

(T +2)Γ(r−1)

∫ T

0
(T − s)r−2

σ(s)ds

+
1

(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds+

∫ T

0
ρ1(s)ds+

−t
(T +2)Γ(r)

∫ T

0
(T − s)r−1

σ(s)ds

− t
(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds− t

(T +2)Γ(r−1)

∫ T

0
(T − s)r−2

σ(s)ds+
t

(T +2)

∫ T

0
ρ2(s)ds

donc

y(t) = P(t)+
∫ T

0
G(t,s)σ(s)ds

Inversement On a :

y(t) = P(t)+
∫ T

0
G(t,s)σ(s)ds

cDr y(t) = cDr(P(t)+
∫ T

0
G(t,s)σ(s)ds)

cDr y(t) = I2−r(
d
dt
)2(P(t))+ I2−r(

d
dt
)2(

∫ T

0
G(t,s)σ(s)ds)

on a :

(
d
dt
)2(

(T +1− t)
T +2

∫ T

0
ρ1(s)ds+

(t +1)
T +2

∫ T

0
ρ2(s)ds) = 0

donc :

cDr y(t) = I2−r(
d
dt
)2(

∫ T

0
G(t,s)σ(s)ds) =

1
Γ(2− r)

∫ t

0
(t− s)1−r(

d
ds

)2(
∫ T

0
G(t,τ)σ(τ)dτ)ds

=
1

Γ(2− r)

∫ t

0
(t− s)1−r(

d
ds

)2[
1

Γ(r)

∫ s

0
(s− τ)r−1

σ(τ)dτ− (1+ s)
(T +2)Γ(r)

∫ s

0
(T − τ)r−1

σ(τ)dτ

− (1+ s)
(T +2)Γ(r−1)

∫ s

0
(T − τ)r−2

σ(τ)dτ+
(1+ s)

(T +2)Γ(r)

∫ T

s
(T − τ)r−1

σ(τ)dτ

− (1+ s)
(T +2)Γ(r−1)

∫ T

s
(T − τ)r−2

σ(τ)dτ]ds

=
1

Γ(2− r)

∫ t

0
(t− s)1−r(

d
ds

)2[Ir
σ(s)− (1+ s)

(T +2)
Ir

σ(T )− (1+ s)
(T +2)

Ir−1
σ(T )]ds

=
1

Γ(2− r)

∫ t

0
(t− s)1−rIr−2

σ(s)ds

= I2−rIr−2
σ(t) = σ(t)
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donc :
cDr y(t) = σ(t)

D’où l’équivalence sus-citée dans le lemme.

Il est clair que la fonction
∫ T

0 |G(t,s)|ds est continue sur I, donc bornée.
Soit :

G̃ = sup{
∫ T

0
|G(t,s)|ds, t ∈ I}

Pour établir le théorème d’existence, considérons les hypothèses suivantes :
(H1) Les fonctions f ,g et h : I→ E satisfont aux conditions de Carathéodory.
(H2) Il existe p f , pg, ph ∈ L∞(I,R+) telles que :

‖ f (t,y)‖ ≤ p f (t)‖y‖ p.p tout t ∈ I,∀y ∈ E
‖g(t,y)‖ ≤ pg(t)‖y‖ p.p tout t ∈ I,∀y ∈ E
‖h(t,y)‖ ≤ ph(t)‖y‖ p.p tout t ∈ I,∀y ∈ E

(H3) Pour tout t ∈ I et tout B⊂ E (B borné). on a :

lim
k→0+

α( f (It,k×B)) ≤ p f (t)α(B)

lim
k→0+

α(g(It,k×B)) ≤ pg(t)α(B)

lim
k→0+

α(h(It,k×B)) ≤ ph(t)α(B)

Théoreme 3.3. On suppose les hypothèses (H1)-(H3) satisfaites, et que :

T (T +1)
T +2

(
∥∥pg
∥∥

L∞ +‖ph‖L∞)+ G̃
∥∥p f

∥∥
L∞ < 1

Alors,le problème aux limites (3.1)(3.2)(3.3) admet au moins une solution.

Démonstration. On transforme le problème (3.1)(3.2)(3.3) en un problème de point fixe, en considé-
rant l’opérateur :

N : C(I,E)→C(I,E)

y → N(y)(t) = Py(t)+
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds

où

Py(t) =
(T +1− t)

T +2

∫ T

0
g(s,y(s))ds+

(t +1)
T +2

∫ T

0
h(s,y(s))ds

et

G(t,s) =
1

Γ(r)


(t− s)r−1− t

T (T − s)r−1, 0≤ s≤ t

− t
T (T − s)r−1, si t ≤ s≤ T

Soit R > 0, on considère l’ensemble :

DR = {y ∈C(I,E),‖y‖
∞
≤ R}

DR est fermé, borné et convexe.
Objectif :
Pour que N admet un point fixe, on doit montrer qu’il satisfait aux hypothèses du théorème 1.15.

La preuve se fait en trois étapes :

36



CHAPITRE 3. PROBLÈME AUX LIMITES POUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
FRACTIONNAIRES AVEC DES CONDITIONS INTÉGRALES

1. continuité de N :
Soit {yn} une suite telle que yn →

n→∞
y dans C(I,E).

Alors, ∀t ∈ I :

‖N(yn)(t)−N(y)(t)‖ ≤
∥∥Pyn(t)−Py(t)

∥∥+∫ T

0
‖G(t,s)‖‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s))‖

≤
∥∥∥∥(T +1− t)

T +2

∫ T

0
(g(s,yn(s))−g(s,y(s)))ds+

(t +1)
T +2

∫ T

0
(h(s,yn(s))−h(s,y(s)))ds

∥∥∥∥
+
∫ T

0
‖G(t,s)‖‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s))‖

≤ (T +1− t)
T +2

∫ T

0
‖g(s,yn(s))−g(s,y(s))‖ds+

(t +1)
T +2

∫ T

0
‖h(s,yn(s))−h(s,y(s))‖ds

+
∫ T

0
‖G(t,s)‖‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s))‖

Soit ρ > 0 tel que :
‖yn‖∞

≤ ρ, ‖y‖
∞
≤ ρ

Par (H2), on a :

‖g(s,yn(s))−g(s,y(s))‖ ≤ ‖g(s,yn(s))‖+‖g(s,y(s))‖
≤ 2ρpg(s) := σ1(s)

‖h(s,yn(s))−h(s,y(s))‖ ≤ ‖h(s,yn(s))‖+‖h(s,y(s))‖
≤ 2ρph(s) := σ2(s)

‖ f (s,yn(s))− f (s,y(s))‖ ≤ ‖ f (s,yn(s))‖+‖ f (s,y(s))‖
≤ 2ρp f (s) := σ3(s)

avec σ1(s),σ2(s) et σ3(s) ∈ L1(I,R+).
Puisque les fonctions f ,g et h sont Carathéodory, on peut appliquer le théorème de la conver-
gence dominée de Lebesgue. On aura alors :

‖N(yn)−N(y)‖ →
n→∞

0

D’où la continuité de N.
2. N applique DR dans DR :
∀y ∈ DR,∀t ∈ I on a :

‖N(y)(t)‖ =

∥∥∥∥Py(t)+
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds

∥∥∥∥
≤

∥∥Py(t)
∥∥+∫ T

0
|G(t,s)|‖ f (s,y(s))‖ds

≤ (T +1− t)
T +2

∫ T

0
‖g(s,y(s))‖ds+

(t +1)
T +2

∫ T

0
‖h(s,y(s))‖ds+

∫ T

0
|G(t,s)|‖ f (s,y(s))‖ds

≤ (T +1)
T +2

∥∥pg
∥∥

L∞ ‖y‖∞

∫ T

0
ds+

T +1
T +2

‖ph‖L∞ ‖y‖∞

∫ T

0
ds+

∥∥p f
∥∥

L∞ ‖y‖∞

∫ T

0
|G(t,s)|ds

≤ R(
T (T +1)

T +2

∥∥pg
∥∥

L∞ +
T (T +1)

T +2
‖ph‖L∞ +

∥∥p f
∥∥

L∞ G̃)

< R

Donc N(y) ∈ DR, alors N(DR)⊂ DR.
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3. Bornitude et équicontinuité de N(DR) On a :

N(DR)⊂ DR

Puisque DR est borné dans C(I,E), alors N(DR) l’est aussi.
Pour l’équicontinuité de N(DR) :
Soit t1, t2 ∈ I, t1 < t2,∀y ∈ DR, alors :

‖N(y)(t2)−N(y)(t1) ‖=
∥∥∥∥(T +1− t2)

T +2

∫ T

0
g(s,y(s))ds+

t2 +1
T +2

∫ T

0
h(s,y(s))ds+

∫ T

0
G(t2,s) f (s,y(s))ds

−(T +1− t1)
T +2

∫ T

0
g(s,y(s))ds− (t1 +1)

T +2

∫ T

0
h(s,y(s))ds−

∫ T

0
G(t1,s) f (s,y(s))ds‖

≤ t1− t2
T +2

∫ T

0
‖g(s,y(s)) ‖ds+

t2− t1
T +2

∫ T

0
‖h(s,y(s)) ‖ds+‖ f (s,y(s)) ‖

∫ T

0
|G(t2,s)−G(t1,s) |ds

Puisque G(.,s) est continue alors le côté droit de l’inégalité tend vers 0 quand t1→ t2. Donc
N(DR) est équicontinu.

Maintenant, soit V un sous ensemble de DR tel que :

V ⊂ conv(N(V )∪{0}).

V est borné et équicontinu, en plus v→ α(V (t)) est continue sur I.∀t ∈ I on a :

v(t) = α(V (t))
≤ α(N(V (t))∪{0})
≤ α(N(V (t)))

on a :

N(V (t)) = {Py(t)+
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V}

= {Py(t),y ∈V}+{
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V}

⇒ α(N(V (t)))≤ α({Py(t),y ∈V})+α({
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈V})

≤ α({(T +1− t)
T +2

∫ T

0
g(s,y(s))ds,y ∈V})+α({(t +1)

T +2

∫ T

0
h(s,y(s))ds,y ∈V})

+α({
∫ T

0
G(t,s) f (s,y(s))ds,y ∈ V}

Par le lemme 1.12, on a :

α(N(V (t)))≤
∫ T

0

∣∣∣∣(T +1− t)
T +2

∣∣∣∣ pg(s)α(V (s))ds+
∫ T

0

∣∣∣∣(t +1)
T +2

∣∣∣∣ ph(s)α(V (s))ds

+
∫ T

0
|G(t,s)| p f (s)α(V (s))ds

≤ (T +1)T
T +2

∥∥pg
∥∥

L∞ ‖v(s)‖∞
+

T (T +1)
T +2

‖ph‖L∞ ‖v(s)‖∞
+ G̃

∥∥p f
∥∥

L∞ ‖v(s)‖∞

⇒‖v‖
∞
≤ ‖v‖

∞
(
(T +1)T

T +2

∥∥pg
∥∥

L∞ +
T (T +1)

T +2
‖ph‖L∞ + G̃

∥∥p f
∥∥

L∞)

38



CHAPITRE 3. PROBLÈME AUX LIMITES POUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
FRACTIONNAIRES AVEC DES CONDITIONS INTÉGRALES

Puisque :
(T +1)T

T +2

∥∥pg
∥∥

L∞ +
T (T +1)

T +2
‖ph‖L∞ + G̃

∥∥p f
∥∥

L∞ < 1

On a forcément :

‖v‖
∞

= 0⇔ v(t) = 0
⇔ α(V (t)) = 0

Donc V (t) est relativement compact.
Et d’après le théorème d’Ascoli-Arzélà 1.3, V est relativement compact.
Et donc l’opérateur N admet au moins un point fixe qui est solution pour notre problème.

3.2 Exemple
On présente un exemple afin d’illustrer l’utilité du résultat principal.
On considère le problème fractionnaire aux limites, suivant :

cDry(t) =
2

19+ et |y(t)| ,t ∈ I = [0,1], 1 < r ≤ 2

y(0)− y′(0) =
∫ 1

0

1
5+ e5s |y(s)|ds,

y(1)− y′(1) =
∫ 1

0

1
3+ e3s |y(s)|ds.

On pose :

f (t,x) =
2

19+ et x, (t,x) ∈ I× [0,∞)

g(t,x) =
1

5+ e5t x, (t,x) ∈ I× [0,∞)

h(t,x) =
1

3+ e3t x, (t,x) ∈ I× [0,∞)

(H1) f (t,x) = 2
19+et x, est mesurable par rapport à t, et continue par rapport à x presque partout

sur [0,∞), de même pour g(t,x) et h(t,x).
Donc les trois fonctions vérifient les conditions de Carathéodory.
(H2)

‖ f (t,x)‖ =

∥∥∥∥ 2
19+ et x

∥∥∥∥≤ ‖x‖∥∥∥∥ 2
19+ et

∥∥∥∥
≤ 2

19+ et ‖x‖= p f (t)‖x‖

‖g(t,x)‖ =

∥∥∥∥ 1
5+ e5t x

∥∥∥∥≤ ‖x‖∥∥∥∥ 1
5+ e5t

∥∥∥∥
≤ 1

5+ e5t ‖x‖ ≤ pg(t)‖x‖

‖h(t,x)‖ =

∥∥∥∥ 1
3+ e3t x

∥∥∥∥≤ ‖x‖∥∥∥∥ 1
3+ e3t

∥∥∥∥
≤ 1

3+ e3t ‖x‖ ≤ ph(t)‖x‖
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La fonction G(t,s) est donné par :

G(t,s) =
1

Γ(r)


(t− s)r−1− t

T (T − s)r−1, 0≤ s≤ t

− t
T (T − s)r−1, si 0≤ s≤ t

On a : ∫ 1

0
G(t,s)ds =

∫ t

0
G(t,s)ds+

∫ 1

t
G(t,s)ds

=
∫ t

0

(t− s)r−1

Γ(r)
ds−

∫ t

0

(t +1)(1− s)r−1

3Γ(r)
ds−

∫ t

0

(1+ t)(1− s)r−2

3Γ(r−1)
ds

−
∫ 1

t

(t +1)(1− s)r−1

3Γ(r)
ds−

∫ 1

t

(1+ t)(1− s)r−2

3Γ(r−1)
ds

=
tr

Γ(r+1)
+

(t +1)(1− t)r

3Γ(r+1)
− (t +1)

3Γ(r+1)
+

(t +1)(1− t)r−1

3Γ(r)
− (t +1)

3Γ(r)

−(t +1)(1− t)r−1

3Γ(r+1)
− (t +1)(1− t)r−1

3Γ(r)

alors,∫ 1

0
|G(t,s) |ds≤ |tr |

Γ(r+1)
+
|(t +1) | |(1− t)r |

3Γ(r+1)
+
|t +1 |

3Γ(r+1)
+
|t +1 |

∣∣(1− t)r−1 |
3Γ(r)

+
|t +1 |
3Γ(r)

+
|t +1 |

∣∣(1− t)r−1 |
3Γ(r+1)

+
|t +1 |

∣∣(1− t)r−1 |
3Γ(r)

<
1

Γ(r+1)
+

2
3Γ(r+1)

+
2

3Γ(r+1)
+

2
3Γ(r)

+
2

3Γ(r)
+

2
3Γ(r+1)

+
2

3Γ(r)

<
3

Γ(r+1)
+

2
Γ(r)

donc :

G̃ <
3

Γ(r+1)
+

2
Γ(r)

T (T +1)
T +2

(
∥∥pg ‖L∞ +‖ph ‖L∞)+ G̃

∥∥p f ‖L∞

≤ 2
3
(
∥∥pg ‖L∞ +‖ph ‖L∞)+(

3
Γ(r+1)

+
2

Γ(r)
)
∥∥p f ‖L∞

on a : ∥∥pg ‖L∞ = inf{c > 0,
∥∥pg(t)

∥∥≤ c∥∥∥∥ 1
5+ e5s

∥∥∥∥≤ 1
6∥∥p f ‖L∞ ≤ 1

10

‖ph ‖L∞ ≤ 1
4
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donc

T (T +1)
T +2

(
∥∥pg ‖L∞ +‖ph ‖L∞)+ G̃

∥∥p f ‖L∞ ≤ 2
3
(
1
6
+

1
4
)+(

3
10Γ(r+1)

+
1

5Γ(r)
)< 1

Puisque toutes les hypothèses sont satisfaites, notre problème admet donc une solution dans [0,1].
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Chapitre 4
Problème de Cauchy pour des équations
différentielles fractionnaires

L’objectif de ce chapitre est d’aborder l’existence des solutions du problème de Cauchy pour
équation différentielle fractionnaire :

cDru(t) = f (t,u(t)), t ∈ I = [0,T ] (4.1)
u(0) = 0. (4.2)

où cDr représente la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre r ∈]0,1[ avec a = 0. E est un espace
de Banach muni de la norme‖.‖ et f : I×E → E satisfait à ceraines conditions qui seront spécifiées
plus tard.
Les résultats de ce chapitre s’inspirent des travaux de A.Aghajani et al.[6].
L’existence des solutions du problème de Cauchy (4.1)(4.2) est obtenue en utilisant une généralisation
du théorème de point fixe de Darbo[5] associée à la mesure de noncompacité de Hausdorff.

4.1 Existence de solutions
Afin de montrer le résultat principal, on considère les hypothèses suivantes :
(C1) f satisfait aux conditions de Carathéodory.
(C2) Il existe une fonction g ∈ L

1
q (I,R+), q ∈ [0,r) et une fonction continue non décroissante

Ω : R+→ R+ telles que :

‖ f (t,x)‖ ≤ g(t)Ω(‖x‖), ∀x ∈ E et pp t ∈ I.

(C3) Il existe une fonction L ∈ L1(I,R+) et φ ∈Φ telles que :
∀B⊆ E (sous ensemble borné) :

γ( f (t,B))≤ L(t)φ(γ(B)), pp t ∈ I

(C4) Il existe au moins une solution p(t) ∈C(I,R+) de l’inégalité :

Ω(‖p‖0)

Γ(r)
(
∫ t

0
(t− s)r−1g(s)ds)≤ p(t), t ∈ I

où ‖.‖0 est la norme de sup dans C(I,R+).
Les outils principaux dans cette recherche sont basés sur les lemmes suivants :
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Lemme 4.1. [13] Si W ⊆C(I,E) est borné et équicontinu, l’ensemble γ(W (t)) est donc continu sur
I et :

γ(W ) = sup
t∈I

γ(W (t)),

γ(
∫ t

0
W (s)ds) ≤

∫ t

0
γ(W (s))ds

Lemme 4.2. [17] Si {un}∞
n=1 ⊆ L1(I,R+) satisfait :

‖un(t)‖ ≤ K(t), pp sur I,∀n≥ 1

avec K ∈ L1(I,R+), alors la fonction γ({un}∞
n=1) ∈ L1(I,R+) et :

γ({
∫ t

0
un(s)ds,n≥ 1})≤ 2

∫ t

0
γ({un(s),n≥ 1})ds

Lemme 4.3. [17] Si W est borné, alors ∀ε > 0,∃{un}∞
n=1 ⊆W tq :

γ(W ) ≤ 2γ({un}∞
n=1)+ ε

Le lemme suivant est fondamental dans la démonstration du théorème principal :

Lemme 4.4. [32] Une fonction u ∈C(I,E) est une solution de l’équation intégrale :

u(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,u(s))ds

si et seulement si :
u est une solution de l’équation (4.1)(4.2).

Proposition 4.5. On suppose que p(t) est une fonction qui satisfait (C4), et on pose :

Wp = {u ∈C(I,E),‖u(t)‖ ≤ p(t), t ∈ I} ⊆C(I,E)

Alors, Cp = convFWp est équicontinue.
où conv est la ferméture de l’enveloppe convexe dans C(I,E) et F l’opérateur qui va de C(I,E)

vers C(I,E) donné par :

Fu(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,u(s))ds, t ∈ I

F est continu sur C(I,E) et F : Wp→Wp est borné.

Démonstration. En se basant sur une propriété qui dit que si W ⊆ C(I,E) est borné et équicontinu
alors, convW ⊆ C(I,E) est aussi borné et équicontinu, il suffit donc de montrer que FWp ⊆ C(I,E)
est équicontinu.
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Pour prouver cela : soit u ∈Wp et 0≤ t1 < t2 ≤ T , on a :

‖(Fu)(t2)− (Fu)(t1)‖=
1

Γ(r)

∥∥∥∥∫ t2

0
(t2− s)r−1 f (s,u(s))ds−

∫ t1

0
(t1− s)r−1 f (s,u(s))ds

∥∥∥∥
≤ 1

Γ(r)

∥∥∥∥∫ t1

0
(t2− s)r−1 f (s,u(s))ds+

∫ t2

t1
(t2− s)r−1 f (s,u(s))ds−

∫ t1

0
(t1− s)r−1 f (s,u(s))ds

∥∥∥∥
≤ 1

Γ(r)

∫ t1

0
((t2− s)r−1− (t1− s)r−1)‖ f (s,u(s))‖ds+

∫ t2

t1
(t2− s)r−1 ‖ f (s,u(s))‖ds

≤ Ω(‖u‖)
Γ(r)

(
∫ t1

0
|g(s)|((t2− s)r−1− (t1− s)r−1)ds+

∫ t2

t1
|g(s)|(t2− s)r−1ds)

≤
Ω(‖p‖0)

Γ(r)
(
∫ t1

0
|g(s)|((t2− s)r−1− (t1− s)r−1)ds+

∫ t2

t1
|g(s)|(t2− s)r−1ds)

≤
Ω(‖p‖0)

Γ(r)
‖g‖

L
1
q (I,R+)

[(
∫ t1

0
((t2− s)r−1− (t1− s)r−1)

1
1−q ds)1−q

+(
∫ t2

t1
(t2− s)

r−1
1−q ds)1−q]

(Par l’inégalité de Holder)
Donc, ‖(Fu)(t2)− (Fu)(t1)‖ →

t1→t2
0.

D’où l’équicontinuité de FWp qui entraine l’équicontinuité de convFWp.
Maintenant, on va montrer que F : C(I,E)→C(I,E) est continu.
D’abord, F est bien défini d’après les hypothèses (C1) et (C2).
Soit {un} une suite de fonctions dans C(I,E) qui converge vers u ∈C(I,E). On doit montrer que

|||Fun−Fu||| →
n→∞

0 :

‖(Fun)(t)− (Fu)(t)‖ =

∥∥∥∥ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1( f (s,un(s))− f (s,u(s)))ds

∥∥∥∥
≤ 1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 ‖ f (s,un(s))− f (s,u(s))‖ds

par la Carathéodory de f , on a f continue presque partout par rapport à u, donc :

‖ f (s,un(s))− f (s,u(s))‖ →
n→∞

0

En appliquant l’hypothèse (C2), on obtient :

‖ f (s,un(s))− f (s,u(s))‖ ≤ ‖ f (s,un(s))‖+‖ f (s,u(s))‖
≤ g(s)Ω(‖un(s)‖)+g(s)Ω(‖u(s)‖)
≤ g(s)(Ω(‖un(s)‖)+Ω(‖u(s)‖))

puisque s→ g(s)Ω(‖u(s)‖) est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, t], la fonction s→ (t−s)r−1g(s)Ω(‖u(s)‖)
l’est aussi.

En utilisant ce fait et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on aura :

‖(Fun)(t)− (Fu)(t)‖ ≤ (
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 ‖ f (s,un(s))− f (s,u(s))‖ds )→

n→∞

0, ∀t ∈ I

i.e Fun ⇒ Fu donc |||Fun−Fu||| →
n→∞

0 sur I.
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D’où la continuité de F .
Il reste à montrer que F : Wp→Wp est borné.
Soient u ∈Wp, t ∈ I, tels que :

‖(Fu)(t)‖ ≤ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 ‖ f (s,u(s))‖ds

≤
Ω(‖p‖0)

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1g(s)ds

≤ p(t) (par l’hypothèse (C4))

Donc, F : Wp→Wp est borné.

Remarque 4.6. Le lemme présenté par Bothe 4.3 est l’ingrédient essentiel dans la preuve du théorème
principal

Maintenant, on peut formuler notre résultat d’éxistence.

Théoreme 4.7. On suppose que les conditions (C1)-(C4) sont satisfaites. Alors le problème de Cauchy
(4.1)(4.2) admet au moins une solution u ∈C(I,E).

Démonstration. On considère l’opérateur :

F : C(I,E)→C(I,E)

u → (Fu)(t) =
1

Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,u(s))ds, t ∈ I

Par le lemme 4.4, les points fixes de F sont des solutions pour le problème (4.1)(4.2).
But :
On doit vérifier les hypothèses du théorème 1.17 pour montrer que F admet un point fixe.
Soient Wp = {u ∈C(I,E),‖u(t)‖ ≤ p(t),∀t ∈ I} ⊆C(I,E) et Cp = convFWp.
Wp ⊆C(I,E) est fermé, borné et convexe.
Puisque FWp ⊆Wp, on a :

Cp = conv(FWp)⊆ conv(Wp) =Wp

⇒ FCp ⊆ FWp ⊆Cp

F : Cp→Cp est bien défini et continu.
D’autre part, ∀C ⊆Cp,C est borné, et par le lemme 4.2, ∀ε > 0,∃{un}∞

n=1 ⊆C tel que :

γ((FC)(t)) = γ({ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,u(s))ds, u ∈C})

≤ 2γ({ 1
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1 f (s,{un}∞

n=1)ds})+ ε

par le lemme 4.2, le lemme 4.3 et la condition (C3), on a :

γ((FC)(t)) ≤ 4
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1

γ( f (s,{un}∞
n=1))ds+ ε

≤ 4
Γ(r)

∫ t

0
(t− s)r−1

γ({ f (s,un),n≥ 1}))ds+ ε

≤ 4
Γ(r)

φ(γ({un}∞
n=1))

∫ t

0
(t− s)r−1L(s)ds+ ε

(par la condition(C3))
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on pose :

L̃ =
∫ t

0
L(s)ds, (0≤ L̃ < ∞)

on a aussi :
φ(γ({un}∞

n=1))≤ φ(γ(C)), φ ∈Φ

Donc,

γ((FC)(t))≤ 4φ(γ(C))L̃T r−1

Γ(r)
+ ε

on pose :

ψ(s) =
4L̃T r−1

Γ(r)
φ(s)

Donc ψ(s) ∈Φ, ça veut dire que ψ : [0,∞)→ [0,∞) est croissante et que :

lim
n→∞

ψ
n(s) = lim

n→∞
(
4L̃T r−1

Γ(r)
)n

φ
n(s) = 0

Conclusion :
On a montré que : F : Cp→Cp est une application continue, où Cp est un ensemble fermé, borné

et convexe ;
et l’inégalité :

γF(C)≤ ψ(γ(C)), ψ ∈Φ

Puisque toutes les hypothèses du théorème 1.17 sont satisfaites, F admet donc au moins un point fixe
u ∈Cp ⊆C(I,E) qui est une solution pour notre problème (4.1)(4.2).
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Conclusion

L’objectif de ce travail consiste à présenter plusieurs résultats d’existence pour certaines classes
d’équations différentielles d’ordre fractionnaire dans des espaces de Banach de dimension infinie.
Ces résultats ont été obtenus en utilisant des théorèmes de point fixe de Mönch et de Darbo combinés
avec la mesure de noncompacité de Kuratowskii et celle de Hausdorff.
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Résumé 

Le principe de point fixe est très important dans la résolution de plusieurs 
équations différentielles non linéaires, en particulier, dans l’étude de 
l’existence et de l’unicité. 

Dans ce mémoire, on va aborder plusieurs problèmes fractionnaires en 
démontrant l’existence de solutions via les théorèmes de point fixe de Mönch 
et de Darbo combinés avec les mesures de non compacité de Kuratowskii et 
de Hausdorff.  

 

 

Abstract 

The fixed point principle is so important in the study of several non linear 
differential equations, particulary, problems of existence and uniqeness. 

In this memory, we consider different fractional problems. We prove the 
existence of solutions by using Mönch’s fixed point theorem with Kuratowskii 
measure of non compactness, and Darbo’s fixed point theorem with 
Hausdorff measure of non compactness. 

 

 

 ملخص
أھمیة كبیرة في حل مختلف المعادلات التفاضلیة الغیر خطیة،  یعتبر مبدأ النقطة الثابتة ذا

.خاصة في دراسة وجود و وحدانیة الحلول  

في ھذه المذكرة، سنتطرق لدراسة بعض المعادلات التفاضلیة ذات رتبة ناطقة عن طریق 
مقترنة بقیاس  مونكإثبات وجود حلول و ذلك باستعمال نظریة النقطة الثابتة ل

.ھوسدورف مع قیاس داربونظریة النقطة الثابتة ل، و كوراتوفسكي  
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