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Introduction

Il y a plusieurs choses dans la vie pour lesquelles il faut attendre ;par
exemple, le temps passé par les vendeurs à discuter avant de prendre une
commande ou le temps passé dans une banque.

Un spécialiste de l'analyse de l'attente a déterminé qu'une personne adulte
passait au minimum le dixième de son temps à attendre. On attend les auto-
bus, les ascenseurs, dans les banques, les magasins, les cinémas, les stations
d'essence, les tribunaux, pour l'obtention du permis de conduire, chez le den-
tiste, etc.
On pourrait passer toute sa vie à subir ce genre d'attente classique. Cepen-
dant, il y a d'autres types d'attente : l'attente intermédiaire, comme attendre
que la pluie cesse ou, encore, l'attente plus fébrile, comme attendre que votre
bateau rentre à bon port.
Pour ceux qui attendent en �le, la solution est très simple : ajouter des
ressources ou bien agir, faire quelque chose pour accélérer le service. C'est
l'évidence même.
Cependant, ce n'est pas aussi simple, car il faut tenir compte de certaines
subtilités.
Premièrement, sur une longue période, la majorité des processus de service
ont une capacité de traitement supérieure à celle qui est nécessaire. Par consé-
quent, le problème des �les d'attente ne survient que pendant de courtes pé-
riodes.
Deuxièmement,il ne faut pas perdre de vue le fait qu'à certains moments, le
système est vide : les employés sont inoccupés et attendent que les clients
se présentent. En augmentant la capacité, on ne fait qu'augmenter le temps
d'inoccupation des employés. Donc, si on veut concevoir un système de ser-
vice, il faut comparer le coût associé au niveau de service (capacité) mis en
place et le coût associé à l'attente des clients.
La plani�cation et l'analyse de la capacité de service sont des thèmes traités
par la théorie des �les d'attente.
Cette théorie propose une approche mathématique permettant d'analyser les
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�les d'attente.
Elle s'est intéressée à l'étude des équipements téléphoniques automatiques
réalisée au début du XXe siècle par l'ingénieur danois en télécommunication,
A. K. Erlang. L'application de cette théorie n'a été généralisée à divers types
de problèmes qu'après la Seconde Guerre mondiale.
Les �les d'attentes se forment lorsque les clients arrivent de façon aléatoire
pour un service. Les exemples les plus courants de la vie de tous les jours
sont les caisses,des supermarchés, les établissements de restauration rapide,
les billetteries des aéroports, les cinémas, les bureaux de poste, les banques.
Toutefois, lorsqu'on parle d'attente, on pense souvent à des personnes. Or,
les � clients � en attente sont aussi des commandes en attente de traitement,
des camions en attente de chargement ou de déchargement, des machines
en attente de réparation, des programmes d'ordinateur qui attendent d'être
exécutés, des avions qui attendent l'autorisation de décoller, des bateaux qui
attendent les remorqueurs pour accoster, les voitures aux panneaux d'arrêt,
les patients dans les salles d'urgence, etc.
Généralement, les clients voient dans l'attente une activité sans valeur ajou-
tée et, s'ils attendent trop longtemps, ils associent cette perte de temps à une
mauvaise qualité de service. De la même façon, au sein de l'entreprise, des
employés inoccupés ou des équipements inutilisés représentent des activités
sans valeur ajoutée. Pour éviter ces situations, la majorité des entreprises
ont mis en place des processus d'amélioration continue dont le but ultime
est l'élimination de toute forme de gaspillage, notamment l'attente. Tous ces
exemples révèlent l'importance de l'analyse des �les d'attente. Commençons
par une question fondamentale : pourquoi y a-t-il de l'attente ?

0.1 Pourquoi y a-t-il de l'attente ?

Il est surprenant d'apprendre que des �les d'attente se forment même
dans les systèmes non congestionnés. Par exemple, un établissement de res-
tauration rapide qui peut traiter en moyenne 200 commandes à l'heure voit
malgré tout se former des �les d'attente avec un nombre moyen de 150 com-
mandes à l'heure.
L'expression clé est � en moyenne �. Le problème vient du fait que les arri-
vées des clients ont lieu à intervalles aléatoires plutôt qu'à intervalles �xes. De
plus, certaines commandes requièrent un temps de traitement plus long. En
d'autres termes, les processus d'arrivée et de service ont un degré de variabi-
lité élevé. Par conséquent, le système est soit temporairement congestionné,
ce qui crée des �les d'attente, soit vide, parce qu'aucun client ne se présente.
Donc, si le système n'est pas congestionné d'un point de vue macro, il l'est
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d'un point de vue micro. Par ailleurs, en cas de variabilité minimale ou in-
existante (arrivée selon les rendez-vous et temps de service constant), aucune
�le d'attente ne se forme.

0.2 L'objectif de l'analyse des �les d'attentes

L'objectif de l'analyse des �les d'attente est de minimiser le coût total,
qui équivaut à la somme de deux coûts : le coût associé à la capacité de ser-
vice mise en place (coût de service) et le coût associé à l'attente des clients
(coût d'attente).
Le coût de service est le coût résultant du maintien d'un certain niveau de
service, par exemple le coût associé au nombre de caisses dans un supermar-
ché, au nombre de réparateurs dans un centre de maintenance, au nombre de
guichets dans une banque, au nombre de voies d'une autoroute, etc.
En cas de ressources inoccupées, la capacité est une valeur perdue, car elle
est non stock-able. Les coûts d'attente sont constitués des salaires payés aux
employés qui attendent pour e�ectuer leur travail (mécanicien qui attend
un outil, chau�eur qui attend le déchargement du camion, etc.), du coût de
l'espace disponible pour l'attente (grandeur de la salle d'attente dans une
clinique, longueur d'un portique de lave-auto, kérosène consommé par les
avions qui attendent pour atterrir) et, bien sûr, du coût associé à la perte de
clients impatients qui vont chez les concurrents.
En pratique, lorsque le client est externe à l'entreprise, le coût d'attente est
di�cile à évaluer, car il s'agit d'un impact plutôt que d'un coût pouvant être
comptabilisé.
Cependant, on peut considérer les temps d'attente comme un critère de me-
sure du niveau de service. Le gestionnaire décide du temps d'attente accep-
table, � tolérable �, et il met en place la capacité susceptible de fournir ce
niveau de service.
Lorsque le client est interne à l'entreprise � les clients sont les machines et
les commis, l'équipe d'entretien , on peut établir directement certains coûts
se rapportant au temps d'attente des clients (machines). Par ailleurs, il ne
faut pas conclure trop rapidement que pour l'entreprise, le coût du temps
d'attente d'un employé qui attend est égal à son salaire durant le temps
d'attente ; cela impliquerait que la baisse nette des gains de l'entreprise, du
fait de l'inactivité d'un employé, est égale au salaire de ce dernier, ce qui, a
priori,n'est pas évident. L'employé, qu'il travaille ou qu'il attende, reçoit le
même salaire.
Par contre, sa contribution aux gains de l'entreprise est réellement perdue,
car la productivité baisse. Quand un opérateur de machine est inactif parce
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qu'il attend, sa force productive (qui peut comprendre, outre son salaire, une
proportion des coûts �xes de l'entreprise) est perdue. En d'autres termes, il
faut tenir compte non pas de la ressource physique en attente, mais plutôt
de la valeur (coût) de toutes les ressources économiques inactives, et évaluer
ensuite la perte de pro�t à partir de la perte de productivité. L'objectif de
l'analyse des �les d'attente est de trouver un compromis entre le coût associé
à la capacité de service et le coût d'attente des clients. La �gure suivante
illustre bien ce concept.
Notons que lorsque la capacité de service augmente, le coût de service aug-
mente. Par souci de simplicité, nous avons illustré un coût de service linéaire.
Cela n'a�ecte en rien la démonstration. Lorsque la capacité de service aug-
mente, le nombre de clients en attente et le temps d'attente tendent à dimi-
nuer, donc les coûts d'attente diminuent. Le coût total (la somme des coûts
de service et d'attente) est représenté sur le graphique par une courbe en
forme de U. Graphiquement, il su�t de déterminer le niveau de service se
traduisant par le coût total minimum. (Contrairement au modèle de la quan-
tité économique utilisé dans la gestion des stock Dans le cas d'une clientèle
externe à l'entreprise, les �les d'attente donnent une image négative de la
qualité du service o�ert.
Dans cette situation, les entreprises auront tendance à augmenter la rapidité
du service plutôt que d'augmenter le nombre d'employés. Le fait d'abaisser
le coût d'attente aura pour e�et de déplacer vers le bas la courbe en U, qui
représente le coût total.
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Chapitre 1

Analyse et terminologie

1.1 Introduction

On parle des phénomènes d'attentes chaque fois que certaines unités ap-
pelées � Client � se présentent d'une manière aléatoire à des stations a�n de
recevoir un service dont la durée est généralement aléatoire .
Si un poste de service est libre ,le client se dirige immédiatement vers ce
poste où il est servi .
Sinon il prend sa place dans une �le d'attente dans laquelle les clients se
rangent suivant leur ordre d'arrivée . Un système d'attente comprend donc
� Un espace de service � avec une ou plusieurs stations de service et � Un
espace d'attente" dans lequel se forme une éventuelle �le d'attente .Comme
le montre le schéma suivant

6
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1.2 Structure de base

� Population : La population constitue la source de clients potentiels.
Elle est caractérisée par son nombre d'élément (�ni ou in�ni).

� File d'attente : La �le d'attente est caractérisée par le nombre maximum
permis de clients en attente (�ni ou in�ni)

� Clients : Les clients (issus de la population) se joignent au système avec
un taux moyen d'arrivée.

� Service : Le service peut être assuré par un ou plusieurs serveurs. Le
temps qui s'écoule entre le début et la �n de service d'un client est
dénoté le temps de service suivant une loi de probabilité. Le taux de
service est une autre caractéristique du système.

� Stratégie de service : La stratégie de service réfère à l'ordre selon la-
quelle les clients sont servis : premier arrivée premier servi, au hasard,
selon des priorités ...

1.3 Classi�cation des systèmes d'attentes

Les phénomènes d'attentes sont classi�és et identi�és selon quatre critères
essentiels :

1. La loi des intervalles séparant deux arrivées consécutives ou inter arri-
vées ;c'est Le processus d'entrée noté A.

2. La loi du service : La loi du temps aléatoire qui met le client à recevoir
le service noté B.

3. La discipline du service : Le nombre de stations de service disponible
en même temps soit s

4. La capacité totale du système N qui représente le nombre maximum de
clients pouvant être présents dans le système.

Remarque : cette dernière est supprimée si elle est in�nie.
Le système de �le d'attente se décris alors par la notation de KENDALL
suivante : A/B/s/N et les cas les plus courants pour les deux premières
positions sont :
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� G : Pour la loi arbitraire.
� M : Pour symboliser une loi exponentielle .
� Ek : Pour indiquer la loi Gamma d'ordre k.
� D : Pour la loi déterministe.

1.4 Terminologie et notations

En lien avec la loi exponentielle :
λ :Le taux d'arrivée ;le nombre moyen d'arrivées par unité de temps.
1
λ
:L'intervalle de temps moyen séparant deux arrivées consécutives .

µ : Le taux de service ;le nombre moyen de clients servis par unité de temps.
1
µ
:Temps moyen de service d'un client dans le système. L'analyse d'un sys-

tème de �le d'attente dépends de l'état initial et du temps écoulé. C'est la
situation transitoire où l'étude est très complexe. Dans la théorie des �les
d'attente l'étude se fait une fois que le système atteint sa situation d'équi-
libre ; où les états du système sont essentiellement indépendants de l'état
initial et du temps déjà écoulé. On suppose que le système est en opération
depuis un très long moment.
En situation d'équilibre on note :

� Pn : Probabilité qu'il y ait n clients dans le système.
� L : Nombre moyen (espérance mathématique) de client dans le système.
� Lq : Nombre de clients dans la �le d'attente excluant ceux qui sont dans
le service.

� W : Le temps moyen passée par un client dans le système.
� Wq : Le temps moyen passée par un client dans la �le (excluant le temps
de service)

1.5 Exemples des �les d'attentes

Voici quelques exemples classiques des modèles des �les d'attente :

1. Modèle M/M/1
� Les clients se présentent suivant un processus de Poisson.
� Le temps de service suit une loi exponentielle de taux µ ,indépen-
damment d'un client à un autre.

� La �le d'attente peut s'étendre à l'in�ni. Le cas d'un guichet de poste
avec un seul serveur.

2. Modèle M/M/∞
� Les arrivées suivent une loi de Poisson.
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� Les temps de service suivent une loi Exponentielle.
� Le nombre de serveurs est in�ni :Les clients sont traités simultané-
ment et indépendamment.On les retrouve généralement dans le cas
des réseaux téléphoniques.

3. Modèle M/G/1
� Les arrivées suivent une loi de Poisson.
� Les temps de service sont arbitrairement distribuées.

1.6 Rappels

Notre étude se base sur le processus de Poisson et sur quelques lois de
probabilités importantes que nous allons rappeler .

Dé�nition 1.6.1 La loi de poisson :

En théorie des probabilités et en statistiques, la loi de Poisson est une loi de
probabilité discrète qui décrit le nombre d'événements se produisant dans un
laps de temps �xe . donnée par :

p(k) = P(X = k) =
λk

k !
e−λ

où k ∈ N

Dé�nition 1.6.2 La loi exponentielle

Une loi exponentielle modélise la durée de vie d'un phénomène sans mémoire,
ou sans vieillissement .
Sa fonction de répartition est donnée par :

F (x) = (1− e−λx)1R+

et

E(X) =
1

λ

Dé�nition 1.6.3 Le processus de poisson

On s'intéresse ici au comptage du nombre d'occurrence d'un événement ; par
exemple la naissance d'individus .
On note N(t) :Le nombre d'événements survenus dans l'intervalle [0,t].Un
tel processus a une trajectoire en escaliers . l'événement d'intérêt survient
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aux dates t1, t2, ... à chacune de ces dates le comptage augmente de 1.

N(t) = 0 si t < t1

= 1 si t1 < t ≤ t2

= .

= .

= .

= k si tk < t ≤ tk + 1

Proposition 1.6.1 On dit qu'un tel processus est de Poisson s'il véri�e les
hypothèses suivantes

i| Le processus est sans mémoire : L'occurrence d'événement avant la
date t n'in�ue pas sur l'occurrence d'événement après t : ∀t > 0eth > 0

N(t+ h)−N(t) ⊥ N(t)−N(t− h)

ii| Le processus est homogène dans le temps : La loi de l'accroissement
[N(t+ h)−N(t)]du processus ne dépend que de h et pas de t :

N(t+ h)−N(t)
en loi
= N(h)−N(0)

Remarque 1.6.1 L'hypothèse (i) induit que le processus de comptage véri-
�e : l'hypothèse de Markov : toute information issue du passé du processus
qui conditionne la loi de N(t) est résumé par le présent.

.

Dé�nition 1.6.4 Considérons x ≥ 0 le processus ponctuel Nx = {tnx} dé�ni
par :

* t1
x = x

** tn+1
x = tn

x + τn pour n ≥ 0
Le processus Nx est le processus de renouvellement associé à la suite (τn) où
(τi)i≥0 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées

Dé�nition 1.6.5 Une probabilité µ sur R n'est pas latticielle s'il n'existe pas
de δ > 0 tel que µ(δZ) = 1
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Proposition 1.6.2 Si la variable τ0 a une loi non latticielle en notant pour
x ≥ 0,St

x est le premier point de Nx après t .

St
x = inf {u > t/Nx([t, u]) 6= 0} = inf {tnx/tnx > t}

La variable positive St
x − t converge en loi vers la loi de densité

x→ P(τ0 ≥ x)

E(τ0)

sur R+,quand t tend vers l'in�ni.

Dé�nition 1.6.6 Une suite (Xn)n≥0 de variables aléatoires à valeurs dans
E �ni ou dénombrable est une chaine de Markov si :

P (Xn+1 = xn+1/X0 = x0, X1 = x1, ..., Xn = xn) = P (Xn+1 = xn+1/Xn = xn)

théorème 1.6.1 Soit π une loi stationnaire d'une chaine de Markov (πP =
π)
Pour une chaine de Markov irréductible, elle a une loi stationnaire si et
seulement si elle est récurrente positive

théorème 1.6.2 1. Soit (Xn)n≥1 une chaine de Markov irréductible ré-
currente positive de loi stationnaire π et de période d.
Alors pour tout x, y ∈ E,∃r = r(x, y) tel que :

lim
m→∞

Pmd+k(x, y) = =

{
dπ(y) si k = r
0 si 0 ≤ k < d, k 6= r

2. Si de plus la chaine de Markov est apériodique (d=1),alors pour tout
x, y ∈ E,on a

lim
n→∞

P n(x, y) = π(y)

Dé�nition 1.6.7 Le générateur du semi groupe (P (t))t≥0 est dé�ni par :

A = lim
t→0

P (t)− I
t

A = (qxy)x,y∈E



Chapitre 2

Systèmes de �les d'attente

2.1 Arrivées de Poisson et des temps de service

de loi exponentielle

Les modèles de �les d'attente les plus simples et les plus fréquents sont
ceux qui ont un processus de Poisson pour les arrivées et un temps de service
exponentiellement distribué .Dans ce cas la taille de la �le d'attente constitue
un processus de naissance et de mort car
Une naissance ←→ arrivée d'un client
Une mort ←→ départ d'un client .
Pour le processus d'arrivée Poisson nous avons :

1.
P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λh+ o(h) (2.1)

avec N(t) : est le nombre de clients arrivants à l'instant t.

2.

P(aucune arrivée dans[t, t+h]) = P(N(t+h)−N(t) = 0) = 1−λh+o(h)
(2.2)

de même la propriété exponentielle de la distribution exprimée par son
taux constant implique que :

3.

P((un service est achevé en[t,t+h]/le service a commencé à l'instant t) = µh+o(h)
(2.3)

4. P((un service n'est pas achevé en[t,t+h]/le service a commencé à l'instant t) =

P(N(t+ h)−N(t) = 0) = 1− µh+ o(h) (2.4)

12
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2.2 Système M/M/1

2.2.1 Introduction

Une �le d'attente M/M/1 peut être dé�nie par le processus stochastique
suivant :

{Xt, t ≥ 0}

qui compte le nombre de personnes dans la �le, il représente ainsi la taille de
la �le d'attente.
On rappelle que dans ce cas les instants d'arrivées des clients sont distribués
selon un processus de Poisson d'intensité λ et que les temps de service sont
indépendants (et indépendants du processus d'arrivée) et suivent la loi ex-
ponentielle de paramètre µ. L'indépendance des arrivées implique que Xt est
une chaine de Markov homogène en particulier est un processus de naissance
et de mort.

2.2.2 Analyse mathématique

P((X(t+h) = k+1/X(t) = k) = P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λh+o(h) (2.5)

Car l'accroissement de la taille de la �le d'attente par un client correspond
à l'arrivage d'un client dans l'intervalle [t,t+h]. De façon similaire le décrois-
sement de la taille de la �le d'attente par un client veut dire : un client est
servis donc aussi un service est achevé .

P((X(t+h) = k−1/X(t) = k) = P(Un client est servi) = P(Un service est achevé)

il s'en suit
= µh+ o(h) (2.6)

(Xt, t ≥ 0) est un processus de naissance et de mort avec :
� Les paramètres de naissance : λk pour k=0,1,...
� Les paramètres de mort : µk pour k=1,2,... et µ0 = 0

La distribution d'équilibre de chaine de Markov est :
Pour k=0,1,...

lim
t→∞

P(X(t) = k) = πk
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nous introduisons maintenant les quantités auxiliaires θj admises et dé�-
nies par :

θ0 = 1 et θj =
λ0λ1λ2...λj−1
µ1µ2µ3...µj

(2.7)

Pour j=0,1,...,nous avons pour la loi stationnaire

π0 =
1∑∞
0 θj

(2.8)

πk = θkπ0 =
θk∑∞
0 θj

(2.9)

Quand
∞∑
0

θj =∞

Alors
lim
t→∞

P(X(t) = k) = 0 ∀k

Pour une �le M/M/1

θ0 = 1 et θj =

(
λ

µ

)j
pour j=0,1,... (2.10)

Alors
∞∑
j=0

θj =

{ ∑∞
j=0

(
λ
µ

)j
= 1

1−λ
µ

si λ < µ

∞ si λ ≥ µ
(2.11)

Nous concluons que la distribution d'équilibre n'existe pas lorsque le taux
d'arrivée λ est égal ou supérieur à µ dans ce cas la longueur de la �le d'attente
augmente sans limite .
Ainsi que dans le cas où λ < µ

π0 =
1
1

1−λ
µ

= 1− λ

µ
(2.12)

• La distribution d'équilibre dans ce cas est alors donnée par :

πk = π0θk =

(
1− λ

µ

)(
λ

µ

)k
(2.13)
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Nous reconnaissons (2.13) une loi géométrique et par suite la taille moyenne
de la �le est donnée par :

L =
λ

µ− λ
=

ρ

1− ρ
(2.14)

Remarque 2.2.1

ρ =
λ

µ
=

le taux d'arrivée

le taux de service
(2.15)

Dé�nition 2.2.1 ρ est appelé coe�cient d'utilisation du système, ou inten-
sité du tra�c.
Comme il exprime le nombre moyen d'arrivées par durée moyenne de service,
c'est aussi la probabilité d'occupation de la station de service.
Si ρ > 1 cela signi�e qu'il y a en moyenne plus d'arrivées que de clients
servis, et le système s'engorge (la longueur de la �le d'attente augmente ).
On conservera cette notation dans la suite.

Remarque 2.2.2 Plus que l'intensité du tra�c se rapproche de un , plus que
la longueur moyenne de la �le d'attente L tend vers l'in�nie.

Remarque 2.2.3 La probabilité d'être servi immédiatement à l'arrivée est
π0

La distribution du temps d'attente Nous pouvons toujours calculer la
distribution du temps d'attente dans le cas où λ < µ
Quand un client vient et trouve n clients devant lui alors le temps d'at-
tente total de ce client comprenant le temps de son service est la somme

des temps de services des n clients plus son temps de service.
Comme chaque temps de service suit une exponentielle de paramètre µ et les
temps de services sont indépendants ,par conséquence la somme possède une
distribution GAMMA :Γ(µ, n+ 1)

P(T ≤ t/n clients devant) =

∫ t

0

µn+1τne−µτ

Γ(n+ 1)
dτ (2.16)
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Ainsi en régime stationnaire et pour t>0 :

P(T ≤ t) =
∞∑
n=0

P(T ≤ t/n clients devant)P(X(t) = n)

=
∞∑
n=0

P(T ≤ t/n clients devant)P(X(t) = n)

=
∞∑
n=0

∫ t

0

µn+1τne−µτ

Γ(n+ 1)

(
λ

µ

)n(
1− λ

µ

)
dτ

=

∫ t

0

µe−µτ
(

1− λ

µ

) ∞∑
n=0

λnτn

Γ(n+ 1)
dτ

=

∫ t

0

µe−µτeλτ
(

1− λ

µ

)
dτ

=

∫ t

0

µ

(
1− λ

µ

)
e−τµ(1−

λ
τ
)dτ

= 1− e−t(µ−λ)

On remarque bien que c'est la fonction de répartition d'une

exponentielle de paramètres (µ− λ)de moyenne

W =
1

µ− λ

Alors L véri�e bien la relation :

L = λW

Les périodes d'activités et d'inactivités dans un système de �le
d'attente : Le système de �le d'attente alterne entre les durées où les
serveurs sont occupés et où ils sont inactifs.

De�nition 2.2.2.1 Une période d'inactivité I commence à l'instant où le
dernier client quitte le serveur et dure jusqu'au l'arrivée du prochain client.
Lorsque le processus d'arrivée suit une Poisson ,alors une période d'inactivité
ou (temps d'inter-arrivé)suit une loi exponentielle , de moyenne

E (I) =
1

λ
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De�nition 2.2.2.2 une période occupée est une durée dans laquelle le sys-
tème n'est pas vide, Quand les arrivées à une �le d'attente forment un pro-
cessus de Poisson , alors les durées successives Xk du commencement de la
k iéme période occupée au début de la période occupée suivante forment un
processus de renouvellement.
Chaque Xk est formé d'une partie occupée Bk et une partie inoccupée Ik.
comme le montre le schéma suivant :

soit :

p0(t) = P(la probabilité que le système soit vide à l'instant t )

. Référence au théorème des renouvellement [1]page 294

lim
t→∞

p0(t) =
E(I1)

E(I1) + E(B1)

Par suite nous substituons les quantités connues :

π0 = 1− λ

µ
et E(I1) =

1

λ

pour obtenir :

1− λ

µ
=

1
λ

1
λ

+ E(B1)

E(B1) =
1

µ− λ
Pour la longueur moyenne d'une période occupée(animée).
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2.3 Modèle M/M/∞

2.3.1 Introduction

Cette �le d'attente à une in�nité de serveurs et joue un rôle crucial dans
la plupart des études probabilistes des réseaux de télécommunication.

2.3.2 Analyse mathématique

Quand un nombre in�ni de serveurs est toujours disponible ,alors tout les
clients dans le système sont simultanément servis .
Le taux de départ d'un seul client étant µ alors le taux de départ pour k clients
est :kµ Nous obtenons les paramètres de naissance et de mort suivants :

µk = kµ pour k = 1, 2, ...

λk = λ pour k = 0, 1, ...

Les quantités auxiliaires de (2.7) sont :

θk =
λ0λ1...λk−1
µ1µ2...µk

=
1

k !

(
λ

µ

)k
pour k = 0, 1, ...

Ainsi que
∞∑
k=0

θk =
∞∑
k=0

1

k!

(
λ

µ

)k
= e

λ
µ

Donc :

π0 =
1∑∞
k=0 θk

= e−
λ
µ

La loi stationnaire est donc :

πk = θkπ0 =

(
λ
µ

)k
e−(λµ)

k !
pour k = 0, 1, ... (2.17)

C'est une loi de poisson avec longueur de �le d'attente moyenne

L =
λ

µ

Remarque 2.3.2.1 Dans ce cas le service commence dés qu'un client arrive
dans le système .
Le temps d'attente d'un client consiste seulement du temps de service distri-
bué de façon exponentielle et le temps moyen d'attente est :

W =
1

µ
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2.4 Système M/M/s

Quand un nombre �xe s de serveurs est disponible avec la supposition
qu'un serveur n'est jamais inoccupé si les clients attendent. Donc les para-
mètres de naissance et de mort sont :

λk = λ ∀k = 0, 1, ...

µk =

{
kµ pour k = 0, 1, ..., s
sµ pour k > s

Considérons : X(t)= Le nombre de clients à l'instant t.
Donc le nombre de serveurs en cours est : min(X(t), s)
Le nombre de clients en attente du service est : max (X(t)− s, 0) Les quan-
tités auxiliaires sont donc données par :

θk =
λ0λ1...λk−1
µ1µ2...µk

=


1
k !

(
λ
µ

)k
si k = 0, 1, ...s

1
s !

(
λ
µ

)s (
λ
sµ

)k−s
si k > s

Pour le premier cas c'est clair, alors le résultat du second cas est :

θk =
λk

µ1µ2...µsµs+1...µk

=
λk

(1).µ.(2).µ...(s− 1).µ.(s).µµs+1...µk

=
λsλk−s

s !µs(sµ)k−s

=
1

s !

(
λ

µ

)s(
λ

sµ

)k−s

D'où le résultat.
Regardons maintenant à la loi stationnaire dans le cas où λ < sµ
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Commençons d'abord par calculer :

∞∑
j=0

θj =
s∑
j=0

θj +
∞∑

j=s+1

θj

=
s∑
j=0

1

j !

(
λ

µ

)j
+

∞∑
j=s+1

1

s !

(
λ

µ

)s(
λ

sµ

)j−s
=

s∑
j=0

1

j !

(
λ

µ

)j
+

1

s !

(
λ

µ

)s ∞∑
j=s+1

(
λ

sµ

)j−s
=

s∑
j=0

1

j !

(
λ

µ

)j
+

1

s !

(
λ

µ

)s ∞∑
k=1

(
λ

sµ

)k

=
s∑
j=0

1

j !

(
λ

µ

)j
+

(
λ
µ

)s
s !
(

1− λ
sµ

)

Ce résultat nous donne la formule de π0 :

π0 =
1∑s−1

j=0
1
j !

(
λ
µ

)j
+

(λµ)
s

s !(1− λ
sµ)

Dans le cas où λ < sµ (2.18)

en�n on aboutit à la formule de la distribution stationnaire :

πk = θkπ0 =


1
k !

(
λ
µ

)k
π0 si k = 0, 1, ...s

1
s !

(
λ
µ

)s (
λ
sµ

)k−s
π0 si k > s

(2.19)

Remarque 2.4.0.2 L'intensité du tra�c dans un système M/M/s est donné
par :

λ

sµ

à nouveau quand ce taux s'approche de 1 alors la longueur moyenne de la �le
d'attente devient illimitée.

Dans le paragraphe suivant on va s'intéresser à trouver l'expression de L0

bien sûr dans le cas où : λ < sµ
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Calcul de L0 Rappelons d'abord que L0 est Le nombre moyen de clients
dans le système attendant et ne subissant pas service.

L0 =
∞∑
j=s

(j − s)P (X(t) = j)

=
∞∑
k=0

kP (X(t) = s+ k)

=
∞∑
k=0

kπs+k[
vu que πs+k = π0θs+k = π0

1

s !

(
λ

µ

)s(
λ

sµ

)k+s−s]
=
π0
s !

(
λ

µ

)s ∞∑
k=0

k

(
λ

sµ

)k
=
π0
s !

(
λ

µ

)s(
λ

sµ

) ∞∑
k=0

k

(
λ

sµ

)k−1
=
π0
s !

(
λ

µ

)s λ
sµ(

1− λ
sµ

)2

Finalement

L0 =
π0
s !

(
λ

µ

)s λ
sµ(

1− λ
sµ

)2 (2.20)

Donc

W0 =
L0

λ

Comme

W = W0 +
1

µ

Par conséquent :

L = λW = λ

(
W0 +

1

µ

)
= L0 +

λ

µ

2.5 Systèmes M/G/1 et M/G/∞
Introduction : Nous continuons à supposer que les arrivées suivent un

processus de Poisson de taux λ mais les temps de service des client successifs
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suivent une loi arbitraire.

G(y) = P (Yk ≤ y)

ayant un temps de service moyen (�ni).

ν = E (Yk)

2.5.1 Système M/G/1

Nous considérons ici un système mono-serveur ,avec les arrivées de Pois-
son de taux λ et une loi de temps de service générale .Ainsi que les durées
successives Xk à partir du commencement de la kième période d'activité au
début de la prochaine période d'activité .
Chaque Xk est compris d'une partie active Bk et une partie inactive Ik,alors
d'après la proposition (1.6.2) :
p0(t) :la probabilité que le système soit vide à l'instant t converge vers :

lim
t→∞

p0(t) = π0 =
E(I1)

E(X1)
(2.21)

=
E(I1)

E(I1) + E(B1)
(2.22)

A' cause de la propriété de sans mémoire qui caractérise les temps d'inter
arrivés dans un processus de Poisson on a : chaque période inoccupée suit
une loi exponentielle de moyenne

E(I1) =
1

λ

Une période occupée B est comprise du premier temps de service plus les
périodes occupées produites par tous les clients qui arrivent pendant ce pre-
mier temps de service et soit A :le nombre aléatoire de nouveaux arrivants .
Nous allons évaluer la période occupée moyenne conditionnelle :
D'abord pour A= 0 :

E[B1/A = 0, Y1 = y] = y

parce que quand les clients n'arrivent pas,la période d'occupation B1 est
constituée seulement du service du premier client
Ensuite pour A =1

E[B1/A = 1, Y1 = y] = y + E(B1)
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car ; sur l'achèvement de service pour le client initial ,la nouvelle arrivée fait
commencer une nouvelle période occupée qui est statistiquement identique à
la première .
Nous continuons par le même raisonnement jusqu'au l'ordre n ,nous dédui-
sons :

E(B1/A = n, Y1 = y) = y + nE(B1)

Par la formule des causes totales :

P(B1/Y1 = y) =
∞∑
n=0

P(B1/A = n, Y1 = y)P(A = n/Y1 = y)

D'où à l'espérance

E[B1/Y1 = y] =
∞∑
n=0

E[B1/A = n, Y1 = y]P(A = n/Y1 = y) (2.23)

=
∞∑
n=0

{y + nE[B1]}
(λy)ne−λy

n !
(2.24)

=
∞∑
n=0

y
(λy)ne−λy

n !
+
∞∑
n=0

nE[B1]
(λy)ne−λy

n !
(2.25)

= y + λyE[B1]
∞∑
n=0

(λy)n−1e−λy

(n− 1) !
(2.26)

= y + λyE[B1] (2.27)

Finalement

E[B1] =

∫ ∞
0

E[B1/Y1 = y] dG(y) (2.28)

=

∫ ∞
0

[λyE[B1] + y] dG(y) (2.29)

=

∫ ∞
0

y dG(y) + λE[B1]

∫ ∞
0

y dG(y) (2.30)

= ν[1 + λE[B1]] (2.31)

car E[Y1] = ν
Après la résolution de l'équation nous obtenons

E[B1] =
ν

1− λν
(2.32)
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Pour calculer la fraction de temps d'inactivité de long terme nous utilisons

π0 =
E(I1)

E(I1) + E(B1)
(2.33)

=
1
λ

1
λ

+ ν
1−λν

(2.34)

= 1− λν pour λν < 1 (2.35)

Chaine de Markov intégrée Le nombreX(t) des clients dans le sys-
tème à l'instant t n'est pas un processus de Markov pour un système M/G/1
car ; si on est de prédire le comportement futur du système ,il faut savoir en
outre le temps dépassé en service(c'est la propriété de sans mémoire de la loi
exponentielle du temps de service qui rend cette information supplémentaire
inutile)
Considérons :
Xn : Le nombre de clients dans le système après le départ du nième client

Xn =

{
Xn−1 − 1 + An si Xn−1 > 0
An si Xn−1 = 0

(2.36)

Donc
Xn = (Xn−1 − 1)+ + An

comme An est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du nième
client et x+ = max(0, x) .Ainsi que le processus d'arrivée est Poisson alors le
nombre An est indépendant des arrivées plus tôt.
Nous calculons :

αk = P {An = k} =

∫ ∞
0

P(An = k/Yn = y) dG(y) (2.37)

=

∫ ∞
0

(λy)ke−λy

k !
dG(y) (2.38)

Pour j=0,1,...

Pij = P(Xn = j/Xn−1 = i) = P(An = j − i+ 1) si − (i− 1) > 0
(2.39)

= P(An = j − (i− 1)+) (2.40)

Et donc

Pij =

{
αj−i+1 pour i ≥ 1 j ≥ i+ 1
αj pour i = 0

(2.41)

Xn est appelée chaine de Markov intégrée
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Longueur de la file d'attente à l'équilibre La chaine de Mar-
kov intégrée a un intérêt particulier dans la �le d'attente M/G/1, car dans
ce cas particulier la loi stationnaire de la chaine de MarkovXn est égale à la
loi limite pour le procédé de longueur de �le d'attente X(t)

lim
t→∞

P(X(t) = j) = lim
n→∞

P(Xn = j)

Nous utiliserons ce fait utile pour évaluer la longueur de la �le d'attente
moyenne .
l'équivalence entre la loi stationnaire de la chaîne de Markov Xn et le proces-
sus non Markovien X(t) est assez subtil . Ce n'est pas la conséquence d'un
principe général et ne devrait pas être assumé pour se tenir dans d'autres
circonstances sans justi�cation prudente,la démonstration est esquissée en
annexe à cette section.
Nous allons calculer la longueur de la �le d'attente prévue à l'équilibre

L = lim
t→∞

E(X(t))

en calculant la quantité correspondante de la chaine de Markov intégrée

L = lim
n→∞

E(Xn)

Si
X=X∞= le nombre de clients dans le système après qu'un client quitte
et
X'=le nombre de clients après le prochain départ
Donc

X
′
= X − δ +N (2.42)

avec
N= le nombre d'arrivée au cours de la période du service .

δ =

{
1 si X > 0

0 si X = 0

à l'équivalence X a la même loi que X
′
et en particulier

L = E(X) = E(X
′
)

Par la relation(2.42)et (2.35)

E
[
X

′
]

= E [X] + E [δ] + E [N ] ⇒ E [N ] = E [δ] = 1− π0 = λν (2.43)
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on a :
(X

′
)2 = X2 + δ2 +N2 − 2δX + 2N(X − δ)

et comme δ2 = δ et δX = X Alors :

(X
′
)2 = X2 + δ +N2 − 2X + 2N(X − δ) (2.44)

Maintenant N : le nombre de clients arrivants durant la période du service
est indépendant de X et par conséquent de δ
C'est donc pour ça que :

E [N(X − δ)] = E [N ]E [X − δ] (2.45)

et comme X et X
′
ont la même loi ,alors :

E
[
X2
]

= E
[
(X

′
)2
]

(2.46)

prenons l'espérance dans l'équation (2.44) :

E
[
X

′
)2
]

= E
[
X2
]

+ E [δ] + E
[
N2
]
− 2E [X] + 2E [N ]E [X − δ]

Par (2.43)et (2.46),Nous obtenons :

0 = λν + E
[
N2
]
− 2L+ 2λν {L− λν}

Par suite

L =
λν + E [N2]− 2(λν)2

2(1− λν)
(2.47)

Il nous reste à évaluerE [N2]où N est le nombre de clients arrivants durant le
temps de service y.
En conditionnant par Y=y,la variable aléatoire N aura toujours une loi de
poisson mais de moyenne

E [N/Y = y] = λy

D'où :
E
[
N2/Y = y

]
= λy + (λy)2

En utilisant la formule suivante :

E [X] = E [E [X/Y ]]

nous obtenons :

E
[
N2
]

= E
[
E
[
N2/Y = y

]]
= λ

∫ ∞
0

y dG(y) + λ2
∫ ∞
0

y2 dG(y) (2.48)

= λν + λ2(τ 2 + ν2) (2.49)
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Où τ est la variance de la loi du temps de service.
Nous remplaçons ce résultat dans l'équation (2.48) pour obtenir la formule
�nale de L :

L =
2λν + λ2τ 2 − (λν)2

2(1− λν)
(2.50)

= ρ+
λ2τ 2 + ρ2

2(1− ρ)
(2.51)

Ce dernier résultat est obtenue par retrancher et rajouter un ρ2où

ρ = λν

est l'intensité du tra�c .
Finalement,

W =
L

λ
=

2λν + λ2τ 2 − λ2ν2

2λ(1− λν)

=
2λν(1− λν) + λ(λτ + λν)

2λ(1− λν)

= ν +
λ(τ 2 + ν2)

2(1− ρ)

Les résultats expriment des faits surprenants ;ils a�rment que pour un taux
moyen d'arrivée λ et une moyenne du temps de service ν on peut diminuer
la taille de la �le d'attente L et le temps d'attente moyen en diminuant la
variance du temps de service.
Le meilleur cas à cet égard correspond à un temps de service constant (va-
riance nulle).

2.5.2 Système M/G/∞
Introduction

Des résultats complets sont disponibles lorsque chaque client reçoit son
service dés son arrivée ,indépendamment à des autres clients dans le système.
Telle situation peut se produire lors de la modélisation des systèmes de libre
service.
SoientW1,W2, ... les temps d'arrivées successives des clients, et soient V1, V2, ...
les temps de services correspondants.
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Analyse mathématique

Avec cette notation le kième client est dans le système à l'instant t si et
seulement si Wk < t (le client arrive avant l'instant t) et Wk + Vk > t le
service va au-delà de t .
La suite des paires (W1, V1), (W2, V2), ... est appelée un processus de Poisson
marqué .
Pour pouvoir terminer cette étude ; Nous allons énoncer le théorème suivant :

Théorème 2.5.2.1 soient (W1, V1) , (W2, V2),...Un processus de Poisson
marqué où W1,W2, ... sont les temps d'attentes dans un processus de Poisson
de taux λ
et V1,V2,...sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de fonction de densité g(y).
Alors (W1, V1) , (W2, V2),... forment un processus de point de Poisson non
homogène à deux dimensions dans le plan (t, y), où le nombre moyen de
points dans une région (A) est donnée par

µ(A) =

∫ ∫
A

λg(y) dy dt

On va utiliser l'illustration suivante a�n d'obtenir quelques résultats.
La �gure suivante illustre le processus de Poisson marqué et X(t) est le
nombre de client à l'instant t i.e le nombre des paires (Wk, Vk) véri�ant

Wk < t

et
Wk + Vk > t

Nous dé�nissons :

At : {(w, v) : 0 ≤ w ≤ t et v > t− w}
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D'après le théorème : le nombre de points dans At suit une distribution de
Poisson de moyenne

µ(At) =

∫ ∫
At

λ dw dG(v)

= λ

∫ t

0

{∫ ∞
t−w

dG(v)

}
dw

= λ

∫ t

0

(1−G(t− w)) dw

Par le changement de variable t-w=x : = λ

∫ t

0

(1−G(x)) dx

En résumé,

pk(t) = P {X(t) = k}

=
µ(At)

ke−µ(At)

k !
pour k = 0, 1, ...

Ainsi que

lim
t→∞

µ(At) = λ

∫ ∞
0

[1−G(x)] dx = λν

Où ν le temps moyen de service.Par suite nous obtenons notre trésor ! !

πk =
(λν)k e−λν

k !
pour k = 0, 1, ...

APPENDICE Nous esquissons une preuve de l'équivalence entre la loi
limite pour la chaîne de Markov intégrée dans un modèle M/G/1 première-
ment commençant à t = 0, soit ηn désigne ces instants où la taille de la �le
d'attente X(t) augmente par un (une arrivée) et ξn représente ces instants
où X(t) diminue d'une unité (un départ)
Soit

Yn = X(ηn−)

: La longueur de la �le d'attente immédiatement avant une arrivée et soit

Xn = X(ξn+)

: La longueur de la �le d'attente immédiatement après un départ.
Pour n'importe quelle longueur de �le d'attente i et n'importe quel temps t,
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le nombre de visites de Yn à i jusqu'à l'instant t di�ère du nombre de visites
de Xnà i d'au plus une unité donc dans le long terme, les visites en moyenne
par unité de temps de Yn à i doit être égal au nombre moyen de visites de
Xn à i ; qui est la loi stationnaireπi de la chaîne de de Markov Xn, ainsi il
su�t de démontrer que la loi limite de X(t) est la même que celle de Yn ;qui
est Xt juste avant une arrivée, mais parce que les arrivées sont poisson et
les arrivées dans des intervalles de temps disjoints sont indépendantes d'une
arrivée qui se produit à l'instant t, il suit que X(t) et Yn ont la même loi
limite et donc Xt et la chaîne de Markov intégrée ont la même loi limite.



Chapitre 3

Variations et extensions

Dans cette section nous considérons quelques variantes des modèles simples
étudiés jusqu'à présent ,Nous nous limitons à des arrivées de Poisson et des
temps de service exponentielles.

3.1 Systèmes avec rejet

Supposons qu'un client qui arrive quand il y a n clients dans le système
entre avec une probabilité pn et part avec la probabilité qn = 1− pn
Si une longue �le d'attente décourage les clients,alors pn est une fonction
décroissante de n .
Comme un cas particulier s'il y a une salle d'attente �ni de capacité C nous
pouvons supposer que :

pn =

{
1 pour n < C

0 pour n ≥ C
(3.1)

Indiquant que,une fois la salle d'attente est remplie de capacité C , aucun
plus de clients ne peuvent entrer dans le système .
Soit à présent,X(t) le nombre de clients dans le système à l'instant t .
Nous admettons que si le processus d'arrivées est Poisson de taux λ et les
clients qui arrivent quand il y a n clients dans le système entrent avec la
probabilité pn,alors les paramètres de naissances sont :

λn = λpn pour n = 0, 1, ...

Dans le cas d'un seul serveur ,

µn = µ pour n = 1, 2, ...

31
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Nous pouvons évaluer la loi stationnaire πk de la longueur de la �le d'attente
par les moyens habituels.
Dans des systèmes avec rejet, pas tous les clients arrivants entrent dans le
système et certains sont perdus .
Alors le taux d'entrée est le taux au quel les clients entrent e�ectivement au
système à l'état stationnaire et est donné par

λI = λ
∞∑
n=0

πnpn

le taux au quel les clients sont perdus est : λ
∑∞

n=0 πnqn
Examinons en détail le cas d'un système M/M/s dans lequel ;le client arrivant
entre dans le système si et seulement si un serveur est libre, alors

λk =

{
λ pour k = 0, 1, ...s− 1

0 pour k = s

et
µk = kµ pour k = 0, 1, ..., s

Pour déterminer la distribution stationnaire on a :

θk =
λ0λ1...λk−1
µ1µ2...µk

=
1

k !

(
λ

µ

)k
pour k = 0, 1, ..., s

et comme :

πk =
θk∑∞
k=0 θk

Alors,

πk =

1
k !

(
λ
µ

)k
∑∞

0
1
j !

(
λ
µ

)j pour k = 0, 1, ..., s (3.2)

3.2 Systèmes avec retour

Considérons un système avec un seul serveur avec des arrivées de Poisson
et des temps de service exponentielles mais supposons qu'un certain client en
départ du serveur retourne à la �n de la �le d'attente pour un service supplé-
mentaire. Supposons en particulier qu'un client quittant le serveur s'écarte
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du système avec la probabilité q et retourne à la �le d'attente pour un ser-
vice supplémentaire avec la probabilité p = 1−q.Comme le montre le schéma
suivant :

Ainsi que toutes telles décisions sont statistiquement indépendantes et que les
demandes d'un client retournant au service sont statistiquement les mêmes
que ceux d'un client arrivant de l'extérieur le système.
Soient,
• λ : le taux d'arrivée au système.
• µ : le taux de service.
• X(t) : le nombre de clients dans le système à l'instant t.

Il s'en suit que X(t) est bien un processus de naissance et de mort. Avec ;

λn = λ pour n = 0, 1, ...

µn = qµ pour n = 1, ...

θk =
λ0λ1...λk−1
µ1µ2...µk

=

(
λ

qµ

)k

π0 =
1∑∞
k=0 θk

=
1∑∞

k=0

(
λ
qµ

)k
=

(
1− λ

qµ

)
Donc, quand λ < kµ

πk =

(
1− λ

qµ

)(
λ

qµ

)k
(3.3)
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3.3 Une �le d'attente avec deux serveurs

Considérons un système à deux serveurs où le serveur i a le taux µi pour
i=1 ,2. Les arrivées dans le système suivent un processus de Poisson de taux
λ. Un client qui arrive au système quand il est vide va directement au premier
serveur.
Si un client arrive au système quand le premier serveur est occupé s'oriente
au deuxième serveur.comme le montre le schéma suivant

Et si les deux serveurs sont occupés, le client est perdu.
Le système est décrit par la paire (X(t), Y (t)) où,

X(t) =

{
1 si le serveur 1 est occupé

0 si le serveur 1 est inoccupé

et

Y (t) =

{
1 si le serveur 2 est occupé

0 si le serveur 2 est inoccupé

Les quatre états du système sont :{(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} et les transitions
entre ces états sont données dans le tableau suivant :

De l'état à l'état taux de transition Description
(0, 0) (1, 0) λ arrivée lorsque le système est vide
(1, 0) (0, 0) µ1 la �n du service 1 quand le service 2 est libre
(1, 0) (1, 1) λ arrivée lorsque le service 1 est occupé
(1, 1) (1, 0) µ2 la �n du service 2 quand 1 est occupé
(1, 1) (0, 1) µ1 la �n du service 1 lorsque 2 est occupé
(0, 1) (1, 1) λ arrivée quand 2 est occupé et 1 libre
(0, 1) (0, 0) µ2 la �n du service 2 quand 1 est libre
Le processus ( X(t),Y(t))à états �nis, est une chaîne de Markov continue et les
taux de transitions donnent la matrice in�nitésimal de la chaîne de Markov

A =

−λ 0 λ 0
µ2 − (λ+ µ2) 0 λ
µ1 0 − (λ+ µ1) λ
0 µ1 µ2 − (µ1 + µ2)

(3.4)
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On trouve la loi stationnaire

π =
(
π(0,0), π(0,1), π(1,0), π(1,1)

)
par résolvant l'équation :

πA = 0

qui donne naissance au système d'équation :
−λπ(0,0) +µ2π(0,1) +µ1π(1,0) = 0

− (λ+ µ2)π(0,1) +µ1π(1,1) = 0
λπ(0,0) − (λ+ µ1) π(1,0) +µ2π(1,1) = 0

λπ(0,1) +λπ(1,0) − (µ1 + µ2) π(1,1) = 0
Avec

π(0,0) + π(0,1) + π(1,0) + π(1,1) = 1

Par un calcul d'algèbre élémentaire nous obtenons la solution :

π(0,0) = µ1µ2(2λ+µ1+µ2)
D

π(0,1) = λ2µ1
D

π(1,0) = λµ2(λ+µ1+µ2)
D

π(1,1) = λ2(λ+µ2)
D

(3.5)

où

D = µ1µ2(2λ+ µ1 + µ2) + λ2µ1 + λµ2(λ+ µ1 + µ2) + λ2(λ+ µ2)

3.4 Files d'attente prioritaires de préemption

Envisageons un processus de �le d'attente de serveur unique qui a deux
catégories de clients ;prioritaires et non prioritaires ,formant un processus
d'arrivée de Poisson,indépendantes avec des taux α et β respectivement .
Les temps de services sont indépendantes et exponentiellement distribués
avec les paramètres γ et δ respectivement.
Dans cette étude la discipline du système est la suivante :
- Premier arrivé premier servi pour les clients non prioritaires .
- Le service des clients prioritaires n'est jamais interrompu .
- Si un client prioritaire arrive lors d'un service d'un client non prioritaire
,alors le service de ce dernier est immédiatement arrêté en faveur au client
prioritaire .
- Le service interrompu du client est repris quand il n'y a pas de clients
prioritaires actuels.
Pour notre étude nous introduisons les outils suivants :
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1. Le taux d'arrivée du système est :

λ = α + β

2. La fraction
p =

α

λ

Dont sont les clients prioritaires dans le système .

3. La fraction

q =
β

λ

Dont sont les clients non prioritaire dans le système.

4. Dans le système le temps moyen de service est donnée par les moyens
pondérées de manière appropriée :

1

γ

Pour les clients prioritaire et
1

δ

Pour les clients non prioritaires . et pour la somme est :

1

µ
= p

(
1

γ

)
+ q

(
1

δ

)
(3.6)

=
1

λ

(
α

γ
+
β

δ

)
(3.7)

Où µ est le taux du service du système Finalement nous introduisons

5. l'intensité du tra�c pour le système :

ρ =
λ

µ

6. pour les clients prioritaires :

σ =
α

γ

7. pour les clients non prioritaires :

τ =
β

δ
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Par la formule (3.7) On remarque que :

ρ = σ + τ

L'état du système est décris par la paire ((X(t),Y(t))où
X(t) est le nombre de clients prioritaires dans le système et Y(t) le nombre
de clients non prioritaires dans le système.
Observant à présent que les clients prioritaires regardent le système comme
une simple �le d'attente M/M/1 ;Par conséquence on a la distribution sta-
tionnaire donnée par la l'équation (2.12)

πm = lim
t→∞

P (X(t) = m) (3.8)

= (1− σ)σm (3.9)

Ainsi que pour la longueur de la �le :

Lp =
σ

1− σ
(3.10)

Le temps moyen de service

W =
Lp
α

=
1

γ − α
(3.11)

Mais ce n'est pas le cas pour les clients non prioritaire et n'est pas aussi facile
d'obtenir des informations puisque ces arrivées sont fortement a�ectés par les
clients prioritaires. Cependant (X(t),Y(t))est un état discret ,alors la chaine
de Markov en temps continu et ses techniques nous permettra de décrire la
distribution limite quand elle existe .
Les transitions sont décrites dans la table suivante :
De l'état à l'état taux de transition Description
(m,n) (m+1,n) α arrivée d'un prioritaire
(m,n) (m,n+1) β arrivée d'un non prioritaire
(0, n)n ≥ 1 (0, n− 1) δ service d'un non prioritaire est complet
(m,n)m ≥ 1 (m-1,n) γ service d'un prioritaire est complet
Considérons

πm,n = lim
t→∞

P (X(t) = m,Y (t) = n)

La loi stationnaire du processus.
Par un raisonnement analogue
(α + β)π0,0 = γπ1,0 +δπ0,1 (1)
(α + β + γ)πm,0 = γπm+1,0 +απm−1,0(2)
(α + β + γ)π0,n = γπ1,n +δπ0,n+1 +βπ0,n−1 (3)
(α + β + γ)πm,n = γπm+1,n +βπm,n−1 +απm−1,n(4)
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Nous allons nous contenter de déterminer le nombre moyen Ln des clients
non prioritaires dans le système à l'état d'équilibre donné par :

Ln =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

nπm,n (3.12)

Nous introduisons la notation :

Mm =
∞∑
n=0

nπm,n =
∞∑
n=1

nπm,n (3.13)

et donc :
Ln = M0 +M1 + ... (3.14)

Par (3.9) nous obtenons :

pm = P {X(t) = m} =
∞∑
n=0

πm,n = (1− σ)σm (3.15)

et

πn = P {Y (t) = n} =
∞∑
m=0

πm,n (3.16)

Nous commençons par additionner les deux cotés de (1) et (2)pour m=0,1,...
Pour obtenir :

(α + β) π0,0 + γ
∞∑
m=1

πm,0 = γ
∞∑
m=1

πm,0 + δπ0,1 + απ0

Après simpli�cation ;
βπ0 = δπ0,1 (3.17)

Maintenant nous sommons (3)et(4) sur m=0,1,...
Pour obtenir :
(α + β + δ) π0,n+(α + β + γ)

∑∞
m=1 πm,n = γπ1,n+δπ0,n+1+βπ0,n−1+γ

∑∞
m=1 πm+1,n+

β
∑∞

m=1 πm,n−1 + α
∑∞

m=1 πm−1,n
Par suite :

(α + β) πn + δπ0,n + γ
∞∑
m=1

πm,n = γ
∞∑
m=1

πm,n + δπ0,n+1 + βπn−1 + απn

Par suite ;
βπn + δπ0,n = βπn−1 + δπ0,n+1
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Par induction avec (3.17),nous obtenons :

βπn = δπ0,n+1 pour n = 0, 1, ... (3.18)

Sommant (3.18) et utilisant le fait que :
∑

n πn = 1
Nous avons

β = δ
∞∑
n=0

π0,n+1 = δP {X(t) = 0, Y (t) > 0}

Or

P {X(t) = 0, Y (t) > 0} =
∞∑
n=1

π0,n =
β

δ
= τ (3.19)

Comme (3.9) a�rme que

P {X(t) = 0} = 1− α

γ
= 1− σ

On a :

π0,0 = P {X(t) = 0, Y (t) = 0} = P {X(t) = 0}P {X(t) = 0, Y (t) > 0}

= 1− α

γ
− β

δ
= 1− σ − τ

où σ + τ < 1

Avec les résultats préliminaires , nous nous tournons vers la détermination
de

Mm =
∞∑
n=1

nπm,n

et ceci en multipliant (3) par n et en sommant, nous tirons :

(α + β + δ)M0 = γM1 + δ

∞∑
n=1

nπ0,n+1 + β

∞∑
n=1

nπ0,n−1

= γM1 + δM0 − δ
∞∑
n=0

nπ0,n+1 + βM0 + β

∞∑
n=1

nπ0,n−1

= γM1 + δM0 − δ
(
β

δ

)
+ βM0 + β (1− σ)

où la dernière ligne est un résultat de (3.15)et(3.19).
Après simpli�cation et réarrangement ,le résultat et :

M1 = σM0 +
β

γ
σ (3.20)
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Par suite nous multiplions (4) par n et nous sommons ;
Alors

(α + β + γ)Mm = γM1 + β
∞∑
n=1

nπm,n−1 + αMm−1

= γMm+1 + βMm + β
∞∑
n=1

πm,n−1 + αMm−1

Nous nous référons à (3.15) et nous simpli�ons la formule ;

(α + γ)Mm = γMm+1 +αMm−1 +β (1− σ)σm pour m = 1, 2, ... (3.21)

Après quelques calculs,nous arrivons à la résolution des équation (3.20)et(3.21)
qui donnent :

Mm = M0σ
m +

β

γ
mσm pour m = 0, 1, ...

nous sommons sur m pour obtenir le résultat que nous désirons :

Ln =
∞∑
m=0

Mm =
1

1− σ

[
M0 +

β

γ

σ

(1− σ)

]
(3.22)

Ce résultat détermine Lnen fonction de M0

Pour obtenir la seconde relation ,nous multiplions (3.18) par n et nous som-
mons :

β

∞∑
n=0

nπ0,n+1 = βLn = δ

∞∑
n=0

nπ0,n+1

= δM0 − δ
∞∑
n=0

nπ0,n+1

= δM0 − δ
(
β

δ

)

Du coup :

M0 =
β

δ
(Ln + 1) = τ (Ln + 1) (3.23)
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Nous remplaçons (3.23)dans (3.22) :

Ln =
1

1− σ

[
M0 +

β

γ

σ

1− σ

]
=

1

1− σ

[
τ (Ln + 1) +

β

γ

σ

1− σ

]

Ln −
τ

1− σ
Ln =

1

1− σ

[
τ +

β

γ

σ

1− σ

]
(

1− τ

1− σ

)
Ln =

1

1− σ

[
τ +

β

γ

σ

1− σ

]

Ln =
τ

1− σ − τ

[
1 +

(
δ

γ

)
σ

1− σ

]
(3.24)

Donc la condition pour que Ln soit �ni(et la loi stationnaire existe) est

ρ = σ + τ < 1

Autrement dit ,l'intensité du tra�c du système doit être inférieure à 1.



Chapitre 4

Réseaux ouverts de �les d'attente
acyclique

Un réseau des �les d'attente est constitué de systèmes de �les d'attente
inter connectés. Les clients circulent entre les di�érents systèmes de �les.
Les réseaux des �les d'attente sont bien adaptés pour la modélisation des
interactions entre les di�érentes ressources d'un système de production, de
stockage, de communication ou d'information. Les réseaux des �les d'attente
sont principalement classés en trois types : réseaux ouverts,réseaux fermés et
réseaux mixtes.
Dans les réseaux de �les d'attente ouverts, les clients qui entrent dans le ré-
seau peuvent en sortir. Si un réseau ouvert est acyclique, les clients peuvent
visiter un système de �le d'attente seulement une fois avant de sortir du ré-
seau.
Par exemple les réseaux de �les d'attente composés de groupes de stations-
service avec les départs de certaines stations formant les arrivées des autres.Ceci
se pose dans les systèmes informatiques de traitement de l'information, des
boutiques d'emploi de fabrication, industries de services, tels que les hôpi-
taux et les terminaux de l'aéroport, et dans de nombreux autres contextes.
Un résultat remarquable permet de décrire le comportement stable de ces
cas complexes.

4.1 Théorème de base

Les résultats évoqués dans les paragraphes précédents a�rment que les
départs forment pour un nouveau service une �le d'attente avec des arrivées
Poisson muni des temps de service exponentielles.
Nous donnons le théorème suivant .

42
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Théorème 4.1.1 Soit {X(t), t ≥ 0} un processus de naissance et de mort
avec les paramètres de naissance constants .

λk = λ pour k = 0, 1, ...

et les paramètres de mort arbitraires

µk pour k = 1, 2, ...

Supposons qu'il existe une distribution stationnaire :

πk ≥ 0

où
∞∑
k=0

πk = 1

et que
P(X(0) = k) = πk pour k = 0, 1, ...

Et soit D(t) : Le nombre de décès dans [0,t] alors :

P (X(t) = k,D(t) = j) = P (X(t) = k)P (D(t) = j)

= πk
(λt)je−λt

j !

Remarque 4.1.1 Les conditions prévues sont satisfaites ,par exemple lorsque
X(t) est le nombre de client dans un système de �le d'attente de type M/M/s
qui est à l'état d'équilibre et dans lequel P (X(0) = j) = πj est la distribution
stationnaire du processus .
Dans ce cas ,une distribution de stationnarité existe à condition que λ < sµ
où µ est le taux de service individuel.
Pour voir l'importance de ce théorème ; supposons que X(t) représente le
nombre de client dans le système de �le d'attente à l'instant t ,alors
Le théorème a�rme que les clients forment un processus de poisson de taux
λ , encore plus le nombre de départ D(t) jusqu'à l'instant t est indépendant
du nombre X(t) des clients restants dans le système à l'instant t.
Nous remarquons que l'analyse qui précédente s'applique que si les processus
sont en équilibre .Par contre sous la condition que X(0)=0 alors ni les départs
forment un processus de Poisson ni D(t) serait indépendant de X(t).
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4.2 Files en tandem

Nous allons faire appel au théorème précédent a�n d'analyser un réseau
de �le d'attente simple qui est composé de deux �les possédant un serveur
unique connectée en série comme le montre le schéma suivant :

Soit Xk(t) le nombre de clients dans la kième �le d'attente à l'instant t.
Supposons le régime stationnaire.Tout d'abord commençons par un premier
serveur .
La distribution stationnaire est donc :

P (X1(t) = n) =

(
1− λ

µ1

)(
λ

µ1

)n
pour n = 0, 1, ...

Les départs de la première �le forment les arrivées au deuxième serveur et
donc le deuxième système a des arrivées de Poisson ; c'est une nouvelle �le
d'attente de type M/M/1.
Ainsi

P (X2(t) = m) =

(
1− λ

µ2

)(
λ

µ2

)m
pour m = 0, 1, ...

En outre comme les départs D1(t) du premier serveur sont indépendantes de
X1(t) il s'en suit que X2(t) est indépendante de X1(t)
Nous obtenons ainsi la distribution conjointe

P (X1(t) = n,X2(t) = m) = P (X1(t) = n)P (X2(t) = m)

=

(
1− λ

µ1

)(
λ

µ1

)n(
1− λ

µ2

)(
λ

µ2

)m
pour n,m = 0, 1, ...

De nouveau l'analyse précédente s'applique uniquement lorsque le réseau est
en régime stationnaire.En revanche si les deux �les d'attentes sont vides à t=0
,alors les départs ne forment pas un processus de Poisson et l'indépendance
n'aura pas lieu .
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4.3 Réseaux ouverts acycliques

Dans un réseau ouvert acyclique, les clients peuvent visiter un système
de �le d'attente seulement une fois avant de sortir du réseau.
Considérons un réseau ouvert à k stations services et soit Xk(t) le nombre de
clients dans la kième �le à l'instant t ,supposons que :

1. Les arrivées en provenance de l'extérieure du système à des serveurs
distincts forment un processus de Poisson indépendant.

2. Les départs à partir de serveurs distincts voyagent indépendamment et
instantanément vers d'autres serveurs ou quittent le système avec des
probabilités �xes.

3. Les temps de services pour les di�érents serveurs sont sans mémoire en
ce sens que :

P(serveur k accompli son service dans[t, t+∆t]/Xk(t) = n) = µkn(∆t)+o(t)

autrement dit ne dépend pas du passé .

4. Le système est à l'état d'équilibre .

5. Le réseau est acyclique dans cela un client peut rendre visite à n'importe
quel serveur particulier au maximum une fois

Alors
A- X1(t), X2(t), ..., Xk(t) sont des processus indépendants où

P (X1(t) = n1, X2(t) = n2, ..., Xk(t) = nk) = P (X1(t) = n1)P (X2(t) = n2) ...P (Xk(t) = nk)
(4.1)

B- Le processus de départDk(t) associé au kième serveur est un processus
de Poisson avec Dk(t)et Xk(t) sont indépendantes .

C- Les arrivées à la kième station forment un processus de Poisson de
taux λk

D- Le taux de départ au k ième serveur égale le taux d'arrivée à ce serveur
.

Nous ajoutons quelques notations pour pouvoir exprimer ces résultats plus
explicitement.
Soit : λ0k :Le taux d'arrivée à la station k de l'extérieure du système.
λk :Le taux d'arrivée totale à la station k .
Pkj :La probabilité qu'un client quitte la station k et visite ensuite la station
j.
Comme les arrivées à la station k proviennent de l'extérieur du système ou
d'une autre station j et le taux de départs de la station j est égal au taux
d'arrivée à la station j, etPjk est la probabilité dont les clients vont à la
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station k.
Alors :

λk = λ0k +
∑
j 6=k

λjPjk (4.2)

Puisque le réseau est acyclique ,alors l'équation précédente peut être résolue
par récurrence en commençant par les stations qui ont seulement des arrivées
de l'extérieur .
L'exemple simple qui suit rendra la procédure simple.
les arrivées à la station k forment un processus de Poisson de taux λk Soit

Ψk(n) = πk0
λnk

µk1µk2...µkn
pour n = 1, 2, ... (4.3)

où

Ψk(0) = πk0 =

{
1 +

∞∑
n=1

(
λnk

µk1µk2...µkn

)}−1
(4.4)

D'après ce qui précède c'est une distribution stationnaire ayant des arrivées
de Poisson de taux λk et de temps de service de taux µkn pour n=1,2,..
En conséquence nous pouvons exprimer (4.1) explicitement :

P (X1(t) = n1, X2(t) = n2, ..., Xk(t) = nk) = Ψ(n1)Ψ(n2)...Ψ(nk) (4.5)

4.3.1 Exemple

Considérons un réseau de trois stations comme indiqué dans la �gure sui-
vante :

Dans la première étape nous devons déterminer le taux d'arrivée pour cha-
cune des trois stations. D'abord décrivons le système ! Un réseau acyclique à
trois stations,avec deux serveurs dans la première station chacun de taux 3
qui donnent naissance au taux de station µ11 = 3 et µ1n = 3 pour n ≥ 2
chacune des stations 2 et 3 possèdent un seul serveur de taux 2 et 6 respec-
tivement
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les clients arrivent de l'extérieure du système avec le taux :λ1 = 4 , et puisque
les départs vont indépendamment vers la station 2 et 3 avec des probabilités
respectives P1,2 = 1

3
et P1,3 = 2

3

Nous déterminons le taux d'arrivée pour la 2 ème station :λ2 = λ1P1,2 = 4
3

à la station 3 les arrivées incluent ceux de la station 2 et la station 1
ainsi :λ3 = 2

3
4 + 1

3
4 = 4

Ayant déterminé les taux d'arrivés pour chaque station,nous nous tournons
vers la détermination des probabilités d'équilibre.
→La station 1 c'est un système M/M/2 avec λ = 4 et µ = 3 D'après (2.18)et
(2.19)Nous obtenons

P (X1(t) = 0) = π0 =

{
1 + (

4

3
) +

(4
3
)2

21
3

}−1
= 0, 2

Et

P (X1(t) = n) =

{
(4
3
(0, 2)) pour n = 1

(4
3
)n(0, 2) pour n ≥ 2

Pour La station 2 :c'est un système M/M/1 avec λ = 4
3
et µ = 2 donc d'après

(2.11)et(2.12)nous obtenons :

P (X2(t) = n) =

(
1

3

)(
2

3

)n
pour n = 0, 1, ...

D'une façon similaire la station 3 est aussi un système de type M/M/1 ,nous
aurons donc :

P (X3(t) = n) =

(
1

3

)(
2

3

)n
pour n = 0, 1, ...

Finalement : selon la propriété A ,les longueurs de la �le d'attente

X1(t), X2(t), X3(t)

sont indépendantes

P (X1(t) = n1, X2(t) = n2, X3(t) = n3) = P (X1(t) = n1)P (X2(t) = n2)P (X3(t) = n3)

Appendice :Réversibilité de temps Soit {X(t),−∞ < t < +∞}
une chaine de Markov dénombrable .ayant une distribution stationnaire πj =
P (X(t) = j) pour tout les états j et les temps t.Notons que l'indice de temps
mis est R .
Nous voyons le processus comme ayant commencé indé�niment loin dans le
passé ,donc il se développe maintenant dans une façon stationnaire . Soit
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Y (t) = X(−t) un même processus mais avec le temps renversé .
Le processus stationnaire X(t) dit : être à temps réversible si X(t) et Y (t)
ont même lois de probabilités.
Clairement on a :

P (X(0) = j) = P (Y (0) = j) = πj

N'oublions pas que les deux processus sont de Markov .
afin de montrer qu'ils possèdent les mêmes lois de probabilités

soient :
Pij(t) = P (X(t) = j/X(0) = i)

et
Qij(t) = P (Y (t) = j/Y (0) = i)

Alors par cette notation le processus X(t) est réversible si

Pij(t) = Qij(t) (4.6)

∀ijet ∀t. Nous évaluons Qij(t) comme suit :

Qij(t) = P (Y (t) = j/Y (0) = i)

= P (X(−t) = j/X(0) = i)

par la stationarité = P (X(0) = j/X(t) = i)

=
P (X(0) = j,X(t) = i)

P (X(t) = i)

=
P (X(0) = j)P (X(t) = i/X(0) = j)

P (X(t) = i)
=
πjPji(t)

πi

Conjointement avec (4.6) on voit que le processus X(t) est réversible si

Pij(t) = Qij(t) =
πjPji(t)

πi

où
πiPij(t) = πjPji(t) ∀i, j∀t (4.7)

Dans la dernière étape nous déterminons le critère de réversibilité en termes
de paramètres in�nitésimaux .

aij = lim
t↘0

1

t
P {X(t) = j/X(0) = i} i 6= j
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Alors au voisinage de 0
Pij(t) = aijt+ o(t) (4.8)

Remplaçons cette dernière dans (4.7),nous obtenons :

πi [aijt+ o(t)] = πj [ajit+ o(t)]

après la division par t

πiaij = πjaji ∀i 6= j (4.9)

Puisque les probabilités sont déterminées par les paramètres in�nitésimaux
,nous déduisons que le processus X(t) est à temps réversible quand (4.9)est
véri�ée.
Tous les processus de naissance et de mort possédant une loi stationnaire
sont réversibles.
Soient {

aii+1 = λi
aii−1 = µi

et aij = 0 si | i− j |> 1 à véri�er (4.9) il su�t de véri�er que

πiaii+1 = πi+1ai+1i

Or
πiλi = πi+1µi+1 pour i = 0, 1, ... (4.10)

Par récurrence nous obtenons

πi = π0

(
λ0λ1...λi−1
µ1µ2...µi

)
pour i = 1, 2, ...

D'où (4.10) devient

π0

(
λ0λ1...λi−1
µ1µ2...µi

)
λi = π0

(
λ0λ1...λi
µ1µ2...µi+1

)
µi+1

Ce qui termine les résultats.

Appendice :Preuve du théorème de Base Considérons un pro-
cessus de naissance et de mort ayant les paramètres de naissances constants

λk = λ pour k = 0, 1, ...

et les paramètres de mort arbitraires

µk > 0 pour k = 1, ...
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Ce processus correspond à une �le d'attente de serveur sans mémoire ayant
des arrivées de Poisson ( évolution typique que celle illustrée dans la �gure
suivante)

Le processus d'arrivée X (t) est un processus de Poisson de taux λ ; Le pro-
cessus de temps renversé Y (t) = X(−t) a les mêmes lois probabilistes que
fait X (t).
De sorte que le processus de l'arrivée de Y (t) doit aussi être un processus de
Poisson de taux λ. mais le processus d'arrivée pour Y (t) est le processus de
départ pour X(t).
Ainsi il faut que ces instants de départ forment également un processus de
Poisson de taux λ. En particulier si D(t) compte les départs dans les X(.)
processus sur la durée (0, t], Alors

P {D(t) = j} =
(λt)je−λt

j !
(4.11)

Par ailleurs, en regardant le processus inverse Y (−t) = X(t), les futures arri-
vées pour Y (−t) de la durée Y [-t, 0) sont indépendants de Y (−t) = X(t) ces
futures arrivées pour Y (−t) sont les départs pour X(.) dans l'intervalle (0, t].
Par conséquent, ces départs etX(t) = Y (−t) doivent être indépendantes.
Puisque

P {X(t) = k} = πk

Par la supposition de la stationnarité. L'indépendance de D(t) et X(t) et
(4.6) donnent :

P {X(t) = k,D(t) = j} = P {X(t) = k}P {D(t) = j}

=
πke

−λt(λt)j

j !
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4.4 Réseaux ouverts généraux

4.4.1 Introduction

La section précédente couvre certains réseaux sans mémoire de �le d'at-
tente dans laquelle un client peut visiter un serveur donné au plus une fois.
Avec cette hypothèse, les départs à partir de toute station-service forment
un processus de poisson qui est indépendant du nombre de clients à ce poste
à l'état stationnaire.
En conséquence les nombres X1(t), X2(t), ..., XK(t) des clients dans les K sta-
tions sont des variables aléatoires indépendantes .
la situation où un client peut visiter un serveur plus qu'une fois est plus
subtile. D'une part, de nombreux �ux dans le réseau ne sont plus Poisson
.Cependant le plus surprenant, la solution de la forme du produit de (4.1)
reste valable !

4.4.2 Exemple

Nous véri�ons la solution de la forme du produit dans le réseau de deux
serveurs un peu plus complexe représenté dans la �gure suivante.

Considérons un système avec rétroaction de deux serveurs .par exemple le
serveur 2 dans ce système pourrait être un inspecteur retournant une frac-
tion p de la sortie pour retravailler. si Xi(t) est le nombre de clients dans la
station i à l'instant t ,pour i=1,2 ;avec X(t) = [X1(t), X2(t)] est une chaine
de Markov où les taux de transitions sont donnés dans le tableau suivant :
De l'état à l'état Taux de transition Description
(m,n) (m+1,n) λ arrivée d'un nouveau client
(m,n) (m+1,n-1) µ2 retour d'un client à la première station
n ≥ 1
(m,n) (m-1,n) qµ1 départ d'un client
m ≥ 1
(m,n) (m-1,n+1) pµ1 retour au serveur 2
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soit
πm,n = lim

t→∞
P {X1(t) = m,X2(t) = n}

La loi stationnaire du processus, et par un raisonnement analogue de celui
qui précède véri�e les équations suivantes :
λπ0,0 = qµ1π1,0 (4.12')
(λ+ µ2)π0,n = pµ1π1,n−1 +qµ1π1,n (4.13')
n ≥ 1
(λ+ µ1)πm,0 = λπm−1,0+ qµ1πm+1,0 +µ2πm−1,1 (4.14')
m ≥ 1
(λ+ µ1 + µ2)πm,n = λπm−1,n+ pµ1πm+1,n−1 + qµ1πm+1,n +µ2πm−1,n+1 (4.15')
m,n ≥ 1
par exemple dans l'équation (4.12) ; mesurer le côté gauche du débit total hors
d'état (00) et est conjointement proportionnelle à π0,0, la fraction du temps
de long terme le processus est dans l'état (0,0) et λ est le taux de transition
conditionnelle sur de (0,0) . les mesures du côté droit, le taux total de �ux
dans l'état (0,0).
En utilisant la solution de la forme du produit dans le cas acyclique, nous al-
lons "deviner" une solution, puis véri�er que notre estimation véri�e (4.12') à
(4.15'). Nous devons d'abord déterminer le taux d'entrée, noté λ1 au serveur
1 en équilibre, le taux de sortie doit être égal au taux d'entrée et de cette
sortie la fraction p est retournée à rejoindre les nouveaux arrivants après
avoir visité serveur 2 .nous avons :

Le taux d'entrée = le taux des nouveaux arrivant + le taux des clients
retournant

Qui se traduit par :
λ1 = λ+ pλ1

λ1 =
λ

1− p
=
λ

q
(4.12)

Le taux d'entrée au second serveur est :

λ2 = pλ1 =
pλ

q
(4.13)

La solution que nous devinons est de traiter le serveur 1 et le serveur 2 comme
étant des systèmes M/M/1 indépendants ayant les taux d'entrée λ1 et λ2
respectivement (même si nous savons d'après notre discussion antérieure que
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le processus d'entrée au serveur 2 et 1 n'est pas un Poisson) que l'on tente
est une solution de la forme :

πmn =

(
1− λ1

µ1

)(
λ1
µ1

)m(
1− λ2

µ2

)(
λ2
µ2

)n
=

(
1− λ

qµ1

)(
λ

qµ1

)m(
1− pλ

qµ2

)(
pλ

qµ2

)n
pour m, n ≥ 1

il est immédiat que :

∞∑
m=0

∞∑
n=0

πmn = 1

à condition que

1.
λ1 = (λ/q) < µ1

2.
λ2 = p(λ/q) < µ2

Nous nous tournons vers la véri�cation (4.12') à (4.15').
Soit

θmn = (λ/qµ1)
m × (pλ/qµ2)

n

il su�t de véri�er queθmn satisfasse aux équations (4.12') à (4.15),comme πmn
et θmn ne di�èrent que par le multiple constant π00 =

(
1− λ1

µ1

)
×
(

1− λ2
µ2

)
Ainsi, nous procédons à substituer θmn en (4.12') à (4.15') et de véri�er que
l'égalité est obtenue.
Commençons par véri�er (4.12') i.e :

λθ00
?
= qµ1θ10

On a θ00 = 1 et θ10 = λ
qµ1

Du coup :

λ = qµ1
λ

qµ1

= λ

Passons ensuite à l'équation (4.13') i.e :

(λ+ µ2) θ0n
?
= pµ1θ1n−1 + qµ1θ1n

On a
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1.

θ1n−1 =

(
λ

qµ1

)(
pλ

qµ2

)n−1
2.

θ0n =

(
pλ

qµ2

)n
3.

θ1n =

(
λ

qµ1

)(
pλ

qµ2

)n
en remplaçant dans l'égalité nous obtenons :

(λ+ µ2)

(
pλ

qµ2

)n
= pµ1

(
λ

qµ1

)(
pλ

qµ2

)n−1
+ qµ1

(
λ

qµ1

)(
pλ

qµ2

)n
nous divisons par

(
pλ
qµ2

)n
et nous simpli�ons pour avoir :

λ+ µ2 =

(
pλ

q

)(
qµ2

pλ

)
+ λ = λ+ µ2

Pour l'équation (4.14') ;nous avons à véri�er que :

(λ+ µ1)) θm0
?
= λθm−10 + qµ1θm+10 + µ2θm−11

On a :

1.

θm0 =

(
λ

qµ1

)m
2.

θm−10 =

(
λ

qµ1

)m−1
3.

θm+10 =

(
λ

qµ1

)m+1

4.

θm−11 =

(
λ

qµ1

)m−1(
pλ

qµ2

)
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donc nous aurons par suite :

(λ+ µ1))

(
λ

qµ1

)m
= λ

(
λ

qµ1

)m−1
+ qµ1

(
λ

qµ1

)m+1

+ µ2

(
λ

qµ1

)m−1(
pλ

qµ2

)
après la division par

(
λ
qµ1

)m
ça deviens :

(λ+ µ1)) = λ
(qµ1

λ

)
+ qµ1

(
λ

qµ1

)
+ µ2

(qµ1

λ

)( pλ

qµ2

)
Il s'en suit :

λ+ µ1 = qµ1 + λ+ pµ1 = λ+ µ1

Nous laissons le soin au lecteur pour véri�er l'équation (4.15') Vu que θmn
véri�e bien les équations donc elle est bien une solution.

4.4.3 Réseau ouvert général

Envisageons un réseau de �les d'attente ouvert ayant k stations-service ,
et laissons Xk pour désigner le nombre de clients à la station k au temps t
supposer que nous avons :

1. Les arrivées en provenance de l'extérieur du réseau à des serveurs dis-
tincts sont des processus de Poisson indépendants où les arrivées en
dehors de la station k se produisent au λ0kde taux

2. Les départs à partir de serveurs distincts voyagent indépendamment
et instantanément vers d'autres serveurs, ou quittent le système, avec
des probabilités �xes, où la probabilité qu'un départ de la station j se
déplace vers la station k est Pjk.

3. les temps de service sont sans mémoire ou de Markov en ce sens que :

P (Le serveur k accompli son service dans [t, t+ h]/Xk(t) = n) = µkn(∆t)+o(∆t)
(4.14)

4. Le système est en équilibre statistique.

5. Le système est complètement ouvert en ce que tous les clients dans le
système �niront par quitter

Soit λkle taux d'entrée à la station k.
Le taux d'entrée à la station k est comprend des clients entrant de l'extérieur
du système plus les clients en provenance d'autres stations.
L'entrée provenant de la station j vers la station k se produit par le taux
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λjPjk
et donc :

λk = λ0k +
K∑

j=1,j 6=k

λjPjk pour k = 1, ...K (4.15)

La condition 5 que tous les clients qui entrent �nissent par quitter, assure
l'existence d'une solution unique de (4.15) :

P {X1(t) = n1, X2(t) = n2, ..., Xk(t) = nK} = Ψ1(n1)Ψ2(n2)...ΨK(nK)
(4.16)

où

Ψk(n) =
πk0λ

n
k

µk1µk2...µkn
pour n = 1, 2, ... (4.17)

et

Ψk(0) = πk0 =

{
1 +

∞∑
n=1

λnk
µk1µk2...µkn

}−1
(4.18)

Exemple l'exemple de la �gure suivante correspond à k = 1 (un poste de
serveur unique)

dans lequel P11 = p < 1
les arrivées extérieures sont au taux λ01 = λ alors 4.15 deviens :

λ1 = λ01 + λ1P11

Comme λ1 = λ+ λ1p qui donne :

λ1 +
λ

1− p
=
λ

q

Puisque l'exemple concerne le cas d'un seul serveur alors µ1n = µ ∀n et
par suite 4.17 deviens :

Ψ1(n) = π10

(
λ1
µ

)n
= π10

(
λ

qµ

)n
Où

π10 =

(
1− λ

qµ

)



Chapitre 5

Application :Tra�c routier

5.1 Introduction et description du modèle

Nous avons travaillé sur un document réalisé par Daniel FLIPO (en 2013)
qui traite une situation routière basique se rapprochant des systèmes M/M/1.
Le modèle est le suivant :

i- La route est une voie à deux directions en ligne droite
ii- Un entrepreneur souhaite e�ectuer des réparations sur une des voies,
il va devoir faire un chantier qui bloquera la voie concernée sur une
certaine longueur

iii- il installe des feux tricolores de part et d'autre du chantier, permettant
à chaque �le de passer alternativement le chantier sur la �le restante

Les paramètres du modèle sont :
� L : La longueur du chantier (en m)
� λ1,λ2 :Les paramètres des processus de Poisson modélisant les arrivées
de véhicules dans un sens et dans l'autre

� v :La vitesse des véhicules (en m/s)
� d1,d2 :La durée durant laquelle chaque feu est au vert / au rouge (en s)
� K1,K2 :Le nombre de voitures que l'on veut laisser passer dans chaque
sens

� a : Le temps qu'une voiture met pour démarrer (en s)

5.2 Cycle des feux, engorgement, contraintes

5.2.1 Cycle des feux

Un cycle des feux se déroule de la façon suivante :
� à l'instant 0 le feu 1 passe au vert.
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� à l'instant d1 il passe au rouge.
� à l'instant d1 + L

v
(le temps qu'il faut pour évacuer la dernière voiture

passée au feu vert de la zone du chantier) le feu 2 passe au vert.
� à l'instant d1 + L

v
+ d2 le feu 2 passe au rouge.

� à l'instant d1 + L
v

+ d2 + L
v
le cycle est �ni, on revient à l'instant zéro.

5.2.2 Engorgement, contraintes

Si on veut faire passer K véhicules dans un sens, on doit laisser le feu au
vert pendant un laps de temps au moins égal à a.K , ce qui donne ici :{

d1 ≥ aK1

d2 ≥ aK2
(5.1)

Le risque principal d'un mauvais ajustement des paramètres des feux est la si-
tuation où la longueur de la �le d'attente d'un des feux augmente plus qu'elle
ne réduit ; sa longueur augmente sans borne et le système s'engorge. Dans ce
modèle M. Flipo suggère que l'engorgement peut s'éviter en respectant ces
inégalités : {

d1 ≥ aλ1
(
d1 + d2 + 2L

v

)
d2 ≥ aλ2

(
d1 + d2 + 2L

v

) (5.2)

Il considère ici que la durée pendant laquelle un feu est au vert doit être au
moins égale à la durée laissant passer le nombre moyen de véhicules arrivés
pendant un cycle. Il n'y a donc théoriquement que très peu de chance que
le système s'engorge, il faudrait que le �ux d'arrivée se comporte pendant
longtemps largement au dessus sa moyenne.
On peut discuter le fait que ces di�érentes minorations de d1 et d2 ne prennent
pas en compte la distance entre le feu et le véhicule qui démarre, l'auteur
considérant que chaque voiture démarre directement du feu.
Ceci est contrebalancé par le fait que le coe�cient appliqué à a est la durée
totale d'un cycle (le feu reste au vert assez longtemps pour laisser passer le
nombre théorique moyen d'arrivants pendant la durée qu'il passe au rouge
ET au vert). Néanmoins dans certaines simulations on a rencontré des (rares)
cas où ces inégalités s'avèrent insu�santes.
n pourra aussi (par exemple) in�uencer le fonctionnement du système dans
l'autre sens en augmentant arti�ciellement le temps a de réaction d'un auto-
mobiliste avant de démarrer a�n de prendre en compte la distance moyenne
qui le sépare du feu dans la �le d'attente.
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5.2.3 Estimation des paramètres

On se pose la question de l'estimation des paramètres du tra�c à partir
de données réelles. On peut demander aux enquêteurs sur le terrain de :

� relever les intervalles de temps séparant les passages de deux véhicules
consécutifs ou bien,

� compter à intervalles réguliers (une minute par exemple) le nombre de
véhicules qui passent dans l'intervalle.

Dans le premier cas on sait que les instants d'arrivée suivent une loi expo-
nentielle de paramètre λ, il s'agit donc d'estimer ce paramètre. Pour cela on
utilise la méthode du maximum de vraisemblance :

L (x1, x2, ..., xi, ..., xn;λ) =
n∏
i=1

λe−λxi (5.3)

= λne−λ
∑n
i=1 xi (5.4)

Ainsi

lnL (x1, x2, ..., xi, ..., xn;λ) = ln
(
λne−λ

∑n
i=1 xi

)
(5.5)

= n lnλ− λ
n∑
i=1

xi (5.6)

Résolvons l'équation suivante :

∂lnL (x1, x2, ..., xi, ..., xn;λ)

∂λ
= 0⇔ n

λ
−

n∑
i=0

xi = 0 (5.7)

⇔
*

λ =
n∑n
i=0 xi

=
1
�

Xn

(5.8)

Cet estimateur est biaisé.
Dans le second cas, le nombre de voitures passées à intervalles réguliers suit
une loi de Poisson, dont l'estimateur par la méthode du maximum de vrai-
semblance est sans biais.
nous calculons :

L (x1, x2, ..., xi, ..., xn;λ) =
n∏
i=1

e−λ
λxi

xi!
(5.9)

= e−nλ
n∏
i=1

λxi

xi!
(5.10)
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Par suite :

lnL (x1, x2, ..., xi, ..., xn;λ) = ln

(
e−nλ

n∏
i=1

λxi

xi!

)

= −λn+
n∑
i=1

ln
λxi

xi!

= −λn+ lnλ
n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

lnxi!

Donc

∂lnL (x1, x2, ..., xi, ..., xn;λ)

∂λ
= 0⇔ −n+

∑n
i=0 xi
λ

= 0

⇔
**

λ =

∑n
i=0 xi
n

=
�

Xn

Cet estimateur n'est pas biaisé ce qui est un avantage par rapport au première
. Néanmoins on fait essentiellement la même chose, deux méthodes se valent.

5.2.4 Simulation

La fonction suivante permet de présenter la trajectoire du nombre de voi-
tures présents au feu 1 à chaque début de cycle (au moment où le feu passe
au vert pour eux). Le modèle est symétrique pour le feu 2.
function X = traj (l,lambda,d1,d2,vit,a,n,ci)
// n nombre de pas
// ci condition initiale
// l longeur du chantier en km
//lambda nb voitures/min moyen
//d1 duré du feu vert 1 en min
//d2 durée du feu vert 2 en min
//vit vitesse des véhicules en km/min
//a temps moyen de démarrage d'une voiture en min
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Figure 5.1 �

Deux exemples de trajectoires données avec ce modèle. (1) (l = 3/5 ;
lambda = 4 ; d1 =6/5 ; d2 = 9/10 ; vit = 1/2 ; a = 1/15 ; n = 500 ; ci = 80 )
Il est sensé de se poser la question de l'in�uence des di�érents paramètres
sur ce modèle :
que se passe-t-il si on modi�e la vitesse des voitures ? La durée d'un des
feux ? Le temps de réaction des automobilistes ? La longueur du chantier ?
On va changer un paramètre à la fois à partir de la paramétrisation donnée
ci-dessus. La vitesse des voitures a une grande in�uence sur la stabilité du
système : si elles roulent su�samment vite la �le d'attente n'a pas le temps
de s'allonger. Contrairement à la paramétrisation précédente où l'on voit que
deux trajectoires peuvent avoir des allures tout à fait di�érentes, ici elles ont
toutes la forme de celle représentée ci-dessus.
Il est intéressant de constater que doubler la vitesse des voitures a exactement
le même e�et sur le système que diviser par deux la longueur du chantier. En
e�et parcourir une distance à une vitesse équivaut en temps à parcourir la
moitié de cette distance à la moitié de la vitesse. Les e�ets de la vitesse et de
la longueur du chantier sont donc liés. Cela est représenté mathématiquement
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Figure 5.2 �
Une trajectoire avec les mêmes paramètres ci dessus, et la vitesse des voitures
est doublée. (l = 3/5 ; lambda = 4 ; d1 =6/5 ; d2 = 9/10 ; vit = 1 ; a = 1/15 ;
n = 500 ; ci = 80 ;) (2)
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par la présence d'un coe�cient L
vit
dans le modèle.

Les trajectoires ont également cette allure si :
� On double la durée du feu 1 (la �le qu'on modélise a donc beaucoup
plus de temps pour s'écouler)

� On divise par deux la durée du feu 2 (la �le qu'on modélise passe moins
de temps à accumuler des voitures sans pouvoir les évacuer)

� On divise par deux lambda : deux fois moins de voitures arrivent à la
�le par minute en moyenne

� On divise par deux le temps de démarrage des automobilistes.
Pour faire l'analogie avec les systèmes M/M/1, on peut dire que la �gure (1)
représente le régime critique du système : il n'y a pas d'engorgement systé-
matique, mais les trajectoires sont très di�érentes entre elles. La �gure (2)
représente le régime stationnaire : le système revient vite depuis ses conditions
initiales à un état où le nombre de voitures à la �le est stable et su�samment
proche de zéro.
Si l'on fait l'inverse des actions ci-dessus (i.e si on divise par deux la vitesse,
ou la durée du feu 1, etc) on obtient la troisième allure de trajectoires qu'on
peut rencontrer avec ce système : la �le du feu augmente sans arrêt, le sys-
tème est complètement instable.

5.2.5 Amélioration du système

Dans les simulations précédentes, le nombre moyen d'arrivées par minute
reste �xe (c'est le paramètreλ). Évidemment, ce modèle n'est pas réaliste !
C'est pourquoi on a décidé de faire des simulations en utilisant le même mo-
dèle que précédemment sauf que l'on fait varier le paramètre lambda au cours
du temps. Voici un exemple de fonction qui représente le nombre d'arrivées
par minute en fonction du temps en heure : On peut encore améliorer cette
fonction en construisant une spline qui passe par les points où la fonction
en escalier change de valeur. La spline (courbe) nous permet de simuler le
nombre de véhicules présents au début de chaque cycle durant toute une
journée.
Nous observons maintenant des courbes du type :
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Figure 5.3 �
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Figure 5.4 �
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Figure 5.5 �
Ce graphique montre le nombre de voitures dans la �le d'attente en fonction
des heures de la journée
Ce modèle représente plus �dèlement la réalité, avec des pics de fréquentation
et des heures creuses.



Conclusion

Dans ce mémoire nous illustrons l'utilité de la théorie des �les d'attente .
Ce travail nous a également permis de montrer l'importance de cette étude
qui s'agit de prédire le comportement des systèmes d'attente.
Comme nous venons de voir ;les phénomènes d'attente sont retrouvés dans
certains systèmes tels les réseaux téléphoniques, les systèmes informatiques,dans
les banques ,dans la route ,etc...
Si jamais vous avez vu une caricature dans votre journal local ,vous savez
ce que vous avez regardé n'est pas la photo d'une personne particulière,mais
malgré cela vous reconnaissez de qui il s'agit ;parce que l'artiste pour rensei-
gner le lecteur a représenter par quelques coups de crayons bien choisis les
trais caractéristiques de son visage .
C'est exactement ce que fait un bon modèle des �les d'attente .
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