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Introduction

En théorie ergodique des systémes dynamiques on est souvent amené a
étudier la convergence presque sure des séries aléatoires perturbées; cette re-
cherche active est intimement liée a I’estimation uniforme de polynémes trigo-
nométriques aléatoires. La pertinence de cette problématique s’est d’ailleurs
confirmée au cours des travaux préparatoires de Salem et Zygmund [9)].

Les méthodes issues de ’entropie métrique constituent non seulement un trés
bon moyen dans I’élaboration de ce genre d’estimations mais elles semblent
étre I'approche la plus efficace qui soit.

Ce mémoire se base essentiellement sur le travail de Michel Weber :

— WEBER M., Estimating random polynomials by means of metric en-
tropy methods, Mathematical inequalities and applications, volume 3,
number 3 (2000), 443-457.

L’exploitation d’une telle source a permis de répondre a une série de ques-
tions inhérentes au sujet intitulé "Estimations uniformes pour des polynémes
trigonométriques aléatoires"

Ce mémoire est composé de trois parties, dans la premiére on présente
quelques théorémes et résultats indispensables de la théorie des processus
stochastiques, on y introduit également la notion d’entropie métrique et on
y démontre le théoréme fondamental de Dudley.

Dans la deuxiéme partie, on énonce et on démontre le principal résultat de ce
mémoire permettant de répondre aux grandes questions posées et préparant
d’importantes applications.

Enfin, dans la troisiéme partie on donne un critére pour la convergence des
séries de Fourier aléatoires en plus de plusieurs autres résultats d’estimations.



Chapitre 1

Processus stochastiques

1.1 Introduction

Dans tout ce qui suit, (2,4, P) est un espace de probabilité complet.

Définition 1.1.1 Soit T un ensemble non vide, un processus stochastique
indexé par T est une famille de variables aléatoires réelles (X;, t € T') définies

sur (2, A, P).

Remarque 1.1.1 .

L’ensemble T peut étre :
L’ensemble N ce qui correspond aux processus a temps discret.
L’ensemble R™ ou lintervalle [0,a] a > 0 ce qui correspond aux pro-
cessus a temps continu.

Remarque 1.1.2 Pour tout w € Q Uapplication t — X;(w) s’appelle tra-
jectoire associée a w.

Définition 1.1.2 Un processus stochastique (Xy, t € T) est dit a trajectoires
continues (ou est continu) si les applications t — X;(w) sont continues pour
presque tout w.

Le lemme suivant (lemme 4.1 [6]) permet de borner 'espérance de l'ex-
ponentielle d'une variable aléatoire réelle bornée.

Lemme 1.1.1 Pour toute variable aléatoire bornée X et pour tout nombre

réel o on a :
FeoX < ea]EX+a2\\X||go/2

Dans la théorie des processus stochastiques, il existe trois notions pour
comparer les processus : I’équivalence, la modification et 'indistinguabilité.
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Définition 1.1.3 Soient (X, t € T) et (X;, t € T) deux processus définis
sur (2, A, P).
On dit que X et X' sont équivalents si

’

V> 1, Vgt sty €T (Xyy, Xigy ooy X0) 2 (X1, X, ooy X))

by Xpys o
On dit que X' est une modification de X si, pour tout t, X; = X; P —p.s.
vVt >0, P(X,=X,)=1.

On dit que X et X' sont indistinguables si, P — p.s. les trajectoires de X et
de X' sont les mémes, i.e :

P(X,=X,, Vt>0)=1.

L’exemple suivant permet d’illustrer la différence entre les deux derniéres
notions.

Ezemple 1.1.1 Soient Q2 = [0,1], A = B(R) et P = mesure de Lebesgue.
On définit (Xi)iejo et (Yi)iep1) par :

Xiw) =1(w) et Yi(w) =0
Alors, pour tout t fixé,
Pw, Xi(w) = Yi(w)) =1 = Pw, Xy(w) # Yi(w)) =1 = P({t}) =1
et X est une modification de Y. Par contre,
P(w, Xi(w) = Yi(w) pour tout t) = 0.

Donc, X et Y ne sont pas indistinguables.

Proposition 1.1.1 Soient X = (Xi)ier, Y = (Yi)ier deuz processus sto-
chastiques, alors :

XetY sont indistingables = X est une modification deY = XetY sont equivalents

Définition 1.1.4 Soit X = (X;, t € R") un processus stochastique.
On dit que X est stationnaire si pour tout h > 0 les processus (Xt+h)t20
et (Xt)ysq sont équivalents, c’est a dire :

L
Vh > O,VH > 1, th,tg, vy by € R+(Xt1+h,Xt2+h7 ~~;th+h> = (th,XtQ, ...,th)
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Ezxemple 1.1.2 Soit Y une variables aléatoire réelle, on définit le processus
X par :
X, =Y t>0

Alors X est stationnaire.

On dit que X est a accroissements stationnaires si le processus (Xyyn —
Xy, t € RY) est stationnaire.

1.2 Processus Gaussiens

Définition 1.2.1 Un processus (Xy, t € RT) est dit gaussien si (Xy,, Xiyy -y X1,,)
est un vecteur aléatoire Gaussien pour tout n > 1 et ty,ts,...,t, € RT. Ceci
revient a dire que c1X1 + 2 Xs + ... + ¢, X, est une variable aléatoire Gaus-
sienne Vn > 1, t,ta, ..., t, € RT et ¢, co,...c, € R.
Pour un vecteur aléatoire (pas forcément gaussien) on définit :
— La fonction m : Rt — R donnée par m(t) = E(X,) et appelée la
fonction moyenne.
— La fonction K : RT x Rt — R donnée par K(s,t) = cov(X,, X;) et
appelée la fonction covariance.

L’un des exemples les plus remarquables de processus gaussiens est le
mouvement brownien.

Définition 1.2.2 Soit W = (W,);>0 un processus Gaussien centré et de co-
variance K (s,t) = min(s,t). Le processus W est appelé processus de Weiner
ou mouvement brownien.
Le mouvement brownien vérifie :
(i) Wo=0P — p.s.
(ii) VO <t <s, Wy—W; = N(0,s—1) (accroissements stationnaires et
gaussiens).
(111) ¥n > 1,0 <ty <ty < ..<ty, Wy Wy,—-Wy,.. W, —W, | sont
indépendantes (accroissements indépendants).
(iv) W admet une modification continue.

Un autre exemple important des processus Gaussiens est le proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck.
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Définition 1.2.3 Soit W = (W});>0 un processus de Weiner, on pose :
Vit > 0, U, =e 2 W

Le processus U = (Uy)i>0 s’appelle le processus d’Ornstein- Uhlenbeck.
Sa fonction moyenne est identiquement nulle m(t) =0 VYt > 0 et sa fonction
covariance vaut

[s—t]

K(s,t)=e 2 Vs,t>0

Puisque ce mémoire n’est sujet que d’estimations, dans cette section on
va énoncer plusieurs théorémes concernant les processus Gaussiens.
On commence par le théoréme qui traite de U'intégrabilité forte (exponen-
tielle) de la semi-norme d’un vecteur Gaussien, qu’on peut retrouver dans [2]
(théoréme 10.2.2).

Théoréme 1.2.1 Soit (E,&) un espace vectoriel mesurable. Considérons le
vecteur Gaussien X défini sur (Q, A, P) et a valeurs dans (E,E) .

Soit N : (E,E) — (RT, Bg+) une semi norme mesurable et supposons que
P(N(X) < 00) > 0. Alors EN(X) < oo et de plus il existe une constante

K >0 telle que :
{FEncor)
eXpy — 5 ¢ <2
K (EN(X))

A présent on introduit la notion de coefficient de découplage.

Définition 1.2.4 Soit X = (X,,),>1 un processus stochastique centré, le co-
efficient de découplage du processus X désigne la quantité suivante :

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a temps discret (f € N) est 'exemple
typique d’un processus Gaussien stationnaire a coefficient de découplage fini.
En effet

COU Ul, Uk

SR

k=1

i (1-— e’%)’1
k=

Dans le méme contexte, on donne le théoréme de Klein-Landau-Shucker|[4]
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Théoréme 1.2.2 Soit T = (11,15, ...)un processus Gaussien stationnaire,
centré et a coefficient de découplage fini p(T). Soit (fx, k = 1,2,...) une suite
d’applications mesurables a valeurs complexes. Alors pour tout sous-ensemble
J fini de N, on a :

ETT AT < TTIHT) e
jedJ jeJ

Avec )

£ (T lpery = (E|f;(T0) [P0 70

Remarque 1.2.1 Le coefficient de découplage p(T) > 1.

En effet
i IE(TJ’,c
E(T
=1
> TT
1 LEUidy) k
k=2
> 1

En dernier on donne le résultat suivant qui découle de l'inégalité de
Borell-Sudakov-Tsirelson (voir par exemple |7] lemme 3.1 p 57) :

Théoréme 1.2.3 Si G1,G,,...,Gy sont des vecteurs gaussiens d valeurs
dans un espace de Banach séparable (B, ||.||), alors :

E sup |Gk < C’{ sup E||Gg|| + E sup ak|gk|}
<k<N 1<k<N

1<k<N

1
Ouop = sup (E (f, Gk>2) 2 k=1,...,N, (gr)_, une suite de variables
feBs |Ifl<1

aléatoires normales N(0,1) indépendantes, et C une constante universelle.

1.3 Espaces d’Orlicz

Dans la plupart des cas, on travaille avec des processus qui sont dans

LP1 < p < oo mais dans toute la suite, le travail se fera dans un espace
d’Orlicz .
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Définition 1.3.1 On dit qu’une fonction 1 : RT — [0, +00] est une fonc-
tion de Young si :

(i) 1 est une fonction croissante conveze.

(ir) ¥(0) = 0.
(iii) tﬁiinoow(t) = 00.
Exemples :
1Ly@) =t p=>1.
2. (t) = ell — 1.
3. (t) =’ —1.

Définition 1.3.2 Soit v une fonction de Young, un espace d’Orlicz Ly =
Ly(Q2, A, P) associé a1 est défini comme étant l'espace de toutes les variables
aléatoires réelles Z sur (2, A, P) telles que :

Z
Ey <u> < oo pourun c> 0.

c
Définition 1.3.3 (la norme de Luzemburg ). Soit 1) une fonction de Young,
on munit l’espace d’Orlicz de la norme suivante, pour toute variables aléa-
toires Z dans Ly,
: |Z]
| Z||y = inf{c > 0: Ey (7) <1}

Muni de cette norme, l'espace Ly (€2, A, P) est un espace vectoriel normé
complet (un espace de Banach).
Les espaces d’Orlicz généralisent les espaces LP dans le sens que si ¢(t) = |t[P
alors Ly, = LP.
On peut se référer a 'excellent livre de Krasnosel’skii et Rutikii ([5] chapitre

1 et chapitre 2) qui contient toutes les notions et propriétés fondamentales
concernant les espaces d’Orlicz.

Citons un théoréme qui nous sera grandement utile pour la suite, et qui
est l'inégalité de Graversen-Peskir-Weber [2].

Théoréme 1.3.1 Soit la fonction de Young suivante, ¥(t) = e’ —1, alors :

2 2
W2 Voo fu€Ly | sup |fj|||¢§( 1ogn) sup 151l
0<j<n log 2 0<j<n
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En dernier, on donne deux lemmes permettant d’estimer la norme d’un va-
riable aléatoire dans I’espace d’Orlicz.
Le premier repose sur une inégalité de grande déviation :

Lemme 1.3.1 Soit la fonction de Young suivante ¥(t) = e — 1, et soit la
variable aléatoire réelle X € Ly, si pour toutt >0 on a :

2

P(X|>t)<ve a2 y>1,a>0

Alors || Xy < ay/T+7.

En effet :
Soit C' une constante strictement positive, alors par la formule d’intégration
par parties on a :

() [ (2) )
_ /OMP (X? > C2log(t + 1)) dt

_ /+OOP <|X| > C'y/log(t + 1)) dt

On obtient en utilisant I'hypothése du théoréme :

X oo 1 o
o (W) <0 [ e [ L
¢ 0 (t+1)a2 1 U

Si g—; > 1 alors :
X 1
Ey ('7') = (r)

Il suffit donc que v (021_1) < 1 pour que Ey (%) <1

a2

1
fy(CQ 1>§1<:>020m/1+7

a?

Posons Cy = ay/1 + 7, la définition de la norme entraine que || X, < Cj.
D’ou le lemme.

Le lemme suivant va nous permettre de mettre en ceuvre le lemme ci-dessus :
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Lemme 1.3.2 Soit la fonction de Young suivante, ¥(t) = e — 1, alors, si
U est une variable aléatoire réelle telle que : EerV < eAQCQ(V)\ € R), alors
1U]le < 9C.

En effet, soient A > 0 et t > 0, en utilisant 'inégalité de Markov, on a :

P(JU| >t)= P (el > M)
E(GP‘U')
<\ 7

|
@
S
=

<2

En s’inspirant de ’hypothése du lemme, on a :
P(|U| > t) < 2NN

Et donc,

P(|U] > t) < 2min AN O 2€§n>irol>\202+>\t
0

Posons Q()\) = \>C? + Xt, alors :

. t t?
WinQ() = ¢ (f) RTeE
D’ou,
P(|U|>t) < 2e 12

D’aprés le lemme précédent :

1U]le < 2C < 9C

1.4 Critére entropique de Dudley

L’objectif principal de cette partie est de montrer que pour certains pro-
cessus stochastiques X = (Xi)ierp E C R, la continuité est intimement liée
a la bornitude du supremtim . En d’autre termes le probléme est de trouver
-essentiellement- des conditions pour que X soit a trajectoires continues ou
bornées presque surement, ou qu’il admette une modification possédant ces
propriétés.
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L’étude se basera sur le théoréeme de Dudley (|7], théoréme 2.1) qui en
plus de vérifier que le processus est continu presque surement, donne une
borne supérieure & la norme de sup (X5 — X;), E fini ou dénombrable, et

s,t
ce au moyen de l'intégrale entropique basée sur la technique classique des
recouvrements !

Une fois le résultat établi, la bornitude découlera facilement, et ce en
remarquant que :

supX; < sup|Xy| < | Xy, |+ sup | X — X

teE teE steE
On suppose que F est un espace pseudo-métrique, c’est a dire qu’il est muni
d’une distance qui ne sépare pas forcément ses points. on suppose que notre
processus est dans un espace d’Orlicz Ly, c’est & dire || Xy, < 0o Vi

1.4.1 L’intégrale entropique de Dudley

La question qui se pose est la suivante : Etant donnés une fonction de
Young suivante ¢(t) = e” — 1 et un processus stochastique indexé par un
espace pseudo-métrique (£, d) qui est dans Ly, satisfaisant la condition lip-
schitzienne, pour tout s,t € F

1 Xs = Xilly < d(s, 1)
Estimons || sup (X5 — X3) ||y
s,tel

Notons par N(E,d,u) le cardinal du plus petit recouvrement de E par des
d-boules de rayon u.

L’intégrale entropique de Dudley désigne la quantité suivante (voir[8] chapitre
10) :

diam(E,d)
I(E,d) :/ Vieg N(E,d,u)du
0

1.4.2 Théoréme de Dudley

Soit un ensemble dénombrable E, muni d’une pseudo-métrique d, et soit
le processus stochastique X = {X(w,t),w € Q,t € E} indexé sur E, défini
sur l'espace de probabilité (€2, A, P), satisfaisant la condition suivante :

1X, — X, ||y < d(s, t) Vs,t € E

Supposons que l'intégrale suivante :

diam(E,d)
[(EB,d) = / JIog N (B, d, u) du < o
0

10
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Alors il existe une constante universelle C' telle que :

[sup (Xs = Xi) [ly < CI(E, d)

s,teE

Démonstration du théoréme

Notons pas D le diameétre de E, et supposons que D > 0, autrement
le résultat est évident! Soit la suite (S,)n>0 C FE telle que pour tout n =
1,2,3,... S, C EetS, estlasuite (ensemble) de tous les centres des boules
de rayon 27" D correspondants au plus petit recouvrement de E.

So = wx;, ( correspondant au rayon u = D). Posons S = ngoS”’ alors par

construction S est dense dans F.
En effet : Soit x € F, et soit € > 0 alors dng tel que ¢ > 27D et donc
il existe zp € Sy, tel que xy soit le centre d’'une des boules de rayon 270D
d'ot : d(x,z9) < 27™D < e . Notons par x; — T; le choix qui associe
ax; € S, (z; le centre d'une boule de rayon 27D ) T; € S, 1 tel que
| (X2, = Xa) Iy < 271D,

A présent posons :

Vn > 0, M, = sup |X,, — Xyl W, = sup M;

T; €Sy 0<j<n

Avec My = Wy = 0. Alors,
0<W, —W,_1 < sup |X,, — X&]

T;€ESn

En effet :
(Wp)n>0 est une suite croissante d’ou la premiére partie de 'inégalité.
W, — W,_1 > 0 donc soit

W, —W,_1=0
Soit
W, —W,_1>0

Si W, =W,_1, il n’y arien & démontrer.

W, —=W,_1=0 et sup|X,, — Xz >0)

$Z‘€Sn
Sinon , si W, > W,,_y = W,, = sup M; = M,, d’une part!

0<j<n
D’autre part,

Wn—l = Ssup Mj > Mn—l = Sup |Xx1 - Xac1-0|

0<j<n—-1 T;E€ESn—1

11
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Soit x5 € S, tel que M,, = sup |X,, — Xl = | Xz, — Xy, Alors
CEiGSn
anl Z ‘XE - X{Eio

pour la simple raison que
T, €8, =7, €S,_1

et
Wypo1 > sup |X,, — Xy,

x¢€Sn_1

> | Xz — X

],’7;0

alors

Wn=Wn1 = |X:vs_Xwi0’_Wn*1 < ‘Xﬂfs_XﬁiO’_‘Xﬁ_Xxio| < | X, =Xz < sup | Xy, — Xz

r;€ESp

Dans la suite on aura besoin de 'inégalité du théoréme (1.2.2)

2 2
Vn>2, Vfi,.., fa€Ly | sup | f;llle < ( 10gn> sup ||| f;lll¢
0<j<n log 2 0<j<n

D’ou :

W = Waally < | sup | Xz, = Xl

Ti€EOn

1
9 3
< log N(E,d,27"D) | sup || Xz, — Xzlo
lO 2 ;€S ‘ ‘
On a
Va; € Sy, 1 Xe, — Xzl <27 VD
Alors :

(W0 >1)  [|[Wp—Waslly < K2=""VD (logN(E, d, 27" D))*

1
2

Avec K = (1022>

Puis que W,, =W,, — W, = ZZ:1 Wy — Wi_1, il s’en suit que :

n n .
[Wally < Z (Wi = Wiy < KZ2_(k_1)D (logN(E.d,27*D))?

k=1 k=1

N

<K 27"'D(logN(E,d, 27" D))

k=1

D
< C/ Viog N(E,d,u)du,
0

12
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Ou C est une constante universelle.

En effet : X
Posons pour x > 0 : f(x) = (logN(F,d, x))?. f est décroissante, donc si :
D < D

ok+1 STs ok

Alors,
D D
F(5) < r@ <1 (5)

D’ou,

D D D
Vk 20 ok+1 ( ) / fz d$<2k+1f<2k+1)

ok+1

S - (D)§2 - f(z)dz

2k 2k
2k+1

Ainsi,

??‘

En sommant tous les termes, on obtient :
00 00 D
D D 2k
Soi(z) <X [ rww
k=0 k=0 ok+1
Sachant que f(D) = 0 le premier terme de la somme gauche s’annule et donc,

Kf:Q_kHDf (%) < 4K/Df(x)dx
k=1 0

En posant C' = 4K, on a :

KZZ D (logN(E, d,2 " D))? < C / V1og N(E, d, u) du

Lorsque n tend vers l'infini , on a :

lim W, = sup M,

n—-+oo >0

= sup sup |X, — Xy,
j>0 €8,

= sup |Xy — Xy,
:E7;€US]'
i20

= sup | X, — Xo |
T, €S

13
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Il s’en suit que :

D
v < C’/ Viog N(E,d,u)du
0

En vertu de I'inégalité triangulaire, on a :

[sup || Xz, — X
T, ES

T

|X96i - ij| < |X96L - Xﬂﬁio

+1Xe;, — X

CCZ‘O

On obtient que :

[sup|Xa, — X [[ly < [lsup|Xe; — X, [
T

Ti,Tj

[l + llsup| Xa; — Xo)
;

< C/ V1og N(E, d,u)du
0

La finitude de cette intégrale implique que (E,d) est pré-compact et par
conséquent séparable.

L’hypothése du théoréme montre que le processus X est d — continu en
probabilité :

Soit € > 0, en utilisant I'inégalité de Markov :

~EIX - X

P(|X; — X,| > €) 6

£
d(t,to)
€

<

D7Oﬂ tll??;b P <|Xt — Xt0| > E) = 0

—t0
Et puisque S est dense dans E pour la métrique d, pour chaque t € FE.il
existe une suite (¢,), C S (qui est en fait une sous suite de (,),) telle que :

lim d(t,t,) =0

n——oo

P(lithn:Xt)zl

n—aoo

I s’en suit que P ( sup | X, — Xo,| = sup X, — Xm].|> = 1 D’ot le théo-

x3,2; €8 Ti,x; €L
reme.

14



Chapitre 2

Estimations uniformes pour des
polynomes trigonométriques
aléatoires

2.1 Préliminaires

Soit {p1,p2,...} une suite croissante d’entiers strictement supérieurs a
1, soit{fy, 05, ...} une suite de réels, et considérons deux suites de variables
aléatoires réelles X = { X1, Xo, ...} et YV = {¥1, Y5, ...} définies sur (2, A, P).
A ces données on associe la suite des polynomes aléatoires suivantes :

N
VN > 1, Zn(w,t) = Z@k{Xk(w) cos 2mpit + Yi(w) sin 2mpt}  (2.1)
k=1

Le but de cette partie est d’estimer la quantité suivante :

Qn ‘= Sup |Zn(t)| n=>1
te[0,1]

Remarque 2.1.1 Lorsque Xet Y sont indépendants, identiquement distri-
bués avec EX; =EY; =0 et EX? =EY? =1, ona :

E ((Zn(s) — Zn(t))*) =4 Z 0y sin® 7py.(t — s)

En effet :
Posons :

Ry = 0x{ Xk (cos 2mprs — cos 2mpyt) + Y (sin 27rprs — sin 27pit) }

15
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(Rn(s) — Ry(1))? = (Z Rk) => R+ > RR;

k=1 j=1

J#k
N 2 N N N
E (Ry(s) — Ry (1)) = <Z IEJRk) =Y ER;+ ) > ERiR;
k=1 k=1 k=1 jz;

ER; = 07, [(cos 2mpy,s — cos 2mpyt)? + (sin 2mpys — sin 2mpyt)?]
ER,R; =0

Sachant que :

2 t 2 —t
(cos 2mpys — cos 2mpyt)? = (—2 sin (%) sin (%))

= 4sin® mpy(s + t) sin® 7pg(s — t)
Et que :
(sin 27pys — sin 2mpyt)? = 4sin? wpi(s — t) cos® mpg(s + t)
On obtient que :

ER; = 0; [4sin® mpi(s — t) (sin® 7pe(s + t) + cos® mpy(s + t))]
= 407 sin® Tpy(s — t)

D’ou :

E ((Rn(s) — Rn()?) =4 O sin® mpy(t — s)

En s’inspirant de ce résultat, considérons la pseudo-métrique d sur [0, 1]suivante :

N 3
Vs, t € [0,1] dn(s,t) =2 (Z 07 sin® mpg (t — s))

k=1

En remarquant que : dy(s,t) = ||Zn(s) — Zn(t)||2, cette pseudo-métrique
jouera un role trés important dans la suite !

Considérons a présent la fonction de Young suivante :

G(t) =expt® — 1 teR

16
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LE(P) est l'espace d’orlicz associé & G, muni de la norme suivante :

Vf e LY(P) |fllc =min{c>0 : EG(-)<1}

Pour estimer 'extremum :

Qn = sup |Zy(t)] N>1 (2.2)
tel0,1]

On suppose que :

1Zx(s) = Z (Bl < O (s,1),
|Zx(s)lle < € (X0 62)°

Vo< s, t<1 (2.3)

Ou C est une constante universelle, qui peut changer de valeur a chaque
nouvelle étape.

Remarque 2.1.2 Ces hypotheses sont trivialement vérifiées lorsque Xet Y
sont indépendants, identiquement distribués de loi Gaussienne ou de Rade-
macher; elles sont également vérifiées dans d’autres cas (voir exemples).

2.2 Théoréme principal

On démontre le résultat le plus important de ce mémoire, qui est le sui-
vant :

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses (2.3), il existe une constante univer-
selle K (qui est fonction de la constante C') telle que :

2

N
VN > 1, 1Qnlle < K (logpN Zeg) (2.4)
k=1

Avant de procéder a la démonstration du résultat donnons trois exemples,
ot les hypothéses (2.3) sont vérifiées !
Exemple 1 :

Supposons que Xet ) sont deux processus Gaussiens stationnaires cen-
trés, avec coefficient de découplage fini, c’est-a-dire :

0=y

k=1

[e.e]

00, pY) =)

k=1

EX; X
EX?

EY,Y},
EY?

17
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Alors, les hypothéses (2.3) sont vérifiées. Plus précisément, pour chaque 0 <
s, t <1,

1

2

17v(s) = Zn(t) g < 18VZmax (p (X) ,p (W)} (S0, 6 s mp(t — )

1Zx(3)llg < 9VZmax (p(X),p(V)? (L 6) "
(2.5)
En effet :
Soit A € R.

6)\(ZN (5)=Zn (1) — 6)\ Zlf:l 01 { Xk (cos 2mpy s—cos 2mpyt)+ Yk (sin 27wpy s—sin 2wpi t) }

En prenant 'espérance et en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz :
]Ee)\(ZN(s)—ZN(t)) _ Ee)x ZkN:l Or{ X (cos 2mwpy s—cos 2mpyt)+ Yy (sin 27pg s—sin 27py t) }

_ AN 01 X (cos 2mpg s—cos 2mpyt) A N 01, Y (sin 2mpg s—sin 27py t
— E e k=1 e k=1

-

ATV 0 X (cos 2mpg s—cos 2mpyt 2N 01 Y} (sin 27pg, s—sin 27py t 2
< | Ee*t k=t Ee " 2k=1

On pose pour k =1...N :

X _ 2X0kx(cos 2mpy, s—cos 2mpyt) Y _ 2X0kx(sin 2mpg s—sin 2mpy t)
fk<I>—€ ) fk(x)_e )

On a donc :

2

N N
Ee 2 () —Zn(0) < (EH RXOE]] f,ﬂ’(Yk))
k=1 k=1

D’aprés le théoréme (1.2.2), on obtient que :

1

N N p(X)
‘E H ka (Xk)‘ < (H Eer(X))\Gle (cos 2mpy s—cos 27rpkt)>

k=1 k=1

1

N N p(¥)
|]E H fg(y;c) | < (H Eer(y))\Qle (sin 27pg s—sin 27rpkt))

k=1 k=1

2
Sachant que Ee*V (0D = e%, on alors :

Eer(X))\Hle (cos 2mpg s—cos 2mpyt) — er(X)2)\20i (cos 27mpy s—cos 2mpyt)?

Ee?p()i)/\Hle (sin 27pgs—sin 27mpgt) 62p(y)2)\29,%(sin 27py, s—sin 27pyt)?

18
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D’ou
]EGA(ZN(S)*ZN(O) < 62)\2 max(p(X),p(Y)) Z]kvz1 6’%{(cos 27ps, s—cos 2mpyt) 2+ (sin 27py, s—sin 27rpkt)2}

S 68)\2 max(p(X),p(Y)) Zi\;l 9% sin? 7py, (t—s)

Compte tenu du lemme (1.3.2), on obtient que :

2

N
1 .
1Zx(s) = Zn(t)l|le < 18V2max (p (X) ,p (V))* <Z O sin® 7y (t — 8))
k=1
D’otu la premiére inégalité. On démontre la deuxiéme de maniére similaire.

Exemple 2 :

Supposons que X et ) sont deux suites de variables aléatoires réelles in-
dépendantes et centrées, et qu’il existe une constante positive M telle que :

VE>1, | Xkl <M, |Yi] <M. P —p.s.
Alors les hypothéses (2.3) sont vérifiées, et pour tout 0 < s,t < 1
1Zx(s) = Zn(®)llc = 9Mdn(s,1)
1Zn(s)lle < oM (SN, 87)"
En effet, soit A € R :

]Ee)\(ZN (8)=Zn(t) — Ee)\ Z]kvzl O { Xk (cos 2mpg s—cos 2mpyt)+ Yk (sin 27mpy s—sin 27pit) }

[

N N . . 5
< <]E62>\ > ke Ok Xy (cos 2mpy s—cos 2mpyt) EGQ)\ > ey 0k Yy (sin 27py s—sin 27rpkt)> 2

En utilisant le lemme (1.1.1), on obtient :

EeZAGk X}, (cos 2mpy, s—cos 2mpyt) < €4>\292 (cos 2mpys—cos 2mpyt)2 M2 /2

Il s’en suit que :

]EeQ)\ Zf;’zl 0k Xk (cos 2mpg s—cos 2mpyt) < 62)\2M2 Zszl 9]% (cos 27pys—cos 2mpyt)?

D’ou :
]Ee)\(ZN(s)—ZN(t)) < 6)\2M2 N 02{(c0s 27py s—cos 27 t) 2+ (sin 27mpg s—sin 27rpkt)2}

_ 64)\2M2 Zgil 62 sin? mpy (t—s) _ 6A2M2d?\](s,t)
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On a alors la premiére inégalité :
1Zn(s) = Zn(t)lle < IMdn(s, 1)

La deuxiéme inégalité s’obtient en faisant des calculs similaires.
Exemple 3 :

Soit (Ag, k > 0O)une filtration de A, et supposons que X = {X;, Xy,...}
est une suite de différences de martingale telle que :

Vk>1, | Xlle <1,

Et supposons que ) = 0; alors les hypothéses (2.3) sont vérifiées.

En effet

Zn(t) = Z]kvzl d,(f) ol dl(f) = 0, Xy cos 2mpyt. Zy(t) est une somme de diffé-
rences de martingale satisfaisant Halff)HOo < 0. Alors d’aprés le lemme de
Ledoux-Talagrand|7] (lemme 1.5 p 31) on a :

N

0 v?
Yo >0, P{ kz:;dk >v} < 2exp (—222\]1 ||d,(f)||go> (2.7)
Il s’en suit que
N 2
Vo > 0, P{ Zd,(f) > v} < 2exp (—UT) (2.8)
k=1 2> 1 b3

En utilisant la majoration (2.8), et lemme (1.3.1) on obtient :

1Zx(s)lle < C (Z 9%)
k=1

Ou C est une constante universelle.

Pour 'autre inégalité, il suffit de remarquer que pour tout v > 0, on a :

p{ In(s) - Zn<t>‘ > v} < 2exp (‘ . )

S L 62(cos 2mpys — cos 2mpyt)?
En raisonnant de fagon similaire, on déduit que :

N 3
1 Zn(s) — Zn(t)]|c < C (Z 07 (cos 2mpys — cos 27rpkt)2) < Cdy(s,t)

k=1

Ou C est une constante universelle.
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Démonstration du théoréme

Comme premiére idée, notons que la pseudo-distance dy(.,.) est locale-
ment comparable a la distance usuelle.
En effet puisque |sinz| < (Jz| A1), on a alors :

N N
1
Z 2 Z
k=1 k=1
On en déduit que si 7|s — t| < 1/py, alors (p% A m> =pik=1,.,N.

1
Par conséquent dy(s,t) < 2m|s — t| (Z]k,»v:l 9,%pz> ’
Afin de maintenir les estimations précédentes on divise l'intervalle [0, 1]
en sous intervalles, comme suit :

=1 j { :
In; g=12..4p 2.9
M {4PN "dpn N (29)
Sis,tely; = |s—t|<4pN§$1lsensu1t que :

1
2

Vi=1,2,..,4pn, Vs, t€ln;, dn(s,t)<2m|s—1] <Z Qkpk> (2.10)

Pour pouvoir poursuivre, on introduit le processus auxiliaire suivant :

Vji=1,2, .. 4py, Vs,te€ Iy, yN(t):[ZN() ZN(“”NIH (2.11)

2 <Z]I€V 1 ekpk>

En bornant Q) relativement a cette partition de I'intervalle [0, 1], on a :

Qn = sup |[Zn(t)] =  sup  sup [Zy(1)]

0<t<1 J=12,..4pNteln,;
3 i1
2 6 Z
w<§j kpk) yo(t)+ 2 (1))

= sup sup
j:172 7777 4pNt€IN] k=1
D’ou :
1
-1
Qn < sup |Zn (‘7 ) ‘ +27 Zekpk sup  sup yN(t)‘.
i=12,..4py Apn i=12,..dpntely,;
(2.12)
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Le probléme étant & présent simplifié, il suffit d’estimer la borne supérieure

sup | Yn(t) | du processus qui de plus vérifie :
tEINyj

Vs,t€In; |IYn(s) = In@)[lc <C|s—t]|, Vj=12 .. 4pn.

En effet, en se servant de I’hypothése du théoréme et de (2.7), on a pour
Vj=1,2,.. 4py :
1

(Zk 1 ekpk>
1

< Cdy(s,t) - =Cls —
27 (Zk 19kpk>

Vs,t € Ing  IVn(s) = In(t)llc = [|1Zn(s) — Zn(t)||c x

Pour construire I’objet souhaité, on va utiliser I'inégalité du théoréme (1.3.1)
et ’hypothése du théoréme (2.10) comme suit :

sup

2

—1
()
j:L """ 4PN 4pN

N 2
+ 27 (Z 92pi> .
k=1

1@nlle <

G

sup  sup | Yn(1) |

]:1,2 ..... 4pNtEIN,j G
1 Jj—1
< ([2/log]logdpn)? sup ||Zn|=—
§=1,2,...4pN dpn G
N 3 9 1
+ 27 (Z 9;&%) ({—} log 4PN) sup || sup V(1)
2 J=1,2,..4pN ||t€lNn ; G

sup Yy (?)

teIN,j

G

1
N N 2
< ([2/log] log dpx)? Z ,3, +or (> 632 sup
k=1 k=1 Jj=12,.., ApN

Il ne reste plus qu’a borner || sup |Vy(¢)|
te[N,j G
Puisque diam(Iy,;,|.|) = 1/4pn alors pour tout 0 < u < 1/4py :
1/4pn Vdpy _ 1
NIy, | <1 — | <1 <
( N:J?’ |7u) — + |: 2u ] — + 2u — 2upN
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D’ou :

1/4pN 1/4pn 5
I(fN,j,|.r>=/ wogfvfm,uu)dw/ log —— du

0 dupn
\/10 dv < —
4PN / &

En appliquant alors le théoréme de Dudley (1.4.2), et en utilisant le fait

que Y (ip;;) = 0, pour tout sous ensemble dénombrable £ de Iy ; on a :

< ¢ (2.13)
g PN

supYn (t)

tek

sup|Yn(s) = Y (1)]

tek

G

puisque t — Z(t,w) est continu pour presque tout w € €2 alors le processus
auxiliaire Yy est également continu presque surement, de ce fait posons :

Q" ={w; t+—— Yn(t)estcontinu} alors P(Q0*) =1

Soient w € Q* ;e > 0et j € {1,...,4py}, d'aprés le théoréme de Heine

. , . i1 i < q-
t — Yn(t) est uniformément continu sur [flp—N, @LN] c’est-a-dire :

30(e) > Otelque  sup |Yn(s,w) — In(t,w)| <e
[s—t|<o

Soit s € [ZP;I, ﬁ], et soit tp € E tel que |s — ty] < &, E sous ensemble

dénombrable dense de [— ?}, on a alors :

In(s,w) = IYn(s,w) — Yn(to,w) + Yn(to,w)

Il s’en suit que :

In(s,w)f < sup [Yn(s,w) = In(t,w)|+  sup  [Yn(t,w)]

|s—t]<é teE, |s—t|<d
=|Vn(s,w)| < e+ sup|Yn(s,w)] Vs € {j —1J }
scE dpn  4pn
=  sup |YUn(s,w)| < e+ sup|Yn(s,w)]
= sup  |In(s,w)| = sup|Yn(s,w)| <e Ve > 0
sel i e
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Ce qui permet de conclure que pour tout sous ensemble E dénombrable et

L . '
dense dans [fm—N, M%N] , 7 €41, ..., 4pN} :

sup | Yn(s)| = sup|Yn(s)]
4pN 4PN
On vient donc de montrer que :
C
S -

G PN

<
G

sup |V (1)

j—1 _J
t€[4PN’4PN]

N 3 A 3
92 I 92p2

sup [V ()]

tEIN’j

Ceci implique finalement que :

[N

1Qn|le < C (logdpy)
k=1

108;2?N % (Z 9k>

Remarque 2.2.1 L’estimation (2.4) est optimale.

En effet :
Si Xpn = &ony €t Vi, = §opp1 01 (§,),,5¢ est une suite de variables de Radema-
cher indépendantes. Et si 0, = 1, pp = k(k > 1). On a alors :

N N
t) = Z Eor(w) cos 2Tkt + Z Eopr1(w) sin 27kt
k=1

k=1

BQx = [ Qu(@)aP() = [ sup |Z,(t0)]dP()

te(0,1]

Pour pouvoir minorer EQy on utilise le résultat suivant (|3| proposition 2, p
129) affirmant qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

/ sup |gn(z,w)|dP(w) ZC’(NlogN)% N=23,..
O 0<zx<2mw
Ou
1 N
gn(7,w) = Efl(w) + Z (&2n cOSNT + Eopp1 SiD NT)
n=1



CHAPITRE 2. ESTIMATIONS UNIFORMES POUR DES POLYNOMES
TRIGONOMETRIQUES ALEATOIRES

Et {&1,&2,&3, ...} est une suite de variables de Rademacher.
Ceci entraine que pour N > 2 :

1

EQn = EOSS;LSP% lgn(z) — ﬁfﬂ
> Eg;ﬁg};ﬂlgzv(w)l —%
> C’(NlogN)% — %
> C(NlogN)%
On en déduit que :
C(Nlog N)? < [|Qllc < K (Nlog N)
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Chapitre 3

Applications

Dans cette partie on donne cing applications du théoréme (2.2.1).

1. La premiére fournit une estimation précise pour les sommes de la
forme :

N
ZUkaezi”pkt N = 1,2,...
1

Ou U = (Ug)x est une suite de variables aléatoires indépendantes
(corollaire 3.1.1).

2. La seconde donne une estimation uniforme pour la différence de ces
suites de polynomes, et dans ce cas on suppose que la suite U est
Gaussienne (corollaire 3.1.2).

3. La troisiéme application fournit une estimation uniforme similaire
pour les suites de variables aléatoires indépendantes et symétriques
(théoréme 3.1.1).

4. La quatriéme est une variante du probléme initial (théoréme 3.1.4).

5. La derniére concerne la convergence uniforme des séries de Fourier
aléatoires.

3.1 Résultats pertinents

Corollaire 3.1.1 .

(a)Soit U = (Ug)?2, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
centrées, on suppose qu’il existe un réel M < oo tel que : |Uy| < M presque
surement pour tout k > 1(voir exemple 2). Alors :

N N 3
Z U, 0,,e2™Prt <CM (logpN Z 9,3) (3.1)
k=1 G

k=1

sup
0<t<1
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C' constante universelle.
(b)Soit V = (V)32 un processus gaussien discret stationnaire et centré
avec un coefficient de découplage fini p(V) (voir exemple 1). Alors

sup
0<t<1

< CVpV) <1ogpN 3 92) (32)

N
E : Vkekemwpkt
k=1

C' constante universelle.

Preuve :
Pour établir (3.1), on applique le théoréme (2.2.1) & X = {Ux/M, k > 1},
Y =0, ensuite A X =0, Y = {Uy/M, k > 1}. On obtient alors :

N N N
sup U0, et < || sup Z UrOy cos 2mpyt + || sup Z UrOy sin 27pyt
0<t<t| 1=} a 0<t<1| 4+ a 0<t<1| =} a
N 3
<CM <10g 293 9,2)
k=1

On proceéde de la méme maniére pour établir la deuxiéme inégalité, et ce en

prenant X = {V;/p(V), k > 1}, Y =0, ensuitea X =0, Y = {Vi/p(V), k > 1}.

L’objectif du corollaire suivant est d’améliorer (3.1.1).

Corollaire 3.1.2 Soit V = (V;)32, un processus gaussien stationnaire et
centré avec un coefficient de découplage fini p(V). Alors,

[ hs v Vilhe™ ™|
Sup sup T

N<MO0<t<1 M 2
<10g Pm Zk:NJrl 91%)

Ou C' est une constante universelle.

< Cy/p(V), (3.3)

G

Preuve :
Comme précédemment on établit des estimations pareilles a chacune des
parties réelles et imaginaires, pour ce faire on pose :

( L) = sup 1Zi= Vibucos2mnt] (N < M),
0<t<1 (log PM Zﬁi]\r-&-l 91%) ?
. N i
LE?Z{”} _ sup 1ZAo) Vebh sin2mp] (N < M), (3.4)

0<t<1 (logpar ShLn 41 67) 7

L(COS) = Sup Lg\ioi/} L(szn) = sup Lg\‘?;})
L N<M N<M

27



CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Il suffit de montrer que :

EL) < C/p(V), ELE™ < C/p(V). (3.5)

En s’appuyant sur le théoréme (1.2.1) des semi-normes Gaussiennes, et (3.5),il
existe une constante K telle que :

(L(cos))2 (L(cos))2

—2> >E | exp 5
K (EL(s)) K (C\/p(V))
On en déduit immédiatement que :

1L e < CV/p(V)

Pour les mémes raisons, on a :

ILE™ 6 < CVp(V)

2>E <exp

D’ou le résultat.
Montrons a présent (3.5) et ce en s’appuyant sur le théoréme (1.2.3).0n a
alors,

EL ) < C { sup ELY"%) + E sup |AN,M|0—N,M} (3.6)

N<M N<M
Ou : N
_1 VO cos 2mpyt
o = sup || 12i= Vil il (3.7)

0<t<1 M 2
(log Pm Zk:N—H 91%)

et (An,m)n<ar est une suite de variables aléatoires normales N (0, 1) indépen-
dantes.
En effet :

Posons pour k=1,...,. N

Z;ﬁvzl Vké’k COS 27Tpkt

Gr(t,w) = T
(IngM Z]k\/[:N-i-l 013) ’
Et donc,
|Gull = sup |G (1)] = Ly
t€[0,1]
Par suite,

E sup HGNH = [E sup Lgéojf} — | J,(09)
N<M N<M )
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D’ou (3.6)
Sachant que {Gxy(t), t € [0,1]} est un processus Gaussien continu, et en po-
sant :

K(s,t) = Cou(Gn(s), Gn(t)) = E(Gn(s)Gn (1))

Alors, la dualité s’exprime comme suit :

(1, Giy) = / Gy(t)du(t)  pecCo

(4, Gix? = / G (t) dp(t) / Gr(s) dpu(s)

_ / 1 / G ()G (5) du(t)

E (1, Gy)? // (Gn ()G (s)) dp(t)

//Kstd,u
/0 K )(t) du(t)

Avec K : C0,1]* — ([0, 1] 'opérateur de covariance. Ceci implique

Et donc

2
oy = sup E(u Gy)*= sup (u Kp)
lellero,y+ <1 lellero,1yx <1

Posons S* = {p € C[0,1]*, ||pllcpo.1+ < 1}, alors d’une part :

o < sup ull|Epll < || K]
HES*

D’autre part :
K| = SUSPIIKMIIZ sup (v, Kp) = sup E ((u, Gn) (v,GN))
HES™

WVES* W VES*
1 1
< sup (E </J“7 GN>)2 sup (]E <V7 GN>)2 = O-JQV,M

HES* vesS*

Dot %, = |15
Par définition :

1
:/ K(s,t)ds, 0<t<1
0
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En prenant la valeur absolument :

0| < [ s 01

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

NI

(K (s, )] < (B (G (1)) E (Gn(s)?))

Donc
sup|K(s,t)| < sup E (GN(t)Q)
s,t

0<t<1
D’ou

(0] < s B (G )

0<t<

Il s’en suit que :
[Kpllso < sup E (G (t)?) [l
0<t<1

Déduisant que :
|K| < sup E (Gn(t)?)

0<t<1

Par ailleurs,

11| = sup [ Kploe = sup sup (Ku)(t)‘
pes peS*0<t<1
> sup [(Kd;)(t)| = sup E (GN(t)2)

0<t<1 0<t<1

Donc :
oxm = IK|| = sup E (Gn(t)?)

0<t<1
En d’autres termes :

ON,M = Sup HGN(t)||2
0<t<1

En procédant de la méme maniére que dans 'exemple (1), on a :

M
M
EGA N1 Ok Vi cos2mpyt E (H eAGka cos 27rpkt>

N+1

M
< H Eﬁ (e)‘P(V)Hka cos 27rpkt)

N—+1
— e%p(\/))\2 Z%IJA 9,% cos? 27pyt
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Ceci implique que :

[N

M M
Z 0,V cos 2mpit|| < C+/p(V) ( Z 07 cos® 27Tpkt)
N+1 G E=N+1
M 3
N ( 3 ez)
k=N-+1
Par suite,
M 3
Z 01 Vi, cos 27rpkt < CVp( ( Z (9,% cos? 27Tpkt)
N+1 k=N-+1
Donc

X Vi 1
<1OgPM ZIQ{N-&-l 92) sz
_ OV (Sl 92)
<1ngM S v 92)
= OV/p(V) (log pur)
par le théoréme (2.2.1) on sait que :

sup ELY%) < EL© < C\/p(

N<M

ON,M = Sup
0<t<1

D’autre part, si on ré-indexe la suite comme suit : On pose m; =1, my =
1+ Zf ,(J—1) (k> 2), et pour tout M > 1 et tout | € [mar, mary1],

91 = N—myy M, SL = (logpM)2 on a s > (logM) d’ou :

E sup [Avalonm < C’Esup|gk|
N<M E>1 Sk
log k
< C'sup . E sup 94
k>2 Sk k>2 Vd0ogk
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Par ailleurs, pour N > 2 on a :

+o0
E sup 194 = P( sup 94| > t) dt
2<k<N V/1ogk 0 a<k<n Vlog k

<0+ P sup >t dt
b 2<k<N V1ogk
_b+§ / |gl|>t\/log )dt

+o00 22
=b+ Z/ /log e 2 dedt

En utilisant I'inégalité qui affirme que pour tout @ > 0 on a :

+Oo acz 1 (12
[Cetacles
a a

on obtient que :

|gk| \/7 /+oo logth
E su dt
QSng k - Z ty/log k

En posant u = ty/log k et en réutilisant I'inégalité citée, on a :

2 s, b <042 et [ i
<b+\/>zblogk log _%du
<b+\/72b2 1ogk=% o st
_b+\/>zb%z (logk)?

En prenant b = 2, on a :

E sup |gk|

2<k<n V0oghk \/ Z k2 ( log k)2
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D’ou :
|9k : |gx|
E su = lim E su
k212) Viegk  N—+o ngEN log k
y— 1
<2+ < 00
ver ; k2 (log k)2
Entrainant,

E sup [Aymlonm < C
N<M

Donc EL*) < C/p(V). En résonnant identiquement on établit la méme
estimation pour EL®™ et en combinant les deux résultats on obtient (3.5).
Le résultat suivant concerne les variables aléatoires symétriques.

Théoréme 3.1.1 Soit W = (W), une suite de variables aléatoires symé-
triques indépendantes. Alors,

M .
. W.0 eQzTrpkt
sup sup ’Zk_NJrl kYE ’

1
N<MO<t<1 M 2
(log PM D pen1 Wl?)

G

<C, (3.8)

C une constante universelle.

Remarque 3.1.1 Par linégalité de Cauchy Schwarz on a :

1 1
. M 2 M S 2
[k s Wibe™ ™| < <Zk:N+1 |Wk‘2) (Zk:N“ |62mpkt|2> < (M v N> |

1 — 1
3 1 3 log p
(IngM ZIJY:NH W/?) ’ (IOgPM)é <Z£/[:N+1 Wl?) : B o

En particulier si la suite (P )m>1 est telle que Py > APy, (A > 1) pour tous
lesm > 1, alors :

log par > log(AM ™ 'p1) > (M — 1)logA

On peut affirmer alors que :

M ; 1
~ oy Wibpe?mprt M—_N\2z 1
Sup sup |Zk_N+l KUk ‘1 < sup sup (M 1> — _
N<MO0<t<1 M 2 N<MO0<t<1 — v log
- (log Pm Zk:N—i—l W/?) -

La constante C' dépend uniquement de \. Alors le théoréme (3.1.1) n'est
intéressant que lorsque la suite (Pm)m>1 croit au plus de fagon géométrique.
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Preuve :

Soit ()32, une suite indépendante de WV de variables de Rademacher mu-
tuellement indépendantes, définie sur (€., A., P.). Puisque la suite W est
symeétrique, alors W' = (exWi)52, et W sont identiquement distribuées.

Soit g = (gx)p>; une suite de variables aléatoires normales N (0, 1) indépen-
dantes définie sur (€, Ay, P,) indépendante des autres suites.

Soit |g'| = (|gx])%, une suite de variables aléatoires indépendantes, oil
(9,)52, est une copie indépendante de la suite (g;,)$., définie sur (Qy, Ays Py).

’ L
Alors (ek|gi))k = (9k)k-
Soit L un entier strictement positif.
On a d’une part, en utilisant le corollaire(3.1.2) :

M 2imprt
_ W.e=* Pk
wp sup [T G
N<M<L 0<t<1 (10gpM Z]kW:NJrl W,f) 2 |lLe(p,)
T
KO = \/;CO
En d’autres termes :
M 2impit
_ Wies"™Pk
E,G sup sup |Zk_N+1 Ik | <1

N<M<L 0<t<1

1
M 2
Ky <logpM Zk:N—H Wl?)
D’autre part, par 'inégalité de Jensen :
M -
1> k=ni1 e Wy e ™|

K (10gpM Z]k\/[:N-f-l W]?) i

E.G sup  sup
N<M<L0<t<1

M ! 2impyt
_ erlE Wies"™Pk
_E.G g sup  sup |Zk,N+1 k g<|gk|) k : |
N<M<L 0<t<1 2
<Mshbss Ky (IngM Zﬁizvﬂ sz)Q
M ! s
T ‘Eg' (Zk:N—H 5k‘gk|Wk€2 pkt>|
=E.G — sup sup
2 N<M<L0<t<1

1
Ky (1ngM ZQ/[:N-H W/?) ’

m By 1Y ol w1 kg Wie2 ™|

<E.G — sup sup T
Ko (10gpM Z]k\/[:N+1 Wl?) ’

2 NeM<L0<t<1
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M ! 2impyt

_ g W.e**™Pk
<E.G \/g s | swp sup 2 k=1 Bkl W ]1
N<M<L0<Lt<1 M i

K, (logpM PP Wk2>

M ! 2impit

7T - € We"™Pk
<EE,G \/; sup  sup 2 k=i Bkl W |1
N<M<L0<t<1 N 1

= K, (lngM D h=Nt1 W,f)

T | ke 1 SR Gi Wi ™|

= EEEg’EQG — Sup Sup x
KO <1ngM 224:]\74—1 Wk?) ?

2 N<M<Lo<t<1

T ’ZQiNH ngkBinpktl

=E.E/E,G 5 Sup  sup I
K, <logpM S v W,f) ?

2 N<M<Lo0<t<1
M 2impit
el > he w1 G Wee ™|
— g 5 sup sup

N<M<L0<t<1 M
) Ky (108;PM > h=Nt1 W,f)

1
2

M 2impit
— — Wie“"™Pk
=E,G sup  sup |Zk_N+1 Wk |

N<M<L 0<t<1 "
<O, (1og par Sy WR)

<1

1
2

Donc

|Zk N+1 5kae2”pkt|

KO <1ngM Zk N+1 W2

M et )

K, <10gpM Zk:NH

EEG sup sup
N<M<L 0<t<1

Ceci implique que

EE.G | sup sup
N<M<L0<t<1

Par conséquent

M ,
_ We27,7rpkt
EG | sup sup 2 ke Wa | | <1

N<M<L0<t<1 M =
< K, <logpM > he N1 Wk2>
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Prouvant que

[k iy W™ ™|

T
sup sup —| < ECO
N<M<L0<t<1 M 2
(logpM D k=N Wk2> “
En tendant L vers l'infini, on obtient :
M 2impyt
o W e 1Pk
sup sup ‘Zk_NJrl k ‘ <C
el

1
N<M 0<t<1 M 3
<10g PM D k=Nt Wy >

D’ou le théoréme.

On peut déduire de ce théoréme (exceptée la constante 2) 'estimation de
Salem-Zygmund [9] que voici,

Théoréme 3.1.2 Soient (ng)ken, (Pr)ken deuz suites croissantes d’entiers
positifs et (ay)ren une suite de réels. Soit € = (€x)ken une suite de variables
aléatoires de Rademacher indépendantes définies sur [’espace de probabilité

(Q,B,P). Alors :

2i7rpjt|

n
. maxnk<n§nk+1 | Zj:n;ﬁ-l aje;e
P limsup sup

1
I — 0<t<1 Mhkt+1 2)2
oo st (logpnk-H Zj:nk—i-l CL]-)

<23=1 (3.9)

Preuve :
Posons pour tout £ > 1 :

" a;e;(w)emit
Ap = QW; SUP MaATy, <p<ng,, | ZJ*”'“H 4() | <

1T =
0<t<1 Nkt1 2\ 2
== (IOankH Zj:nk—i—l aj)

Ou C" > C (la constante du théoréme 3.1.1).

L’indépendance des variables de Rademacher de la suite € entraine 'indépen-
dance des événements Ay, k > 1.

D’apres 'inégalité de Markov et le théoréme (3.1.1) on a,

S D
P(Ak) < F]E SUp MaTn,<n<ngiq S :k-il 23
0<t<1 (logpnk-u Zj:nk‘f‘l aj) i
C
< =
C
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Avec Ay I'événement complémentaire de Ayg.

D’ou o
EE:I)C4k) Ejjiz (1 —-E§7) = +00
k>1 k>1
Ce qui implique que > ,., P(Ay) = 400, et d’aprés le lemme de Borel-
Cantelli, N
P (lim supAk) =1

k

D’out le résultat du théoréme.
Le théoréme(3.1.2) est en fait une conséquence du théoréme suivant de Salem-
Zygmund ([8] lemme 4.3.1) que nous admettons :

Théoréme 3.1.3 considérons la série Y | Ty€m cOSMT 00 € = (€x)men €St
une suite de variables aléatoires de Rademacher indépendantes définies sur
Uespace de probabilité (0, B, P), et (7m)men une suite de réels.

Notons par P, = P,(w,z) le polynome Y| rmen(w)cosmz et posons M, =
M,(w) = mgm|Pn(w,x)| et R, =Y 7712,

Alors il existe une constante A (A < 2) telle que :

li Mnw) 4
1m sup——
k—>+oIo) VR,logn —

En s’inspirant de la démonstration du théoréme ci-dessus on peut affirmer
que pour tout entier positif N :

sup| Z%Gn exp(2imnx) ]H <C (Z a2> log N
T op=1

C une constante universelle pouvant étre estimée.
En effet :
Posons pour N > 1

pour presque tout w.

N
Py(w,x) = Z an€, exp(2imne)

n=1

et
N

Mpy(w) = sup

0<z<1

an€n exp(2imnz)
n=1

En utilisant I'inégalité de Bernstein (lemme (4.2.1) de [8])que nous citons :
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Lemme :
Soit f,(w) = >°7 cmem(w) ot € = (€, )men est une suite de variables aléatoires
de Rademacher indépendantes, et (¢, )men une suite de réels.
Posons C,, = > ¢2 et D, = > "7 ¢} et soit A un réel positif, alors :

1 1
e§>‘20n_>\4Dn S / 6)\fn dP S 6§>‘2Cn
Q

<2

N
5 Qp€p
n=1

N
Z an€, exp(2imne)
—1

Il s’en suit que

/eAIPNIdP < / €2>\|Zf¥:1 anen| P
Q Q

< 262)\2 Z'r]y:l az,

1
// APN e dP SQGQVZLNi
QJo

Par ailleurs, en utilisant le lemme (4.2.3) de [8], on obtient :

Et donc

1 J—
/ APV dy > 1—96’\6MN 0<f<1
0 N

On a alors
/ 1= 96’\9MN dP < 2e2M Eisian
q N

1

log N 2 . el

Posons A = (ﬂfvg—ag> avec [J une constante strictement positive. On ob-
n=1"n

tient
/ €>\6MN dP < 2 elogN(26+1)
o 1—0

Plus encore

/ BAGMN—log N(2B84+2+n) dP < 2 6—(1+n) log N n> 0
1—-46
Q

Par le biais du théoréme de convergence dominée :

/Ze)\GMN—logN 28+2+n) dP = Z/ AOM x —log N (23+2+n) dP
0

N=1
oo

< 1—0NZ_1N(1+’7) < o0
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On en déduit immédiatement

[e.o]

Z AOMn —log N(28+2+4m) - P.p.s
N=1

Posons alors Q' = w € {w € Q : S ¥_, MMV@-loe N2H2) « 501 et soit

w e ', on sait que

MM (W) —log N(26+240)  _y

N—+o0
C’est-a-dire :
Ve >0 3ng(w) €N VYN >mng(w) e MMn@I-logN@s+24n) o
pour € =1
VN > no(w) MNMy(w) < (26 +2+n)log N
En remplacant A par sa valeur

1
2

My (w) < 0_15_%(25+2 +n) ((Zai) logN>

On a donc
M /
VN > no(w) > 1 v(w) + <C Pour tout w € Q
<log N a%) ’
D’ou
N N
sup Z an€n exp(2imnz)||| < C (Z a%) log N
T ln=1 1 1
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On peut également traiter une variante du probléme initial, pour ce-la
considérons la suite P :
P, P, ...

de variables aléatoires indépendantes définies sur (€2, B, P) a valeurs dans Z
et satisfaisant la condition suivante :

P{p+P>0}=1 i=12,.. (3.10)

Cette hypothése est purement technique.
Introduisons la suite de polynomes aléatoires suivante :

Un(t) =) eXmeth _ e rethi N=12,.. (3.11)
k=1

Uy est une variable centrée, alors par la technique classique de symétrisation
des variables aléatoires, I’étude de I'extremum de ces polynomes est réduite
a I’étude de la suite symétrique suivante :

N
Vy =Y gpe?mpthi N=12..
k=1

Ot €1, €9, ... est une suite de variables aléatoires de Rademacher définies sur
un autre espace de probabilité (§2., B., P.), on note par E. le symbole d’in-
tégration correspondant. Mais conditionnellement a la suite (Py)y ces poly-
nomes sont du méme type que celui du corollaire (3.1.1)( (Ux)52; = (k)52
avec |ex| < 1, donc on peut user des résultats établis avant.

Pour la suite on suppose que la condition suivante soit vérifiée :

[log, (par + Pa)]

C(P,®) = E;uzp1 S0 (3.12)
Avec ® : N — N* une application croissante, et
log, () = log (maz(z,1)) x>0
On a alors le résultat suivant :
Théoréme 3.1.4 [l existe une constante universelle C' telle que
E sup sup [Unr(t) = Un ()] < C.C(P,®) (3.13)

N<M0<t<1(M — N)% O(M)
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Preuve :
Considérons la suite symétrique (Vy)n>1, conditionnellement a la suite (P )y,
posons qx = pr, + P,k > 1, en vertu du théoréme (3.1.1), on a :

| o e
sup sup -

N<M 0<tL1 M 2\ 2 G,P
<10g+ aM D jen+1 5k> :

<C

Ot C est une constante universelle.
Sachant que Y ., ex€® % = Vi (t) — Viy(t) et que S op o 62 = M — N
alors,

. |VM( ) VN( )l
p sup
N<MOS=1 (M — N)log, qy)®

<C

G,P.
D’ou,

[Var(t) — Vi (t)]

E. sup sup _<C
N<M 0<t<1 ((M — N)log, (pm + pM))§
De la on obtient :
]EE Sup Sup |VM() VN( )|
N<M 0<t<1(M — N)z d(M)
_ | ST
= EE, sup sup Vi (t) — Vi (t)] _ ( og (par + M))
N<MOt<t\ (M — N)log, (pm + Pur))*? ¢ (M)
_ 1 P 1
< EE.sup sup |Var(t) — V()] o ( og (pm + M))
N<Arost=t ((M - N) 10g+(pM + PM))E M (I)<M)
1
(10g (pm + PM))§
< CEsup=——+ =C.O(P.®
B 7 d(M) (P, @)

Soit (P,)x>1 une copie equlvalente mdependante de la suite (Pg)x>1 définie
sur un autre espace de probabilité (Q', B', P') avec E' le symbole d’intégration
correspondant. Etant donné que :

) ’ )
E’QQzﬂt(pk—i-Pk) _ EGQZWt(pk"FPk)
on a,

EE. sup sup ’UMU UN(t>|
N<M0<t<1(M N) (I)(M)

| Zk_NH 2t (Pt P) _ [Eeimt(pitPr) |
(M — N)? (M)

= EE. sup sup
N<M 0<t<1
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= EE. sup sup

M int(pp+Pr) _ T o2t (pptPL)
| Zk:N—f—l € Ee |
(

N<M 0<t<1 M — N)% (M)
< E.EE sup sup (I R pﬁik) n ezmt@k*d”)
N<M 0<t<1 (M—N)E O(M)
Puisque
2Tt Py) _ p2imt(petPy) £ - ( 2Tt (prtPr) _ €2i7rt(pk+P,;)>
Alors,

E.EE sup sup

< ‘ Zk Ni 217rt (pe+Pr) _ 2Z7"t(pk+P}L) | >
(

N<M 0<t<1 M — N)z &(M)
ITM e <€2m(pk+Pk) _ e2mt(pk+P,L))|
= E.EE sup sup
N<M 0<t<1 (M —N) 2‘1)(M
2Z7rt(pk+Pk)
< E.EE sup sup (’Zk Nl |>
N<M 0<t<1 (M — N) 2<I)
/ Er 2imt( pk-i-P
+ E.EE sup sup |Zk N1 SkE |
N<M 0<t<1 (M — N
Ex 217Tt(pk+Pk)
= 2E.Esup sup |Zk N1 Sk |
N<M 0<t<1 (M — N
V Vv (
= 2EE. sup sup Var(t) — 1 it
N<MO<t<1(M — N)2 CID(M)
< C.C(P,®)
Ce qui entraine,
U U
E sup sup Uailt) — Un(t) < CCO(P,?)

N<MO0<t<1 (M — N)2 d(M)
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3.2 La convergence uniforme des séries de Fou-
rier aléatoires

Soit C[0, 1] I'espace des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans C
muni de la norme sup ||f|| = sup |[f(¢)|, f € C[0,1]. Considérons la série de
0<t<1

Fourier du type

Wi (w)e? et n=1,2,..
k=1

OuW = (Wy)2, est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
symétriques, et (pg)r>1 une suite croissante d’entiers positifs ( avec p; > 1).
Le but de cette partie est de trouver une condition suffisante pour la conver-
gence des séries de Fourier aléatoires et ce en s’appuyant sur le théoreme
(3.1.1), en d’autre termes on montre que le théoréme (3.1.1) reste valide
pour ce genre de problémes, et nous allons voir une maniére trés simple de
le traduire dans ce contexte.

Théoréme 3.2.1 Soit W = (Wy,)p2, une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et symétriques, définies sur l’espace de probabilité (2, A, P),
et soit (pi)k>1 une suite croissante d’entiers positifs ( avec py > 1).
Supposons qu’il existe des entiers 0 := ng < ny < ng < ... tels que la
conditions suivante soit vérifiée :

1
e8] Nit+1 2
Z \/10g(n,., ) E Z |Wk|2] converge. (3.14)
=0 k=n;+1

Alors la suite des sommes partielles Y _, Wi(w)e*™+t n = 1,2, .. converge
dans C[0, 1] pour presque tout w.

Preuve :
Posons S,,(w,t) := 22:1 Wk(w)eziwpkt ot

|Zl]<‘;/[:N+1 Wye? |
1
M 2

log par SiL i W72)

Par le théoréme (3.1.1) : ||R|l¢ < C d’ou ER < co. Par ailleurs,

R = sup sup
N<MO0<t<1 (

Nit1
_ _ 2impyt .
Shnipr — Ony = E Wie 1>1

k=n;+1
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D’ou
i1
Wk€2i7rpkt

k=n;+1

1
S Wi )
= sup Ll 10g(pny) | Y (Wil

Ost<l (log(pni+1) Zi:t;+1 W2) k=mn;+1

0y Wi
S —— plogln) | - (WP
<MO<t< M N
(10g P Zk=N+1 WIS) k=n;+1

1

Mi41 2
=R log(pni+1) [ Z |Wk’|2]

k=n;+1

IS5

Ni+1

— Snl

¢ = sup
0<t<1

Donc pour n; <n <n;qy, 1>1

N[

150 — Snille < Rv/log(pn) [ Z |Wk’2]

On en déduit que :

1
sup S, — Sulle <R sup log<pn>lz mr?]

n;<n<nit1 n;<n<nit1

1
i1 2
=R log(pmﬂ) [ Z |Wk’2]
k=n;+1

A présent montrons que la suite (S, ) converge vers une limite S, et ce
en montrant que c’est une suite de Cauchy. Soit 7,7 > 1:

k=j—1

HS i nzHC Z ||Snk+1 _SnkHC

k=7—1 nk+1
< Z \/ log pnk+1 [ |VV1|2]

= nk—i-l

[NIE

Et donc d’aprés ’hypothése du théoréme :

lim ||Sy, — Splle=0 Pp—s (3.15)

2,7 —>—+00
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Par ailleurs, soit n > 1, alors de maniére similaire on a :

N1 %
Yo sw 1S = Sulle < Y0 Ry/log(pu,,) | Y WA
L SnSnggg k l=ng+1
D’ou
sup  ||Sn — Snllc e 0 Pp—s (3.16)

nE<n<ng41

Ainsi, pour tout n > 1
Hsn - S”C < “Sn - Snk”C + HSnk - SHC
D’apres (3.15) et (3.16) :

|S, —Slle — 0 Pp—s (3.17)
n—-+o0o
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Conclusion

Dans ce mémoire on montre qu’estimer -uniformément- des polynomes
trigonométriques aléatoires constitue un moyen infaillible dans 1’étude de la
convergence presque sure de séries aléatoires.

Ce travail nous a également permis de montrer que la méthode d’entropie
métrique permet -efficacement- d’apporter tous les éléments de réponse a
cette problématique.

Et de fagon similaire, la méthode d’entropie métrique a été utilisée pour
obtenir des raffinements du théoréme de Rademacher-Menchov sur la conver-
gence presque sure des séries orthogonales, elle a aussi permis d’obtenir une
nouvelle preuve pour la loi forte des grands nombres pour les suites faiblement
stationnaires de V.F Gaposhkin.
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