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Introduction

Les travaux de recherches relatifs a la modélisation des séries chronologiques ont été
dévoués surtout aux modéles linéaires, en particulier les modéles autoregressifs et les
moyennes mobiles qui ont été étendus jusqu’aux variables exogénes. Par la suite, 'analyse
des modéles non linéaires a connu un intérét croissant dans la littérature. Granger et An-
derson (1978) ont étudié les modéles bilinéaires. Les modéles autoregressifs a coefficients
aléatoires forment une autre classe de modéles non linéaires qui a été reconsidérée par de
nombreux auteurs.

Andel (1976) a mis le point sur le fait que la modélisation statistique dans les domaines
comme 1’économie, la biologie, 'hydraulique ..., les coefficients du modéle sont les résul-
tats de plusieurs processus compliqués et actions de caractére aléatoire, d’oti 'intérét de
considérer des modéles & coefficients aléatoires qui constituent une généralisation des mo-
déles a coefficients constants.

La classe des processus autogressifs a coefficients aléatoires a été introduite par Andel
(1976) qui a établi des conditions pour la stationnarité faible pour cette classe dans le cas
univarié. Nicholls et Quinn (1980-1982) ont généralisé ces résultats au cas multivarié et

ont traité estimation de cette classe.



Introduction

Ce mémoire se base essentiellement sur la thése de :

WANG, DAZHE (Frequentist and Bayesian analysis of Random Coefficient Autoregres-
sive Models), et vise a développer quelque résultats sur les modéles RCA(1), notamment
sur les problémes d’estimation et des previsions.

Il est composé de trois chapitres. Dans le premier, on présente quelques généralités sur les
processus autorégressifs a coefficients aléatoires RCA (1), plus particuliérement 1’existence
de la solution ergodique et strictement stationnaire.

Quelques exemples de simulation d’'un RCA(1) sont aussi présentés.

Dans le deuxiéme chapitre, on traite le probléme de 'estimation des paramétres d’un
modéle RC'A(1) par la méthode des moindres carrées ensuite par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance. Nous démontrons les deux principaux résultats. Le premier sur la
consistance forte et le deuxiéme sur la loi asymptotique du vecteur des estimateurs obtenu
par la méthode du maximum de vraisemblance.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de 'effet de I'existence de la racine unitaire sur
les prévisions. Nous présentons aussi un test sur la racine unitaire basé sur la statistique

de Wald.



Chapitre 1

Le modele autorégressit a coeflicients

aléatoires RCA(1)

1.1 Généralités sur les processus

Définition 1.1. Un processus (X;,t € Z) est dit strictement stationnaire ou fortement
stationnaire si pour tous ti,ts,...,t, € Z avec t; < ty < ... < t, et h € Z , le vecteur

(Xty4hy ey Xt,+n) a la méme loi de probabilité que (X3, ..., Xy,).

Définition 1.2. Un processus (X, ¢t € Z) est dit stationnaire du second ordre ou sta-
tionnaire d’ordre deux ou stationnaire au sens faible, si les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) vVt € Z, E(X?) < o

(ii) Vt € Z, E(X:) = m est indépendant de t

(iii) Y(¢, h) € Z?, Cov(Xy, X)) = E(Xy — m)(Xpon —m)) = v(h).

Définition 1.3. Soit (€2, F, P) un espace de probabilité. On dit que T : @ — € est une

transformation qui préserve la mesure P si :
VF € F, P(T~Y(F)) = P(F).
Définition 1.4. L’opérateur shift S est défini sur R™ par S(...,x;_1, %, Tit1, ..) = (o) T, Tin1, Tiga, -.)-

Remarque : Si X = (X;,t € Z) est un processus strictement stationnaire alors le

shift S préserve PX 1. la loi de X. En effet :



Chapitre 1. Le modéle autorégressif a coefficients aléatoires RCA(1)

Soit F' = [] F; € Bg,, la tribu borélienne de R> ou F; € Bg. On a

i€

S_l(F) = {(...,ﬁi,flfi_i_l, vy Loy 1, ) e R | S(...,$i,$i+1, cey Loy L1, ) S F}

= (...,.I'i,l'lqu, .y Loy X1, ) € R* | (...,l’i,1,$i, ) € F}

Par la stationnarité, on a

P(X € 57'(F)) = P(("|(X; € Fi))

i€z
= P([|(Xi-1 € Fiy))
i€z
=P(X€eF)
Définition 1.5. - Un ensemble mesurable F' € F est dit invariant par rapport a T' si
T-Y(F)=F.
- Une transformation qui préserve la mesure est dite ergodique si pour tout ensemble

invariant F', P(F') =0 ou P(F) = 1.

Le théoréme suivant assure la convergence presque sure de la moyenne d’une suite

strictement stationnaire et ergodique.

Théoréme 1.1. [4] (Théoréme ergodique)
Soit & = (&1, &, ...) une suite aléatoire strictement stationnaire et ergodique avec

E(] & |) < co. Alors

¢
JE&E;&:E(&) p.s



1.2. Le modéle autorégressif a coeflicients aléatoires

1.2 Le modeéle autorégressif a coefficients aléatoires

1.2.1 Présentation du modéle RCA(1)

Considérons deux suites de variables aléatoires (e;,t € Z) et (Bt € Z) avec les
conditions suivantes :
— Al : (€) est une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de
variance o2
— A2 : (f5;) est une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne ug et de
2

variance o 3

— A3 : (B) et (e) sont indépendantes.

Définition 1.6. Un processus (X, t € Z) est dit autorégressif a coefficients aléatoires

RCA(1), ¢’ vérifie I’équation suivante :
Xt = o+ ﬁtthl + € (11)

Remarque : Lorsque 0/23 = 0 le modéle RC'A(1) devient une série d’'un modéle autoré-

gressif AR(1).

1.2.2 L’existence d’une solution strictement stationnaire pour le
modéle RCA(1)

Nous commengons par énoncer le résultat de Billingsley (1995), qui sera utilisé dans

la démonstration du théoréme (2.4).

Lemme 1.1. [1] Soit (X;,t € Z) un processus stochastique. considérons un processus
stochastique (Y, t € Z) avec Yy = ®(..., Xy_1, Xy, Xig1, ...), ou ¢ est mesurable. Si (X, t €
Z) est strictement stationnaire et ergodique, en particulier, si les X; sont indépendants et

identiquement distribués, alors Y est strictement stationnaire et ergodique.



Chapitre 1. Le modéle autorégressif a coefficients aléatoires RCA(1)

Quinn (1982) a étudié 'existence d’une solution strictement stationnaire et ergodique

pour les modéles bilinéaires, définis par 1’équation
Xp=aXn_1+ bean—l +én

ou (e,) une suite de variables aléatoires strictement stationnaire et ergodique.
Il a montré que les conditions E(In | a+be, |) < 0et (E(In | a+be, |) < 0) sont nécessaires
et suffisantes pour l'existence de cette solution. Les mémes arguments appliqués é un

modéle RC'A(1) donne
Théoréme 1.2. [5] Considérons l’équation suivante :
Y, =B.Y1 + € (1.2)
0t {(Bn, €n)} est une suite de vecteurs aléatoires strictement stationnaire et ergodique avec
Elln|e,||<oo e Elln|pB,]||< oo

Si E(ln | B, |) <0, alors il existe une solution {Y,} strictement stationnaire et ergodique
pour 'équation (1.2), et telle que pour tout n € Z, Y, est mesurable par rapport a F,, =

o({(Br, &), t <n}) la tribu engendrée par {(Py, €),t <n} .

Démonstration. Supposons que
E(ln|pn|)=a<0.

On définit la suite (T}),en par :

j—1

To =€, et T} = Hﬁn—ieja pour ] > 1.

=0



1.2. Le modéle autorégressif a coeflicients aléatoires

Soit S, =Y T, ona:
=0

J

j—1
n | Ty = ]] 1 Bu-illes |
=0

j—1
:ln|ej|—|-zln|ﬁn—i|
i=0

D’ou
j—1

1 1 1
;ln|TJ |= ;ln!en,j \ +32ln\5n,i | .

=0

Par le théoréme ergodique, on obtient
]. p_S
EM | Ty [=— E(ln | B, ]),
soit
1ps
| T} |J’p—> exp|E(In | B, |)] = exp(a) < 1.

Maintenant on prend toutes les réalisations (77) pour lesquelles la convergence ci-dessus
est vérifice.

Etant donné que exp(a) < 1 alors il existe 0 < § < 1 tel que :
| T; |< & <1,  Vj>Rs

.,
FJRE * ' _
D’ou ) | T} | converge et par conséquent S, = T} converge presque surement quand
j=0 7=0
r — 00.

r

Maintenant on pose :

Y* = lim S,
r—00
= rlggo(en + Zl T;)
o

oo j—1

=€+ Z H ﬁn—iej

j=1 i=0



Chapitre 1. Le modéle autorégressif a coefficients aléatoires RCA(1)

Il est évident que Y,* est une solution F,, mesurable pour 'équation (1.2). De plus par
hypothése {(e,, 5,)} est une suite de vecteurs strictement stationnaire et ergodique et par

le lemme(1.1) on conclut que (Y*) est strictement stationnaire et ergodique. O

Théoréme 1.3. [5] Soit (X, t € Z) un RCA(1) défini par la relation 1.2 et supposons
que les hypotheses A1 — A3 sont satisfaites. Si les (B, €;) ont des distributions normales,
alors une condition suffisante pour l'existence d’une solution strictement stationnaire et

ergodique est :

dw, (1.3)

2
ot ¢ = 0.57721, C est la constante d’Euler, et A = ;TBQ'
E

Démonstration. Soit e, = a+¢, il est clair que ((e, §;),t € Z) est une suite strictement
stationnaire et ergodique.

Il est facile de voir que
E(lln|el])<oo et E(|in|pB]]) < oc.
Afin de faire appel au théoréme (1.1), nous devons montrer que
E(in | By |) = E(In | pg + ogve ) <0

ot v, ~ N(0,1).
Nous considérons deux cas :
1) Si pg =0, alors
E(ln| B |) = E(n | ogv. |)
=In|og|+E(n|v )
1
= 5[71(0?;) + E(ln | v |)
1 9 1
= -in(oj) — §(C + In2)

2
< 0.



1.3. Simulation du modéle RCA(1)

2) Si pg # 0, alors :
Elln [ 8, ] = Elin | pg + ogvy ||
o
= Elin(] g || 1+ v, )
Hs
—in|ps| +E[In |1+ 2o, |
Hp
1
= éln(,uzﬁ) +FElin |1+ 7 ||

0.2
avec Z ~ N (0, é)

En utilisant I’évaluation de E(In | 1+ Z |), dans [3], on obtient

- M1 — w2
Elin | B \]<0<:>zna§<g+ln2_2/ ea:;i( 152 w?)
. -

1.2.3 L’existence d’une solution faiblement stationnaire

Nicholls et Quinn (1982) [3] ont obtenu les conditions nécessaires et suffisantes pour
Iexistence d’une solution faiblement stationnaire pour les modéles RCA d’ordre p. En

particulier, le théoréme suivant donne les conditions pour le modeéle RCA(1).

Théoréme 1.4. Soit F; la tribu engendrée par ((Bs,€s), s < t). Alors il existe une unique

solution F; mesurable, faiblement stationnaire pour (1.1) si et seulement si u% + U% < 1.

1.3 Simulation du modéle RCA(1)

Nous présentons plusieurs séries du modéle RCA (1) (avec le logiciel R v3.2.0) simulé
de longueur n = 500.
Pour générer la série RCA, nous avons fixé o = 0 et 02 = 1 et utilisé des valeurs différentes

pour jig et 3.
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4g=08 o220

x(t)

t

FIGURE 1.1 -~ X(t) avec gz = 0.8 et 03 =0

Hg =1 ag =0

x(t)

t

FIGURE 1.2 — X(t) avec g =1 et 03 =0

Hp =06 a}} =0.64

x(t)

t

FIGURE 1.3 - X(t) avec pz = 0.6 et 03 = 0.64

10



1.3. Simulation du modéle RCA(1)

= 2 =
,“B =0.995 O'ﬁ =0.1

10

FIGURE 1.4 — X(t) avec pg = 0.995 et 03 = 0.1

= 2 =f
,"/3 0.1 o'ﬂ 0.995

-10

FIGURE 1.5 — X(t) avec pg = 0.1 et 03 = 0.995

= Gz=.
4p=06 07 =08

20

FIGURE 1.6 — X(t) avec g = —0.6 et 03 = 0.8
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Chapitre 1. Le modéle autorégressif a coefficients aléatoires RCA(1)
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FIGURE 1.7 - X(t) avec pg = —0.995 et 05 = 0.1
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FIGURE 1.8 — X(t) avec pg = —0.1 et 03 = 0.995
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FIGURE 1.9 — X(t) avec g = 0 et 03 = 1
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Chapitre 2

Estimation du processus RCA(1)

Nicholls et Quinn suggérent plusieurs méthodes pour estimer les paramétres du modéle

RCA. Ils excluent le terme « et le modele RCA(1) devient :
X =B X1 + € (2.1)

ol () est une suite de variable iid de moyenne p3 et de variance 03, et (¢;) une suite de

variable iid de moyenne 0 et de variance o2, et (3;) est indépendante de (¢;) -

2.1 Estimation des paramétres du modéle RCA(1) par
la méthode des moindres carrés

La premiére méthode d’estimation qu’ils proposent est basée sur le critére des moindres
carrés, son procédé s’effectue en deux étapes.

Soit F; = 0(Xs, s < t) la tribu engendrée par le processus jusqu’a I'instant t on a :

E(Xy| Fio1) = E(BeXi—1 + € | Fio1)

= BB X1 | Fior) + E(er | Fien)
comme [; et ¢; sont indépendantes de F;_; et X;_; est F;_; mesurable alors

E(Xt | ]:t—1) = ,uﬁXt—l

13



Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

Soit u; = Xy — pgXy—1. Il en découle :
E(Ut | ~7:t—1) = E(Xt - ,U,BXt—l | ]:t—l)
= BE(X; | Fio1) — ppXia
= ()’
et
E(“? | Fiq) = E(th | Fi1) + N%th—l —2Xy 1 pupE(Xy | Fir)
= Xil("?ﬁ + H?&) +o% + N%Xt{l - QM%Xthl
=0’ + O'éXE_l
Considérons un échantillon (Xo, ..., X,,).

n
La premiére étape consiste a estimer g en minimisant Y u? par rapport a ug. Puisque

=1
9> u? n
=1
=-2> Xy 1(Xy — pusXiq),
Opp ;
et .
82 Z Utz n
=1 2
—_ =2 X7, >0,
o ; o

alors 'estimateur fig est donné par :

n n
fipg = (Z Xe)™ Z Xi1Xy.
t=1 t=1
La deuxiéme étape de I'estimation consiste a former le résidu
ﬁt - Xt - ﬂﬁXt—l'

Pour estimer o et o3, on minimise

n

I(0°,03) = Z(ﬂf — o’ — 03 X7 )°

t=1

14



2.2. Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du maximum de
vraisemblance

par rapport a ces deux parameétres.

On a:
a n 2 n
S~ 0% — AKX = 23 X (0~ 0% — 3K = 0
B =1 t=1
et
82 n n
N 2
Sl R L) SRR
B/ =1 t=1
donc
N2 A2 2 "~ 12
Xiquy —o Z Xiq
~2  t=1 t=1
05 = TR
S XL,
Ensuite
n n

0
o3 O (i — 0 —oBXP )" = =23 (0 — 0* — o3 X7 )

t=1 t=1

L’estimateur de 62 est donné donc par :

n n
s2 -1 ~2 ~142 2
o°=n E u; —n aﬂg X1,
t=1 t=1
soit
n
£2 -1 £2 A2
0" =n E uy — 037,
t=1
n

avec z=n"'> X7 .
i=1

2.2 Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du
maximum de vraisemblance

Dans cette section nous considérons Les hypothéses suivantes :

— Ad: E(e}) < 0o et E(B}) < c0.

—A5102251>Oeta§252>0.

— A6 : (pg, O'%) € D ou D est un ensemble fermé contenu dans la région de la station-

narité stricte et ergodicité donnée par I'inégalité (1.3).

15



Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

L’hypothése A4 sera utilisée pour prouver le théoréme central limite pour I'estimateur du
maximum de vraisemblance, et les hypothéses A5 et A6 sont imposées afin que I’ensemble
des paramétres du modeéle RCA(1)

© = {(a,up,03,0> : @ € R, (up,03) € D,0° > 81,05 > d,} soit compact.
2.2.1 Calcul de 'estimateur du maximum de vraisemblance

Considérons ’échantillon (Xg, X7, ..., X,,) a partir d’'un modéle RCA(1) qui satisfait
(1.1), {X;} est strictement stationnaire, ergodique et F; mesurable et satisfait ’équation
(1.1) sous les conditions Al et A6, nous fixons un Xy, et nous dérivons la fonction de
vraisemblance en supposant la normalité de (; et ;.

Il est facile de voir que :
E(Xy|Xi1) = a+ ppXi
et
Var(Xy|X,—1) = o> + 05X} 4
Ici la fonction de vraisemblance conditionnelle par rapport a X a la forme suivante :

Fo(X1, o, X Xo) = [ F(Xl Xia)
t=1
_n - =1 X —a— U Xt 1)2
— (2 2 2y, )% _( t B
o3 T+ o) Pl O3

t=1

I}
— Ln(a,u5,0§,02)

On pose :

~ 2
(o, pp,05,0°) = —ﬁln[Ln(a,ug,ag,ﬁ)] — In(27)

1 - 1 Xt — X — MBXt 1)2
t=1 t=1 B t—1

16



2.2. Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du maximum de
vraisemblance

Tl est plus pratique de minimiser [, (c, s, 03%,0°) que de maximiser L, (c, pg, 03, 0%). Pour

0'2 . 7 .
cela on pose 7 = —5,et on donne la fonction /,, qui dépend de 7.

Zn(avﬂﬂﬂ—? 02) :Z (a “,Bao—gv 2)

—~ (X; —a—ppX
=Ino® +n" Zln (1+7X2 ) +0 0" 12 : 1iTX§ )’
-1

t=1 t=1

(2.3)

En dérivant par rapport aux parameétres « et jig, on obtient

0 - (X — o — pugXy_1)
—1, 2y _ 95721 t HaAt—1
da (057/~Lf377-70-> g Z 1+TXt271

0 g (Xt —a— ppXio1) X1
— (v, 13, = —20"n7! ! B
Ops " (@ 115,7,7) 7 Z 1+7X2,

Maintenant on a :

«
0 -
_l ) ) - 0
5#5 n(a s, T,0 )
On trouve
( ) C1Cy — C3Cy
= n T = —-——----
Hp = g, cics —
o = Oén('T) _ C3 — ,11,67”(7-)04
C1
Et
— [X; — an(7) = pn(7) X4 1]?
2 2 -1 t n B,n\T)NAi—1
o-=0.(T)=n
n(7) tz:; 1+ 7X2,
Ou

u 1 X X

Cl == — 5 62 —= -
tz; 1+ TXE_1 ; 1+ TXE_1

- Xy - X
03 — 5 Cy = -
; 1+7X2, ; 1+7X2,

—~ X7,
cs = _—
tz:; 1+7X2,

17



Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

L’estimateur du maximum de vraisemblance de &, fign, 62 et 6%,”, peut étre obtenu en
calculant 7,,.

Nous pouvons considérer le minimum de la fonction suivante :

g3 2
(v, g, ) —lilzfln(oé,/lﬁﬂ'aa) 1

ou

n

_ n X_ oy
ln(a,uﬁ,T,OQ):ln02+n—1zln(1+TXt21+g—2n—1z t— o —ppXi 1)

2
t=1 t=1 L+ 71X,
Calculons inf Lo, pg, 7, 0%)
azn<a7 Mg, T, 0-2) _ 0_74 -1 i Xt - o= :U’ﬁXt—l)2
do? 1+7X2,
D’ou :
s e (X —a— X )
occ=n
tz; 1+7X2,
Par suite
. " (X - — psXe)? -
. —1 t HpAt—1 —1 2
D’ou :

n n

X, —a—pusXi_1)?
Ln(ev, g, 7) Zln(n_lz (X 1(_):_7_)'?2 1) )—i—n_lZln(l—i-TXf_l)
t=1 -1 t=1

2

g

~ e . A A N _ 93

7. est obtenu en minimisant la fonction [,(&, fig, 7,,) par rapport a 7. Comme 7 = —,
/\2 oA /\2

alors 03, = 7,05,

18



2.2. Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du maximum de
vraisemblance

2.2.2 La consistance forte de 'estimateur du maximum de vrai-
semblance

Il convient de noter que le minimum de [, (v, pig, 7) est le méme pour I (o, pg, 7)

avec :

l:ib(&v Hg; T) = ln(aa Ka, 7) - ln(QOa Hs,0; 7'0)
| - 2 -1 - (Xt - — /~L,6’Xt71)2
=n tzl In(l14+7X;7 ) +Inn tzl T X7, ]

n

e _ X —ap— pgoXi-1)?
nt In(l+7X2,) —In[n! (X 0 By
z () -t 30 Bt

S 1+TX s (X — o — ppXe)?
1 t—1 1 t BAt—1
g In +1 g

‘<1521 n{n t=1 1 T 152—1 }

n

-1 (Xt — 0y — MB,OXt—1)2
—In{n tzz; T X2, }

(2.4)

Ou ayp, 15,0, To désignent certaines valeurs fixes de o, pg et 7

Lemme 2.1. Sous les hypothéses A1-A3, la variable aléatoire Y; définie par Y, = X7 est
presque surement non constante pour tout t, ou X; est une solution strictement station-

naire et ergodique de l’équation (1.1).

Lemme 2.2. Considérons la fonction de la forme suivante :

ar® + bx + ¢

g(x) = 1 e

ot d >0 et e>0. Alors il existe une constante M > 0 telle que | g(x) |< M pour tout x.
Démonstration. On prend

M| 415141

24| ——=
d N_
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Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

Théoréme 2.1. Soit {X;} une suite F; mesurable, strictement stationnaire et ergodique

qui satisfait 'équation (1.1) avec § = («, 5705, 0?) sous les conditions A1, A3, A5 et
2
B

[

A6. On définit m = (a, pg, ) ou T = 24, Soit ©* limage de © par Uapplication continue

o

T(0) =7, ot © est l’espace des parameétres du modéle RCA(1).

/ 0'2 . .
Soit mo = (v, pg,0, T0) , 0% To = —3=. Alors la lim I (a, ug,7)  existe presque surement
0 n—o0
pour tout (o, ug, 7) € OF et sa limite I*(«, g, 7) est minimisée uniquement sur ©* en

a condition que my € int(OF).

Démonstration. Nicholls et Quinn [2] montrent que sous les conditions A1, A3, A5 et
A6, §; et 6, peuvent étre choisies de telle sorte que (ao,,ugyo,a[%’o,ag)/ € int(O) et que
I’ensemble © soit compact .
Comme T est une application continue et © est compact, alors ©* est compact de plus
mo € int(O*) car mop = T'(0).

2 n
Maintenant par le lemme (1.1) les suites (ln%), (In{n=1>" (thloj;+xt’l)2})
i—1 = t—1

n n— 2
et (In{n=1>" (e ?iT:)‘;QXt’l) }) sont ergodiques. Ainsi, le théoréme ergodique (1.1) assure
t=1 t—1

la convergence des trois termes de

14+7X2 _ Xi—a—pgXi_1)2 1N (Xi—o—pg 0Xo—1)2
(o, pp, 7) =n~ IZZ 1+TX’521+ln{n 1;%}—ln{n 1;( : Cllj'T(l)u)B(?,lt v }
1+7X2 . Xi—a—pugXe_1)?
)] In[B(SEEREe) et

Ces trois termes convergent respectivement vers E[ln(

e

T X2 )], & condition que ces espérances sont finies.

t—1

Pour le premier terme, il est facile de voir que

1+7X2 .
max(1, l) > ——L > min(1, l)
1 +7'0Xt 1 T0

1+7'Xt27 1

Par suite F | In(—=5+
| (1+T0Xt271

) |< 0.
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2.2. Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du maximum de
vraisemblance

Pour le second terme, par le lemme (2.2) on a :

(X —a — psXi1)® (Xp — o — psXi1)?

FE = F
( 1+ 7X2, )=l 1+7X2, |
o 2
S E’ (Xt (6% MgXt_l) |
1+7X7,
< Q.

Pour le 3¢ terme, on a :

(Xt —ap — Mﬁ,oXt—1)2

O< FE

Xy —ap— 2% OXt—1)2
=F|F . Fi_
l ( 1+ 7'0Xt2—1 | .

< 00

o 2 .
De plus : E[%] = 0% > ( car autrement nous aurions X; = a + usX; 1 = 0
t—1

presque surement, ce qui est exclu par les hypothéses A5 et A6.

Il ’en suit que I (o, g, T) converge presque surement vers

1+7X2,
1 -+ T()Xf_l

(Xy — o — ppXyq)?
1+7X2,

(e, pg, ) = Elln( )]+ In[E( )| = in(o)

D’autre part

E[( (X¢ —a— MﬁXt—l)Q)] —E [(Xi —ap — ppoXi1) + (a0 — @) + (pgo — MB)Xt—1]2
1+ 7X7 14+ 7X2,

_p| &Koo - 15.0Xe-1)° R [(co — @) + (ppo — pp) Xea]?
1+ 7X2, 1+7X2
>E (Xt — 0 — MﬁQ,oth)2
L+7X7,
- B ((Xt — oy — u,g,oXt—1)2 | ft—l)
1+7X2,
(05 + 030X
o off B
| 1+ 7X7,
1+ TOXQ_
> 2E t 1
=70 [1—|—7'X,52_1]
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Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

Pour avoir I'égalité, il suffit que : (ap — o) + (0 — pp)Xi—1 = 0 presque surement, c’est
a dire o = ag et g = g, puisque X;_; est une variable aléatoire non constante par le

lemme (2.1).

Par conséquent,

inf I"(a, pg, 7) = 1" (v, 18,0, 7)
(avuﬁ)

1+TXt2 1
1+ X2 1+ X?

RIS [ i ;U} ~In(od)
1+T0Xt 1 TXt 1

_E'l 1+TX31 1+TOX,?1
N i 1+ 10X 1+ 7'Xt2 1
En suite inf *(a,pg,7) = (CY07M5 0,7)-

(avuﬁﬂ—)
Maintenant, pour toute variable aléatoire non négative Y d’espérance 1, nous avons par

=F |ln +In

—2o—iigo ) >] ~ in(af)

=F|ln

I'inégalité de Jensen E[In(Y)] < In[E(Y)] = 0, 'égalité est vraie lorsque Y = 1 presque

surement.

T 2 .
i:—;ﬁ:].ﬂ est claire que E(W) =1 et

; _ 14X, N oo —
Soit W = ¢ e el E]

(i%l*(a,uﬁﬁ) =k [ln (11177—(52;11)] +1n {E{llii—())()if_j}]
= Blin(c™'W)] + In[E(We)]
= E[~In(cW)] + In(c)
— _E[ln(W)]
>0

-1 1+7'0X15271
1+7X2

[’égalité n’est vérifiée que lorsque W = ¢ = 1 presque surement.
D’ou (19 — e7) X7 | + (1 — ¢) = 0 presque surement.
Par le lemme(2.1), cela se produit uniquement lorsque 7 = 7. Par conséquent [I*(a, pg, 7)

est minimisé uniquement lorsque o = ay, g = pgo et T = 7. O
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2.2. Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du maximum de
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Corollaire 2.1. lim Zn(a,ug,aé,UQ)existe presque surement et elle est minimisée uni-
n—oo

quement quand o = o , [1g = [g0 0?3 = 0/23,0 et 0% = 08.

Démonstration. Rappelons que :

l:L(Oé7/’[’57 7-) = ln(anuﬂ?T) - ln(a()nuﬁ,()’TO)
g7 2 1
= I?Zf ln<057,uﬁ77—70 ) 1 ln(a()mu,ﬁ,OaTO)

= inf Lo (v, s, 05,0°) =1 — Ly(aw, pa0, 7o)

Par le théoréme (2.1) et la définition de I, (, g, 7), on voit que lim I, (e, ug, 03,0°) existe
n—oo

presque surement et elle est uniquement minimisée quand o = o , pg = [g0,

2 9% _ py(Xi—ao—pgoXio1)?
o =0** =E| e ]

2%

2 _
, et o3 = 10

Mais
0% = E{E[(X; — a0 — ppoXe—1)’|F, 1] /(L + 70X )}
=F [(‘73 + Ug,oXthﬁ/(l + TOthfl)}
— o'g’

alors lim I,(c, jug,03, 0°) est minimisée uniquement quand o = ay,
n—oo

[1g = 10,05 = 05 €t 0% = 05, O

Le théoréme (2.1) est nécessaire dans la démonstration du théoréme suivant, qui affirme

la convergence presque sure des estimateurs du maximum de vraisemblance.

Théoréme 2.2. Soit l,,(a, pg, T) minimisé sur © en o = &y,, f1g = flgn €6 7 =T, 0t OF
est défini dans le théoreme (2.1). Soit 7, = (G, fign, Tn)- Alors 7, converge presque sur-
ement vers my = (aw, g, To) & condition que Ty € int(0*). De plus &g’n et 6% convergent

presque surement vers ag et o2.
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Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

2.2.3 Le théoréme central limite

Théoréme 2.3. [1]
Soit{&,} une suite de variables aléatoires avec la propriété que & peut étre exprimée comme
une fonction qui ne dépend pas de t, mesurable par rapport a F; générée par une suite
{ag, ap_1, ...} qui est strictement stationnaire et ergodique. De plus on suppose que

E(& | Fi1) =0 et B(€2) = 2 < oo, alors (¢*n)™2 i & converge en distribution vers une

=1
variable normale standard.

Lemme 2.3. Soit (f,) une suite de fonctions dérivable sur un compact ©.

Si lim sup || afg—‘ée) || < oo alors (f,) est équicontinue sur ©.
n—00 gcE

Démonstration. Nous devons montrer que pour tout € > 0, il existe un entier N et un
d > 0, qui dépend de € tel que |f,(01) — fn.(02)] < e pour n > N quand ||, — 6] < 4.

Comme f,(0) est continue et dérivable sur ©, par le théoréme de la moyenne, on a pour

01,0, € ©
,0fn (6"
Fl00) — 1(02) = (6, — 0y 220
00
ou
0* = N0y + (1 — )b, pour A€ (0,1)
On a
L (07| 2 (|10 |
_ < _
Il suivra que f,(0) est équicontinue si lim sup || afg_e(e) | < 0. O
n—0o0 pcO

Le lemme indiqué ci dessus peut étre utilisé pour montrer ’équicontinuité de la dérivée
seconde de [,,(f) sur un voisinage compact de 6.

Suivant ce lemme, il suffit de montrer que chaque élément de la 3°™¢ dérivée de [,(6) est
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2.2. Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du maximum de
vraisemblance

borné uniformément sur un voisinage de 6.

Par exemple, pour

825 -1 1y2
Thl6) _y, Z/\ X2,
ou \ = 0*+ 03X}, 0na
1,(6) _
|au2802|_2n1|ZA 2X1521|
=1

r£2n*1§:|/M*)ﬁi1HA;1\
t=1
1 1
<2{—+1)(—+1
<25+ D+
< 0

. . . 12 e 27,,(6
On procéde de la méme maniére pour les autres éléments de la dérivée de {%&é/)}.

Lemme 2.4. Soit {0,} une suite de variables aléatoires telle que 60, converge presque
surement vers une constante 6y. Soit {f.(.)} une suite de fonction telle que f, converge
uniformément vers une fonction continue f sur un voisinage de 6y (N(6y)). Alors f,(6,)

converge presque surement vers f(6p).

Démonstration. Soit w tel que 6,(w) converge vers fp(w). On a alors pour un n suffi-

samment grand, 6,(w) € N(6p).

|[fn(0n) = f(O0)] = [fu(0n) — f(On) + F(0n) — f(6o)]
< [ fa(On) = f(On)] + [ (On) = f(60)]

Puisque f,(.) converge uniformément vers f(.) alors

|fa(0n(w)) = £(On(w))] < g
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Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

f est continue sur N(6) donc il existe N € N tel que si n > N, alors

[fn(0n) — f(60)] <&

D’ou f,(6,) converge presque surement vers f(fp). O

. 921, (0 4 .
Lemme 2.5. La suite { 808(,)} converge uniformément et presque surement sur un com-
82

1(0) } 0 [(6) = lim I,(6).

pact au voisinage de 6y vers {W
n—oo

Démonstration. On définit \, = 0 + 03X7 | et u; = Xy —a — pugX;_1. On a

E(uy | Fi1) = E[(Xi — ao — ppoXi-1) + (a0 — ) + (pg0 — p1p) Xe1 | Fii]

=ao —a+ (ugo — pp) X
et

E(u} | Fioy) = B{{(X; — ap — ppoXi—1) + (a0 — @) + (g0 — pg) Xe-1)? | Fir}
2 2 2 2
=05+ 050Xi 1 + [(0 — ) + (pgo — 1) Xi—1]
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2.2. Estimation du modéle RCA(1) par la méthode du maximum de
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Maintenant les dérivées secondes de l~n(6) sont données par :

9°I.,(0) &
L =2n" Z At
=1

ZZBEZ =2n! tzn; MNEX
a(;ija(g) =op ! é A;QutXffl
O
aZZ(;) =2n~" g NIX
0?1, (0)

n
5 = 2n Z A 2w X7
B t=1

8u580
aQZn(e) -1 - -2
6M6802 =2n tz; )\t utXt—l

PL(0) o N~ 3ot 1N 2y
=207 Y CAPX) - Y OATXY

0(03) =1 t=1
0%1,,(0) TN .

L =2n" ASuZX? | —nt N 2XE
do3002 ; ;

021, (0) R -
n :2 — )\73 2 -1 )\2
ot 2 AN

821,,(0)
8006’

Par le théoréme ergodique, la matrice ( ) converge presque surement vers une matrice

27



Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

M dont les éléments (M;;);; sont donnés par :

d%1(0) .
M11 - W - 2E(/\t )
0*1(0 .
020 .
M3 = M3, = 8040(0)2 = 2B\ 2u X2 )
B
d%1(h) L
My = My = D002 =2E(A\"w)
°U(0) 1y
22 = 8—/@ = 2E(/\t Xi1)
0%1(0 _
M23 = M32 = W(GU)Q = 2E(>‘t QUtXE_1>
B
0%1(0
Myy = Myy = Wg; = 2E(\; 2w Xy-1)
d21(0) ~ _
M3s = 9(02) 2EO Ui X ) — BOG?X )
B
0%(0 _ _
Msy = Myz = (90(2> =280\ uiXE) — EOPXE)
B
et
d*1(0) _ _
M44 = 8(0'2)2 = 2E()\t 3U?) - E()\t 2)
Par le lemme(2.3),(a;é:’;(j)) est équicontinue sur un voisinage compact de 6y, d’oil (agé;é(;,’))
converge uniformément et presque surement sur un voisinage de 6, vers (gzgz,) ). U
Lemme 2.6. Pour toute suite {0, } qui converge presque surement vers 6y, on a {828%8(37)}
converge presque surement vers % =V, ot V est une matrice symétrique, donnée par :
Vi Viz Vis Vi 2B(Ag) 2E(AgXi) 0 0
Voo Vag Vau | _ 2E()\Z()1Xt2_1) 0 0 (2.5)
Vas Vas EQMgXiLy) EQgXE,) [
Via E(X)
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ol

) 2 2
Ao =05+ Uﬂ,oXt—l

82in (0
9006’

Démonstration. D’aprés le lemme (2.5) { 21 converge uniformément et presque

821(0p)
8000’

821(60)
2000’

02 zn(an)
9000’

surement vers =V, et comme 6, — 6y ps, alors { } converge presque sur-

ement vers

= Vet chaque élément V;; de V est donné par :

-
Vi = T = 2B(\5)

Oa?

-
Vig = Vo = g;éiog = 2E()\Z(}Xt—1)

.
Vig = Vi = g;gf;g = 2B\ JuroXP ) = 2B\ X2 1 E(ugo | Fio1)) =0

Vig = Vi = 2809 — 9B (A 2u10) = 2B\ 2E(uro | Fi1)) = 0

)
Var = 2000 — 2103 X7.,)

6#/8

-
Vag = Vs = a{)“;(gg% - QE(A;gUt,OXEA) = QE(A;gXE—lE(Ut,O | Fi1)) =0

Vou = Vig = 352(33)2 = QE(/\t_,(?ut,OXt—l) = QE(/\t_,gXt—lE(utO | Fie1)) =0

B21(6 - -
Vis = 20 — 2B\ Bu2 X)) — EOEXE ) = EOEXE)

-
Vag = Vg = ggé(gf,) = 2E(>‘t0ut OXt2 1) E(/\t_,OQXtZ—l) = E()\t_,gXtQ—l)
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Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

N
Vis = G = 2B\ gufo) — EOND) = EOG)

nous utilisons le fait que : E(uyo | Fio1) = 0 et E(ujy | Fi1) = Ao

ou : Ugo = Xt — Oy — ILL570X,5_1. Ol

Théoréme 2.4. Soit {X;} une suite strictement stationnaire, ergodique, et une solution
Fi mesurable pour "équation (1.1) sous les conditions Al — A6.

Alors \/ﬁ(én — 0y) converge vers une loi normale d’ésperance nulle et de matrice de co-
variance VWV ™Y o0 V est donné dans (2.5) et W est une matrice symétrique, ces

éléments sont donnés par :

Wi =4E(\ ), Wis = 4E(A\; X,-1)
Wig = 2E(ui oA o X7 17n0), Wia = 2B (ut0\i01r0)
Way = 4E(A\ X7)), Was = 2E(us oA 0 X{1770.0)
Way = 2E(us oM Xe—1710), Wiz = E(A\ o X{1mio)
Wsy = E()\t_’ale_lnzo), Wy = E(Aignﬁo)
ol :
Ao = 0p + ag,OXf,l ugo = Xy —ag — pgoXi—1 et mo = — Ao

De plus, si {f;} et {€;} sont conjointement normales, alors la matrice de covariance se

réduit ¢ 2V L.

Démonstration. Nous montrons d’abord que la matrice de covariance V est définie po-
sitive. Puisque V est diagonale par bloc, il suffit de montrer que chaque bloc est défini
positif.

Considérons la sous matrice :
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ol

z = (\/éA;OE, \/§A;O§Xt—1)/'

Pour tout vecteur a = (a1, as), on a :
E(d 27 a) = E2X; (a1 + a2X;-1)?] > 0

et par le lemme(2.1) 'inégalité n’est vraie que lorsque a; = as = 0.

Par la méme méthode on montre aussi que la sous matrice

Vas Vi

Vi Vi
est définie positive. D’ou V est définie positive.
91,,(6)
2006’ }
021(6)

converge uniformément et presque surement sur un voisinage compact de 6y vers {W}'

Par ailleurs, nous avons montré dans le lemme (2.5) que la dérivée seconde de {

Le développement de Taylor de % autour de 0, est donné par :

0L, (6,) 9l (00)  0°L,(6,) @ — 80
00— o0 oeog "

Puisque 6,, converge presque surement vers 6y, alors #,, converge presque surement vers
821,,(0r)
8000’

Bln(0,)
S = 0.

PI(00) _ 1/

0o, et par le lemme (2.6), on a 5050

converge presque surement vers

Comme #,, minimise [,,(0), on a
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Bl ( 9
Si nous supposons que /n%%;% 0)

a une distribution limite de moyenne nulle et de ma-

trice de covariance W, alors \/ﬁ(ﬁn — 0p) aura la méme distribution asymptotique que

/n= Oy 90 .11 en découle que /n(f, — 6y) converge vers une normale de moyenne

nulle et de matrice de covariance VWV L,

Maintenant on montre que \/ﬁal’é—(go) est asymptotiquement normale de moyenne nulle et

de matrice de covariance W

Rappelons que :

Xy —ap — MB,OXt—1)2

2 2 v2
o5+ ‘75,0th1

1 (60) = n ! Z In(og +050X7 1) +n" Z (
t=1 t=1

Donc :
L 0l,(6o) e~
Yi = o =—op! Z )\t7(}ut70
ain(go) -1 - -1
Y = = -2 A X
2 8,u5 n tzz; £,0 Ut, 03 t—1
0B N~ e
Yyt = 02 =n lz/\t,()lXtQ—l —-n lz/\t,guio
B t=1
0B -
Yy = o2 :”12% _nleoutO
t=1
Soit

&i(a) = A;ﬁ [2u o Aro(ar + asXy—1) + neo(as + az X7 )

N ’ « .
ou a = (ay, as,as,ays) 1l est facile de voir que

Y 0l,,(6o)
n! &i(a) = —a
2 50

Comme : E(ugg | Fi—1) = 0 et E(uf, | Fiz1) = Avo, alors

E(no | Fio1) = E(ufy — Ao | Fi—1) = 0 par suite : E(&(a) | Fi—1) =0
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D’autre part

&'(a) = duipAig (a1 + a2X-1)* + Agniolas + az X7y )?

+ 4ut70)\;g’(a1 + as Xy 1) (ag + ang_l)nw (2.6)
Par définition & (a) est strictement stationnaire et ergodique et on verra toute de suite
que E(&%(a)) est finie.
Par le théoreme(2.3), n2 igt(a) converge vers une normale de moyenne nulle et de
variance FE(&(a)). -
Cette variance peut étre exprimée sous forme de o' Wa ot W est symétrique et ne dépend
pas de a. D’ou \/ﬁ% converge vers une loi normale de moyenne nulle et de matrice de
covariance W.
Il reste & démontrer que :F(£%(a)) est fini pour tout a.

Pour le premier terme, nous appliquons le lemme (2.2)
E |4\ guig(ar + a2 Xe1)? | = B | AN (a1 + a2 Xe1 ) E(ufy | Fioa) |
=4F | /\;01((1,1 + ath_l)Q |
< 00

Montrons que le deuxiéme terme est fini :

Comme (ugg | Fi—1) ~ N(0, Ao), alors E(uf, | Fio1) = 307,

E(nio | Feer) = El(ui — Aro)’]
= E(uio + Aio - 2)\@0“?,0 | Fi1)
= E(Uio | Fio1) + Aio - 2>\t,OE(Uio | Fio1)
= E(Uio | Fi1) — Aio
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D’ou :

E | Ng(aa+asXiy)nig | = E | Ag(as + asXi 1) By | Feer) |

= 2| \g(as+asX?,)? |
Y (ag + a3 X? |)? |
(o5 + U%,oXtQ—l)2
as + a3 X 2
05+ 050X7

a a

Par la méme méthode on montre que le 3™ terme est fini.
D’ou : E(&(a)) < 00

n
Ainsi par le théoréme (2.3), \/iﬁ >~ & (a) converge en distribution vers une variable normale
=1

de moyenne nulle et de variance E(¢?(a)). Par conséquent \/ﬁal”a—(go) converge vers une

normale de moyenne nulle et de matrice de covariance W = (W;;). On a

E(&(a)) = 4E(ui oA (a1 + a2 Xi-1)%) + E(Agniolas) + as X7 4)?)

+ 4E(ut70)\;§(a1 —+ agXt_l)(CM —+ ang_l)mvo)

D’autre part

4
E(aY" + asY3' + asY3' + asV{')? = > a0, E(Y]"Y})

ij=1
les W;; peuvent étre obtenus en identifiant les deux relations de telle sorte que W;;

soit le coefficient de a;a; dans F(£2(a)).
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vraisemblance
D’ou :
Wi = 4E(“Zo)‘;§) = E()‘t_&)
Wiy = Way = B2\ 2X, 1) = 4B(\ 1 X1y)
Wiz = Way = 2E(ug oA o X7 11e0)
Wiy = Wi = 2E(u oA\ 5 Mt0)
Wao = 4E(U§,0)‘23Xt271) = 4E(>‘;(}Xt271)
Was = Wy = 2E(uy oA 3 X7 11e0)
Waoy = Wip = 2E(uy oA 5 Xi—170)
Wz = EO\;,SLX;&WE,O)
Wsy = Wy = E(AZ§X3—1773,0)
Wiy = E(A;(;lnf,o)
(2.7)

Si fB; et € sont conjointement normales, alors u; o | Fr—1 ~ N (0, Ar), d'ou

et :

Euomo | Fie1) = E(uly — wodio | Fi1) =0

E(Uf,o | Fi1) = 3/\3,0

E(’?tz,o | Fio1) = E(uio - 2“?,0>\t,0 + )\?,0 | Fi1) = 2)‘1&2,0
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Chapitre 2. Estimation du processus RCA(1)

Par conséquent I'expression de W dans (2.7) devient :

Wi = 4E(\ )

Wis = Woy = 4E(A\ X—1)

Wiz = Wiy =Wa =Wo =0

Wa = 4E(\ g X))

Wis = E(A;(?X?—mio) = 2E()\;3X;1—1)
Wsy = E(A{,(?Xf_mio) = ZE()\;(?XE—D

W = 2B(\3)

Nous remarquons que W = 2V sous la condition que ¢, et §; soient conjointement nor-

males.

D’ou
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Chapitre 3

Eftet de la racine unitaire sur les prévisions et
simulation

3.1 Effet de la racine unitaire sur les prévisions

Dans cette section, nous allons considérer I'effet de la racine unitaire pour le modéle
RCA(1) en examinant la variance conditionnelle des erreurs de prédiction.
Supposons qu’a l'instant t on a t+1 observations Xy, Xi,...X; a partir d’'une série de
modéles RCA(1) définis dans le premier chapitre .
Supposons que les paramétres de 6 = (a, ug, 0'/23, 0?)" sont connus.

Le meilleur prédicteur est donnée par :
Xt+1 = E(Xi1 | Xy)
= E(Oé + BtXt + €t+1 ’ Xt>

= o+ Xy
La variance conditionnelle est donnée par :

Ve = Var(Xe | Xy)
=Var(a+ 6: X + €41 | Xo)
= O%XE +0°
Proposition 3.1. Pour j > 2 la moyenne de l’erreur quadratique a la forme suivante :
Ry = a(E2) + X, pour  pp<1.
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Chapitre 3. Effet de la racine unitaire sur les prévisions et simulation

Et la variance conditionnelle de l’erreur de prédiction est donnée par :

— mi-1 2NV k-1 2yl k-1 y2
Vgpjie =7 Vg1 + 0 Zk:1 n + 03 Zkzl n Xt+j—k
Démonstration. 1)Pour j >2on a:

Xtﬂ‘ = E(Xey; | Xi)
= BlE(Xey; | Xij) | X4
= E(a+ Xiyj-1p5 | Xi)

= a+ ppXipj
D’ou :

Xivj = a+ psXepsa
=a+aoaug+ ...+ cmi;l + ,U%Xt

= a(l+pg+ .. + 457" + 1 X,
1 —,ué
L= pg

=qf |+ ubXe  pourps <1

2)Pour la j¢¢ étape la variance conditionnelle de 'erreur de prédiction est donnée par :

Vpjie = Var(Xe; | Xt)

= B(X?

t+j

| Xi) = B* (X1 | X0)

=’ + (05 +p3)E(X7 1 | Xo) + 05 + 2003 B (X1 | Xi) — (a4 pgE(Xipjo1 | X3))?
= (05 + ) E(X7 1 | Xo) + 05 — 13 E*( Xy | Xo)

= pgVar(Xeej1 | Xo) + 05 + 05 E*(Xip o1 | Xo)

— 2y 2 2
= NMepjaje + 0 Xy +0
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3.1. Effet de la racine unitaire sur les prévisions

oun = /L% + 0?3 est le parameétre de stationnarité. L’évaluation de v, donne

2 v2 2
Vtijlt = Mo + 05X ;4 +0

- 77[77Ut+j72\t + O—gth-f—j—Q + 02] + O-EXt-i-j—l + 0'2

Jj—1 Jj—1
- 2 k—1 2 k—1 42
=1 U T O E nto+op N Xk
k=1 k=1

Proposition 3.2. Si le processus RCA(1) a une racine unitaire, c’est a dire
n = pg+ 0[2_3 = 1, alors vy j — oo quand j — oo, et si le processus est faiblement

stationnaire, alors vy, converge.

Démonstration. Dans le cas ou n = 1, I'équation de v, ; devient :

<.
|
_

2/ - 2
Vttjlt = Vg1t + O (] - 1) + 03 t+i—k

b
Il
—

Il est évident que lorsque j tend vers l'infini, vy, ;i — 0.

N . N 0.2
Pour le cas ou n < 1, le premier terme tend vers 0, le deuxiéme terme converge vers Fa
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Chapitre 3. Effet de la racine unitaire sur les prévisions et simulation

et le dernier terme peut s’écrire sous la forme suivante :

j—1 7j—1 i—k
1O _ M _
AR =3 e
k=1 k=1
J
2 «Q o i—k12 k-1
=0 [ + (X — s 1o
P — g L—pg"?
j—1

k=1
j—1 j—1 J—1
2 2 E—1 2 i—k 272 2(j—k)
< oza n —|—205\ab\zmg 7" +o5b Zuﬁ
k=1 k=1 k=1
N _ « _ _ «@
ol a = =~ et b= X, T

Le premier terme de l'inégalité converge vers agagﬁ, le deuxiéme et le dernier terme

convergent, vers 0.
Chaque terme de l'inégalité converge vers un nombre fini quand j — oo alors vy

converge quand 1 < 1. OJ

Dans la pratique nous devons estimer le paramétre 6 = (., g, 03, 0?)" au lieu de connaitre

sa vraie valeur.

3.2 Test de la racine unitaire pour le processus RCA(1)
basé sur la méthode du maximum de vraisemblance

Considérons le modéle RCA(1), on s’intéresse a tester la racine unitaire contre 1’hy-

pothése alternative du modéle qui est faiblement stationnaire.

Hy : p3 + of = leontre Hy : pj + 05 < 1 (3.1)
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3.2. Test de la racine unitaire pour le processus RCA(1) basé sur la
méthode du maximum de vraisemblance

oll 0?3 # 0. Il a été montré dans la section 2.2.3 que 'estimateur du maximum de vrai-
semblance est asymptotiquement normale.

Nous pouvons utiliser le critére du test de Wald pour tester I’hypothése de la racine uni-
taire.

La distribution limite de la statistique de Wald peut étre obtenue en utilisant la mé-
thode delta qui consiste a obtenir une approximation de la distribution asymptotique de

la transformée d’une variable aléatoire asymptotiquement normale.

Lemme 3.1. (méthode delta) Soient (0,) une suite de variable aléatoire dans RP telle que
Vn(0, — 0) converge en distribution vers N'(0,Y)), et g une fonction de RP vers RY qui
posséde une dérivée continue au voisinage de 0.

Alors

Vi(g(6.) — g(6)) — N(0,9(6) Y 9.(6))

ol : 9(0) = 249

Soit 0 = (Oz,,ng,O’%,O'z)/ le paramétre du processus RCA(1), 6 = (d7ﬂ5,6§,62)/ Desti-

mateur du maximum de vraisemblance pour 6 basé sur un échantillon fini Xy, Xy, ..., X,,,
et 6o = (o, 11,0, 05, 03) la vraie valeur de 6.
Il a été montré que sous les conditions A1-A6 le processus RCA(1) est strictement sta-
tionnaire, ergodique, et /(8 — 6y) ~ N (0, V"WV 1), Dans cette section nous allons
supposer la normalité conjointe de {3;} et {¢}. Dans ce cas, la matrice de covariance
asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance se réduit & 2V "1, ott V est
donné dans I’équation (2.6).

On définit n = g(f) = p3 + o3, alors 85’6(?) = (0,2us,1,0).
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Chapitre 3. Effet de la racine unitaire sur les prévisions et simulation

Soit = g(é) = ﬂ% + &% Iestimateur du maximum de vraisemblance pour le paramétre

stationnaire n du modéle RCA(1). En appliquant la méthode delta nous avons :

i = g(0)

~ N (g(80). 20" g (66)V 1 (00)g”" (60)) (3.2)

Rappelons que la statistique de Wald peut étre utilisée pour tester la vraie valeur du
parameétre, elle est basée sur la propriété de normalité asymptotique de I'estimation du

maximum de vraisemblance et se calcule comme suit :

g(f) — 1
" et 0V ) 07)

ou V() est I'estimateur du moment de V(6y). Chaque élément de V(6) est obtenu en

(3.3)

remplacant I'espérance par son moment correspondant.

Par exemple Vi (0) a la forme |

n

‘/11 _1 Z >\t n 2(62 + a-ﬂXtQ—l)_l

t=1
Par le théoréme ergodique, on a V(é) converge presque surement vers V' (6y), donc par le
théoréme de Slutsky, sous I’hypothése Hy, T,, — Z en loi, quand n — oo, ol Z est une

loi normale.

3.3 Simulation

Notre étude de simulation pour évaluer la performance de la procédure du maximum
de vraisemblance pour le modéle RCA (1) est divisée en trois parties [5].
La premiére partie se résume a 1’étude de l'estimation des paramétres et évaluation de

leurs performances basées sur la convergence en probabilité.
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3.3. Simulation

La deuxiéme partie se concentre sur I’évaluation des propriétés asymptotiques des esti-
mateurs du maximum de vraisemblance (décrites en section 2.2).

La troisiéme partie est destinée & 'étude de la fiabilité du test de racine unitaire sur la
base de 'estimateur du maximum de vraisemblance et montre que ce test simple fonc-
tionne raisonnablement bien.

Nous générons les données {X; : t = 1,...,n} pour le modéle RCA(1) en commengant par
choisir la valeur de X,

Pour générer des échantillons & partir du modéle RCA(1) avec une racine unitaire, nous
choisissons Xy = 0, et X; ~ AN («, 0?) en supposant que 3; et ¢ sont conjointement nor-
males.

Pour générer un échantillon aléatoire a partir d’un processus faiblement stationnaire, nous

avons besoin de commencer par générer X, a partir d’une distribution appropriée.

Théoréme 3.1. Soit {X; :t =0,1,2,...} une suite infinie, si pour Xy on a E(X;) = l_o‘uﬂ
0620'2 o

et Var(X;) = (ETRE = ﬁ ,oumn= [L% + CT?; <1, et X est indépendant de la suite

(B:) et (€:), alors le processus généré par 'équation (1.1) est faiblement stationnaire.

Démonstration. 1l est facile de voir que :

t—3 t—3
X = w9 X1+ E wyj + E Wi j€t—j—1
Jj=-1 Jj=-1
ou : Wy = Py * By * ... % Py pour j =0,1,2,... et w, _; = 1.

Nous avons besoin de vérifier les deux premiéres conditions :

Comme E(X;) = —2— et E(w—2) = ,utﬁ_l

1—pg
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alors
t—3
E(Xt> = E(ww_gXl) + Z U}t] + Z E wtj€t —j— 1
j=—1 j=—1
t—3
= BE(X1)E(w—) +a Y E(w,)
j=—1
N t—3
t—1 j—1
= Mg o u
1 — Mg 7 jzzl ’
o - 1— ,Ut_l
_ Mtﬁ LN B
L= pug L= pup
o«
L —pg

Vérifions la deuxiéme condition :
Ona:nga—i—ﬁgXl—l—eg

comme :F(f3) =n et :

E(X?) =Var(X)) + E*(X,)

o2 1 o2
= o’ o + -]+
(1 —pg)*(1—=mn) (1 — up) 1—n
o L+ pg o’

(I—=pp)X=n)" 1—n
Par conséquent :

Var(Xsy) = Var(a+ X1 + €)
=Var(X1) + Var(e)

= E(B3)E(XT) — E*(B) E*(X1) + Var(e)

L+ pg o , o 2
= nla? + | —p7——+o
1—pg)X—n)  1—n "1 - pp)?
0420% o2

IRIEDE
Par induction, pour t=1,2,... on a :
a’o3 N o?
(IT—pg)?(M=n) 1-n

Var(X;) =
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3.3. Simulation

Montrons par récurrence que cette formule est vraie pour tout t > 1.

Supposons qu’elle est vraie a 'ordre t et montrons pour t+1.

On a:
Xipp=a+ B Xy + e
D’ou :
Var(Xe1) = Var(By1X:) + Var(e)
= B(B2 ) E(X?) — B*(Bes1) B2 (Xe) + Var(e)
a’o? o2 a2 02
B 2 2
= + + |- ——5+o
(L—pp)2(L—n)  (L—n) 1—pp)? 71— pp)?
0420[23 o2
= -
(L—pg)*(L—n) 1-n
Maintenant,
E(XtXt+h) = E(E(XtXt+h | Xt))
= E[X,E(Xpin | X))
h—2 h—2
= E(X,E(a Z Wiyhj + Z With j€t+h—j—1 + Wipnn—1Xe | Xi)]
j=—1 j=—1
L — pj h 2
=aTT MﬁE(Xt) + g E(X7)
1— Mh 0420'2 02 az
— 062—5 +Mh[ B + + ]
(1—ps)? "= pp)?(L=n)  1=n  (1—pp)
D’ou :
OO’U(Xt, Xt+h) = E(XtXt-‘rh) — E2(Xt)
_ uh[QQUg + 02(1 — pg)?
71— pp)2(1 - )
Puisque la covariance dépend de h, le processus est faiblement stationnaire. U
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Chapitre 3. Effet de la racine unitaire sur les prévisions et simulation

Dans notre simulation, nous avons supposé que les ; et ¢; sont conjointement normales.
Dans ce cas, nous générons une série de modéles RCA(1) en commengant par Xy = 0 ol
X suit une distribution normale de moyenne et de variance appropriées données dans le
théoréme(3.1). Nous avons fixé a = 0, 02 = 1 et nous prenons des valeurs différentes pour
pip et 0.

Dans I'étude de 'estimation des parameétres basée sur la procédure du maximum de vrai-
semblance, nous générons les séries de modéles RCA(1) avec différentes valeurs des para-

métres :

1. a=0,0%= 1,8 = 0.5,0[23 =0.25

2. a=0,0"=1,u=006,03=0.64

3. a=0,0"=1,u5=0.99503=0.01

4. a=0,0"=1us=0.1,05=0.99

5. a=0,0"=1pus=—06,05=0.64

6. a=0,0"=1,us=-0.99505=0.01

7. a=0,0°= 1, pug = —0.1,0;23 =0.99

8. a=0,0"=1pus=105=0
Il est & noter que le premier cas est faiblement stationnaire, les cas 2, 4, 5 et 7 ont une
racine unitaire, les cas 3 et 6 sont strictement stationnaires, et le cas 8 est une marche
aléatoire.
Pour l'estimation des paramétres du modéle RCA (1), nous avons utilisé le logiciel (Open-
BUGS V3.2.3 Rev1012). On prend la taille de ’échantillon n = 100 et 500, et répété le

modele 500 fois. La deuxiéme et la troisi¢éme colonne du tableau (3.1)et (3.2) représentent

la moyenne et 1’écart type de I'estimateur du maximum de vraisemblance.
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3.3. Simulation

TABLE 3.1 — Estimations des paramétres du modéle RCA(1) par la méthode du maximum
de vraissemblance avec n=100

True mean sd

a=0  -0.018 0.1337
ps =05 05012  0.2776
03 =025 02524 0.1619

o =1 0.5848  0.08044

a=0 0.2209  0.2533
ps =06  0.5011  0.2777
03 =064 02529 0.1633

o =1 0.1651  0.0227

a=0 04522 0.3025

ps=0.995 05111  0.2762
03 =001 02508  0.163

0% =1 0.2069  0.0285

a= -0.09424  0.1677
ps =01 05001  0.2769
03 =099 02523  0.1622

0% = 0.3813  0.05295

a= -0.1801  0.1695
ps=—0.6 04891  0.2784
03 =064 024  0.1568

0% = 0.3977  0.05513

a=0  -0.09025 0.127

ps =—0.995  0.4558  0.2665
03 =001  0.2326  0.1489

o =1 0.6639  0.09216

a= -0.2895  0.2287
ps=—01 04989  0.2776
03 =099 02504 0.1611

o 0.2089  0.02902
a= -0.02104  0.1073
s =1 0.5164  0.2739
0% =0 0.2534  0.1626
o 0.9219  0.127

TABLE 3.2 — Estimations des paramétres du modéle RCA(1) par la méthode du maximum
de vraissemblance avec n=>500
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True mean sd
a=0 -0.02754  0.05728
ps = 0.5 0.5003 0.282
a% =0.25 0.2495 0.1634
o’ =1 0.6229 0.03775
a=0 0.05955 0.1143
ps = 0.6 0.4991 0.2808
0?3 =0.64 0.2475 0.1619
o’ =1 0.1588  0.009618
a=20 -0.04871  0.09369
s = 0.995 0.5122 0.2771
UZJ =0.01 0.2469 0.1601
o’ =1 0.2391 0.01445
a=0 0.01513 0.2194
ps = 0.1 0.4938 0.2834
a% =0.99 0.2432 0.16
o’ =1 0.04403  0.002695
a=0 -0.008592  0.1185
g = —0.6 0.4598 0.2792
a% =0.64 0.2391 0.1601
o’ =1 0.1528 0.00931
a=0 -0.08823 0.0808
g = —0.995  0.4546 0.266
aé =0.01 0.2308 0.1446
o’ =1 0.3142 0.01945
a=0 -0.05791 0.1778
pp = —0.1 0.488 0.2835
ag =0.99 0.24 0.1582
o’ =1 0.06795  0.004204
a=0 0.09529 0.0661
pp =1 0.5149 0.2767
ag =0 0.2468 0.1594
o2 =1 0.9705 0.05915
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