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Introduction

Le but de ce travail est d’établir la condition LAN pour certains types de pro-
blèmes, nous introduisons cette condition comme elle est présentée dans l’ou-
vrage de Ibragimov-Has’minskii [4] c’est à dire pour n observationsX1, X2, ..., Xn

indépendantes (de même loi, puis de lois différentes) avec les preuves détaillées
correspondantes.
Nous présentons un Théorème fondamental (admis) sur l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance sous la condition LAN uniforme et sous certaines condi-
tions supplémentaires de régularité sur le rapport de vraisemblance.
Nous rappelons également le Théorème de Radon-Nikodym-Lebesgue, l’Infor-
mation de Fisher et nous définissons la propriété de régularité d’un problème
statistique qui sont des notions primordiales pour aborder ce type de problème.
Dans le cas d’un problème statistique à temps continu nous nous sommes limités
à énoncer les résultas établis dans les ouvrages de Ibragimov-Has’minskii [4] et
Kutoyants [5]. Pour ce type de problème nous ne disposons pas de n observations
X1, X2, ..., Xn mais nous observons une trajectoire complète (Xt)0≤t≤T auquel
cas le Théorème (3.2.1) établi dans (Ibragimov,R.Z.Has’minskii) s’applique à
l’exemple du processus de Ornstein-Uhlenbeck

dXt = θXtdt+ εdWt, X0 = x0

. Nous nous sommes intéressés au cas d’un processus à temps continu car du
point de vue simulation les graphes obtenus pour (Xt) sont plus représentatifs,
aussi moyennant le logiciel R version 2.15.3 nous avons abtenu des représenta-
tions de trajectoires (Xt)0≤t≤T . La représentation de l’EMV correspondant à
différentes valeurs du paramètre ε est faite également pour un cas particulier
traité dans la thèse de Benyahia [1].
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Chapitre 1

Rappels et compléments

Dans ce chapitre nous rappelons quelques résultats de statistique utilisés le long
de ce mémoire. Parmis ces résultats il y a le théorème de Radon-Nikodym-
Lebesgue qui sert à définir la densité d’une mesure de probabilité par rapport
à une mesure donnée. Nous allons rappeler aussi l’information de Fisher qui
est une notion de statistique très importante introduite par Ronald Fisher qui
quantifie l’information relative à un paramètre à estimer dans le cadre d’un
travail sur un échantillon. Le théorème central limite est également fondamental
pour ce type de problèmes car il établit la convergence en loi de la somme d’une
suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées vers la
loi normale.

1.1 Notations

Tout au long de ce travail nous adoptons les notations suivantes qui vont d’abord
nous permettre de rappeler certains résultats de la statistique tels que le Théo-
rème de Radon-Nikodym-Lebesgue, l’information de Fisher et le théorème cen-
tral limite

. X = (X1, X2, ..., Xn) est un échantillon de taille n d’une variable aléatoire de
loi Pθ, θ ∈ Θ ⊂ Rk.

. X est l’ensemble où la variable aléatoire Xi prend ses valeurs

. U = U1 × U2 × ...× Un où Ui est la tribu de Borel dans IR.

. Pθ = Pθ1 × Pθ2 × ... × Pθk
où Pθ est une mesure de probabilité absolument

continue par rapport à une mesure donnée ν = ν1×ν2× ...×νk définie sur U .
. (·, ·) est le produit scalaire dans Rk
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 6

1.2 Théorème de Radon-Nikodym-Lebesgue

Soit ν = ν1 × ν2 × ...× νn une mesure positive définie sur U , on dit que Pθ est
absolument continue par rapport à ν et l’on note Pθ � ν si et seulement si Pθ

admet une densité f par rapport à ν (voir [6]) c’est à dire

dPθ

dν
= Pn(x, θ) = f(x1, θ)× f(x2, θ)× ...× f(xn, θ)

pour ν-presque tout x où x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Xn.

1.3 Information de Fisher

L’information de Fisher joue un rôle très important dans la théorie de l’estima-
tion. Nous donnons plusieurs approches pour cette information.
Il existe un grand nombre de formulations alternatives de l’information de Fi-
sher révélant certaines propriétés intéressantes. Nous avons choisit quelques dé-
finitions les plus utilisées dans notre domaine. La matrice de l’information est
définie moyennant l’élément de la ième ligne et la jème colonne noté Iij(θ) pour
i = 1, ..., k et j = 1, ..., k.
La définition suivante est introduite dans le cadre de l’eléctronique, la télécom-
munication,... par exemple pour le calcul du niveau maximal d’un amplificateur
audio.

Définition 1.3.1. [3] on l’appelle écriture sous forme de rapport qui est inter-
prétable comme un rapport signal sur bruit

Iij(θ) =
∫
X

1
f(x, θ)

∂f(x, θ)
∂θi

∂f(x, θ)
∂θj

ν(dx).

La définition suivante est introduite par Fisher en 1943

Définition 1.3.2. [3] Iij peut également s’ecrire sous la forme suivante et no-
tons que cette formulation est à rapprocher de la définition de la distance de
Hellinger.

Iij(θ) = 4
∫
X

∂f
1
2 (x, θ)
∂θi

∂f
1
2 (x, θ)
∂θj

ν(dx).

La définition suivante est associée à la divergence de Kullback-Leibler (entropie
relative). La quelle est une mesure de dissimilarité entre deux lois de probabilités.

Définition 1.3.3. [3] Iij peut s’écrire sous la forme suivante

Iij(θ) =
∫
X

∂f(x, θ)
∂θi

∂log f(x, θ)
∂θj

ν(dx)

=
∫
X

∂log f(x, θ)
∂θi

∂f(x, θ)
∂θj

ν(dx).
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 7

L’exemple suivant illustre ces définitions comme une mesure unique

Exemple 1.3.4. considérons la Loi gaussienne N (m,σ2) : avec θ = (m,σ) le
paramètre à éstimer moyennant un échantillon X = (X1, X2, ..., Xn) de taille
n. On peut vérifier par les trois formulations précedentes que la matrice de l’In-
formation s’écrit comme suit

I(θ) =
1
σ2

(
1 0
0 2

)
.

Rappelons enfin qu’il existe plusieurs versions du théorème central limite mais
nous nous limitons à deux versions utilisées dans ce travail.

1.4 Théorème de la limite centrale

Théorème 1.4.1. [7] soit (Xn)n≥1 une suite de variables i.i.d à carré intégrable
et posons

Sn =
n∑

i=1

Xn alors

√
n(Sn/n− E(X1)) −→ N (0, V ar(X1)) quand n→∞.

Théorème 1.4.2. [7] soit (Xn)n≥1 une suite de variables i.i.d à carré intégrable
et posons

Sn =
n∑

i=1

Xn alors

Sn − nE(X1)√
n
√
V ar(X1)

−→ N (0, 1) quand n→∞.

Rappelons aussi que le Théorème reste vrai dans le cas de IRn. Le Théorème
suivant généralise le T.C.L au cas non i.i.d
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 8

Théorème 1.4.3. [5] soit X1, X2, ..., Xn une suite de variables aléatoires indé-
pendantes de moyennes E[Xi] = µi et de variances V ar[Xi] = σ2

i finies, posons
s2n =

∑n
i=1 σ

2
i . Si la suite (Xi)i≤n vérifie la condition suivante (condition de

LINDEBERG)

lim
n→∞

1
s2n

n∑
i=1

E[(Xi − µi)2X{|Xi−µi|>εsn}] = 0

pour tout ε > 0 ou X est la fonction indicatrice alors la variable aléatoire

Zn =
n∑

i=1

(Xi − µi)
sn

converge en loi vers la loi normale centrée et réduite N (0, 1)

quand n→∞.

Le théorème qui suit, éxplique comment nous pouvons utiliser des transforma-
tions de variables aléatoires connues pour générer de nouvelles variables.

Théorème 1.4.4 (changement de variable). Soit X une variable aléatoire
réelle admettant une densité fX et ϕ une application dérivable strictement crois-
sante de IR vers IR. Alors , la variable aléatoire Y = ϕ(X) admet pour densité
la fonction fY définie par :

∀y ∈ IR, fY (y) =
1

ϕ′(ϕ−1(y))
fX(ϕ−1(y)).

Nous introduisons dans le paragraphe qui suit la notion de régularité qui est une
question primordiale lorsqu’on aborde le problème statistique de l’estimation.

1.5 Statistique régulière

Considérons les observations X1, X2, ..., Xn d’un phénomène aléatoire et soit Θ
un ouvert de Rk tel que toute mesure induite par l’échantillon Pθ, θ ∈ Θ est ab-

solument continue par rapport à ν une mesure donnée sur U . Soit
dPθ

dν
= f(x, θ)

la densité de Radon-Nikodym correspondante. Supposons que f est une fonction
continue par rapport à θ sur Θ pour ν-presque tout x. L’Information de Fisher
associée à l’échantillon X1, X2, ..., Xn au point θ ∈ Θ est finie si la fonction
f

1
2 (., u) est différentiable au point u = θ dans L2(ν).

La differentiabilité en moyenne quadratique pour une fonction g est définie
comme suit :

Définition 1.5.1. on dit que la fonction g est différentiable au sens de L2(ν)
s’il existe une fonction Ψ : X ×Θ −→ Rk telle que

.
∫
X
| Ψ(x, u) |2dν =‖ Ψ(., u) ‖2 < ∞

.
∫
X | g(x, θ + h)− g(x, θ)− (Ψ(x, θ), h) |2 dν = ◦(| h |2) , h→ 0

eX
Pert

 P
DF

Tria
l



CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 9

Remarques

Notons f
1
2 (x, θ) = g(x, θ), nous avons alors :

. la matrice de l’information s’écrit alors, I(θ) = 4
∫
X Ψ(x, θ)(Ψ(x, θ))tdν

. si de plus la densité f est différentiable au point θ au sens classique alors
bien sûr Ψ(x, θ) = ∂

∂θf
1
2 (x, θ) car la différentielle d’une fonction au sens de la

moyenne quadratique coincide avec la différentielle au sens classique lorsque
celle ci existe.

Ibragimov et Has’minskii [4] définissent la régularité d’un problème statistique
comme suit :

Définition 1.5.2. Soit X1, X2, ..., Xn un échantillon de taille n de loi Pθ,
θ ∈ Θ, on dit que le problème statistique est régulier dans Θ si les conditions
suivantes sont vérifiées
(a) f(x, θ) est continue sur Θ pour ν-presque tout x.
(b) I(θ)<∞ , ∀θ ∈ Θ.
(c) la fonction Ψ(., θ) est continue dans L2(ν).

Ces conditions de régularité peuvent être modifiées comme dans le livre de Lips-
ter ou le livre de Kutoyants mais dans ce travail nous nous posons le problème
de l’éstimation sous ce type de conditions. Pour cela nous énonçons le Lemme
suivant qui précise les propriétés que doit remplir la matrice de l’Information
pour que le problème statistique soit régulier.

Lemme 1.5.3. soit X1, X2, ..., Xn un échantillon d’un problème statistique ré-
gulier de loi Pθ, θ ∈ Θ alors
(1) la matrice de l’information I(θ) est continue sur Θ (i.e toutes les fonctions
Iij(θ) sont continues sur Θ,

(2) les intégrales Iij(θ) convergent uniformément dans tout compact K ; de Θ
i.e ;

lim
A→+∞

sup
θ∈K

∫
X

| ∂
∂θi
f(x, θ) ∂

∂θj
f(x, θ) |

f(x, θ)
X{x:| ∂

∂θi
f ∂

∂θj
f |\f>A}dν = 0

(3) si l’intervalle{t+ su/0 ≤ s ≤ 1} est inclus dans Θ alors
g(x, t+u)− g(x, t) =

∫ 1

0
(∂g

∂t (x, t+us), u)ds dans L2(ν)(l’intégrale à droite est
la limite dans L2(ν) de la somme de Riemann).
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 10

preuve
(1) Nous avons

| Iij(θ+h)− Iij(θ) |= 4 |
∫
X
ψi(x, θ+h)ψj(x, θ+h)−ψi(x, θ)ψj(x, θ)ν(dx) |

≤ 4
∫
X
| ψi(x, θ + h)ψj(x, θ + h)− ψi(x, θ)ψj(x, θ) | ν(dx)

= 4
∫
X
| (ψi(x, θ+h)ψj(x, θ+h)−ψi(x, θ+h)ψj(x, θ))+(ψi(x, θ+h)ψj(x, θ)

− ψi(x, θ)ψj(x, θ)) | ν(dx)

≤ 4
∫
X
| ψi(x, θ+h)ψj(x, θ+h)−ψi(x, θ+h)ψj(x, θ) | + | ψi(x, θ+h)ψj(x, θ)

− ψi(x, θ)ψj(x, θ) | ν(dx)

= 4(
∫
X
| ψi(x, θ + h) || ψj(x, θ + h)− ψj(x, θ) | ν(dx) +

∫
X
| ψj(x, θ) |

| ψi(x, θ + h)− ψi(x, θ) | ν(dx)).

En utilisant l’inégalité de Hölder nous obtenons

| Iij(θ+h)−Iij(θ) |≤ 4(I
1
2
ii (θ+h)+I

1
2
jj(θ))×(

∫
X (ψ(x, θ+h)−ψ(x, θ))2ν(dx))

1
2

en passant à la limite lorsque h tend vers 0 nous avons

lim
h→0

| Iij(θ + h)− Iij(θ) | ≤ lim
h→0

[4(I
1
2
ii (θ + h) + I

1
2
jj(θ))

×(
∫
X

(ψ(x, θ + h)− ψ(x, θ))2ν(dx))
1
2 ]

or I(θ) < ∞ ∀ θ ∈ Θ

donc lim
h→0

4(I
1
2
ii (θ + h) + I

1
2
jj(θ)) <∞.

D’autre part nous avons

lim
h→0

(
∫
X

(ψ(x, θ + h)− ψ(x, θ))2ν(dx))
1
2 ) = 0

car ψ est continue dans L2(ν)
et donc lim

h→0
| Iij(θ + h)− Iij(θ) |= 0

d’où la continuité de la matrice de l’information I(θ).
(2) Raisonnons pas l’absurde, supposons alors le contraire c’est à dire pour tout
δ > 0, il existe deux suites (θn) ⊂ K et (An) ⊂ R (θn → θ et An → +∞)telles
que ∫

X
| ψj(x, θn) |2 χ{x :| ψj(x, θn) |> An}dν > δ
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 11

d’aprés l’inégalité de Tchebychev nous avons

ν(x :| ψj(x, θn) |> An) ≤ A−2
n ‖ ψj(x, θn) ‖2

≤
sup
u∈K

Ijj(u)

An
→ 0.

Nous déduisons que∫
X
| ψj(x, θ) |2 χ{x :| ψj(x, θn) |> An}dν → 0

cependant, dans ce cas nous avons pour n→ +∞∫
X
| ψj(x, θn) |2 χ{x :| ψj(x, θn) |> An}dν ≤∫

X
| ψj(x, θ) |2 χ{x :| ψj(x, θn) |> An}dν +

∫
X
|| ψj(x, θ) |2 − | ψj(x, θn) |2|

dν. Pour la première intégrale nous avons déja montré qu’elle tend vers 0
et pour la seconde il est clair qu’elle tend vers 0 grace à la continuité de la
fonction ψ dans L2(ν) ainsi,∫
X
| ψj(x, θn) |2 χ{x :| ψj(x, θn) |> An}dν → 0

d’où la contradiction.
(3) Pour ce point il s’agit d’une généralisation du résultat du théorème de la

moyenne au sens classique lorsque la dérivée
∂g

∂t
est au sens de la moyenne

quadratique.
Rappelons le théorème de la moyenne pour une fonction f à valeurs réelles

Théorème 1.5.4. pour toute fonction f à valeurs réelles, définie et continue
sur un segment [a, b], avec a<b, il existe un réel c compris entre a et b vérifiant :

f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

Théorème 1.5.5. soient X1, X2, ..., Xn et Y1, Y2, ..., Yn deux échantillons d’un
problème statistique régulier de lois f1, f2 de matrices d’informations I(θ,X),
I(θ, Y ) respectivement alors l’échantillon Zi = Xi×Yi correspond à un problème
statistique régulier, de plus I(θ, Z) = I(θ,X) + I(θ, Y )
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 12

preuve.

Posons
dPθ1

dν1
= f1(x, θ) et

dPθ2

dν2
= f2(x, θ), il est clair que

dPθ

dν1 × dν2
= f1(x1, θ)f2(x2, θ) = f(x, θ)

Iij(θ, Z) = 4
∫
X

∂

∂θi

√
f(x, θ)

∂

∂θj

√
f(x, θ)dν

= 4
∫
X1

∫
X2

∂

∂θi
(
√
f1
√
f2)

∂

∂θj
(
√
f1
√
f2)d(ν1 × ν2)

= 4
∫
X1

∫
X2

[
∂

∂θi
(
√
f1)
√
f2 +

∂

∂θi
(
√
f2)
√
f1]×

[
∂

∂θj
(
√
f1)
√
f2 +

∂

∂θj
(
√
f2)
√
f1]d(ν1 × ν2)

= 4
∫
X1

∂

∂θi

√
f1

∂

∂θj

√
f1dν1

∫
X2

f2dν2 + 4
∫
X2

∂

∂θi

√
f2

∂

∂θj

√
f2dν2

∫
X1

f1dν1

car∫
X1

∫
X2

(
∂

∂θi

√
f1)
√
f1(

∂

∂θj

√
f2)
√
f2d(ν1 × ν2) =

∫
X1

(
∂

∂θi

√
f1)
√
f1dν1

∫
X2

(
∂

∂θj

√
f2)
√
f2dν2

=
∂

∂θi

∫
X1

√
f1
√
f1dν1 ×

∂

∂θj

∫
X2

√
f2
√
f2dν2 =

∂

∂θi

∫
X1

f1dν1 ×
∂

∂θj

∫
X2

f2dν2

=
∂

∂θi
1× ∂

∂θj
1 = 0

et de la même façon on montre que∫
X1

∫
X2

(
∂

∂θj

√
f1)
√
f1(

∂

∂θi

√
f2)
√
f2d(ν1 × ν2) = 0

donc

Iij(θ, Z) = 4
∫
X1

∂

∂θi

√
f1

∂

∂θj

√
f1dν1 + 4

∫
X2

∂

∂θi

√
f2

∂

∂θj

√
f2dν2

car ∫
X2

f2dν2 = 1 et

∫
X1

f1dν1 = 1

par conséquent
I(θ, Z) = I(θ,X) + I(θ, Y )

d’où le théorème.

Le théorème suivant est une généralisation du théorème précédent pour un
échantillon de taille n
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 13

Corollaire 1.5.6. Soit X1, X2, ..., Xn un échantillon de taille n d’un problème
statistique. Si l’observation Xi est régulière et possède l’information I(θ) alors
l’echantillon est régulier, de plus

I(θ, x(n)) = nI(θ).

eX
Pert

 P
DF

Tria
l



Chapitre 2

Condition LAN

2.1 Rapport De Vraisemblance( cas i.i.d )

Dans beaucoup de documents classiques (Hajek, Lecam, Lipster Shiryaev, ...)
il est prouvé que de nombreuses propriétés importantes des estimateurs statis-
tiques découlent de celles de la vraisemblance. Dans ce chapitre nous étudions
une représentation de la vraisemblance qui conduit à établir des propriétés im-
portantes de la famille de lois {Pθ, θ ∈ Θ} de densité f(x, θ) dans le cas d’un
problème régulier. Notons I(θ) la matrice de l’information pour ce type de pro-
blème. Elle s’écrit :

I(θ) =
∫
{x:f(x,θ) 6=0}

∂f(x, θ)
∂θ

(
∂f(x, θ)
∂θ

)T f−1(x, θ)ν(dx). (2.1)

Nous introduisons la définition suivante du rapport de vraisemblance.

Définition 2.1.1. Soit X1, X2, ..., Xn un échantillon de la loi {Pθ, θ ∈ Θ},
Θ ⊂ Rn dans le cadre d’un problème statistique régulier. supposons que pour
θ1,θ2 ∈ Θ Pθ2 est absolument continue par rapport à Pθ1 alors le rapport de
vraisemblance pour ces deux valeurs du paramètre, s’écrit

dPθ2

dPθ1

(X(n))

Le Théorème suivant permet d’introduire une écriture du rapport de vraisem-
blance normalisé et il est dû à Lecam.

14
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 15

Théorème 2.1.2. Si X1, X2, ..., Xn est un échantillon de la loi Pθ,θ ∈ Θ et
dans le cas régulier , detI(θ) 6= 0 ( I(θ) est inversible ) pour tout θ ∈ Θ alors le
rapport de vraisemblance nomalisé pour les deux valeurs du paramètre θ1 = θ et
θ2 = θ + un

−1
2 telles que θ1, θ2 ∈ Θ s’ecrit

Z̃n,θ(u) = exp
{ 1√

n

n∑
j=1

(
∂ln f(Xj , θ)

∂θ
, u)− 1

2
(I(θ)u, u) + ψn(u, θ)

}
(2.2)

où

Pn
θ (| ψn(u, θ) |> ε) −→ 0 (2.3)

quand n→∞ pour tout u ∈ R et pour tout ε > 0 tels que θ2 ∈ Θ de plus

L(
1√
n

n∑
j=1

∂ ln f(Xj , θ)
∂θ

) −→ N (0, I(θ)). (2.4)

Pour démonter ce Théorème nous avons besoin du Lemme suivant qui donne
certaines propriétés relatives à l’Information de Fisher :

Lemme 2.1.3. Soit f la densité de probabilité de Xi dans un problème statis-
tique régulier, posons g(x, θ) =

√
f(x, θ)

et ζθ(u) = g−1(X1, θ)g(X1, θ + u)− 1 (2.5)

alors les relations suivantes sont vraies (quand u ∈ V(0))

Eθζ
2
θ (u)− 1

4
(I(θ)u, u) = o(| u |2) (2.6)

Eθ | ζ2
θ (u)− (u, g−1(X1, θ)

∂g(X1, θ)
∂θ

)2 |= o(| u |2) (2.7)

Pθ{| ζθ(u) |> ε} = o(| u |2) (2.8)

Eθζθ(u) +
1
8
(I(θ)u, u) = o(| u |2) (2.9)
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 16

preuve du Lemme
pour les ensembles{x : f(x, θ) = 0} et {x : f(x, θ) 6= 0} nous avons les relations
suivantes (quand u→ 0)∫

{x:f(x,θ)=0}
f(x, θ + u)ν(dx) = o(| u |2) (2.10)

Eθ

{
ζθ(u)−

1
2
(u,

∂ ln f(X1, θ)
∂θ

)
}2

= o(| u |2) (2.11)

(2.11) implique immédiatement (2.6) et (2.7).Mais par la relation

Eθζθ(u)−
1
2
(u,Eθ

∂ ln f(X1, θ)
∂θ

) = o(| u |2) (2.12)

en utilisant (2.10) nous obtenons

Eθζ
2
θ (u) =

∫
{x:f(x,θ) 6=0}

(g(x, θ + u)− g(x, θ))2ν(dx)

= 2 + o(| u |2)− 2Eθ(g−1(X1, θ)g(X1, θ + u))

= 2Eθζθ(u) + o(| u |2).

La dernière inégalité et (2.6) impliquent (2.9).
Établissons maintenant l’inégalité (2.8) ; nous avons

Pθ{| ζθ(u) |> ε} ≤ Pθ

{
| ζθ(u)−

1
2
(u,

∂ ln f(X1, θ)
∂θ

) |> ε

2

}
+ Pθ

{
(u,

∂ ln f(X1, θ)
∂θ

)2 > ε2
}

puis en appliquant l’inégalité de Tchebychev nous avons

Pθ{| ζθ(u) |> ε} ≤ 2
ε
Eθ

{
ζθ(u)−

1
2
(u,

∂ ln f(X1, θ)
∂θ

)
}2

+
1
ε2

∫
{x:

∂ ln f(x,θ)
∂θ > ε

|u|}
(u,

∂ ln f(x, θ)
∂θ

)f(x, θ)ν(dx).

En tenant compte de (2.11) le premier terme de la partie droite de cette dernière
inégalité est de l’ordre de o(| u |2) et gràce à la convergence des intégrales qui
représentent les éléments de la matrice de l’Information le second terme est
également du même ordre.

Remraque :

l’égalité suivante est une conséquence directe de (2.9) et (2.12)

Eθ
∂ ln f(X1, θ)

∂θ
=
∫
{x:f(x,θ) 6=0}

∂f(x, θ)
∂θ

ν(dx) = 0 (2.13)
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 17

en effet

Eθ
∂ ln f(X1, θ)

∂θ
=

∫
X

∂f(x, θ)
∂θ

ν(dx)

=
∂

∂θ

∫
X
f(x, θ)ν(dx)

=
∂

∂θ
1 = 0

preuve du Théorème
Posons

ηjn = (
f(Xj , θ + un

−1
2 )

f(Xj , θ)
)

1
2 − 1

et considérons l’évènement

An = { max
1≤j≤n

| ηjn |< ε}.

Si l’évènnement An est réalisé, en appliquant le développement de Taylor pour
le logarithme de ηjn il existe alors des nombres αjn tels que | αjn |< 1
et l’égalité suivante est valide

ln
f(Xj , θ + un

−1
2 )

f(Xj , θ)
= 2 ln(1 + ηjn)

= 2ηjn − η2
jn + αjn | ηjn |3

puis en sommant, on en déduit
n∑

j=1

ln
f(Xj , θ + un

−1
2 )

f(Xj , θ)
= 2

n∑
j=1

ηjn −
n∑

j=1

η2
jn +

n∑
j=1

αjn | ηjn |3 . (2.14)

En conséquence les représentations (2.2) et (2.4) seront vérifiées dès que l’on
établit les relations suivantes pour tout ε > 0, quand n −→∞ :

Pθ(Ac
n) −→ 0 (2.15)

Pθ

{
| 2

n∑
j=1

ηij − n
−1
2

n∑
j=1

(
∂ ln f(Xj , θ)

∂θ
, u) +

1
4
(I(θ)u, u) |> ε

}
−→ 0 (2.16)

Pθ

{
|

n∑
j=1

η2
jn −

1
4
(I(θ), u) |> ε

}
−→ 0 (2.17)

Pθ

{ n∑
j=1

| η3
jn |> ε

}
−→ 0 (2.18)

pour la concergence de (2.15) comme X1, X2, ..., Xn sont i.i.d, η1n, η2n, ..., ηnn

le sont aussi. D’autre part nous avons η1n = ζθ( u√
n
) d’où

Pθ(Ac
n) ≤

n∑
j=1

Pθ

{
| ηjn |> ε

}
= nPθ

{
| ζθ(

u√
n

) |> ε
}
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 18

en appliquant (2.8) quand n −→∞ il en découle

Pθ(Ac
n) −→ 0.

Pour établir à présent (2.17), gràce à l’inégalité de Tchebychev nous avons

Pθ

{
|

n∑
j=1

η2
jn −

1
n

n∑
j=1

(u, g−1(Xj , θ)
∂g(Xj , θ)

∂θ
)2 |> ε

}
≤ 1
ε
Eθ

n∑
j=1

| η2
jn −

1
n

(u, g−1(Xj , θ)
∂g(Xj , θ)

∂θ
)2 |

≤ n

ε
Eθ | ζ2

θ (
u√
n

)− (
u√
n
, g−1(Xj , θ)

∂g(Xj , θ)
∂θ

)2 |−→ 0 en appliquant (2.7).

D’autre part nous avons

1
n

n∑
j=1

(u, g−1(Xj , θ)
∂g(Xj , θ)

∂θ
)2 = uT 1

n

n∑
j=1

g−2(Xj , θ)(
∂g(Xj , θ)

∂θ
)(
∂g(Xj , θ)

∂θ
)Tu

qui converge en probabilité vers 1
4 (I(θ)u, u).Ainsi (2.17) est prouvée par appli-

cation de la loi des grands nombres.

Montrons à présent la relation (2.18) ; nous avons

max
1≤j≤n

| ηjn | (1 + (I(θ)u, u)) > ε

et
n∑

j=1

η2
jn > 1 + (I(θ)u, u)

en multipliant terme à terme les deux inégalités nous déduisons

max
1≤j≤n

| ηjn |
n∑

j=1

η2
jn > ε

et par conséquent

Pθ{ max
1≤j≤n

| ηjn |
n∑

j=1

η2
jn > ε} ≤ Pθ{ max

1≤j≤n
| ηjn | (1 + (I(θ)u, u)) > ε}

+Pθ{
∑n

j=1 η
2
jn > 1 + (I(θ)u, u)}.

D’autre part nous avons

max
1≤j≤n

| ηjn |
n∑

j=1

η2
jn ≥

n∑
j=1

| η3
jn |
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 19

donc Pθ{ max
1≤j≤n

| ηjn |
n∑

j=1

η2
jn > ε} ≥ Pθ{

n∑
j=1

| η3
jn |> ε}.

Donc pour établir (2.18) il suffit de montrer que

Pθ

{
max

1≤j≤n
| ηjn |>

ε

1 + (I(θ)u, u)
}
→ 0

et que

Pθ

{ n∑
j=1

η2
jn > 1 + (I(θ)u, u)

}
→ 0.

Pour la première convergence, si on pose ε′ = ε
1+(I(θ)u,u) nous avons

Pθ

{
max

1≤j≤n
| ηjn |> ε′

}
et cette dernière probabilité tend vers 0 d’après (2.15).

Pour la seconde limite d’une part nous avons 1 + (I(θ)u, u) > 1
4 (I(θ)u, u) et

d’autre part nous avons montré auparavant d’après (2.17) que

n∑
j=1

η2
jn −→

1
4
(I(θ)u, u) en probabilité, d’où la relation (2.18).

Pour établir la relation (2.16) remarquons que l’on a gràce à (2.9) et quand
n est assez grand

Eθηjn = Eθζθ(
u√
n

) = − (I(θ)u, u)
8n

+ o(
1
n

).

Posons alors

Ju = Pθ

{
2 |

n∑
j=1

[(ηjn − Eθηjn)−
(∂ ln f(Xj ,θ)

∂θ , u)
2
√
n

] |> ε
}
.

Remarquons que montrer la relation (2.16) est équivalent à montrer que Ju −→
0. CommeX1, X2, ..., Xn sont i.i.d, par la relation (2.13) et moyennant l’inégalité
de Tchebychev nous avons

Ju ≤ 4
ε2
Eθ

{ n∑
j=1

[(ηjn − Eθηjn)−
(∂ ln f(Xj ,θ)

∂θ , u)
2
√
n

]
}2

=
4
ε2
nEθ

{
η1n − Eθη1n −

(∂ ln f(X1,θ)
∂θ , u)
2
√
n

}2

=
4n
ε2
Eθ

{
ζθ(

u√
n

)− Eθζθ(
u√
n

)− 1
2
(
∂ ln f(X1, θ)

∂θ
,
u√
n

)
}2

=
4n
ε2

{
Eθ(ζθ(

u√
n

)− 1
2
(
∂ ln f(X1, θ)

∂θ
,
u√
n

))2 − (Eθζθ(
u√
n

))2
}
.
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 20

En appliquant la relation (2.11) nous obtenons que le membre de droite de la
dernière égalité est voisin de 0 quand n −→∞ d’où la relation (2.16).

Par conséquent les représentations (2.2) et (2.3) sont vérifiées.

Pour l’assertion (2.4) elle se déduit de la relation (2.13) et du théorème central-
limite dans Rn.
Ceci achève la démonstration du théorème.

Proposition 2.1.4. Sous les hypothèses du Théorème, en posant u = I(θ)
1
2 v,

nous avons la formulation suivante pour le même résultat (2.2) du Théorème
(2.1.2)

Z̃n,θ(v) = exp
{
(v,∆n,θ)−

1
2
| v |2 +ψn(v, θ)

}
(2.19)

avec

∆n,θ = n
−1
2 I

−1
2 (θ)

n∑
j=1

∂ ln f(Xj , θ)
∂θ

et, Pθ{| ψn(v, θ) |> ε} → 0 quand n→∞,

L(∆n,θ/Pn
θ ) −→ N (0, J).

Dans ce cas la démonstration du Théorème ne change pas sauf pour le dernier
point où on doit utiliser l’autre version tu Théorème central limite.

Remarque

nous allons maintenant énoncer la version uniforme du Théorème précédent qui
est donc plus forte que la première version.

Théorème 2.1.5. Si X1, X2, ..., Xn est un échantillon d’un problème statistique
régulier et tel que detI(θ) 6= 0 pour tout θ dans Θ alors pour tout compact
K ⊂ Θ, toute suite (θn) ⊂ K et tout u ∈ Rk la représentation suivante du
rapport de vraisemblance est valide quand n −→∞

Zn,θn
(u) = exp

{ 1√
n

n∑
j=1

(
∂ln f(Xj , θn)

∂θ
, u)− 1

2
(I(θn)u, u) + ψn(u, θn)

}
(2.20)

de plus pour tout u ∈ Rk, pour tout ε > 0 et quand n→∞ nous avons

Pn
θn

(| ψn(u, θn) |> ε) −→ 0
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 21

L(n−
1
2 I−

1
2 (θn)

n∑
j=1

∂ ln f(Xj , θn)
∂θ

) −→ N (0, J).

Ici J est la matrice identité.

Preuve
la démonstration de ce Théorème consiste en celle du dernier point car pour les
autres points nous reprenons les mêmes démonstrations que dans le Théorème
(2.1.2).
Par le lemme (1.5.3) nous pouvons écrire :

sup
θ∈k

∫
{| ∂

∂θ ln f(x,θ)|>A}
| ∂ ln f(x, θ)

∂θ
|2 f(x, θ)ν(dx) −→ 0 (2.21)

et en posant s2n = nI(θ), nous en déduidons la condition de LINDEBERG pour
toute suite θn convergente vers θ dans K quand n→∞

1
s2n

∫
{| ∂

∂θn
ln f(x,θn)|>Asn}

| ∂ ln f(x, θn)
∂θn

|2 f(x, θn)ν(dx) −→ 0

et en appliquant le Théorème (1.4.3) nous obtenons que

L(n−
1
2 I−

1
2 (θn)

n∑
j=1

∂ ln f(Xj , θn)
∂θ

) −→ N (0, J) quand n→∞ .

Remarque.

une version plus fine du Théorème (2.1.2) peut être obtenue, si nous prenons
une suite un qui converge vers u dans Rk au lieu de prendre directement u fixé
dans Rk (cela concerne l’uniformité du résultat).

2.2 Condition LAN : Cas i.i.d

Comme nous l’avons déja mentionné, la propriété de la vraisemblance prouvée
dans le Théorème (2.1.2) est un outil très puissant pour l’étude des propriétés
des estimateurs statistiques ; il est donc important de noter que cette propriété
est valable dans une plus grande classe de problèmes que celle où les obser-
vations sont i.i.d. Dans cette section nous allons enfin introduire la condition
LAN(normalité asymptotique locale) qui est l’objectif principal de ce mémoire.
Ce travail consiste à trouver une formule pour une famille de lois sous des hypo-
thèses locales de sorte que si cette famille de lois vérifie la formule en question
alors elle converge vers la loi normale.
Ibragimov et Has’minskii ont défini la condition LAN comme suit
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 22

Définition 2.2.1. une famille de loi P(ε)
θ est dite localement asymptotiquement

normale (LAN) au point t ∈ Θ quand ε → 0 s’il existe une matrice n × n non
dégénérée ϕ(ε) = ϕ(ε, t) telle que pour tout u ∈ IRn le rapport de vraisemblance
peut s’écrire

Zε,t(u) =
dP(ε)

t+ϕ(ε)u

dP(ε)
t

= exp {uT ∆ε,t −
1
2
| u |2 +ψε(u, t)} (2.22)

où

L(∆ε,t) → N (0, J) quand ε→ 0. (2.23)

Ici J est la matrice unité et pour tout u ∈ IRn

ψε(u, t) → 0 en probabilit quand ε→ 0 (2.24)

on dit alors que la famille {P(ε)
θ } vérifie la condition LAN au point θ = t.

La proposition suivante fournit la matrice non dégénérée ϕ(ε, t) relative au cas
particulier d’observations i.i.d dans un problème régulier.

Proposition 2.2.2. supposons que les hupothèses du Théorème (2.1.2) sont
remplies alors la condition LAN est vérifiée au point θ = t.Plus précisément en
prenant ε = 1

n et ϕ(ε, t) = (nI(t))
−1
2 nous avons

∆ε,t = (nI(t))
−1
2

n∑
j=1

∂ ln f(Xj , t)
∂t

. (2.25)

Remarquons que les conditions 2.10 et 2.11 ne sont pas faciles à vérifier en géné-
ral. Nous introduisons le Théorème suivant dù à Hajek et qui permet d’établir
ces deux conditions pour le cas réel.

Théorème 2.2.3. soient Θ ⊂ IR et f(x, θ) =
dPθ

dν
la densité des observations

Xi, vérifiant
(1) la fonction f(x, θ) est absolument continue en θ dans un certain voisinage

du point θ = t pour tout x ∈ X ,

(2) la dérivé
∂f(x, θ)
∂θ

existe pour tout θ appartenant à ce voisinage de t et pour
ν− presque tout x ∈ X ,

(3) la fonction I(θ) est continue et positive au point θ = t.
Alors la famille de lois Pn

θ générée par les observations indépendantes X1, X2, ..., Xn

et de densité f vérifie la condition LAN au point θ = t de plus ε, ϕ et ∆ sont
donnés par la formule (2.25).
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 23

La démonstration de ce Théorème est basée sur les deux Lemmes suivants

Lemme 2.2.4. Soit g une fonction positive et absolument continue sur l’inter-
valle [a, b] et telle que ∫ b

a

| g′(y) |√
g(y)

dy <∞

alors la fonction
√
g(y) est aussi absolument continue sur [a, b]

preuve.
Rappelons d’abord qu’une fonction f est absolument continue sur [a, b] si et
seulement s’il existe une fonction F telle que pour tout x ∈ [a, b] nous avons∫ x

a

F (t)dt = f(x)− f(a).

Soit g une fonction positive et absolument continue sur [a, b] et considérons
x ∈ [a, b]
nous avons alors ∫ x

a

g′(y)
2
√
g(y)

dy =
1
2

∫ x

a

g′(y)√
g(y)

dy <∞

donc on peut écrire∫ x

a

g′(y)
2
√
g(y)

dy =
√
g(x)−

√
g(a) ∀x ∈ [a, b]

d’où
√
g(y) est absolument continue sur [a, b].

Lemme 2.2.5. Supposons que les conditions (1) et (3) du Théorème (2.2.3)
sont vérifiées et soit X1 une variable aléatoire de loi Pt alors la variable aléa-

toire ϕ(X1) =
1
2
∂ ln f(X1, t)

∂t
est égale à la dérivée en moyenne quadratique du

processus aléatoire

ζ(u) =

√
f(X1, t+ u)
f(X1, t)

− 1 au voisinage de 0, ce qui se traduit par la convergence

Et(
ζ(u)
u

− ϕ(X1))2 −→ 0 quand u→ 0 (2.26)

preuve.
Puisque I(θ) est continue alors en appliquant le Théorème de FUBINI nous
aurons ∫ +∞

−∞
dν

∫ t+ε

t−ε

(f ′θ(x, θ))
2

f(x, θ)
dθ =

∫ t+ε

t−ε

∫ +∞

−∞

(f ′θ(x, θ))
2

f(x, θ)
dνdθ

=
∫ t+ε

t−ε

I(θ)dθ <∞,
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 24

et par conséquent l’intégrale intèrieure dans la partie gauche et l’intégrale sui-
vante ∫ t+ε

t−ε

| f ′θ(x, θ) |√
f(x, θ)

dθ

sont finies ν-preque sûrement puis en appliquant le Lemme (2.2.4) à la fonction
f(x, θ) nous obtenons que la fonction

√
f(x, θ) est absolument continue dans

un voisinage du point θ = t pour ν-presque tout x. Nous avons ainsi

1
u2
Et(ξ(u))2 =

1
u2
Et(

(
√
f(X1, t+ u)−

√
f(X1, t))2

f(X1, t)
)

=
1
u2

∫
(
√
f(x, t+ u)−

√
f(x, t))2dν

=
1
u2

∫
dν(
∫ t+u

t

f ′u
2
√
f
du)2.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons, partant de cette dernière
égalité :

1
u2
Et(ξ(u))2 ≤

1
4u2

∫
dν(
∫ t+u

t

f ′
2

f
du)(

∫ t+u

t

du).

En appliquant le Théorème de FUBINI encore une fois nous obtenons

1
u2
Et(ξ(u))2 ≤ 1

4u

∫ t+u

t

(
∫
f ′

2

f
dν)du.

Il s’en suit alors

1
u2
Et(ξ(u))2 ≤

1
4u

∫ t+u

t

I(y)dy. (2.27)

D’autre part puisque I(θ) est continue au point θ = t alors il est clair que les
relations suivantes sont valides

lim
u→0

1
u2
Etξ(u)2 ≤

I(t)
4

E(ϕ2(X1)) =
1
4
I(t)

1
u
ξ(u) −→ ϕ(X1) quand u→ 0

d’où la relation (2.26).

2.3 Condition LAN : Cas non i.i.d

Dans cette section nous introduisons la condition LAN pour une suite de va-
riables aléatoires indépendantes mais qui n’ont pas la même loi. Pour cela
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 25

considérons les observations indépendantes X1, X2, ..., Xn de densités respec-
tives f1, f2, ..., fn et introduisons la mesure de probabilité de l’échantillon Pn

θ .
Le rapport de vraisemblace pour deux valeurs θ1 et θ2du paramètre associé à
ces observations s’écrit alors

Pn
θ2

Pn
θ1

=
n∏

j=1

fj(Xj , θ2)
fj(Xj , θ1)

.

Pour simplifier les calculs et pour bien comprendre le problème nous ne consi-

dérons que le cas réel (Θ ⊂ IR). Posons Ψ2(n, θ) =
n∑

j=1

Ij(θ) où Ij(θ) est l’Infor-

mation de Fisher associée à l’observation Xj . Nous avons alors le théorème de
convergence

Théorème 2.3.1. si les conditions suivantes sont remplies
(1) Ψ2(n, θ1) > 0,
(2) et pour tout k > 0

lim
n→∞

sup
|u|<k

1
Ψ2(n, θ1)

n∑
j=1

∫
(
∂

∂y

√
fj(x, θ1 +

u

Ψ(n, θ1)
)− ∂

∂y

√
fj(x, θ1))2νj(dx) = 0,

(2.28)

(3) la condition de Lindeberg est satisfaite i.e pour tout ε > 0

lim
n→∞

1
Ψ2(n, t)

n∑
j=1

Et{|
f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

|2 X
{|

f′j
fj
|>εΨ(n,t)}

} = 0, (2.29)

alors la famille de loi Pn
θ définie par Pn

θ (A) =
∫

A

...

∫ n∏
j=1

fj(xj , θ)νj(dxj) satis-

fait la condition LAN au point θ = t.

Ici ε =
1
n

, ϕ(n) = ϕ(n, t) = Ψ−1(n, t), ∆n,t = ϕ(n, t)
∑n

j=1
f ′j(Xj ,t)
fj(Xj ,t) .

pour démontrer ce Théorème nous avons besoin du Lemme suivant. Notons
d’abord :

ηjn = (
fj(Xj , t+ ϕ(n)u)

fj(Xj , t)
)

1
2 − 1

Lemme 2.3.2. si les conditions du Théorme (2.3.1) sont vérifiées alors pour
tout u ∈ IR les relations suivantes sont valides

lim
n→∞

n∑
j=1

Etη
2
jn ≤

1
4
u2 , (2.30)

lim
n→∞

n∑
j=1

Et | ηjn −
1
2
ϕ(n)u

f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

|2= 0. (2.31)
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preuve du lemme
Puisque le problème statistique est régulier, nous avons

n∑
j=1

Etη
2
jn =

n∑
j=1

∫
{x:fj(x,t) 6=0}

(f
1
2
j (x, t+ ϕ(n)u)− f

1
2
j (x, t))2νj(dx)

≤
n∑

j=1

∫
(f

1
2
j (x, t+ ϕ(n)u)− f

1
2
j (x, t))2νj(dx)

≤
n∑

j=1

∫
(
∫ ϕ(n)u

o

f ′j(x, t+ v)
2
√
fj(x, t+ v)

dv)2νj(dx).

En appliquant le Théorème de Fubini et l’inégalité de Cauchy-schwarz nous
obtenons l’inégalité suivante

n∑
j=1

Etη
2
jn ≤

uϕ(n)
4

∫ ϕ(n)u

0

n∑
j=1

I(t+ v)dv. (2.32)

Rappelons l’inégalité suivante, pour a, b ∈ R, α > 0

| ab |< α
a2

2
+

1
2α
b2. (2.33)

Posons aj = f ′j(x, θ)/
√
fj(x, θ) et bj = f ′j(x, t)/

√
fj(x, t) nous avons alors

| 1
Ψ2(n, t)

n∑
j=1

Ij(θ)− 1 | ≤ 1
Ψ2(n, t)

n∑
j=1

∫
| (aj − bj)(aj + bj) | νj(dx)

≤ 1
Ψ2(n, t)

[α
n∑

j=1

∫
(aj − bj)2νj(dx)

+
1
α

n∑
j=1

(
∫
a2

jνj(dx) +
∫
b2jνj(dx))].

Considérons alors la dernière inégalité pour α = 2 et avec la relation (2.28) nous
déduisons que l’èxpréssion Ψ−2(n, t)

∑n
j=1 Ij(θ) est bornée pour

| θ − t |< ϕ(n) | u |. Puis en utilisant la même inégalité pour α assez grand :

lim
n→∞

sup
|θ−t|<ϕ(n)|u|

| Ψ−2(n, t)
n∑

j=1

Ij(θ)− 1 |= 0. (2.34)

Nous pouvons alors conclure que (2.30) découle des relations (2.32) et (2.34). Il
reste à montrer (2.31) pour cela nous avons

n∑
j=1

Et(ηjn −
1
2
ϕ(n)u

f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

)2

≤ 1
4

n∑
j=1

∫
[
∫ ϕ(n)u

0

(
f ′j(x, t+ v)√
fj(x, t+ v)

−
f ′j(x, t)√
fj(x, t)

)dv]2νj(dx)

≤ 1
4
ϕ(n)u

∫ ϕ(n)u

0

dv
n∑

j=1

∫
(
f ′j(x, t+ v)√
fj(x, t+ v)

−
f ′j(x, t)√
fj(x, t)

)2νj(dx)
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CHAPITRE 2. CONDITION LAN 27

et cette dernière expression tends vers zero quand n → ∞ grâce à la relation
(2.28).
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Preuve du Théorème.
Si max

1≤j≤n
| ηjn |< ε alors la représentation (2.14) est valide alors

n∑
j=1

ln
fj(Xj , t+ ϕ(n)u)

fj(Xj , t)
= 2

n∑
j=1

ηjn −
n∑

j=1

η2
jn +

n∑
j=1

αjn | ηjn |3.

La condition (2.29) assure que la suite

ϕ(n)
n∑

j=1

f ′j(Xj , t)/fj(Xj , t)

converge en loi vers la loi normale standard. Donc la preuve se réduit à vérifier
la validité des égalités suivantes pour tout ε > 0 lesquelles sont analogues à
(2.6)-(2.9)

lim
n→∞

Pt{ max
1≤j≤n

| ηjn > ε} = 0 (2.35)

lim
n→∞

Pt{
n∑

j=1

η2
jn −

u2

4
> ε} = 0 (2.36)

lim
n→∞

Pt{| 2
n∑

j=1

ηjn − ϕ(n)u
n∑

j=1

f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

+
u2

4
> ε} = 0 (2.37)

lim
n→∞

Pt{
n∑

j=1

| η3
jn |} = 0. (2.38)

Pour la preuve de (2.35) nous avons les inégalités suivantes :

Pt{ max
1≤j≤n

| ηjn > ε} ≤
n∑

j=1

Pt{| ηjn |> ε}

≤
n∑

j=1

Pt{| ηjn −
ϕ(n)u

2
f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

|> ε

2
}

+
n∑

j=1

Pt{|
f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

|> ε

4ϕ(n) | u |
},

puis en appliquant l’inégalité de Tchebyshev, nous obtenons que la première
somme tend vers zéro moyennant (2.31) et la deuxième tend aussi vers zéro par
la condition de Lindeberg, d’où (2.35).

Nous passons maintenant à la preuve de (2.36). Nous utilisons alors (2.33) et
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l’inégalité de Tchebyshev et nous obtenons

Pt{|
n∑

j=1

η2
jn −

1
4
ϕ2(n)u2

n∑
j=1

(
f ′(Xj , t)
fj(Xj , t)

)2 |> ε} ≤ 1
ε

n∑
j=1

Et | η2
jn −

1
4
ϕ2(n)u2(

f ′(Xj , t)
fj(Xj , t)

)2 |

≤ α

2ε

n∑
j=1

Et | ηjn −
1
2
ϕ(n)u

f ′(Xj , t)
fj(Xj , t)

|2

+
1

2αε
(1 +

n∑
j=1

Etη
2
jn).

Par (2.30), (2.31) et en choisissant un α assez grand nous déduisons que le
membre de droite de la dernière expression tend vers zéro quand n → ∞. La

condition (2.29) assure la stabilité des sommes
n∑

j=1

(
f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

)2 quand elles sont

normalisées au sens que

lim
n→∞

Pt{| ϕ2(n)
n∑

j=1

(
f ′(Xj , t)
fj(Xj , t)

)2 − 1 |> ε} = 0,

d’où l’égalité (2.36).

L’égalité (2.38) découle de (2.35) et (2.36) et il reste à prouver l’égalité (2.37).

Il résulte de (2.36) que
n∑

j=1

η2
jn converge en probabilité vers 1

4u
2 et en appliquant

l’inégalité (2.30) nous déduisons

lim
n→∞

Et

n∑
j=1

η2
jn =

1
4
u2.

De manière analogue à (2.10),en utilisant cette dernière égalité et (2.32) nous
déduisons la convergence :

lim
n→∞

n∑
j=1

∫
{x:fj(x,t)=0}

fj(x, t+ ϕ(n)u)νj(dx) = 0.

Enfin en utilisant les deux dernières limites nous avons
n∑

j=1

η2
jn =

n∑
j=1

(
fj(Xj , t+ ϕ(n)u)

fj(Xj , t)
− 1)− 2

n∑
j=1

ηjn.

De l’egalité suivante :

lim
n→∞

Et

n∑
j=1

ηjn = −1
8
u2,
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et comme, nous avons également pour n > n0

Pt{| 2
n∑

j=1

ηjn − ϕ(n)u
n∑

j=1

f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

+
u2

4
> ε}

≤ Pt{| 2
n∑

j=1

(ηjn − Etηjn)ϕ(n)u
n∑

j=1

f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

>
ε

2
}

≤ 16
ε2
Et[

n∑
j=1

(ηjn − Etηjn)− 1
2
ϕ(n)u

n∑
j=1

f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

]2

≤ 16
ε2

n∑
j=1

Et(ηjn −
1
2
ϕ(n)u

f ′j(Xj , t)
fj(Xj , t)

)2,

alors cette dernière majoration, avec la limite (2.31) impliquent la convergence
(2.37).
Ceci achève la démonstration du théorème (3.3.1).

Remarque 2.3.3. Les conditions (2.28) et (2.29) étant quelque peu compli-
quées, nous introduisons certaines conditions plus fortes mais plus simples à
vérifier. La condition (2.29) est la condition de Lindeberg et elle est déduite de
la condition de Lyapunov : pour tout δ > 0

1
[Ψ(n, t)]2+δ

n∑
j=1

Et |
f ′j
fj

(Xj , t) |2+δ→ 0 quand n→∞. (2.39)

Si la fonction (f
1
2
j (x, θ))′ est absolument continue par rapport à θ pour tout x,

il est alors possible de poser une condition suffisante pour établir (2.28).
En effet∫

(
∂

∂θ

√
fj(x, θ)−

∂

∂t

√
fj(x, t))2νj(dx) =

∫
(
∫ θ

t

∂2

∂v2

√
fj(x, v)dv)2,

et en appliquant l’inégalité de Hölder nous avons :∫
(
∂

∂θ

√
fj(x, θ)−

∂

∂t

√
fj(x, t))2νj(dx)

≤ (θ − t)
∫ θ

t

(
∫
| ∂

2

∂θ2
fj(x, v) |2 νj(dx))dv.

Par conséquent, la condition (2.28) résulte de la condition

lim
n→∞

1
Ψ4(n)

sup
|θ−t|<|u|/Ψ(n,t)

n∑
j=1

∫
| ∂

2

∂θ2

√
fj(x, θ) |2 νj(dx) = 0 (2.40)
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Quelques spécificités particulières au modèle signal plus bruit font l’objet du
paragraphe suivant.

2.4 Corollaires pour le modèle Signal Plus bruit

Nous avons le modèle suivant,

dXt = S(X, t, θ)dt+ εdWt

où S est une fonction absolument continue par rapport à θ et Wt est le processus
de Winner. Commençons par étudier un cas particulier qui s’appele signal plus
bruit.
Nous considérons les observations Xj ∈ R à partir du modèle

Xj = S(j, θ) + εj (2.41)

S est une fonction absolument continue par rapport à θ pour tout j et ε1, ε2, ..., εn

sont des variables aléatoires réelles identiquement distribuées de densité f ab-
solument continue. Le modèle (2.41) est lié à des applications dans la théorie
de la communication en particulier et d’autres domaines également. Ici S(j, θ)
est considéré comme un signal transmis à l’instant j et εj est un bruit additif
dans la communication. L’Information de Fisher associée aux variables aléatoires
ε1, ε2, ..., εn dans ce type de problèmes (2.41) est définie par

I =
∫
{x:f(x) 6=0}

(f ′(x))2

f(x)
dx <∞.

Pour en déduire l’information de Fisher associée aux variables observéesX1, X2, ...xXn,
nous calculons la densité fj associée àXj , et pour cela nous faisons appel au
théorème du changement de variable (1.4.1) ainsi

fj(x, θ) = f(x− S(j, θ))

. Nous pouvons alors calculer l’information de Fisher pour une observation Xj :

Ij(θ) =
∫ (f ′j(x, θ))

2

fj(x, θ)
dx

=
∫ (−S′(j, θ)(f ′j(x, θ))2

fj(x, θ)
dx

= S′2(j, θ)
∫ (f ′j(x, θ))

2

fj(x, θ)
dx

= S′2(j, θ)
∫

(f ′(x− S(j, θ)))2

f(x− S(j, θ))
dx,

et par le chagement de variable (y = x− S(j, θ)) nous obtenons que

Ij(θ) = S′2(j, θ)
∫

(f ′(x))2

f(x)
dx = S′2(j, θ)I.

eX
Pert

 P
DF

Tria
l



CHAPITRE 2. CONDITION LAN 32

Posons pour la suite Ψ2(n, t) = I
n∑

j=1

S′2t (j, t).

Ainsi la donnée de la fonction S(j, θ) nous permet de vérifier si les conditions
(2.39) et (2.40) sont réalisées et donc de vérifier la condition LAN par le théo-
rème (2.3.1). Nous étudions dans la suite quelques exemples pour comprendre
dans quelles circonstances la condition LAN est satisfaite pour ce type de mo-
dèle.

Exemple 2.4.1. soit la fonction continue S(j, θ) = S(θ) ; dans ce cas le signal
ne dépend pas du temps.
Pour cet exemple nous appliquons le Théorème (2.2.3) (Hadjek), il suffit alors
de vérifier les 3 hypothèses du Théorème.
Sous les hypothèses :
(1) S est absolument continue en θ pour tout j et que f l’est aussi pour tout x,

d’autre part la fonction x−S(θ) est absolument continue en θ, par conséquent
la fonction
fj(x, θ) = f(x, S(θ)) est absolument continue en θ.

(2) f est une densité absolument continue en θ, alors la dérivée de fj par rapport
à θ existe en tout point θ pour ν-presque tout x, de plus

∂fj(x, θ)
∂θ

= −S′(θ)f ′(x− S(θ))

.
(3) Puisque f est une densité alors

∫ (f ′)2

f dx est positive et continue en tout
point θ tel que S′(θ) 6= 0, d’où Ij(θ) = S′2(θ)I est positive et continue en tout
point θ tel que S′(θ) 6= 0.

Par le Théorème(2.2.3)(Hadjek) nous concluons que le processus {Xj}
, Xj = (θ) + εj est LAN en tout point θ tel que S′(θ) 6= 0, de plus
ε = 1

n , Ψ2(n, θ) = InS′2(θ),
ϕ(n, θ) = Ψ−1(n, θ) = (

√
In | S′(θ) |)−1

et ∆n,θ = ϕ(n, θ)
∑n

j=1

f ′j(Xj ,θ)

fj(Xj ,θ)

Exemple 2.4.2. Considérons un exemple où le signal dépend du temps alors
dans le but d’appliquer le Théorème (2.3.1) et à partir de (2.39) et (2.40) nous
obtenons les conditions suffisantes pour satisfaire la condition LAN. Les fonc-
tions f(x) et S(j, θ) sont supposées deux fois dérivables par rapport à x et θ
respectivement, et∫

| f ′(x) |2+δ

f(x)1+δ
dx <∞ (pour tout δ > 0)∫

[
∂2

∂x2

√
f(x)]2dx <∞
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et pour tout u > 0 nous avons

1
Ψ4(n, t)

sup
|θ−t|<u/Ψ(n)

n∑
j=1

[| S′′θ (j, θ) |2 + | S′θ(j, θ) |4] → 0 (2.42)

quand n→∞
cette dernière condition est facilement vérifiée pour certaines formes spécifiques
du signal S(j, θ). Pour bien comprendre le problème introduisons l’exemple ou
le signal vérifie S(j, θ) = θg(j), alors la condition (2.42) s’écrit∑n

j=1 g
4(j)

(
∑n

j=1 g
2(j))2

→ 0

cette condition est remplie si par exemple, g(j) = jα avec α ≥ −1
2 .

Si en revanche α < − 1
2 , le rapport de vraisemblace possède une limite sans avoir

à utiliser le coefficient de normalisation.
Si g(j) = aj où | a |6= 1, alors la condition (2.42) n’est pas vérifiée. Si | a |< 1
alors une fois de plus , la limite du rapport de vraisemblance existe sans avoir
à utiliser le coefficient de normalisation.
Dans le cas où | a |> 1 la limite du logarithme du rapport de vraisemblance
dépend essentiellement de f .
Soit Xj = θaj + εj, | a |> 1 alors le rapprt de vraisemblace s’écrit :

n∏
j=1

f(Xj − ajθ2)
f(Xj − ajθ1)

.

Si nous prenons le facteur de normalisation proportionnel à a−n et si nous
posons θ2 = θ1 + a−nu alors nous obtenons

Zn(u) =
dPn

θ1+a−nu

dPn
θ1

=
n∏

j=1

f(εj − uaj−n)
f(εj)

.

d’autre part

f(x) =
1√

2πσ2
exp(

−x2

2σ2
),

nous déduisons alors que la dernière égalité peut s’écrire comme suit :

lnZn(u) =
1
σ2

(
n∑

j=1

uεja
j−n − 1

2
u2

n∑
j=1

a2(j−n)),

et par conséquent la condition LAN est vérifiée et ϕ(n) := a−n−1
√
a2 − 1
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Chapitre 3

Application : estimation
paramétrique

Nous avons vu dans le chapitre précédent la condition LAN et quelques pro-
priétés qui découlent de cette condition, dans ce chapitre nous considérons des
exemples de processus stochastiques (Xt) avec un paramètre θ à estimer et nous
essayons de voir l’importace de la condition LAN pour ce problème d’estimation.
Dans ce chapitre nous nous interessons à des problèmes du type

dXt = S(Xt, θ)dt+ εdWt (3.1)

où Wt est un mouvement brownien c’est à dire Wt ∼ N (0, t).
Nous ne démontrons pas les résultats établis dans le livre d’Ibragimov-Has’minskii
pour ce qui est de l’estimation mais nous nous limiterons uniquement à mettre
en évidence le rôle de la condition LAN dans l’estimation ponctuelle.

3.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance est défini par :

Définition 3.1.1. on appelle estimateur du maximum de vraisemblace une va-

leur θ̂ε solution de problème sup
θ∈Θ

P(ε)
θ+ϕ(ε)u

P(ε)
θ

(X(n)).

L’estimateur du maximum de vraisemblance a des propriétés notables que nous
allons rappeler. Comme précédemment, notre étude est basée sur le rapport
de vraisemblance normalisé par une matrice non dégénéréé ϕ(ε, t). Pour un
échantillon X1, X2, ..., Xn de loi P(ε)

θ , où θ ∈ Θ un ouvert de Rk.
Nous supposons les conditions suivantes

34
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CHAPITRE 3. APPLICATION : ESTIMATION PARAMÉTRIQUE 35

(N1) la famille de loi P(ε)
θ vérifie la condition LAN uniforme sur tout compact

K ⊂ Θ ; i.e ; pour une certaine matrice non dégénérée ϕ(ε, t), et pour tout
compact K ⊂ Θ et pour toute suite convergente telle que tn ∈ K
et tn + ϕ(εn, tn)un ∈ K, avec un → u, et εn → 0, la représentation

Zεn,tn
(un) =

dP(εn)
tn+ϕ(εn,tn)un

dP(εn)
tn

= exp {(∆εn,tn
, u)− | u |2

2
+ Ψεn

(un, tn)}

est valide.
Avec L(∆εn,tn

) qui converge versN (0, J) quand εn → 0 et la suite Ψεn
(un, tn)

qui converge en probabilité vers 0.

(N2) Pour tout compact K ⊂ Θ

lim
ε→0

sup
t∈K

(ϕ(ε, t)ϕ(ε, t)T ) = 0

(N3) pour tout compact K ⊂ Θ et pour certaines constantes m > 0, B = B(K),
a = a(K) ;

sup
t∈k

sup
|u|<R;|v|<R

| u− v |−2m E
(ε)
t | Z

1
2m
ε,t (u)−Z

1
2m
ε,t (v) |2m< B(1 +Ra).

(N4) Pour tout compact K ⊂ Θ et pour tout N > 0, il existe ε0 = ε0(N,K) tel
que

sup
t∈k

sup
0<ε<ε0

sup
|u|<R

| u |N E
(ε)
t Z

1
2
ε,t(u) <∞

On admet sans démonstration les résultats suivants

Propriétés 3.1.2. soient Θ ⊂ Rk, X1, X2, ..., Xn un échantillon de loi Pθ,
θ ∈ Θ, et supposons que les conditions N1-N4 sont vérifiées. Soit K un compact
quelconque (K ⊂ Θ) alors l’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂ε possède
les propriétés suivantes uniformément par rapport à θ dans K
a) θ̂ε est consistent i.e Pθ(| θ̂ε − t |> ε) → 0.
b) θ̂ε est asymptotiquement normal i.e L(θ̂ε) → N (t, ϕ2(ε, t)).
c) TouS les moments de la variable aléatoire ϕ−1(ε, t)(θ̂ε− t) convergent quand
ε→ 0 vers les moments correspondants de la loi normale de paramètres (0, J)
(J étant la matrice identité).

3.2 Exemple d’Ornstein-Uhlenbeck

[5] soit θ ∈ [α, β] tel que | α | + | β |<∞ et considérons le processus (Xt)0≤t≤T

défini par :
dXt = θXtdt+ εdWt, X0 = x0, 0 ≤ t ≤ T
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. Notons que l’information de Fisher pour ce type de problème est définie par
Ibragimov-Has’minskii comme suit

I(θ) =
∫ T

0

Ṡ2(θ, xt)dt

où xt est la solution de l’équation différentielle ordinaire, donc déterministe,
associée à ce problème (lorsque ε = 0) définie par

dxt

dt
= θxt

. Résolvons cette équation simple

dxt = θxtdt ⇔ dxt

xt
= θdt

⇔
∫ t

0

dxt

xt
=
∫ t

0

θdt

⇔ [lnxt]t0 = [θt]t0
⇔ ln

xt

x0
= θt

⇔ xt = x0 exp (θt).

Nous pouvons alors calculer l’Information de Fisher à partir de cette solution
et en appliquant la définition précedente

I(θ) =
∫ T

0

x2
0 exp (2θt)dt

= [
x2

0

2θ
exp (2θt)]T0

=
x2

0

2θ
(exp (2θT )− 1).

Pour ce type de problème Ibragimov et Has’minskii introduisent le rapport de
vraisemblace associé à ce problème pour deux valeurs distinctes du paramètre :θ1
et θ2 comme suit :

dPθ1

dPθ2

(Xt) = exp{−1
2

∫ T

0

[θ2Xt,θ2 − θ1Xt,θ1 ]
2dt+

∫ T

0

[θ2Xt,θ2 − θ1Xt,θ1 ]εdWt}.

Ici (Xt,θ1) respectivement (Xt,θ2) sont les processus solution pour les valeurs
respectives du paramètre θ1 et θ2.
Sur la base de l’observation d’une trajectoire complète(Xt)0≤t≤T nous admet-
tons le Théorème suivant

Théorème 3.2.1. la famille de loi {Pθ} générée par le processus (Xt)0≤t≤T est
localement asymptotiquement normale uniformement par rapport à θ sur tout
compact de Θ dans L2([0, T ]).
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Preuve (Ibragimov et Has’minskii) Nous en déduisons alors la condition
LAN uniforme pour l’exemple plus haut.
Par la propriété (4.1.2) l’estimateur du maximum de vraisemblace est asymp-
totiquement normale, uniformement par rapport à θ ∈ K pour tout compact
K ⊂ Θ. Nous avons alors

L{I 1
2 (θ)ε−1(θ̂ε − θ)} ⇒ N (0, 1).

Notons que si θ → 0 alors I(θ) → x2
0T et pour x0 6= 0 nous utilisons la conver-

gence en loi de l’estimateur du maximum de vraisemblance pour établir que

L{ε−1θ̂ε} ⇒ N (0,
1
x2

0T
)

3.3 Simulation

Nous abordons à présent le problème de simulation pour bien mettre en évidence
l’éfficacité des outils introduits par Ibragimov et Ha’sminskii à savoir la condition
LAN et les propriétés de l’EMV. Le tracé d’une trajectoire dans le cas d’un
processus d’ Ornstein-Uhlenbeck pour une valeur quelconque du paramètre dans
l’exemple illustré (dans la partie réservée pour les figures) nous avons pris les
exemples où θ = −2 et θ = − 1

2 . Nous avons en l’occurence choisi différentes
valeurs de ε. Comme programme de simulation nous utilisons le logiciel R ainsi
qu’un package : Sim.DiffProcGUI introduit pour la première fois par A.Guidoum
dans le cadre d’une thèse dirigée par le Professeur K.Boukhetala. Le logiciel R est
dù à R.Ihaka et R.Gentleman est utile pour manipuler des données statistiques,
tracer des graphes et faire des analyses statistiques sur ces données.
En pratique, pour ce qui nous intéresse le logiciel R suit les étapes qui suivent
pour aboutir d’abord à un tracé de trajectoire mais aussi pour trouver des
valeurs pour l’EMV du paramètre inconnu θ :
(1) le locigiel génère des valeurs pour l’échantillon (X(t)) en fonction du dt (le

pas) que nous précisons au préalable.
(2) Le logiciel permet le calcul de l’estimateur de θ (EMV) à partir d’un algo-

rithme basé sur la formule suivante

θ̂ = − 1
dt

log(
∑

(X(t)−X(t− 1))/
∑

(X(t− 1)2)).

Enfin pour bien mettre en évidence le comportement de l’estimateur (EMV)
dans le cadre des petites diffusions lorsque en particulier la condition LAN est
vérifiée, nous rappelons comme exemple l’EDS étudiée par W. Benyahia.

dXε
t = (c1

∫ 1

δ

Xε
t−se1(s)ds)dt+ εdWt, Xs = x0, −1 ≤ s < δ, t ∈ [δ, T ].

L’auteur a notamment étudié le comportement de l’EMV selon les différentes
valeurs prises par le coefficient de diffusion ε en utilisant le tracé de l’EMV
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comme il est illustré dans la figure 7. Pour la simulation, les valeurs de l’esti-
mateur de c1. Choisissons alors :
c1 = 1, δ = 0.1, x0 = 2, T = 2, et e1(s) = cos(π

2 s) donnée.

intèrprétation
Pour un ω choisi de manière aléatoire la simulation sur micro-ordinateur moyen-
nant ce programme nous permet de mettre en évidence l’idée que la trajectoire
de Xt(ω) est de plus en plus lisse "presque dérivable" quand ε → 0 (réduction
de la perturbation) c’est à dire que la régularité de la trajectoire va de paire
avec la réduction de la perturbation.
Pour l’EMV nous remarquons des fluctuations récurrentes dues au mouvement
brownien et qu’à partir d’un certain ordre de grandeur de ε (0.02) l’interac-
tion du mouvement Brownien diminue. Dans ce cas l’EMV est d’autant plus
proche de la vraie valeur de c1 quand ε est petit. Ceci illustre notamment l’uti-
lité de l’outil que représente la condition LAN pour obtenir une telle estimation
paramétrique.
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Fig. 3.1: Tracé d’une trajectoire du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt) (pour
un ω fixé) et pour θ = −2 et ε = 1.
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Fig. 3.2: Tracé d’une trajectoire du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt) (pour
un ω fixé) et pour θ = −2 et ε = 0.1.
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Fig. 3.3: Tracé d’une trajectoire du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt) (pour
un ω fixé) et pour θ = −2 et ε = 0.01.
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Fig. 3.4: Tracé d’une trajectoire du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt) (pour
un ω fixé) et pour θ = − 1

2 et ε = 1.

eX
Pert

 P
DF

Tria
l



CHAPITRE 3. APPLICATION : ESTIMATION PARAMÉTRIQUE 43

0 2 4 6 8 10

0

2

4

6

8

10

temps

X
t

Processus d'Ornstein− Uhlenbeck

dXt = − 0.5Xtdt + 0.1dWt x0 = 10
t0 = 0

∆t = 0.01

  

Fig. 3.5: Tracé d’une trajectoire du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt) (pour
un ω fixé) et pour θ = − 1

2 et ε = 0.1.
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Fig. 3.6: Tracé d’une trajectoire du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (Xt) (pour
un ω fixé) et pour θ = − 1

2 et ε = 0.01.

eX
Pert

 P
DF

Tria
l



eX
Pert

 P
DF

Tria
l



Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes penchés sur la condition de la normalité
asymptotique qui est un outil puissant introduit par Ibragimov et Has’mins-
kii. Cette condition permet notamment de résoudre des problèmes statistiques
concernant l’estimation, pour des modèles divers et des problèmes réels dans la
physique, la médecine,... Les démonstrations sont très fines et très techniques.
Nous avons cité à titre d’éxemples quelques applications et quelques simulations.
Il s’est avéré que le logiciel R est très utile pour de telles simulations et nous
entrevoyons la possibilité d’élaborer par la suite des packages complémentaires
au R et spécifiques à tel ou tel problème statistique dans le but de visualiser le
comportement des trajectoires du processus étudié ainsi que celui d’un estima-
teur proposé. Dans cet objectif il est nécéssaire d’adjoindre des connaissances
de statisticien et d’informaticien à la fois.
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