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Introduction

L’étude présentée dans ce mémoire est une partie de article de M.L. de Castro, J.A.L.
Silva, D.A.R. Just [4]. La survie et le mouvement des individus peuvent étre en corrélation
avec ’age. Les modéles structurés en age et en temps discret ont été bien étudiés depuis
les travaux de Leslie. Une analyse de ces modeéles est présentée par Caswell [2], tandis
que certaines questions fondamentales de la stabilité, la bifurcation et 'oscillation des
solutions ont été étudiées par Cushing |3|, Levin et Goodyear [12], Silva et Hallam |16, 17],
Wilkan et Majolhas [18]. Malgré la considération de la reproduction, la survie en fonction
de I'age et les mécanismes densité-dépendants, la formulation de ces modéles manque
une caractéristique essentielle : la dispersion. Au cours des derniéres années, plusieurs
modeéles de dynamique des populations incluent le mouvement spatial. Dans un modéle de
métapopulation spatialement explicite, la population est répartie en patchs. La migration
entre les patchs peut se réaliser avant ou aprés la reproduction des individus. Le role de
la migration dans la dynamique des métapopulations a été bien étudié par Hastings [10],
Lloyd [13], et Doebeli [5]. La dispersion a été mise en corrélation avec la persistance dans
les modeéles hote-parasitoide [8], et coexistence dans les systémes d’espéces concurrentes [9].
Rohani et al. [15] ont montré que la migration ne joue aucun role dans la stabilité de I’état
homogéne, dans certains modeles de métapopulation d’une seule espéce. Maintenant, quelle
est le réle de la dispersion dans la dynamique des populations lorsque ['age est un facteur
du déclenchement des mouvements migratoires. Hastings [10] a étudié un modéle simple
de 2-patch, o la fécondité dépend de la densité de la population, et la dispersion dépend
de I'age des individus. Dans ce mémoire, on présente un cadre général pour une espéce
unique, dans un modéle de métapopulation structurée en age. On étudie les propriétés de
stabilité de ce modéle linéaire. Ensuite on présente un modéle non linéaire, en ajoutant le

recrutement densité-dépendant.



1) Modéle avec un seul patch

On commence par présenter une modeéle général. Pour simplifier, on considére les in-
tervalles d’age et de temps de méme longueur, utiliser ¢ = 1,2,3... pour le temps et
1 =1,2,..., N pour marquer les classes d’age.

Soit F': IR™ — IR™ une fonction décrivant la dynamique de la population locale.
X1 = F(Xy) (1)

oit Xy = (2},22,...,2N)T. La variable z} représente la population de classe d’age k, a

I'instant ¢.

2) Modéle de Métapopulation

Métapopulation : c¢’est un concept écologique qui définit un ensemble d’individus,
d’une méme espéce, séparé spatialement et étant interconnecté par la dispersion.
Pour le modéle général de métapopulation, on considére un environnement composé de n
patchs identiques, étiquetés de 1 & n, et reliés par le mouvement migratoire. Chaque site
est I’habitat d’une population structurée en age, avec la dynamique décrite par I’équation
(1) en l'absence de la dispersion (appelée parfois la population locale). On considére qu’a
chaque pas de temps, un processus de migration commence dans chaque site. Ce processus
est modélisé comme suit :
Une fraction py, des individus, de classe d’age k, d’un site donné ¢ migre vers d’autres sites.
Le pourcentage de ces individus qui migrent du site ¢ vers un site j est a;;, autrement

dit, une fraction a;jur des individus, de classe d’age k, migre d’un site 4 vers un site j.
n
Ainsi, la matrice A définit la matrice de connectivité, ot aj; = 0 et E a;; = 1 pour tous
Jj=1
17 .25 Nj)T

1 =1,2,...,n. Si on note le vecteur de la population du site j par th = (), 2y, ...,z ,

avec :L'f J représente la population, de classe d’age k, & I'instant ¢, alors le modéle de méta-

population peut étre écrit comme suit :

X = (1= MVF(XD) 3 ay MF(X)) )
=1

avec M = diag(p1, 2, ..., uin); 0 < pup <1, k=1,2,...,N.

On deéfinit B = A — I, alors ’équation (2) peut étre réécrite comme suit :



Xy =F(X])+) b MF(X}). (3)
=1

n
Notons que Zb’j = 0 pour tous ¢ = 1,2,...,n, par conséquent A = 0 est une valeur

j=1
propre de la matrice B associée au vecteur propre [1,...,1]7.

Soient A1, Ag, ..., Ay les valeurs propres de B, avec A\ = 0.
Par une application du théoréme de Gershgorin [11], toutes les valeurs propres de B se

trouvent dans le disque de centre Z = —1 et de rayon 1 dans le plan complexe, c’est-a-dire
Aje{reC:|A+1] <1}

De plus, si on suppose que B est symétrique, cette écriture devient —2 < A; < 0. L’équation

(3) peut étre réécrite sous la forme matricielle suivante :

Xit1=o(Xy) + Mop(X,)B (4)

ou

X, = [m%,xi ey T

est la matrice de la population et

¢(Xt) - [F(x,}),,F(xi),,F(w?)]

est 'opérateur de la dynamique locale.

3) Modéle linéaire

Comme exemple d’un modéle linéaire, on considére une espéce dominante femelles, on
retrouve deux processus fondamentaux : la survie et la reproduction. La survie est le passage
de l'individu d’une classe d’age & la suivante, et elle est caractérisée par la probabilité F;,
0< P <1l,oui=1,2,...,N. P, représente la probabilité qu'une femelle d’age ¢ atteint la
classe d’age i + 1. Cette probabilité peut étre dépendante de plusieurs facteurs. Dans cette

partie, on considére qu’elle est constante. Par conséquent,

et = Pal, i=1,2,..,N-1 (5)



ot z¢ représente le nombre de femelles, de classe d’age i, & l'instant ¢.

Pour estimer la densité dans la premiére classe d’age, on étudie le processus de reproduc-
tion.

Soit f; le taux de fécondité d’une classe d’age i, ¢’est-a-dire le nombre de naissances pro-

duites par chaque femelle de classe d’age 4, alors

N
13t1+1 = Zfrf;, (6)
i=1

On considére que le taux de fécondité f; est constant, alors les équations (5) et (6) peuvent

s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Tt4+1 = L{L‘t (7)

ott 7y = (z},22,....,z)T et L est la matrice (N x N) de Leslie suivante

Ji fo o fno1 fN

pr 0 - 0
L=]1 0 P 0 - 0 (8)
0O - 0 Py O

La matrice L contient des éléments non nuls uniquement dans la premiére ligne et dans
la sous diagonale. Pour simplifier, on suppose que fy # 0. Concernant la version de la

métapopulation présentée par 1’équation 3, on peut prendre F'(x) = L.

Maintenant, on définit quelques paramétres importants, associés & la matrice de Leslie.

On note L; la possibilité quun nouveau-né atteint la classe d’age ¢
i—1
Li=][P,i=2,..N. (9)
j=1

Par définition L1 = 1. On exprime mathématiquement le nombre de reproduction de base

Ry :
N
Ry=)_ fiLs. (10)
=1



On démontrera que Ry joue un role important sur la stabilité du systéme (7).
En utilisant les paramétres L;, i = 1,2,..., N et Ry, on obtient la distribution de ’age de

fécondité, caractérisée par les constantes :

il .
m; = Ro s 2 g ooy

N. (11)

N
On peut vérifier que Z m; = 1.
i=1

3.1) Le modeéle linéaire avec un seul patch : points d’équilibre et stabilité

Dans cette partie, on indique les propriétés de stabilité du modéle linéaire avec un seul
patch. L’équilibre trivial (0,0, ...,0) est le seul point d’équilibre de ce systéme.
La relation
Lv =ov (12)
)T

ou v = (v1,v2,...,08)" est le vecteur propre, lié¢ & la valeur propre o de L = J(X™*). On a

I’équation caractéristique suivante, vérifiée par les valeurs propres de L :

N

> Lufe 4. (13)

ok
k=1

En utilisant ’équation ci-dessus, on obtient la condition de stabilité de ’équilibre trivial :

Théoréme 1. L’équilibre trivial X* = (0,0, ...,0)T du modéle linéaire avec un seul patch

Xi11 = LX; est asymptotiqguement stable st et seulement st Ry < 1.

Preuve :

Considérons la fonction auxiliaire

N
f(a):Zkak, 0<o<oo (14)

ok
k=1

f est une fonction continue, monotone et décroissante sur (0, +00), avec

lim f(o) =oc0 et lim f(o) =0.

o—0 o—00
Alors, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel positif o; tel que f(o1) =
1. Comme o7 est une valeur propre de J(X™*), le systéme est stable seulement si o1 < 1.

Si cette condition est satisfaite, on a

1= f(o1) > f(1) = Ry,



D’autre part, soit Ry < 1 et o = e**% une valeur propre de L, ot1 > 0, alors

N
|Zkak6_ka_ikﬂ‘ =1.

k=1

Puisque

N N
1> Lifee R <Y Ly fre

k=1 k=1

alors

N
1> Lifre ™ > 1.
k=1

Divisons 'expression ci-dessus par Ry, pour avoir

N 1
—ka
g mge > — > 1.
|k:1 |2 Ry

N
Comme Z my = 1, il est nécessaire que e~® > 1, donc |e®+| = [e®| < 1, ce qui compléte

k=1
la preuve.

3.2) Le modéle linéaire multi-patch : points d’équilibre et stabilité

Dans ce cas, I’équation (3) devient
Xy = LX; + MLX,B. (15)

Supposons que B est réguliére, il existe une matrice inversible P telle que B = PAP™!, ou
A = diag(M\1, Mg, ..., \p) est la matrice des valeurs propres de B. On note que A1, Ag, ..., A
sont des réels, par la symétrie de B.

On fait le changement de variables :

Y; = Xy P (16)
on obtient le systéme découplé
Yip1 = LY; + MLY;A (17)
qui s’écrit sous la forme vectorielle
W1 = (I + X\ M)Ly] (18)



ol y{ est le vecteur représentant la population du site j, dans les nouvelles coordonnées.
L’analyse de stabilité du systéme (15) est équivalente a celle du systéme (17). Par
conséquent, on peut supposer que B est une matrice diagonale.
La dynamique du modéle de Leslie, suivant la version de métapopulation, est donnée
par :

X =T +NMLX]  j=1,2..n (19)
ol Xg est le vecteur de la population du site j, défini dans la section 3. Notons que

I+ XM =diag(1+ A\jp, ..., L+ Ajun)
alors I + A\jM est une matrice de Leslie. On définit

T = (L + Ajug) fr; k=1,2,.,N

=1
et
' k
L, =L [J+ XNjps)  k=2,..,N. (20)
=2
On définit par ailleurs
N
Ry=>"flL], j=1,..n (21)
k=1

Notons que les variables ci-dessus peuvent étre négatives ou méme complexes sans autre
hypothése sur B. On peut vérifier que les valeurs propres du ;™€ systéme dans (19) sont

données par
N

> Lifi (22)

k
g
k=1

En remarquant que

| frl < fr, L7 | < L, |R}| < Ro
ou ’égalité est vérifiée pour 7 = 1, on énonce le résultat suivant :

Théoréme 2. La stabilité de U'équilibre homogeéne trivial, du modéle de métapopulation
de Leslie (15), ne dépend que de la stabilité du modéle avec un seul patch. Autrement dit,

Uéquiltbre homogéne trivial est asymptotiquement stable si et seulement st Ry < 1.



Preuve :
Comme on l'observe, I'analyse de la stabilité des points d’équilibre de (15) est équivalente
a celle du systéme (19), puisque on suppose que B est diagonalisable. Admettons que
I’équilibre homogéne est asymptotiquement stable.
Cela n’est possible que si le vecteur nul de dimension IV est un équilibre stable pour chaque
systéme en (19). Mais pour j = 1, cela se produit uniquement si Ry < 1. Donc Ry < 1 est
une condition nécessaire de stabilité asymptotique des équilibres triviaux. D’autre part,

soit Ry < 1 et et une valeur propre du j™¢ systéme dans (19), ou § > 0, alors
N . .
> phfeten i <1,
k=1

Comme

=

N
1= \Z Lj fle ") < Z Ly fre ke
k=1 =1

alors

N
Z Ly fre ™ > 1.
k=1

La divison de 'expression ci-dessus par Ry donne :

al 1
kae—’m > — > 1.
Ry
k=1
N
Puisque Z myg = 1, il est nécessaire que e=® > 1, et il s’ensuit que
k=1

e8| = |2 < 1.

4) Un modéle non linéaire

Dans ce modéle, on considére I'existence d’une classe supplémentaire des nouveau-nés.
Selon les espéces considérées, cette classe peut représenter les oeufs ou les larves. Cette
répartition est effectuée parce que la croissance au cours de cette période est particuliére,
et sa durée aussi différe des autres classes. Nous supposons que les individus de cette classe

sont affectés par un recrutement densité-dépendant. C’est-a-dire que le taux de survie dans



cette classe dépend de la densité, représentée par une fonction g. La dynamique locale de

ce systéme est donnée par

Tt4+1 = F(l’t) (23)
ou F est définie par
F:RY - RN
x — (F1($)7 "'7FN(‘T))T7
ou
Fi(z) = wg(w)

et w représente la densité des nouveau-nés, qui est donnée par :

N
w :Z fuz®.
k=1
On suppose que g vérifie les propriétés suivantes :
1) g(0) = 1;
2) lim g(x) = 0;
3)g'(z) <0;
_zg @)’
4)( ey ) >0

Les trois premiers points indiquent que la probabilité de recrutement d’un individu est une
fonction décroissante du nombre des individus de la classe w. Le quatriéme point facilitera
I’analyse de stabilité. Plusieurs exemples correspondent a ce genre de restrictions, comme

le recrutement de Ricker [14]

glx)=e* |, a>0;
le recrutement de Hassell [7]
(@) = ey @8> 0
r)=——7, «
g 1taz)f &
Le recrutement de Beverton-Holt [1]
(z) ! >0
z) = a > 0.
g 1+azx’

Pour une meilleure compréhension des effets de dispersion par le modéle métapopulation,

nous allons étudier la stabilité des équilibres dans le modéle avec un seul patch (23).

10



4.1) Le modéle non linéaire avec un seul patch : points d’équilibre et

stabilité

On peut vérifier que le systéme (23) posséde deux points d’équilibre : le trivial, avec

w*=0et z* = (0,0,...,0)7, et un non trivial, donné par
¥ =w'g(w*)(L1, Lo, ..., LN)T

ou w* satisfait
1

= & (26)

g9(w”)
Puisque g(z) < 1, on obtient Ry > 1. L’égalité Ry = 1 implique g(w*) =1 = w* =0. Il en

résulte que le systéme (23) admet un point d’équilibre non trivial si seulement si
Ry > 1. (27)

La matrice jacobienne de (23) est de la forme

fik(w) ol (w) -+ ol (W) fNK ()
P, 0 0
J(x) = 0 P 0 0 (28)
0 0 Py 0

ou h(x) = zg(x).

4.2) La stabilité de ’équilibre trivial

Pour I’équilibre trivial, on peut vérifier que la matrice jacobienne prend la forme d’une
matrice de Leslie [6]. Par conséquent, les propriétés de stabilité de I’équilibre trivial, pour
ce modéle non linéaire, sont les mémes que les propriétés de stabilité du modéle linéaire

présenté précédemment.

Théoréme 3. L’équilibre trivial z* = (0,0, ...,0)T du modéle non linéaire (23) est asymp-

totiquement stable si et seulement si Ry < 1.

11



4.3) La stabilité de I’équilibre non trivial

Pour I'équilibre non trivial 2* = w*g(w*)(Lo, L1, ..., Ly_1)T, en utilisant la relation
(12), Péquation caractéristique devient

N

Z L;fk _

k=1

En divisant 1’équation ci-dessus par Roh/(w*), on obtient

1 N Lefe 1
Ry — ok Roh! (w*)’
Rappelons que
—_— Ly fx
k RO )
on a
N my 1
Ik 29
kg k Roh’ ) ( )

En multipliant I'équation ci-dessus par —Roh/(w*)a”, on obtient le polynéme caractéris-

tique suivant
N
— > mpRoh! (w*)o N F, (30)
k=1

On peut prédire que les propriétés de stabilité des équilibres dépendent de
Roh!(w*) = Rog' (w)w* + 1

puisque Roh/(w*) apparait presque dans tous les termes du polynome caractéristique. Tou-
tefois, étant donné une fonction de recrutement h, le parameétre qui définit la région de
stabilité est Ry ; pour cette raison, l'utilisation de Roh/(w*) ne convient pas au probléme,
puisque Roh/(w*) est une fonction décroissante en Ry, et appartient a U'intervalle (—oo, 1],
tandis que Ry est un paramétre dans (0,00). On décrit les propriétés de stabilité a ’aide

d’un parametre H = H(Rp), une fonction croissante dans (0,00). On définit

H = —Rog' (w*)w*. (31)

Les propriétés suivantes sont satisfaites :

-) H > 0 puisque ¢'(z) < 0 par hypothése;

12



-) H = H(Ro);
-) H est une fonction croissante, car on a supposé que

H(w') = (~240) 5 0

g(w*)
ce qui implique que H est une fonction croissante en w*, donc une fonction croissante

en Ry. Par exemple, on peut vérifier que dans le cas du recrutement de Ricker (g(x) =
e~ a>0)ona:H=InRy.

De cette fagon, Roh/(w*) = 1— H, et il sera possible d’établir la condition de stabilité pour
¥ = w*g(w*)(L1, Lo, ..., Lx)T, 4 'aide du paramétre H, comme indiqué dans le résultat

ci-dessous.

Théoréme 4. Soit Ry > 1. Si0 < H < 2, l'équilibre non trivial v* = w*g(w*)(Ly, La, ..., Ly)7,
du modéle non linéaire (23) est asymptotiquement stable. Si 0 < H < 1 et my # 0 pour
deuz classes consécutives, Uapproche a équilibre est monotone, tandis que st 1 < H < 2

Uapproche a ’équilibre est oscillatoire.

Preuve :
Supposons que 0 < H < 2. En utilisant (29) et représentant une valeur propre arbitraire

de J(z*) par e®t% il s’ensuit que

al 1
—ka—ikB | _ > 1.
1 ek = ]
k=1
Mais
N N
‘Z mkefkafzkﬁ |§|Z mkefka
k=1 k=1
ainsi
N
]Z mpe F > 1.
k=1
N .
Rappelons que Y my = 1, il est nécessaire que e > 1, donc | e®+% |=| e* |< 1, ce qui

k=1
garantit la stabilité de ’équilibre non trivial. Maintenant,

- Supposons que 0 < H < 1. On définit la fonction auxiliaire f par

N

f0) =Y =%

k=1

13



Ainsi o7 est une valeur propre réelle de J(z*) si seulement si f(o1) = ﬁ Dans ce cas,

on a =5 > 0; puisque f(o) est continue, monotone et décroissante sur (0, 00), avec

limf(o) =00 et lim f(o) =0

c—0 T—00
il existe un unique o; tel que f(o1) = ﬁ De plus, o1 est la valeur propre dominante
de J(z*) : notons o1 par €7, et e® toute autre valeur propre de J(z*), ou f > 0 et

B # 2m, 4, .... La partie réelle de f(e*T"?) doit satisfaire

al 1
Z mye *cos k3 = 7
k=1
De méme
al 1
ky _
Z mie 1_H
k=1
Ainsi
N 1 N
—ka _ _ —kvy
Y mre cos kB |=| 1- 7 =1 mye
k=1 k=1
Comme
N N N
|Z mge *cos k3 |§Z mge | cos kf |§Z mye *e,
k=1 k=1 k=1
alors

N N
g mye * < E mye = e < e,
k=1 k=1

Un dernier détail doit étre mentionné : 'égalité est satisfaite si seulement si o = v et
B = m,3m,.... Dans ce cas, e?t% représente une valeur propre réelle négative de J (x*),
avec une valeur absolue égale & o1. Mais puisque my4+; > 0 pour un certain k, la valeur
\ kgl mre Fcos kf| est différente de kgl mre 7 et donc différente de ﬁ

Supposons maintenant que 1 < H < 2. Dans ce cas, ﬁ < —1. Puisque f est strictement
positive pour o > 0, les valeurs propres de J(z*) sont complexes ou négatives, ce qui
implique que ’approche a I’équilibre est oscillatoire.

Notez que si les femelles donnent naissance une seule fois, alors mg = 1, pour un k donné,
et m; = 0, pour 7 # k. Iéquation caractéristique (29) devient

1 1

ok 1-H’
ce qui implique | 0 |[< 1 < 0 < H < 2. Cela montre que le théoréme 2 ne peut étre

développé sans d’autre information sur les paramétres mq,ma,...,my. Il est intéressant

14
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FIGURE 1 — Région de stabilité de ’équilibre non trivial avec deux classes d’age, limitée
_ _ 1 _ 1
par les courbes H =0, H =1+ 1, et H=1+5--.

1
Traz: @ > 0) que

de remarquer dans le cas de recrutement de Beverton-Holt (g(z) =
0 < H < 1, ce qui assure la stabilité de ’équilibre non trivial.
Si on considére peu de classes d’age, la détermination de la région de stabilité de I’équilibre

non trivial serait plus facile. En effet, pour deux classes d’age, on peut vérifier que la région

1
tH<ld —— 32
"y € oy — 1 (32)

H<1
+1

est la région de stabilité d’équilibre non trivial w*g(w*)(L1, L2), représentée dans la figure

1.

5) Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté un modéle de métapopulation, structurée par age.
Deux versions principales sont proposées : un modeéle linéaire, et un modeéle non linéaire
qui représente l'interaction entre les classes d’4ge, ou bien entre les patchs. On a supposé
que cette interaction se produit de fagon linéaire, ce qui signifie que la migration, d’une
classe vers une autre, est indépendante de la densité des individus. Le modéle de méta-
population linéaire, avec un seul patch ou multi-patch, admet seulement 1’état d’équilibre

trivial. Cet état est asymptotiquement stable si Ry < 1. Le modéle de métapopulation non
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linéaire, avec un seul patch ou multi-patch, admet deux états d’équilibre. Un état d’équi-
libre trivial, qui est asymptotiquement stable si Ry < 1. Un état d’équilibre non trivial,
qui est asymptotiquement stable si Rg > 1 et 0 < H < 2. Par ailleurs, lorsque 0 < H < 1,
I'approche & cet état d’équilibre serait monotone, sous certaines conditions. Dans le cas

1 < H < 2, l'approche a cet état d’équilibre serait oscillatoire.
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