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Résumé de la thése

Titre : Equations elliptiques quasilinéaires sur les
variétés Riemanniennes
par
MALIKI YOUSSEF

La thése porte sur I'étude des equations dites de la courbure scalaire prescrite
de type géniralisée. Ces ¢quations, pcuvent étre considérées comme' les extensions
des équations de la courbure scalaire prescrite classique. Ce sont des ¢quations quasi-
lin¢aires elliptiques qui conticnnent Pexposent critique : Vinjection de Sobolev cesse
d’¢tre compacte. On considére Pexistence de solutions sur les variétés complétes non-
compactes et la multiplicité de solutions sur les variétes compactes. Les méthodes
utilisées sont la méihode variationneile et la méthode de sous et sur-solutions.
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introauction

Le travail présenté dans cette thése concerne principalement I’étude des pro-
blemes d’existence et de multiplicité de solutions pour des équations elliptiques conte-
nant le p-Laplacien et & croissance critique de Sobolev sur les variétés Riemanniennes.
Dans un premier temps, nous étudions I’existence des solutions sur les variétés com-
plétes non-compactes. Le probléme de la multiplicité, vient en suite et il est considére
mdcpcndamment sur les variétés compactes.

Etant donnée unc variété Riemannienne (M, g) de dimcasion n > 2 munie d’une
métrique g. L'opérateur p— Laplacien, 1 < p < n, associé a la métrique ¢ agissant
sur les fonctions u & C*(M) est défini par : A,u = —div(|VuP~2Vu). L’aspect non
lin¢aire de cet opérateur rend 1'étude plus difficile que dans le cas de I'opérateur de
Laplace-Beltrami correspondant { au cas p = 2 ).

Soient @ et f deux fonctions lisses sur une variété Riemannienne (M,g) . Sur cette
variété, on considére des équations du type

a0

(1)

Apu+ a(z)julf?u =

ot p* = - désigne 'exposent critique de Sobolev dans V'inclusion A T(M) C L,(M).
St Scal, désigne la courbhrc scalaire de la métrique g, alors 'équation (1) qui s’écrit

pour p =2 ¢t a(x) = Tt 1 == Scalyu

Agu + l—l(—-—g—Scalgu = fu:_% (2)

1)
correspond & ’équation de la courbure scalaire prescrite. Cette derniére provient de
I'¢tude de ia déformation conforme de la métrique.

Dans le cas od M est compacte et f une fonction constante, on retrouve I’ équation
bien connue de Yamabé { voir [40] et {54]). Celle ci est actuellement complétement
résolue par les travaux de [73], [69], [5] et [64].

L’¢quation (2) avec f unc fonction non constante a fait I'objet d’investigations inten-
sives, on suggere de iire les articles de [28], [29], [30], [38, 51,52 ], [44], [52], 153],(61],(62,



78]. Pour le cas des variétés complétes, on peut consulter les articles [4], [50], [56] et
[59].

Le probléme d’existence d’unc solution de I'équation (1) a ¢té considéré sur les va-
ri¢tés compactes par Druet [27]; selon sa terminologie, cette équation est appelée
¢quation de la courbure scalaire prescrite de type généralisée.

Dans son investigation, Druet a utilisé la méthode de sous et sur-solutions combinée
4 la techuique variationnclle. Bien entendu, le probléme sera plus intéressant sur
les variétés complétes non-compactes. L'application de la méthode de sous ct sur-
solution classique s’avére difficile dans le cas des variétés non-compactes. Dans [13],
nous avons présenté une méthode des sous et sur solutions plus appropriée a ’é¢tude
du probléme d’existence de solutions de I’équation (1) sur les variétés complétes : il
faut souligner que cette méthode est initiée par{55] dans le cas du Laplacien.

Dans la suite, la technique variationnelle est usitée pour une suite exhaustive de
partics compactes de la variété compléte moyennant des hypothéscs sur la géométrie
de la variété et sur lec comportement & Uinfini de la fonction f .

Dans les trois premiers chapitres, nous aborderons ic probléme d’existence de solu-
tions de l’¢quation (1) sur les variétés complétes non-compactes.

Dans le premier chapitre, nous présentons unc version réduite de la méthode classique
des sous et sur-solutions. Cette derniére consiste a trouver des fonctions positives U
et u telles que

Apu—r—a( \)
Apu+ a(z)

fﬂ’ — f@""1 >0, faiblement dans HT(M};
g)uP~! — fuP""1 <0, faiblement dans H{(M)

vérifiant u < %, et affirmer alors l'existence d’ unc solution positive faible w de
’équation (1) avec u < u < ¥. Les fonctions u et T sont appelées respectivement
sous-solution faible et sur-solution faible de 'équation (1). Sur les variétés complctes
non compactcs, on rencontre des difficultés dans la construction d’une sous-solution
positive u et une sur-solution positive U avee la condition u < . :

La méthode suggérée et qui est présentée dans le premier chapitre ramerne Pexistence
d’une solution de I'équation (1) & Dexistence d’une sous-solution positive sur toute
la varieté ainsi que l'existence d'unc sur-solution positive sur chaque sous-enscmble
compact. Ceci facilite énormément 'étude de Vexistence des solutions. L’essentiel
de ce chapitre peut se formuler comme suit pour une classe de fonctions qui scront
définics dans la suite et qui seront dites admissibles.

Théoréme 0.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compléte non compacte de
dimension n > 2 et a, f des fonctions lisses sur M. Supposons que f est admissible
eta> f. 8" eziste une sous-solution u € H . .(M)N L>(M) NC(M) sur M, alors



Véquation (1) admet une solution faible positive et mazimale w € HP (). De plus
u € Ch*(Q) sur chaque compact Q pour certain o € (0,1).

Au deuxiéme chapitre, nous appliquons la méthode réduite des sous et sur-solutions
presentée dans le premier chapitre pour résoudre Péquation (1) sur les variétés com-
plétes non compacte. La construction d’unc sous-solution positive sur la variété toute
enticre est I'¢tape la plus dure : elle est construite & partir de la fonction propre de
Popérateur non-linéaire u — Ayu + a(x)|u|P~?u sur la variété compléte. Une expres-
sion de la fonction propre ¢ scra unc sous-solution si celle-ci est bornéce, ce qui nous
raméne & prouver une certaine régularité pour des solutions de certaines équations
homogénes contenant l'opérateur p—Laplacien. La régularité cst obtenue & partir de
inégalité de Sobolev qui est valide sur les variétés complétes a géomdétrie bornée
dans le sens que le rayon d’injectivité est positif et la courbure de Ricei est bornée
inférieurement (voir(42}).

Le résultat principal obtenu dans ce chapitre est le suivant

Théoréme 0.2 Soient (M,y) une variété Riemannienne compléte et non compacte
de dimension n > 2 et a, [ des fonctions lisses sur M. On SUppose que :

1. La fonction f est admissible et —f > ¢, > 0 o ¢, est une constante positive,
a est bornée et satisfait f < a et fn.» a = 0, sur chaque domaine compact
d’une suite ezhaustive de M.

2. M est a géométrie bornée.

Alors Uéquation(1; admet une solution faible positive et mazimale u € HY(M). De
plus, u € C2 (M) pour certain a € (0,1).

loc

Au troisi¢tme chapitre, nous étudions 1’équation (1) pour des fonctions f positives,
mais par la méthode variationnelle, car la méthode des sur et sous-solutions dé-
crite dans le premier chapitre semble inapproprice du fait du signe de la fonc-
tion f. On note que l'outil principal dans cette méthode est Pinclusion de Sobolev
HY (M) — L,(M) qui cesse d’etre compacte pour g=p" = ;”_&p . Dans cette par-
tic, la fonction [ est suppos¢ non négative et la fonction a est telle que 'optrateur
Hu) = ), (IVul? + a|ul”) dv, soit coercif.

La méthode consiste & considérer un recouvrement de la variété M avee une suite ox-
haustive de parties compactes (€;),. La suite (u;); des solutions obtenues sur chaque
domaine §; convergera vers la solution désirée. Le théoréme principal que nous prou-
vons dans ce chapitre est le suivant :

Théoréme 0.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne compléte non compacte de
dimension n > 2 et 1 < p < n tel que p < n?. Soient encore a, [ € C®(M) des

3
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Théoréme 0.4 (Cas critique) Supposons qu’il eziste une constante positive C > 0
dépendant seulement de [~/ [ [~dv, telle que si f € C™ satisfuit les conditions
sutvantes :

1. Ifal < )\f

2.sup f*/ [ f~dvy, < C

8. sup f > 0. Alors ’équation (1) admet une solution positive de classe C1°, o €

(0, 1)

Théoréme 0.5 (cas sous-critique) [l eziste une constante positive C > 0 dépen-
dant seulement de f~/ [ [~dv, telle que si f € C*™ satisfait les conditions suivantes

1. I(T[ < )\f

2. sup f*/ [ [~dv, < C

3. sup f > 0. Alors l'équation (3) admet deuz solutions positives distinctes de
classe CH* a € (0,1)

Dans le dernier chapitre, on étudie les solutions multiple de I'équation

Apu+a(z) ulfPu= flul” P u+ AT u+ e (4)
ou p < ¢ < p*, A >0, un paramétre réel, € > 0 est petit, a, [ et h sont des fonctions
régulicres telles que f > 0,k > 0 et  est telle que 'opérateur Apu+ a(T)|uiP~?u soit
cocrcif. :

Considérons la fonctionnelle

I(u) =
Jur VP dvg + [, () [l dv, — L [ flul? dv, - X [y lul® dv, — ep [}, hudu,.

On cherche les solutions de ’équation (4) comme des points critiques de la fonction-
nelle /(u). On utilise le théoréme du col d’Ambrosetti et Rabinowitz [3]. On montre
que la fonctionnelie 7 vérifie les conditions de Palais-Smale au niveau

p/ n » 1= 4. -n
< = ~ K
c<~ n_p> (sup [)""7 K (n,p)
ol
Vujrd
K (n.p) = e [T

weHI (M) /{0} (fRn up*),‘,z-‘ .
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On montre 'existence d'une premiére solution avec I{u1) < 0 en minimisant la fonc-
tionnelle 7, qui est faiblement semi-continue inféricurement, sur une boule convenable
de [7(M). Pour la deuxi¢me solution, on montre que la fonctionnelle [ vérific les
hypothéses du théoréme du col a l'aide duquel on obtient une suite de Palais-Smale
au niveauc > 0, et si ¢ < 2 (sup NP K (n,p)™", ¢ sera unc valeur critique. Ainsi,
la suite de Palais-Smale convergera vers un point critique up avec /(uz) > 0.
L’essenticl de cette partie se résume comme suit

Théoréme 0.6 Svient (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n22epe (ln)tdquen < pip<gqc< p*. Soient a, f et h des fonctions
lisses sur M telles que

1.

)

e

3.

() >0 et h(z) >0 sur toute la variété M
L’opérateur Apu + a(z) [ufP > u est coercif

En un point x, ot la fonction [ atteint son marimum, une des conditions
suivantes est satisfaite

) 1<p<2,n=3p+2>0eta(z,) <0
i) p=2,4Ha(z,) - Scal(z,) + (n — 4) 2Lz <

S(@)
i) p > 2, ‘;(/z("j’)") < st Scal(z,).

Alors, L’équation (4) admet au moins deuz solutions faibles distinctes et posi-
tives.
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variétés compactes complétes non-compactes, on sait d’aprés la méthode classique
de sous ct sur-solution quc s'il existe unc sous- solution u ¢t une sur-solution 7 telic
que u < T alors il existe une solution u (faible) positive de I’équation (1.1) telle que
u<u<u

Sur une vari¢té non-compacte, une sérieuse difficulté qu’on rencontre en utilisant
cette méthode est la recherche d’une sous ct sur-solution telle que & la fois eilcs
veérifient la condition u < %. Une version réduite de la méthode de sous et sur-
solution a ¢té présenté dans le cas du Laplacien(i.e p = 2) dans [55], nous étendrons
la méthode réduite pour 'opérateur p—Laplacien.

Dans la deuxiéme section, on donne unc relation entre 'existence d’une sur-solution
sur chaque domaine borné de M et le signe de la premicre valeur propre d’un certain
opérateur non-linéaire. Plus exactement, on montre que P'existence d’une telie sur-
solution est complétement déterminée par le signe de la premicre valeur propre de
I'opérateur non-linéaire : Lyu = Apu — a(x) luj”~%u sur Pensemble des zcros de la
fonction f i.e 'ensemble Z, = {z € M : f(z) = 0}. Cette propriété est encore
obtenue dans [55] dans le cas du Laplacien.

1.1 Résuitat de réduction

On commence par introduire aprés P. Li ct les autres [55] les notions suivantes

Définition 1.1 Une fonction positive et lisse sur une variété M est dite essentiel-
lernent positive s’il existe une suite ezhaustive de domaines compacts {§;}izo de M
telle que

M= igoﬂi et [ laq,>0,Vi>0

De plus, s'il eziste une sous-solution faible et positive u; € HT () N C°(§Y) sur
chaque §; de l'équation(1.1) alors [ est dite une fonction admissible.

Définition 1.2 Une solution positive u de 'équation (1.1} est dite mazimale s pour
toute autre solution v de ’équation (1.1) on a u > v.

Dans cette section, on se propose de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne compléte et non-cornpacte.
On suppose que la fonction [ est admissible et f(z) > a(z),Yz € M. S’il eziste une
sous-solution positive u € HY . N L®(M)NC°(M) de I'équation (1.1) sur M, alors
cette équation admet une solution faible, positive et mazimale w € HY(M). De plus,

u est de classe C1® sur chaque compact de M pour certain o € (0,1).

8
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Avant d’entamer la démonstration de ce théoréme, on prouve les lemmes suivants

Lemme 1.1 Soit O ¢ M un domaine borné de M. Soient f =>20ea < f des
fonctions lisses sur M. On suppose que léquation (1.1) admet une sous-solution

posttwe u € HY ), NC°(M) et une sur-solution positive T € HY oo 81 (=) |o02> 0,

alors @ > u sur ).

Preuve. D’abord, on remarque gu’en multipliant une sur-solution @ de I’équation
(1.1) par une constante & > 1 on obtient encore une sur-solution. En effet,

Do+ a(@)(@) ™ = [(@)(0) = oAy i+ ale) (@) — F(z) (i)
a””l(l - qu_p“)fﬂq

0.

IA A

Donc, sans perte de généralité, on peut supposer que 4 2 1 sur un domaine compact
de M.
Maintenant, supposons que l'ensemble S = {z € Q : @ < wu} est non vide. Soit
¢ = max(u — %,0) la fonction test, qui est positive et qui appartient & Pespace
HY () alors, on a
L (IVuP2v 5 — V@ v, V(i - ﬂ))g dv,
< e - - = ) i
s
£lop=1 _ =—p—1 — — '
< /Sf(u” =W = w4+ 7 (u — @) dv,
< / T S e R I A T T)dv,
S

< [ —a ey,
JS

< / S = w7 P -7 (u — W) do,
/s
< 0.
Sip > 2, d’aprés I'inégalité de Simon [63], il existe une constante Cp > 0 telie que

Cp/ [Vou— VG du,
s

< [V V- 97,59, ),
S
0

IA



par conséquent
—F =Py
|(u—7) ”H{"O(Q) = /ﬂ Vg (u~2)"|" dvg = 0

ie(u—u)" =0, ou bien u < @ sur Q.
Si 1l < p < 2, il existe, toujours d’aprés l'inégalité de Simon [65], une constante

positive C’,, telle que
- IV — Viil?
Cp/ Vi vill 5= Ay
s (IVyl + |Va])

< Ve V- [VE Y Y (- ), dy,
S
0

-
~

d’ou

d'aprés l'inégalité de Hélder, on a

0y — Frita
/ Vou—-ValPdo, = / Vot = VT ~ (IVgul + ]Vﬂ])p<1_§) du,
s s (V) + [V a)r=f -

Vu - V1) 5 | IR
</S(Wg2!+lvgﬂl)2_pdvg> </s(lvg—l+‘vﬂ ) i)

et par P’égalité(1.2), on obtient finalement

1= e = | Vol =) dog =0

cest Adirc u <U sur Qa
On note H™(—1) Pespace hyperbolique simplement connexe & courbure sectionnelle
égale & —1.

iy
1 2

IA

Lemme 1.2 Soient e > 0,6 > 0 et \ des constantes, alors il existe une fonction
positive et croissante ¢, telle que la fonction positive Ve = ¢e(r(z)) définie sur la
boule géodésique E(e) C H™(—1) vérifie :

[ A Ve + VP BV <0
i Ve laB(ey= o0

r(x) est la fonction distance sur la boule B(c).

10



Preuve. En coordonnécs polaires la métrique de £/"(—1) est donnée par
W = dr* + sinh®(r)ds?

ol ds? est la métrique sur la sphére S™! standard de R™.
Alors, on obtient facilement que

A -7 + ( 1)Cth()7+ = A
Hr(=1) = Gz T O 5y sinh?(r) s

A désigne Popérateur de Laplace- Bcltraml sur une variéte (M, g) .

Pour p € (1,n), on note AMu = div(|Vu’~? Vu) Popérateur p— Laplacicn sur une

variét¢ 4. Soit ¢ > p — 1, on considére la fonction ¢ : (0,e) — R définic par

6 (r) = (smh?(-;-) - sinh2(g)> -

k(r) = sinhz(%) - si11112(Z

5 et V(z) = g (r(z))

on obtient
By IV = $7 Ay gV o+ (p - 2) 972"

et un calcul direct donne

1 1
ApnpyV = Za(a—f— 1) k(r) =+ ginh?(r) + znak( )~ eogh(r),

Donc

H(l) p—1 _ /2 p-l ozp+ap/1 _ p
ANy Lyt \2) k()" (50— Dla+ 1) sinb(r)
+ (n+ p = 2) k(r) sinh”*(r) cosh(r) + Mk(r)? )
désignons par
0 ) = (- a »
Clerma) = p-Da+1)(5)" simw(e)
-1
+ (n+p-2) (%) k(0) sinh”~?(g) cosh(e) + Ak(0)”

on obtient
ATy g vt < oy

11



¢t en posons

\(g=p+1)
- ()"

on obtient la fonction cherchée. »

Lemme 1.3 Soit 2 un domaine borné de M. On suppose qu’il eziste un domaine
compact X C S telle que f,, > 0, alors il eziste une constante C > 0 telle que pour
toute solution u de ’équation (1.1) sur Q, on a uy,, < C.

Preuve. Puisque X C Q est compact, alors il existe un € > 0 plus petit que le rayon
d’injectivit¢ de X et une constante positive g tels que le e—voisinage de d.X, U (JX)
soit contenu dans 2 et

flox < B (1.3)
Soit z, € 90X, désignons par r,(z) = dist(z,, ) la fonction distance sur la boule

géodésique B(z,,€) wans M. Soit A = supa(x), d’aprés le lemme 1.2, il existe une
T€N
fonction positive et décroissante V,(z) = &(ro(z)) définic sur la boule géodésique

B(e) ¢ H*(-1) qui vérifie

H™(~1) -
{ Apy Vet AV < gvis (1.4)

Ve 16B(20,e)= 00

Puisque 2 est borné, en multipliant la métrique par une constante, s’il est nécessaire,
on peut avoir ‘

Ricey, > —(n - 1).

Et puisque le gradient de la fonction distance vérifie |Vr| =1, on obticnt
A{;IT = A]\/[T‘.

Par des arguments de comparaisons géométriques, on obtient

<
e

AMp < AHTD, (1.
D’autre part
ANV, = div(Ve(r(z))) = ¢.AuT + ¢
par conséquent
DYV = ¢ Ay Ve + (p - 242!
ct
DYV, = P A+ (p - 1) 2!

12



D’aprés Pinégalité (1.5), on a
AMY, < ATMEDY,
ce qui d’apres les inégalités (1.3) et (1.4) permet de déduire
BV + a(@) VP = fVS < AFTEDY, Lyl _gre <

ce qui signifie que V, est une sur-solution positive de I'équation (1.1) sur la boule
B(z,,€).
Puisque Veloa(m,,,z) = 00, il suit du lemme 1.1 que pour toute solution u de Uéquation
(1.1), on a

u(z) < Ve(z),Vz € B(z,,¢).
d’olt

w(@,) < Ve(wo) = ¢:(0) = C

ou C est une constaute positive qui ne dépend ni de u ni de z, =

Lemme 1.4 Soit Q C M un domaine borné. On suppose que fiog, > 0 et qu’il existe
une solution positive et bornée v € H2(Q) N L™(Q) de I’équation (1.1) telle que v est
bornée inférieurement par une constante positive.

Alors le probléme

Apu+ a(z)uP~! — ful-psur Q
U= 00 sur 0§ -

admet une solution positive u telle que u 2 v sur Q. De plus u € CY*(X) sur chaque
compact X C §, pour certain o € (0,1).

Preuve. Soit C = infqv (ce qui est positive par hypothése). Puisque v est bornée
supérieurement sur €, alors il existe n, € N* tel que supg v < n,C.
Considérons le probléme suivant

{ Apu+a(z)uP~l — fud =0 sur

\
U= nc sur of? (1.6)

Clairement, v € H(Q)NL®(Q) et nv € HY ()N L™ sont respectivement une sous et
sur-solution positives du probléme (1.6), donc par la méthode de sous et sur-solution,
pour . 2 m, il existe W une solution positive u € H7(Q2) N L*(Q) du probleme (1.6)
telle que v < v, < nw. Puisque (Ung1 — Un) loa= C > 0, il suit d’aprés le Lemme 1.1

13



que {Uy, }nzn,CSt une suite croissantc de solutions positives de I’équation (1.1) sur .
Considérons 'ensemble

Qe ={z € Q: dist(z,0) > ¢}

¢t considérons le compact ), C Q. Alors, d’aprés le lemme 1.3 il existe pour € > 0
(assez petit) une constante Ce > 0 telle que

supve < Ce,Vn > n,,.

Soitj) = C.C~v et prenons la constante Ce telle que C.C~' > 1 de telle fagon
que  soit une sur-solution de ’équation (1.1). Puisque (3 — v,,) log, = 0, il suit du
Lemme 1.1 que v, < C.C-1v sur §2e pour tout n > n,, et donc la suite {Tn}n>n, est
uniformément bornée sur des sous-ensembles compacts de 2. D’ot la suite {vy}nsn,
converge, au sens des distributions, vers une solution faible et positive u de I'équation
(1.1) sur . D’aprés les théorémes de régularité [27], [68], ona u € CV(Q,), o € (0,1)
et il est clair que u = oo sur 9. «

Preuve du théoréme 1.1. Soit y € HY(M) N L=(M) N C°(M) une sous-solution
positive de I'équation(1.1) sur la variété M. Puisque f est admissible, alors il existc
une suite croissante{(;};>o de domaines compacts de M telle que M = igOQi et

[ lac,> 0 pour tout ¢ > 0 et une sur-solution positive 7,€ H?(M) N C°(M) sur
chaque ;. Puisque afi(a > 1 est une constante) est cncore une sur-solution de
Pequation(1.1) sur ©;, on peut supposer que T; > u sur ;. Done, par la méthode de
sous et sur-solution, sur chaque €, il existe une solution positive u; € Ch*, a € (0, 1)
de P'équation (1.1) telle que u < u; < U;. Puisque u; cst bornée inféricurcment par
1 et §2; est compact, alors 4% est bornée inférieurement par une constante positive,
¢t donc , d’aprés le Lemme 1.4, il existe une solution positive notée encore wu; du
probléme :

{ Apui +a(z)ul ™ — ful =0 sur Q

U = 00 sur df,;

Puisque pour chaque 5, > 1 on a (g1 — ;) oo, < 0, le lemme 1.1 implique que
{ti}iz:, est une suite décroissante de solutions positives de I’équation (1.1) sur Q.
De plus, chaque u; est bornée par u, ce qui implique que la suite {ui}isi, converge
au sens des distributions vers une solution positive de I’équation (1.1). D’aprés les
theorémes de regularité [27], [68] on trouve que u € CM(Q;), a € (0,1).
Maintenant, si v est une autre solution positive de I'équation (1.1) sur Af = U8,
alors pour z, € M , il existe o 2 1 tel que z, € Q; pour tout ¢ > i, Puislque
Ui |on,= 00, le lemme 1.1 implique que v < w; pour tout ¢ > 4, En particulier,
v < ,-lif?o“i = u. Ce qui signifie que u est maximale. «

14
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1.2  Existence d’une sur-soiution

Dans cette section, on montre que ’existence ou non existence d’une sur-solution
positive de '¢quation (1.1) sur un domaine borné @ C M est complétement déter-
minée par le signe de la premiére valeur propre de 'opérateur non-linéaire L,u =
—Apu — alul” % u sur l'ensemble Z = {z € Q: f(z) = 0}.

On rappelle les définitions suivantes

Dénnition 1.3 Soit Q € M un sous-ensemble régulier et borné de M. La premiére

. L -2 o
valeur propre de l'opérateur non-linéaire Lyu = —Ayu — a|ulP™*u sur Q est définie
comme

A2, = inf( /ﬂ (VP = a [uf?)du,)
ou linfimum est défini sur toutes les fonctions u € HY, telles que Jo lu"dvy =1

Définition 1.4 Soit S € M un sous-ensemble borné de M. La premicre valeur
, . o \p—-2 .
propre de i’opérateur non-linéaire Lyu = —Apu—alul” " u sur S est donnée par

S (92
/\14, = SupAi,
sca
ot §2 est un doinaine régulier.

Définition 1.5 Soit S € M un sous-ensemble non-borné de M. La premiére valeur
propre de U'opérateur non-linéaire Lyu = ~A,u —a Iulp_2 u sur S est définie par

S _ 10
A, = rllrgo’\l'l’
ot Q. = SN B(o,7) pour tout r > 0 et tout 0 € M un point fizé de M.

Soit €2 un domaine borné. Il existe une fonction propre unique ¢ € CHe(Q) qui

satisfait
.f Ay +a(z)g™! + )\ﬁpdﬂ =0 sur

¢>0 sur {2

¢=0 sur df)

%:é <0 sur §2
Soit Z = {x € M : f(z) = 0} I'ensemble des Zeros de la fonction f et A0S
la premiére valeur propre de I'opérateur non-linéaire Lyu = -Dpu - aluf’ ~2u sur

ZNA.
On prouve le théoréme suivant
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Théoréme 1.2 Soit f une fonction lisse sur un domaine borné Q. Si AP > 0,
alors il ezistent une sur-solution positive T € HY(Q) N L®(Q) de Uéquation (1.1)
sur §2. Inversement, s’il eziste une sur-solution positive T € () N L) de 16
quation (1.1) sur Q, alors MO > 0.

Preuve. Soit 2 € M un domaine borné de M et supposons que /\fgﬂ > 0. II suit,
d’aprés la continuité de la premiére valeur Jropre par rapport & la C°—déformation
du domaine, qu'il existe un domaine borné Sotelque ZNQ C N, C Net )\?; > 0.

D’autre part, sur {2, il existe une fonction propre ¢ € Ch2(£,) telle que

Apd+a(z)¢"t + M 07 =0 sur Q,

$»>0 sur {1,
¢ = sur o€,
2<0 sur

Ecrivons 2 sous la forme : Q = 2\ Q,) U (2N Q,) et posons
xa,¢ + C(1 = xa,)

o _J 1 sizel

X2=00 sizgQ
ct C une constante positive asscz grand de sorte que T = C est une,sur-solution de
Péquation (1.1) sur 2\ Q.
Puisque )\?; > 0, on obtient

u

ol Xg; et la fonction

Apt+ a(z)w’ ™t — fal = —Mewpml - v < 0.
P 1p .

Par conséquent T € H7(2) N L®(£2) cst une sur-solution positive de I'¢quation (1.1)
sur §2.

Inversement, supposons qu’il existe une sur-solution positive T € H](Q) N L*®(Q)

de Péquation (1.1} sur Q et AZ0% < 0. 11 suit toujours d’aprés la continuité de la
premiére valeur propre par rapport & la C°~déformation du domaine, qu’il existe un
domaine borné Q; tel que ZNQ C Q) € Qet )\Sf;, < 0.

Avec les mémes arguments que plus haut, on peut construire unc suite décroissante {Q}iso
de domaines bornés telle que €, € 2, 2NN = iQOQi et )\?,, < 0,Vi > 0.

Sur {2;, il existe une fonction propre positive ¢, € CH2(§) telle que

Ay + a(x)¢f—l -+ /\ﬂ;qs? =0 sur

¢ >0 sur §;

¢ =0 sur 9%

%% <0 sur £
16
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Considérons maintenant le probléme suivant
Agpui +a(z)ul ™ + ful =0 sur O (1.7)
u; =0 sur 9%;. '

On peut facilement vérifier que pour tout € > 0 assez petit et C' > 0 assez grand,
€¢; et Cu sont respectivement des sous et sur-solutions positives du probiéme (1.7)
et e¢; < C%. Donc, par la méthode des sous et sur-solutions, pour chaque 7 > 0 il
existe une solution positive u; € C* du probléme (1.7) telle que €¢; < u; < C7. On
a aussi 24 < 0 sur 9§%. On déduit que f— et %i € L™(8).

Maintenant, on considére I’ensemble Qic = {z € Qi : Co(z) > u(x)}. D'apres le
lemme2 dans {25, on a

D,,(Cdi) Ay, |
< 9f I Y p_ P) do,
’ - /ﬂic ( (O(bi)p_l 'U'?—l )(U,, C¢‘) Uy

= = [ 08 0 - cot) au,

Qt,c

Pour 7 grand, cela contredit lc fait que )\?‘;, + ful™"! < 0, ce qui achove la preuve
du théoréme

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme 2.4

Théoréme 1.3 Soit f > 0 une fonction lisse sur un domaine borné Q. Si )\7;?” >0,
alors il eziste une sur-solution positive T € Ch(Q),a € (0,1) de Uéquation (1.1) sur
Q.

Preuve. Soient Q, et Q; des domaines bornés tels que 2NN C N, C Q; ct /\{;‘Q > 0.
soit ¢ € C*(Qy), « € (0,1) la premiére fonction propresur §2; et 0 < v < 1 une fone-
tion lisse telle que v = 1 sur ,,v = 0 en dehors de 1. On peut verifier facilement que
la fonction u = ¢ + C(1 - ¢), C est une constante positive convenablement choisic,
est une sur-solution positive de I'¢quation (1.1) est Gui appartient & C**(Q), o € (0,1)

Corollaire 1.1 Soit Z Uensemble des zéros de la fonction f ie Z = {z € M :
f(x) = 0}. Si la premicre valeur propre Afp de lopérateur non-lindaire Lyu =
=Apu — aluP~%y sur Z est strictement positive, alors la fonction f est admissible.
En particulier, si f > 0 sur M, alors [ est admissible.
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1.3 Exemple d’application

On considére le cylindre M = R* x N, ot (N, k) est une varié¢té Riemannienne
compacte de dimension n — 1 munie d’une métrique h & courbure scalaire Sj, > 0.
On munie M de la métrique

g=dr’+ f}(r)h

ot f cst une fonction positive est lisse sur M. On désigne respectivement par Sy, RE

i
i 1 < 4,7,k 0 £ n, la courbure scalaire de g, tenscur de courbure sur N,
tenseur de courbure sur M et les symboles de Christofell de la connexion de Levi-
Civita associée & métrique g.
On tire de Pexpression de Iy
ro Lo (90n 99w _ D9y
72 Jdz; Ox; Oy
que
rgj = —f(r)f,(r)hija 2 S 7/,.7 S n
[ =0, 1<i<n
I''=0, 1<a<n
Iy ==f(r)/f{r)f, 2<a j<n
1

= 5901(

*a'qﬂ O9u - __3_(/,;_7) 2<4,j,a<n
Oz;  dz; Oz’ -

Un calcul direct nous permes d’écrire

(¢4

—Rlal =~f'(r)/f(r), 2<a<n
Ry = =IOy, 2<ij<n
Re. =0, 1<ia<n
—E?aj =Ry — [(r)hy, 2<ij,a<nj#a

1%}
Donc
S = =20 = D)/ 10) = (0= )= 27 P10 S
En prenant f(r) = expr?, on obtient donc
J'(r)>0 (1.8)
Jim [(r) = Jlim lim ')/ f(r) = Jim J' () f(r) = o0 (1.9)
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Pour 7 > 0 suffisamment grand et d’apreés les inégalités (1.8) et 1.9ona S, < ~¢.
On peut donc supposer que

S, £ — pour tout r > 0. (1.10)

Soit K =€ +4(n —1)(1 + nr?) alors k = -5, < K.
Maintenant, considérons sur M Péquation

Apu— Sl — Kyt = g (1.11)

avec 2 < p < n et p* = (pn/(n - p). D’abord, on remarque que la fonction K est
positive ¢t admissible par le corollaire 1.1. Posons

b= (or/rH)e if0<r<m
(8/r)*  ifr >,

ol & > 2/(p* — p), & et r; sont des constantes qui seront choisies ultéricurement.
Pour 0<r<ry, ona

Dptp = Syt — [d(n - (1 +4n*r?) + )P 1

(p-1a
> (92- e+ (2P 1A + (p = (e = Dar1(2)
1

T T T
/ 2 or (p*~pla
~{4n = DI+ nr’) + ) ()],
1

En prenant 4 petit, r; grand, et en tenant compte de

Agr=[(r)/J(r) =2(n - 1)r

on obtient que le membre de gauche de I'équation(1.11) est positive.
Dans le cas o r > 1, les mémes calculs donnent

Bpd = Sg@™t = (4(n — 1)(1 + 4n?r?) + )7 L

> (D) e = g - D 2P 4 (p - e+ a2y
= (4(n = 1)(1 + 4n?r?) + e))(g)‘*(”"m].

Les mémes arguments que précédemment montrent que le membre de gauche de
Péquation (1.11) est positive et par suite, ¢ cst une sous-solution positive de P'équa-
tion (1.11) sur M. D’aprés le theorem 1.1, cette equation admet une solution positive
sur la variété M.
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Chapitre 2

Application de la méthodec des sur et
sous-solutions réduite

(M, g) désigne toujours une variété Riemannicnne compléte non-compacte, munic
d'unc métrique g et de dimension n > 2. Dans le chapitre précédent, on a présenté
une méthode des sur et sous-solutions réduite pour montrer ’existence des solution
pour une classe d’équations quasi-linéaires sur une variété compléte non-compacte.
Dans ce chapitre, on applique cette méthode pour résoudre ’équation dite de la
courbure scalaire prescrite de type géncralisée. Cette equation correspond au cas
q = p~ dans les équations (1.1) présentées dans le chapitre 1.

Soii a et f des fonctions lisses sur la variété M. L’équation de la courbure prescrite
du type généralisée est de la forme

Apu+alulPu— fluf Pu=0 (2.1)

avec p € (1,n),p* = 2 ot Aju= div(|VuP~*Vu) est Popérateur p-Lapiacien de
sur M. Désignons par .Sz'g la courbure scalaire de la métrique g. Dans le cas ot p=2
et a = Z(’;—f_—gl—)Sg, Péquation (2.1) correspond a 1'équation du type Yamabé qui a été
objet d’investigation durant plusieurs décennies. On réfore & titre d’exemples [4],
128}, [29], [30],[44], [38, 51,52 ], {50}, [52], [53], [56], [59] et [61].

L’équation (2.1) a été investic sur les variétés compactes par O.Druet [27]. Parmi lcs
résultats ebtenus dans Darticle sus cité on a le théoréme suivant

Théoréme 2.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n22etp€(1,n). Soient a et f deuz fonctions lisses sur M. Si o et [ sont positives,
alors ’équation (2.1) posséde une solution fuible et positive u € CH*(M), a € (0, 1).
Dans ce chapitre, on étend le théoréme 2.1 sur les variétés coiupiCtes non-compactes.
Pour arriver & cette fin, on applique la méthode de réduction du chapitre 1, donnée
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par le théoréme 1.1.

Dans toute la la suite, on suppose que le rayon d’injectivité est positif et la courbure
de Ricci bornée inférieurcment : une telle variété est dite a géométrie bornée.
On se propose de montrer le résultat suivant

Théoreme 2.2 Soient (M, g) une variété Riemannicenne compléte de dimension n >
3 et p € (1,n). Soient a, f deus fonctions lisses sur M. Supposons que

1. M est & géométrie borndée.
2. La fonction [ est admissible avec [ > ¢, > 0 ou Co est umne constante, a
est bornée, satisfait auz conditions a < [ et fQ, a = 0 sur chaque domaine

compact §; de la suite ezhaustive de M et est telle que l'opérateur Lyu =
—Apu — alulP~?u soit coercif

Alors (2.1) admet une solution positive et mazimale uw € HY(M). De plus, v €
CLe(M) pour certain o € (0,1).

Nous commengons par établir les lemmes suivants

Lemme 2.1 Soient Q un domaine compact de M et [ une fonction C™ sur 2. Alors
le probleme

-A,p=f surQ )
{ ") =pO, sur 051 . (2:2)

admet une solution ¢ € CH*(Q),a € (0,1).

Preuve. Soit A= {¢p € H((Q): [, f¢ =1}, on pose

s e

4 . . . . . N p—1

L’ensemble A est non vide puisqu'il contient la fonction ¢ = %5 /)I//l":’ .
. N . .. ' N . a

Soit (¢:)ien une suite miniiisante dans A, c’est a dire ¢. € A telle que

lim /n Vil =

11— 00

Alors, si on désigne par A1p la premiére valeur propre non nulle de Popérateur
p—Laplacien, on aura

fn iV(/bil!deq
1p & =
fQ l¢i‘pdvg
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[

Donc
/ |¢alPdvug < AT, / V6, Pdu, < 2= + 1.
Q " Ja ’\l,p

La suite (¢;)ien est bornée dans H?(2) , d’ou par réflexivité de 'espace H7(2) et le
théoréme de Rellich-Kondrakov, il existe une sous-suite de (¢;);en notée encore (¢;)
telle que

(a) (¢i)ien converge faiblement vers ¢ € H] ()

(b) (¢:)ien converge fortecment vers ¢ € LP(Q).
De (b) on déduit que ¢; converge fortement vers ¢ dans L*(§2), ce qui entraine que
¢ € A
En plus, de (a) on a

i) < il}+moo inf [{ il ey

et par la condition (b}, on a aussi

/ (VoiPdug < liminf/ [Voi|Pdv, = p.
0 1+ Jo

Puisque ¢ € A, on déduit que

/Q|v¢1p=ﬂ=;ggfnlwlpdvg.

Le théoréme des raultiplicateurs de Lagrange nous permet d’affirmer que ¢ est une
solution faible de ’équation (2.2) =
Notons

wie() = 100 - siot=¢
Ho(Q) sidQ# ¢
on cite aprés O.Druet [27], la proposition suivante qui assure la régularité de la

soluiion obtenue

Proposition 2.3 Soit h € C°(1x R) une fonction telle que, pour tout (z,7) € Ax R,
(h(z,m)] < Clr"~t + D. Siu € WHP(Q) est une solution de —Ayu + h(z,u) = 0,
alors u € CH*(Q2).

Cette proposition a été prouvée par O.Druet [27] dans le contexte des variétés Rie-
mannicnnes fermées. Sa preuve est basée sur l'inégalité de Sobolev encore valable sur
les vari¢tés a bord, d’ou I'extension de la proposition aux variétés compactes a bord.
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2.1  Existence d’une sur-solution

Dans cette section, on construit une sur-solution positive de 'équation (2.2) sur

chaque domaine compacte de M. L’existence d’une telle sur-solution cst donnée par
le théoréme suivant

héoréme 2.4 Soit Q un domaine compact de M. Si [ et a sont deuz fonctions
lisses sur M, sont telles que [ > co > 0 et a(z) < f(z),Vz € Q, alors il existe une
sur-solution positive de I’équation (2.1) surQ.

Preuve. Soit u = e” avec v € H?() une fonction qui va étre précisée plus tard, et
g = p" — 1, alors pour toute fonction positive ¢ € H?(Q2), on a

/ Dpupdu, = / eP VA + (p— DIVuP)édu,

Q 0

et

/(Apu +au” ! = ful)pdv, = / eP VALY + (p - 1)V +a - felamm iy,
Q

Q
Donc il suffit de chercher une fonction v telle que

/ e(p—l)u(Ap,U +(p-1D)Voff +a- fe(fl—p+1)u>¢dvg <0 (2.3)
Q

Soit b > 0 une constante ct considérons la solution de 'équation Aph = —b'"7q, dont
'existence est assurée par le lemme 2.1,

On prend alors v = bh + ¢ avec ¢ une constante qui va étre déterminée par la suite.
L’inégalité (2.3) devient
/ﬂe(p_l)(bh“)(b”‘lAph +(p - DY |VAP +a - fe(q”’“)(bh“))(bdvg <0

Si on prend ¢ tel que eP+Dt = =1 alors on obtient

/ eV (p — 1)BIVAP — felam+ D) pay,

Q
< / =IO (5 1)BITRP - frm,)bidv, < 0
Q

avec m, = mingeq ¢!9"PHIE) puisque la fonction [ est telle que [ >co, >0, 0on
choisit b assez petit de sorte que

b(p — 1)[VA[P —com, <0
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2.2 Existence d’une sous-solution

Soit 2 C M un domaine borné de M. On rappelle que sur 2 la premidre valeur

propre de I’opérateur non linéaire Lyu = —~A,u —a iul”‘2 u est définie par
A = inf / Vol — a|g|P)dv (2.4)
NP (gD () [y lelP=1) n(] ! 1917 dv,

Puisque |V¢| = |V|¢||, on peut supposer que ¢ > 0. La premiére fonction propre
associée 4 )\?,pest solution positive du probléme

Ay + kPt = —)\?’qu"‘l sur 2
¢ >0 sur
=0 sur oS

Soit {4} une suite exhaustive de A par des domaines compacts & bords réguliers
]
telle que € € Q4.

On démontre les lemmes suivants

Lemme 2.2 Si a est une fonction bornée, alors la suite {/\?L}i définie par (2.4)
conwerge.

p
fonction a est bornée, il existe unc constante ¢ > 0 telle que —a + ¢ > 1 et on peut

écrire

Preuve. Par définition, la suite A" est décroissante. Soit A1, sa limite, puisque la
1 WP 4 » P q

/Q(qub[P + (¢ — a)¢”) dv, > /Q (VP + @) do,

> 20 ([ woranyir - (| i)

= 21—1’H¢“’;/f(n)

p—

5 2 . .
L’opérateur Lyu = —A,u+ (c—a) |ufP~*u est donc coercif et pour toute ¢; fonction
propre associ¢e a la valeur propre /\2;,, on a

AR = / (VP - ke?)
> —c+ 21_,)“9‘)1'“2{’(9)

> —c+ 2P > ¢4 2l

et donc Ay, > —00«
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Lemme 2.3 Sila fonction « est bornée, alors le probleme

Bpd +agf~t = =\ Pl sur M (2.5)
>0 sur M

admet une solution positive ¢ € CL(M),

Preuve. Soient (£2)i>1 une suite exhaustive de la variété M par des domaines com-
pacts et (¢;) la suite de fonctions propres positives de l'opérateur Lyu = -A u—aur™!
sur chaque ;.

On a
/ (IVe|” — ag?) du, = Aif;, /ﬂ $ldv, = A{{; <M

Ge sorte que
VéiPdu, < max|a| + M < oo.
/Q,-l d g—meMH Lp

D’autre part, pour tout i > l,ona

(L) () < e
<\/ o) () ) <2 [ (i

< or-t (1 + max|a| + )\?L) < 0.
zeM '

(2.6)

Par réflexivité de I’espace HY(M), on déduit que ¢ converge vers ¢ faiblement dans

HP(M) et en plus
101y < limming g0l (2.7)

Maintenant, puisque Sy @0 =1, pour tout ¢ > 0 il existe un domaine compact
K; C M tel que fM\m ¢ < 5, s0it K = NX, K,

0
Lo = <3 [ dan, <
M\K uee (M\K:) ‘= Jank,

De (2.6), on obtient par le théoréme de Rellich-Kondrakov que ¢; converge vers ¢
fortement dans LP{K).

On affirme que

/M $Pdu, = 1; (2.8)
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car, sinon

1 —/ $'dv, > 0,
M

1= lim $rdvg <€+ lim [ @ldu, =€+ rug
1—~00 M ¢ 1—00 1% %

ct donc e > 1~ [,/ ¢, une contradiction avec lc fait que ¢ est arbitrairement choisi.
Maintenant, de (2.7) et (2.8) on obtient

ct alors

/ |Vo[Pdv, < liminf [ |V, /Pdy,
M M
donc
/M (Y b[Pdu, — kePdv, < lim inf( /M ViPdv, ~ kdPdv,)

Par le lemme 2.2 et le fait que Sy #Pdvg = 1, on déduit

/ (Vé|Pdug — agPduy = A .
M
et donc ¢ est une soiution faible de ’équation

Apd + agP™ = — )\ ¢P 7L,

ct d’aprés la proposition 2.3, ¢ € CL*(M). «

ac

La positivité de ¢ découle du principe du maximum suivant

Proposition 2.5 (O.Druet [27]) Soient (Q, g) une variété Riemannienne compacte
de dimension n > 2, et 1 < p < n. Soit u € G} (Q2) une fonction telle que —A,u +
h(z,u) > 0 sur Qet h une fonction satisfaisante &

h(z,r) < h(z,s), z€Q 0<r<s
Ih(z,w)| < C(K +rP™3)rl, (z,7)e M x R, C > 0.

o1 u 2> 0 sur Q) et u est non identiquement nulle, alors u > 0 sur .

Si A est une valeur propre de opérateur Ly = —=D,0 — alg|P~2¢, alors A + ¢ Pest
aussi pour 'opérateur Lp¢ = —A,¢ — (a — c)|¢[P2¢ ot ¢ cst une constante. Puisque
a cst une fonction boruée, on choisie ¢ telle que ¢~ a > 0, et donc on obtient

8,0+ h(z,é) >0
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ou
Wz, 8) = (c = a(2)) |¢"~2 6.

Il est clair que la fonction l satisfait les conditions de la proposition 2.5, et par
constquent si ¢ > 0 alors b > 0.
On ¢tablit le lemme suivant qul nous servira, dans la suite

Lemme 2.4 Soient (M, 9) une variété Riemannienne g géométrie bornée. Supposons
que a est une foriction lisse et bornée sur M et 4 € H{(M) est une solution faible
positive de équation,

Apu+a(z)u” =0 (2.9)

alors uw € L®(M).

Preuve. On va utiliser la méthode itérative de Moscr. Soient k& > 1 un récl ot
L =k+p—1. On a alors,

—-/c/ ]Vuf”uk“ldvg—i—/ a(z)uPt 1y, = 0. (2.10)
Jnr I

et en utilisant 'inégalité de Sobolev, on obtient que pour tout € > 0
5 =l
< (K(n, p)? + )| Vur|[p + Bllul; (2.11)
= (K p + )(EP o Vg + Bl
ou K (n,p) est la meilleure constante dans l'inclusion de Sobolev HI(R™) C LP*(R™)

et B est une constante positive qui depend de e.
Puisque

w7 Vulg = [wrigup
et en tenant compte de (2.10), on obtient
_ / A udy, = —k / Y ulPduy < [l ull

et donc (2.11) devient

[

)P (llalioo + B)fulft

"

[ulie < (K(n,p)? +e)(

RS EOS
>~
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Ou encore

It < (KGnar+) (1)

1
k
Posons li)' = [, oli ¢ est un enticr positif et § = L= 2

i

ﬂMu+BOWmm (2.1

. Alors (2.12) devient

ullpss < (K (n,p) + €)67(jja]|oo + B)) [t 1.

Par récurrence on obtient

ellogens < (A ()7 + ) Eim 30 gE5m0 b (), 4 1) oo )y (2.13)

Maintenant, puisque

o B-1 p
et

o - oo oo o)
e 7 <\ J o 1
]=O ﬁ] ]:1 <1 + ﬁ)] B Jj=1 Z;:O ijﬂ.p Jj=1 WZ;;(l) C_;)’]Tp

-—7TJ= (l-f-Tr)J"l_?rj:O (1+m)d

= pa 1 _n(n—~p

o p?

en faisant 5 — oo dans (2.18), on déduit que u € L®(M)

Théoréme 2.6 Soit (M, g) une variété Riemannienne complete et non-compacte de
dimension n > 2 et ¢ géométrie bornée. Supposons que o € C®(M)YNL®(M) est telle

que lopérateur L,u = —Dpu—alufP Py et coercif, alors
positive de I'équation (2.1) sur M.

il eziste une sous-solution

Preuve. Désignons par ¢ la fonction propre positive du Popérateur L,u = A, —
a ,‘u]p_z u associée & la premicre valeur propre A; , qui est positive puisque 'opérateur
Lyu est coercif. Par le lemme 2.4, on peut supposer que ¢ < 1.

Pour 7 > 3, on considere la fonction

1
1
2 3\ r
U = (cr —¢" > .
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Un calcul direct donne

Vo = =+ (e A )

Dpu_ = |r¥(r + 1)(

Laspunnl

r

[ gvﬂ¢ + (
donc
Dpu +aul™t — fut

r 3% 3up-
= [P+ (e = g

-1

¢r3)x/'¢r‘3—1] P

Qd)r -1 pJ
- (=L ¢ ¢,J)IV¢I |

-

ri(r+ 1)¢™°

1— 2 ri] \ r2 3 p-1
X {—AP¢+(p"‘ / d)r ¢ ¢r3) Ivg(bJp“'k <~e<*¢)——> ¢P!

, e’ —(ﬁrs \Pl r2 35
— K <W} (6 —¢ )

= [P+ (e ~ g7 -yt

X [)‘LP + (p - 1)?;_17 <1 -3

2

(q—p+1>(1+$)¢p—1]

3\ Pl
- T o™\ a-pr1)(14+)]
/ <r2<r+1>¢r“) (e =gyt

Puisque
y
m(e
;‘—»O<
ct

lim ——o
r—0 e"z - d)rd

on déduit que

U = (er2 ¢ )1+~ e H”

¢st une sous-solution de I’équation (2.1)

Finalement, le théoréme 2.4 est une sim
réme 2.6

Py =

2
=1

lloc(Af)
sur M. il est clair que u_ € Co(M)NL>®(M)

ple conséquence du théoréme 1.1 et du théo-
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Chapitre 3

Equation de courbure scalaire
prescrite de type genéralisé sur les
variétés Riemannienne compiétes
Hon-compactes

Ce chapitre cst consacré & ’étude duy probléme d’existence des solutions faibles
¢t positives de I’équasion de la courbure scalaire prescrite du type généralise

Bptital@) [uf P u = f() "2y, (3.1)

oup € (1,n),p* = AL et Aju = ~div([Vy[P~? Vu) est Popérateur p—Laplacien de
Uu.

Dans le chapitre précédent, on a traité ce probléme dans i¢ cas oy la fonction S est
négative, on a utilisg Ja méthode réduite présentée dans le chapitre 1. Si la fonction
[ est non-négative, cette méthode semble inadaptée. Dans cette partic on utilise
la méthode variationnelle. On rappelle que Pouti] principal dans cette méthode est
linclusion HY (M) — Lo(M), pour 1 < 9 <P 8i M est compacte Uinclusion cst
compacie pour p < ¢ < p* ¢t continue pour I < ¢ < p*. Si M ost compléte non-
compacte, cette inclusion est continue pourvu que la vari¢té soit & géométric bornée.
Nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 3.1 Soient(M, g) une variélé Riemannienne compléte non-compacte de
dimension n > 2 ¢t 1 <P <ntel que p? < n. Soient a, [ € C®(M) deus Jonctions

lisses sur M. Supposons que lopérateur Lyu = Aju + a(z) [uP? p est coercif. Sous
les condition sutvantes
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- (M, g) est & géométrie bornée i.c : Rice > —c, 0uc >0 est une constante, et
le rayon d’injectivité est strictement positif.

2. Les fonctions a ot [ sont bornées et [ est strictement positive.

. Il eziste une constante C > Q telle que [V f| < Cf,|V2f] < Cf, [y lai7dv, <
C [uJdvy < oo et Jar FP/Pdy, < o0
&n un point z, o la fonction f atteint un mazimum, on suppose I’ un des cas
suivants
(i) p<2,n>3p—2 et a(z,) < 0
) g 8(n—1) ~Af To) 2R(x,)
(i1) p=2 et = @(T,) < Ty T =

(i5i) p> 2 et (%ﬁ)%{l_)l < R(z,).

Alors, il eziste une solution positive faible u € Y (M) de Uéguation (3.1) telle que
u € CI'Q(K) sur chaque sous-ensemble compact K de M pour certain o € (0,1).

>

3.1 Construction d’une suite minimisante

Dans cette partic, on construit unc suite minimisante pour Péquation (3.1). On

commence par donner le résultat de O.Druet [26] obtenu dans le cas des domaines
compacts.

Théoreme 3.2 (O.Druet[27]) Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte

et 1l <p < ntel gue P < n. Svient a, [ € C®(M) des fonctions lisses sur M. On
suppose que l'opérateur [,y = Apu+a(z) |ulP 2y est coercif.

On suppose qu’ en un point z, o4 lq Jonction f atteint un mazimum, on a les condi-
tions suivantes

(i) p<2,n>3p-2 et a(z,) < 0

. _ 8{n—1 ~Af ';Z 2R To)

(ii) p=2 et -—L—L(n_zg(n_“a(xo) < f(p)’ + ==
(i) p> 2 et (L‘j;ﬂ)é}i(‘;j—;) < R(z,).
Alors, il cxiste une solution positive u € HY(M) de Péguation (3.1) telle que u €
C"* (M) pour certain o € (0,1).
Soit (Qj)j une suite exhaustive de la variété compléte M par des domaines compacts

[
a bord régulier tels que §2; C 2. On définit
uSy) = inf [ (vur +fupyan,
£y

{ueH{’(ﬂi):fni [ulP” dug=1}
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Soit (u.,)j une suite de solutions, donnée par le théoréme 3.2, du probléme

[ A +a(e)d™ = u(Q) fu’ ™ sur /
u; >0 sur §2; (3.2)
uj =0 sur 0f);.

D’aprés la décroissance de la suite 1(8Y;) et la coercivité de Popérateur Lpu = Aju+
a(z) lufP~*u, on obtient,

lull irea,) < %N(Ql) (3.3)

ou ¢ > 0 cst une constante. Puisque (3.3) implique que la suite (u;), st bornée dans
Uespace HT(M), on peut en extraire unc sous-suite de (u;) encore notée par (u;) telle
que u; converge faiblement vers une fonction u dans T(M). On obticnt alors

Proposition 3.3 La suite (u;) converge faiblement sur chaque compact K de M
vers une solution u € SV (K) de

Apu+a(z)uP~t = fup=l gur I
u>0 sur K (3.4)
u=0 sur K

pour un certain « € (0, 1).

Pour prouver que la suite (u;) est bornée dans Ch(K), on utilise les résultats obtenus
par O.Druet [26] dans le contexte des variétés et dont l'origine remonte & Tolksdorf
[68], Guedda & Veron 137] et Vazquez i72].

Proposition 3.4 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. Supposons
que u € [I7(M) est une solution de Sputa(z)wr = [,n>21 <« p<mn,a(z) €
Le(M) et feLr»(M), alors u e LY M) pour t € [1,00).

Proposition 3.5 Soit (A, 9) une variété Riemannienne de dimension n. Supposons
quen 22, 1<p<mn, feL(M) pour certain s > > etu€ HY(M) est une solution
de Dpu=f sur M. Alors u € L*(M).

Proposition 3.6 Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n et h(z,r) € C°(M x R). Supposons que n > 2,1 <p<net V(z,7) € M x
R jh(z,r)] < ClrfP-1+ D, Sin e HY(M) est une solution de Apu + hz,u) = 0,
alors u € C’l'u(M). De plus HUHCI,Q(M) < ¢ ou & est une constante qui dépend
seulement de |[ulf ooy et de iHh(z, ") gooary -
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Preuve de Ila proposition 3.3. D'abord op montre que la suite (u;) est bornée
dans L*(K) pour tout ¢ € [1,400). En tenant compte de la Proposition 3.4, il suffit
de vérifier que la suite (a(z) - Jul 7P} est bornée dans Ly (K).

On a

/;a(x>—fu§*-f';%dyg 32%-1/<;a<x);% 13 Y,
K

207 + (A1) (lusi )7

ot flufiX = ([ ]u]"dvg)l/p. Puisque par relation(3.3) la suite (u;) est bornée dans
LP(K), donc dans [ (K), on obtient directement le résultat. En suite, on moniro
que (u;) est bornée dang L®(K). D’aprés la proposition 3.3, on doit montror que
la suite g;(z) = —a(z)u;(z)P~1 + J{)u;(z)P" 1 est bornée dang L*(K) pour certain
5 > 11; Mais cela est une simple conséquence de la proposition 3.4,

Enfin, on pose A(z, ;) = a(z)ul™t — f(:c)u;.""l, puisque par hypothése ies fonctions
a et f sont bornées sur la varicié M, il suit que la suite (A(z,u;(x)) soit bornée sur
le compact K. Parla proposition 3.6, u; € Ch(K) et fus )l < c(p,n, K, 9511200 ().
II'suit du fait que (u5) est bornée dans L®(K) que les suites (95) et Clp,n, K, 1951 Lo (1))
sont bornées et par censeéquent, la suite (u;) est aussi bornée dans Ct*(K). Donc par
le théoréme d’Arzela-Ascoli, la suite (u;) converge uniformément vers- une solution
faible u de I'¢quation (3.4) sur chaque sous ensemble compact de M 4

2.2 Convergence forte de la suite minimisante

Dans cette section on montre que la solution u est non triviale. Pour cela, on
donne des conditions suffisantes qui garantissent la, convergence forte de la suite de
solutions construite dais la scction précédente.

Soient K un sous ensemble compact de M, 2K un compact qui contient K ot
1€ C®°(A) la fonction

0 sur K
n(z) = .
Ll sur M - 2K,

Soient £ > 1 et (ug) la suite de solutions donnée par la proposition 3.3, On note par

l-i» la norme dans [P(M). Dans la suite, pour effectuer la convergence forte de la,
~1

suite {u,}, on estime la quantité ||V (p [y, * Mzoan. Clest 1a ott les conditions
de la décroissance & infinie sur la fonction J interviennent.
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Soit {Q%} une suite exhaustive de la varigté M. Désignons par A; 'ensemble

Ak-—{uE[/"QA) /f?/; duy = 1;

ct /x(u) la fonctionnelle

o= [ (9 + up)as
On montre la proposition suivante
£roposition 3.7 Sous jes conditions (1), (2) et (8) du héoreme 3.1 et
(sup f(x))"/"" inf Ii(u) < ¥ (n,p)",
M-K uchy

P ke
la quantité WV 7 u, ? My est bornée.

Preuve. Pour p > 2, on utilise Iinégalité de Simon [65], cest & dire pour tout, deux
champs de vecteurs A et Y sur la variété M,ona

XY <SG {(XP2X 4 |y -2y x & Y)

0t G, > 0 est une constante ot () est la métrique sur M.
On obtient alors

HV(nf” uq )111 2 (M)
ktpei
/}Vkﬁf" Ug " )Ipdvg
k+p—1, 1 & ,
/ (e P V(ns#) + (/7 Juy™ T P,
(&kz=ly, gy o Y
<G [ [u T g g i

+ (o o 500 17l

ktp—1
X [uq ? V(Uf” )+ kiL(Vlf" )Py qu]dv

=, [ | 19 o, +<—1—k‘+’-1> | @ s pa,
M M

x bzl / WU ) PR T 05, V),

[ 05t Y 01#), Vi),
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D’une autre part,
/ T)Pf”/p'uf;Apuqdvg = /”/ Upfp/p o I‘qu)pdvg
M M

+p /M 7P TP (T, W (7))

ct

/ Uf?ukﬂ’ A (nf” Jdv =/ e 1'V(WF” )dv,
M M
+k+p—1) / (17 Y™ =29 (0 7)Y, Wy
donce
”V(Uf" Uq T )“L o (M)
r - .
<G [/ nf”%“gﬂ-lAp(??f” 7 )dv, + = (k i l)p/ i [P ugAp“qug
L M Y M

~=l(kp 1) / [ nfr‘*usﬂ-ﬂv<nf#>rp-2<wq, V(n#))dv,

11— ~-1p-- -I
R [ it v, - V0, V0 ),

Y L Y 0 .
Uq sont solutions faibles de |’ équation (3.1), en utilisant (nff?)”ué' comiue fonctions
test, on obtient

/(T/f’%)p“gap“qdvg
M N (3.5)
=~ [ @i, 4 o) [ o=,

M M

Par Pinégalité d’Hélder, on obtient

i ST /
/N I gy, (3.6)

. . I—f; L ktp-1 . r/p*
<tap 177 ([ iy ) ([ sy )
M-K JM-K oS M
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Le terme de droite de (3.5) s'estime ainsi

z L kpml »/p*
/ a(z)(nfw gLy, < // pdvg> </ (nf?uq-i’-)]" dvg> .
M M-

Puisque par hypothése

</ la(z !dvg>p/n<C/Mfdvg<oo

on peut choisir un compact K de M tel que

£
dv, < —.
J Tt

Donc

! .
/M (nf> )”uéApuqdvg
\ P (3.7)

(e ) () )

d’autre part
V(n/¥) = # Vg + ~nfn vy
ct par hypothése IV I < C, on obtient alors
Vs < v+ I <cr

ou C est une constante universelle.
Donc

AT S,

M (3.8)

<C f#ufl’”"z}qu,'dvy.
M-K

Par I'inégalité d’Hélder on obtient que le terme & droite de cette inégalité cst bornée
supéricurement par

/M « fp/p'ufl“"’pd]Vz/,q]dvg (3.0)

1 .
< </ ]qu[”dvg> (/ (f”/”'u;’*'”*z) dvg)l_%
M=K M-K
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toujours par inégalite d’Hélder, on obtient

nlc+p 2 ngp 2)
» n 1 s (p-1 1 p=1)
\ I'Z dvg [P RS ﬂdU/
JM-K

k+p 2 1_p’k:+p—2

tp-2) P (p-1 P (p-1

S ([ 5 ([ )
M K

M-K

Comme précédemment, on obticnt
P T, D,

<C fp/p.uf;l,vuq‘p_ldvg

M-K

7 *(p-1 l_ﬁ
o[ rmaa)f ([ rrmsa)
M-K M~K

Puisque o = (p —-l)p k,onaurap—a—w %‘:%’“>Oct

"

/M B ik iV, | *dv,
1- K

/ p v P pin 1 -
(L mem) ([, v

sl

o

(=1 » .o\ ITS
< (sup f)gp-nlk (/ quuq}pduq> (/ Vi (lvg) .
M-K M-k ' M-I

D’autre part,

=B5(0S7) = — div(V (o F)p2u )
= VAP AMIF) + trace (VIV(n /7)ot (/)

et

Ag(T}f'Tlr) - f’%AgW -+ nAfFl‘ —2trace(Vn @ Vf’%)

(3.10)

(3.11)

1 1 _ 1 - 2 1 ,
< fFl‘A7/+E(1—£;)T/f’TI’ "Wff%;n/# 1A/+;,,f? vyl
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alors X 1
[A(nfr) < Cfor
et . . »
V@) Pam ) < of 5
i suit du fait que

IVIV(/7)P-2) = (p - DIV )PV (7))
ct linégalité |V |V || < IV™*19] pour ¢ € C™*1, que

VIV )P < (p - DIV (S )P=392 (7)),

Maintenant, ouisque

M A T T S I vy
on aura
VIV(nf#)r? < o5
Enfin, on obtient
1A/ 7)| < Cf 5
et

1 1
/M N7 ug P AL (0 f7 ) dy,

<C fﬁ/p‘uﬁlﬁ-p-l (3_12)
M-K

Hh g 1-A2pol
<C ( u’;‘dvg) (/ SR dvg> .
, \ M~K M-k

L’incgalite de Sobolev implique que

» p/p*
</ ug dvg>
M-K

< (K(n, p) + ) /

M-K

[Vug|Pdv, + A/ ufdu,
M-K

(r . / /
< (K(n. o7 » 24y, | .
< (K (n,p)” + 2 K./M—A» Vgl @vg + K(n,p)p+¢ M-K Ha
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puisque I'opérateur Lyu = Apu ~ a(z)[ulP~2y est coercif, on obtient

) n/p*
( / u’{l’ dvg>
M-K

1 A ‘
< 21 p 5 p »
< C(A(n,p) + €) max (1,[{(%77)17_*_6)/A_K(;qu} + u})dv,

< C~Y/ ([qul" + Ug)dvy,
M

ot = H{K(n.p)? + &) max (1’ 1<(n£)n+e>

par construction de la suite {ug}, qui est de Support compact dans {2, on a

/ (IVuel? + a(&)ul)d, = 5,
J M

. [
</ uf dvg> <O,
M~K

Puisque par hypothése les multiplicateurs de Lagrange satisfassent
1
K(n, p)P(supy,_g [P

. n/p” }
</ uy dvg) <C. (3.13)
M-K

En combinant les incgalités : de (3.5) & (6.13), on obtient

o Hz -1 p/p* .\ I=#
ffv(ﬁf”Tu(/ )”L,, M) <A <3up f) </l:// P fUZ dvg) +e

M

e * p/p*
/ <T}ff’ Uy " ) d'ug> +C.
\ M-K

Toujours par Pinégalité de Sobolev, cette Cxpression est majorée par

() (L) -

1 kdp-i
D) + )V S5 g ™ )+ Al ey 7 p>+c,

donc

A <

on aura

N——

X ip

/“\/_
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ot A'(n,p) est la meilloure constante dans 'inclusion de Sobolev.
Maintenant, pour le dernier terme de (3.14), on écrit

p/p*, kt+p—1 ;
/ f Uy, du,
M-K
tp-1 tp=l
N = r ) - 1- > p*
< u” dvg f%” “""”“dvg
= q
M-K M-K
1

Fﬂl;.ll-kz \ n+q l_n-;q—
< (sup f> (/u” dug </ f”/’"dvg)
M-K /)

< 00

Par hypothése sur ies multiplicateurs de Lagrange, la quantité
kipol

1
IVnfru, 7 1K o(M)
Cst majorée,

Pour 1<p<ag, inégalité de Simon [65] s’ecrit
XY <G (XX + v 2y, X +Y)E(XP + [vp)i-t

pour tout deux champs de vecteurs X, Y sur la variéte M. Posons

ktp-1 1
X=Uq ? V(nf'?)

et
k+p—1 bik+p-1
Y = \“*(Uf Jug® (Uf” )U(l Vu,,
Yy p
alors

e k+p-1, k2l p
Ug T VIS + =L i P

( (E2=1y 1)
Ug

—

<G| Vs #)P2v i)

P g T gy e V)

[ ktpoi .o k+p~1, 1. & 1p/2
« \uq" VO - o )
- k‘-.‘-rl—-l\ €L o 1
x [V E ) 4 S PO P ]
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donc

P

L EEp=1
)

v (nf?uqk ;

y 1 k -1 1 _
<G, | [ wigsip (L ity

+ k 1‘; ~ 1(T}f#’)u{’;’+p—21V(7}f7}‘)‘lp—2<vuq) v(’f/ff_’l*"»
Etn=1y,. - - 1p/2
+( ; Sy bV, P 2<V71,,,,V(7/f;lf)>j

F o ST k+p—1
X |ug TV (£ 4 ¢

1-2
PO ] g,

D’apras Pinégalite d’Hélder, on obticnt que
: Y kdp-1 »
v <77f” Ug " > HL,,(M)

o 1 k+p—1 s . |
<q, ( / [u VOIP + (Ly nisi

k+ —1 1\ by Ly, L‘
" ;']j (/7 Jug =219 (n 7 7 Vg, Vinf))
k+p~—1\_ Lonlt _ o] 2/p
T Y gt Y, vy | dw)
J

k+p-1

i
x ( W1V (e 4 ¢ )f’(nfﬁ*)ﬂu:*;vw”)dvg) .
M

Procédons comme dans le cas p > 2, on trouve qu'jl existe une constante ¢ positive
telle que

IV u, * e < o
p <

3.3 Théoréme genérique

Dans cette partie, on donne une conditions suffisantes pour que la suite (uq)q
converge vers une solution,

Soit A" un compact de M. D’abord on montre le lemme suivant
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Lemme 3.1 Supposons que toute sous suite de {u,} converge vers 0 dans LP(M),
p>1 et qu’il existe une constante C > 0, ne dépend pas de q, telle que

-1

‘ 1 ktpoi
IVferug * )P < C

ot k > 1. Alors lim sup # fM(nf?’l‘u,,)T"dvg =0.
g0

Preuve. Supposons que limg—, o sup fA,,(anl"uq)”’ > 0,
On utilise I'inégalité d’Hélder ot on obtient

n{p—-i)4+p
- — nk-p
__1‘_ o ‘ _1; k+p"1 p nsk-f-ﬂ 1) ngﬁ-‘:g;l nlk+p-1)
(/7 u,) dv, < sup [ 07 uq Uq dv,
M M~K M M

donc
n "’+B"1!
lim sup/ ug ™77 dy, > 0.
M

g—00

Ce qui fait une contradiction avec la fait que tout sous suite de u, converge vers 0
dans LP(M),p> 1
Désignons par A, Pensemble

A={ue B (M) /M flulP dv, = 1)

et par /(u), la fonctionnelle

I(u) = / (IVuP + [ulP)du,
M

Soit
= inf[{u
p=infl(u)
En appliquant le lemme 3.1, on prouve le théoréme générique suivant
Théoréme 3.8 Soient (M, g) une variété Riemannienne compléte, non-compacte de

dimension n et G géométrie bornée, L<p<m, eta, € C®(M) des fonctions lisses
sur M avec f > 0. On suppose que

1. L'opérateur Lyu = Ayu+ a(z)uP~! est coercif
2. Les conditions (1),(2) et (3) du théoreme 3.1 sur la Jonction [ sont satisfaites

42



-

T,

R g S N R REEBTTE e

e

R . AT

e T T T

R R oy

A, BT %ty

3. usupy f)7 < K(n,p)-r,

Alors équation (3.1) possede une solution, faible et positive u Ch(K) pour tout
compact K C M et un certain o € 0,1)

Preuve. Soit U, la suite définie dans la proposition 3.5. On supposc que

,uf(:c))”/”‘f\’(n,p)”lim sup/ fu{]"dvg <1
g—oo B(z,,8)

donc, par la proposition 3.7 et le lemme 3.1, on obtient

lim sup/ Jul dvg =0
g0 B(z,,4)
ce qui contredit le fait que
/ fulldy, = 1. (5.15)
M
En effet,
X
* * TN "n* /
/ S dv, = / ful'dv, < L/ ey, (3.16)
M “ Ule(zi’J) i=1 B(.l‘,,é)
ou M = U2, B(z;,4).
Donc, on aura automatiquement
wf(2))P'7" K (n, p)? lim sup/ Jul dvy > 1
g—00 B(z,,4)

et puisque par hypothése WS ()PP K (n, p)? < 1, on obtient que

lim bup/ /uf;'d'ug > 1.
g—oe B(x0,6)

ce qui est contradictoire avec (3.15). Donc la condition que toute sous suite de {u,}
qui converge a pour limite 0 est fausse. Ce qui prouve le théoréme

Excmples de fonctions qui satisfassent & ia condition (3) du
théoréme 3.1

Les conditions du théoréme 3.1 sur la décroissance & I’infini sur f sont satisfaites,
par exempie, par des fonctions qui ont une décroissance exponentielle : [ ~ 7=
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VI~ pa-l g Vif ~ 7072 gyec > 0ct g > n”p—'. Puisque [, f7/""dy, < +oo
implique que m est intégrable. Si la fonction a décroit a l'infinie comme r—¢

r

, alors la condition que S f%dvg < C [y fdv, < +o0 implique que I’exposent g
vérifie ¢ > p.

3.4 Fonctions test

Dans cette section, on démontre le théoréme principal de ce chapitre (le théoréme

3.1). D’aprés ce qui précéde, il suffit de vérifier Jes conditions du théoréme 3.8. Dans
la suite, on montre que la condition (3) de ce théoréme est satisfaite par une fonction
radiale.
Soient A un compact de M et z, € M \ A" un point ot la fonction f est maximum.
Désignons par r = d(z,, ) la fonction distance du point T, & z, un point arbitraire
de M\ K et soit § > 0 une constante plus petite que le rayon d’injectivité. Pour
€ > 0, on considére la fonction test suivante

{ LB\ 1=-n L\ 1-n . o
(z) 4(&;—7‘%1)1 P=(e+dF sir <
Ue(T) = .
LO sir >4,
Considérons un systéme de coordonnées normales géodésique autour de z, et faisons

un développent limité de [{ue) pour € — (. '
Ueos) Iu2 d”yy;’l}

AIOI‘S, on a |
[V (z)|P = {(;’—:{Z)P(g -+ r?x‘i’“x)‘ﬁr(;ﬁ) ifres
E (0 ifr>¢
donc
" o ] ,
/ lvus(x);pdvg = (fl/ p)P/ (5 + T;“Li)"n,rn-f-;i—ldr dQ (317)
Biod) p=1 0 /Sn—l(r)

Ot df2 designe I'élément volume sur Ja sphére S™=1(),
Le développement du Vdet g dans un systéme des coordonnées géodésiques en un
point x, s’écrit (voir par exemple [8})
Vdetg=1- R ziz? + o(r?).
Soit S(r) = fsn_l(r) df2, un calcul effectué dans [5] donne

R, 2
S(r) = wpq (1 - e + o(r?))
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Ol wy_1 est le volume de la sphére standard -1 de R,
L’intégrale dans (3.17) devient

s
_ -1 3 R

/ )Vgue(:c)j”dvg = (L p)"wn_l/ (e + r1~n)‘"r"+pil 1———r? 4 o(r2)> dr.
B(0,6) p—-1 0 6n

lp
Posons s = re™5 , On aura

n — p n 66 4 P -7 1
/ ]Vue(x)‘”dvg = (\-)pwn_lgl—ﬁ/ (1 + 31~p> Y=
B(zo,6) p—1 0

. (3.18)
X (1 - éfz—szszpp—l + o(s2es2nv—1 )) ds
On pose
o0 .
= / LI + t)7Pdt  avec p — g—1>0,
Jo
1
B(p,q) = / P71 - 89t avee p>0, ¢>0.
0
prenons (= 5175, alors Vintégrale dans (3.18) devient
[ Vupa,
7/ B{xo,0)
e
" o 1 7 — ” §p-Tg ‘ _
- -[)—-—(Li—)pw,,,_lsl_ﬁ[ / (14 1)~t=Dy
P p- 0
FET -1
R{x,) 67 Te 1) 7
_ 62(1_51) 16\;;()/ (1 + (f)—né(n+2)(1_51)d/, + O(EE(ITZ)J
0
-1 nf [ -1
= G ] [T gmea-y
p 'p 0
o~ 00 00
- g“-:‘JL‘é“"’)/ (1 + )7 20=0) gy _ L (T+)Ter3g,
T 0 JEFT -1
[})‘ ; oo 2p— -
+ &% —,—‘,)T(”"(') o (L) 0050, o(e—(pTQ)J.
mn §P-Tg-1

On a | - s
m/ﬂ%rluﬂ) a-3gr = g
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et sin+ 2 > 3p, alors

o0
lim/ 1+ ¢) 0= .
6 #5_1( )

&0
Donc
/ [Vue(z)Pdy,
B(z,,6)
— - n -1 iy Ri{x -1
~p-lm Lypg, i3] r0=) _ 2mp Blo) merya- T o(e21-)
p p-1 | 6n

D’autre part, un caleul simple, donne pour (p > ¢-1), la formule suivante

I’((/+1)f‘(p—(/-—1)
N=Blg+1,p—qg—-1) = )
P (/ 7 1 ) P(P)

ou I’ désigne la fonction d’Euler, par laquelle on obticnt la relation suivante

raa=g) _ Dl +2)(1- 1)+ riee2 _ 3)[-",<1~;') = a(n, p) 110
' [{n(1~1)+ Lr(z -1 e
Enfin, Pinégalite (3.18) devient
[ vu@pa,
B(z0.68)
p—1,n—p -z a(l-1) 2(1-1) R(z,) 2(i= 1)
= ST e T L P = 20 py T 2 by
> <p-1) Wn_1€ [I-¢ a(n, p) o +o(e )]

Le développement de ‘[B(z 5 aulduy s'effectue de la manicre suivantc ;
0y
on ¢éerit d’abord

a(z) = a(z,) + Via(z,)z' + o(r?),
ct
dvg = (1 + o(r?))dz.
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Posons v = (¢ + §7-1)'"% on a alors

/ auldy,
B(x,,8)

= / (a(z) + Via(z)a* + o(r%)) ((e + ritryi=} v)" (14 o(r?)) da
B(zo,6)
p~n .
= / (5 + rr—’g—l) (a(xa) + Via(z,)zt + o(r2))
B(z,,8)
21 n_g
X <1 - pv <5+r$‘}r)” +o<e+rr757>p ) (1+0(r?%) dz
/ 2 \P-n _p_\P=n+I-1
= a(x,) (& + 7'ﬂ-1> d — pl/(L(:{:(,)/ <e + 'rp-x) dz
B(x0,6) 3{x0,6)

/ p-n pontZol
+ Via(z,) / e+ rr_’f—l> Ttz ~ pl/Via(xa)/ (e + rFfT) " didx
B(z0,8) B(z4,5)

p-n -1 p—n
+/ <€+TF-LI) 0(€+TF'-’T>” cl:c-}-/ <6+TFJ—L1> o(r®)dz
B(z0,6) B(zo,5)
p—n 21
+/ <€+7‘F€T> 0 (5+r7£7>p o(r?)dz
B(x0,6)

on note que

p-n APt Z-1
/ <5+T;f—1) z'dr = 0 et / <s+rf7p-_1> "o dldz =0
B(z0,6) B(z,,8)

cela entraine que pour tout 1,

»
/ auldy,
B(z,,4)
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Posons r = (e£)r"%", on obtient

/ auldy,
B(x,,5)

p — 1 n 65@‘{5-1 1
= ——-wn_1a(z,)e" " / t"’(l"i)"l(l +L)P7 L+ o(eP”
b 0

Puisque p < n?, on a

© 1
lim/ t"(l’ﬁ)_l(l + )Pt = 0;
g

e—( P=Te~1

donc,

p—1 —n n(l-1)~1 -
/au’gd'ug = p—;wn_la(zo)sp » I,T:_p "+ ole?

n

)

d’aprés les formules Suivantes

™ 1\\ ™'n
]n(l—%)—l _ 4 (”(1 - ;)) i (; - p)
" L(n—p) ’
Jrn (n(l -1+ 1) L(E-1) n1-Yr (n(1 - %)) Lz -1)
" - L(n) h (n)
on déduit que
n(1-1y_: rin)r(z - n(1_1 n(1-i
e L N S}
w1~ D00~ T (E =)
et finalement
—np—~1 n.(l-—l) p-
auldy, = P P e——wn-10(2,)b(p, n) I, * +o( )
B{(xo,4) P
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Maintenant, on développe le terme f Blaas) L UL v,

é N

/[J(:no.(f) S dv, = /o rn-I ((E + P ”)p dr /Sn—l(r) SVgdQ
ey

X /S"-l(r) (f(:co) + - V;,f(xa)x zl + o(r ) <1 1 Rij(zo)z'a? + o(r )) A0

5

2/0 T <<5+”’ 1)1—; —l/> dr

g /sn—l(r) [ﬂxo) i (éviff(xo) = f(z,) Rijc(s%)) z'al + o(rQ)JdQ
et [ e (S )0

é Z, 2
=eneafle) [Lree sty (1 (B Sl ),

. 1-r .
Soit s =re™7 , on obtient

p— 1 . de™ P e
S 7 0= P e [ ity
B(z0,8) p 0

R{: o q Co —1 2(1=1y-

x {1~

Posons ¢ = SF‘:T, oil aura

n—1 67T et !
/ Jur” dv, = Twn 1S (o)™ / A”(l"ﬁ)*l(l +L)
B(xq,6) 0

Rzo) Ay f(m,) 2(1-4) 201-4) 2(1-1)y _21-1))
1- ‘ ¢ + o{t™ 0] dt.
"< S Tanfley )t T TR

ctsip <1+ %, clestlacassi p?<n, ona

oo
Iim/ "N 4 ) = 0
)

£~+0 T -
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o 1
1im/ (HAC=2)=1] 4 g)ngs =
§p~Tg-1

on déduit alors que

- cn [ m(lei)e
/ g doy = B0y, (a)e® [ 0P
B(x0,6) p L
R(JIO) Af(.iljo) n+2)(1—-:;)—1 2(1-1) 2(1-1) 1
_< 6n +2nf(x0) n e role )J
en posant
T ((n+2)(1 - b)) r (2=test)
C(’I'L,P) - 1 n
r (n(l - ;)) r(z)
on obtient
/ fugtdvg
B(z,,8)
mp—1 n(1-1)-1 R(z,)  Af(w,) n(1-1)
— e To [n i3 1 — ’ [n p
€7 Wn-1.f (o) [ ( - +2nf(xo) c(p,n)

alors

-3

.

R(zo)  Af(z, e o
X [1_< 6(;)-%-27&{,((;))) c(n, p)e p)+o<62(1 p)N.

- =n 7 — 1 n
/ T dvg = €7 " (@), ) s
B(w0,8) (3.21)
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en combinant les égalités (3.19), (3.20) et (3.21) on trouve
fB(zo‘J)(lvu?, + auf)dv,

. p/p*
(Jotewsy S0 dvy)

= '2:-—1w n=p) ' By n z,)) "7 .
= (B oneth ) C22p o s (3.2

x [1-~ <ﬂ(§%’)]{(xo)52ﬂ—%) - b(n,p)a(ﬂ?a)ff”"l> +o (52(1—%)> Fo(e)]

- p [ Rz, Af(z, _1 _IyN ¢
x [1+ L (‘éf?) + ng—/}%) c(n, p)e*=%) 40 <52<1 P)> l.

On rappelle que la fonction

n

o=

réalise la meilleur constante dans 'inclusion de Soboley HY(R™) C LP"(R"Y), c’ost &
dire

\12/1)
< o d:z;) dz = 1\"(n,p)p/ \VoiPdz,
on obtient alors que

n—p

S

[e o] oo
)”wn_l/ (14r71) " T g = K(n,p)™ <wn_l/ (1+7rp1)"mp Tl‘ldr/
0 Jo

™ I
L potant f = w7 on

p—1n-p * ~nyn(i-1)
—— L™ T
- <p_1>wn sy
(1-1y-1, \" e
= K(n,p)™P Kwn 1“/ 1+ 5 dr)
par conséquent,
, , /p*
p—1,n-p n(1=1) , L /p=1 n(i-1)\”
) (p_ l)pwn—-l[n Pl= K \n)p) p< D Wn— ld(n p>[ >
ce qui implique que
y
n—p,/p-1 a(1-1)\ »
K(n,p)™? ={ P Wooiln P d(n,p)"»
( G e ) o

\p/p'
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Donc I’¢galité (3.22) devient

Vul| + aul)duy,
fB(EmIS)(} , L 9 — K(n’p)—pf<xo)—;lq— !:1 . (a‘(g;;p) R(xo)gz(l—‘;;)

(fB(za,g) fu?‘dvg
—(: - ;)pb(n’P)a(To)Ep Y +o (.52(1 ;»)) + o(E”"i)J
Rz, A, f(z, N o
xb+ﬁ§(én)+%%é)>dmm£“n+ﬁ@mpbj

= K(n, ) f(z,)F [1 -{ [( srp) —”—C(”’p)) R(z,)

6n p* 6n

2y Bell)] amy pmn, |
e ( aP)an(xo)JE (n——p) b(n,p)a(z,)e } (3.23)

9

+o0 (6”'1) +o0 (ez(l_i)%ﬁ )

Sil<p<2etn+2> 3p, Pexpression entre crochets dans (3.23) se réduit a

p—1
n—p

I+ 7Pb(n, p)a(z,)eP L.

Dong, si a(z,) < C, on aura

S
]

4

Po(n, pa(e,)eP~t < 1.

= < K(n,p)™f(z,)" % (3.24)

=t satisfaite.
Si p =2, le crochet (3.23) s’écrit

1_//a(n,2)_n—2c(n,2)> ; 1

_ 2 lop N
on n on R(z,) (n )b(n,2)a\xo/

-

=2 Af(z,)
L;—;§%ﬁdm%)s+dd
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Chapitre 4

L’équation de courbures scalaires
prescrite du type glaéralisé sur les

-

variéiés compactes & courbure
scalaire negative

Dans ce chapitre, on étudio 'équation de la courbure scalaire prescrite du type
généralis¢ (3.1) sur une variété Riemannienne compacte . On considére le cas ol la
fonction f change de signe. Comme il est facile de constater, I'approche variationnelje
présentée dans les chapitres précédents ne convienne pas ce cas. En effet, si f change
de sign l'ensemble A, défini plus haut peut atre vide et la fonctionneile 7{u) n’est
pas minorée sur cet ensemble. On procede par troncature.

Solent (M, g) une variété Riemannicnne compacte munic d’une métrique ¢ ct f une
fonction lisse sur M. Avec les mémes notations du chapitres précédents, pour pE
(1,n), on considére sur la variété M I'équation

Apu+auP™t = fz)u?" 1 (4.1)
ol Apu = —div(|Vu"* Vu) est Popérateur p—Laplacicn de u et a est unc constante
négative,

Notons f~ =inf(0, f) et f+ = max(0, ).
Soit A I’ensemble

A={ue H,u>0,u#0: [T duy = 0}
M
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P et 5

Posons

= inf
As ueA S P du,

et
Ar=o00sli A=¢

Dans la premiére section de ce chapitre, on démontre le théoréme suivant
Théoréme 4.1 [l eziste une constante positive C' > 0 dépendant seulement de
=/ § fdv, telle que si [ € C®°(M) satisfait les conditions suivantes

1. 1’ a ’< /\f

2. sup f*dvy/ [ [~dv, < C

3. sup f > 0.
Alors Véquation (4.1) admet une solution positive de clusse CY (M), pour certain
a € (0,1).
Dans la deuxiéme section , on démontre que les équations sous-critiques

Bpu+a(z) [l u = f(@) " u,q € (5, p). (4.2)

admettent au moins deux solutions distinctes. Cela est énoncé dans le théoréme
suivant

Théoréme 4.2 [l eziste une constante positive C > 0 dépendant seulement de
[/ J [~ telle que si f e C®(M) satisfait les conditions suivantes

1. ! a [< /\f

2. sup f*/ [ f~dv, < C

J. sup f > 0.

Alors 'équations (4.2) admet au moins deuz solutions positives distinctes de classe
Ch*(M), pour certain o € (0,1)

4.1 Cas critique

Dans cette section, on prouve le théoréme 4.1. Pour cela on utilise le résultat
suivant

Théoréme 4.3 Soient V un espace de Banach reflezive et X un sous ensemble
faiblement fermé de V. Soit encore S X = RU {00} une fonction sur X telle que
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1. f est coercive
2. | est faiblement semi continue inférieurement, i.e.u, — u implique que f(u) <
liminf f(u,)
alors
1. G=infeex f > —o00
2. il eziste x, € X tel que S(zo) = .

On considére la fonctionnelle
R = [ (vl +ajup)ds, - [ 7 it g €l 7 (4.3
Jm Jar

On va montrer que la fonctionnelle Fy- est faiblement semi continue inférieurement
sur une boule

Bupian(0,0) = {u € HI(M), 02 0, | w [l < g}

Lemme 4.1 /] eziste p >0 tel que F,e est semi continue inférieurement sur la boule
Jermée By (M)(0, ).

Preuve. Soit {u;};»1, u; € E;,;»(M)(O,p), une suite telle que w; converge faiblement
vers une fonction u dans HY(M). T existe sous-suite, notée encore u; telle que

1. u; — u fortement dans Ls(M) pour s < p*
2l ullapoan < liminf || o oy
3. u;(z) — u(z) presque par tout dans M.

On doit montrer que
/ 1 VulP dv, —/ ]Vu[p'dvg - / S (u?‘ - u”‘> dv, > o(1). (4.4)
M M Ju
D’aprés le lemme de Bresis-Lich [19] et la propriété (2) sus-citée, on a

AR e S

et

/M S (uf - u”') dv, = /M g - u;‘p‘ dvg + o(1)

o6



1

Il

f

i

N N e o

o B

R

Sl

D’autre part, Vinégalité de Sobolev nous perimet d’écrire
/ flui ~uf dvg < sup f(z) max (K (n,p)? +¢,A)F flug—u |2
M M

HY (M)

olie > 0et K (n, »), A sont les constantes apparaissantes dans inégalité de Sobolev.
Alors, le terme de gauche dans I'expression (4.4) est supérieur oy égale &

I, (1 = Sup f(z) max (K (n, p)? + e,Aﬁ) s = w70 +o(1)
> P77y -y j,”;llp(m (1 - sup J(z) max (K (n, p)” + £, A)P'T>

) +0(1)

max <H Uy [Hn(M

il suffit de choisir » le rayon de la boule B,,n(() p) petit, et le lemme st démontré
Mamtcnant on introduit pour n>0,p<q<p*, los quantités

I Vyu H’Z (M)
/\f',,,,1= inf

A(n,q) ” u l L »(M)
ou

N
A, q) = [U € HY(M):u>0,| WZo(ary= 1,/ S uldvg = "7/ .f_d'“.(lj
{ ‘ M M

« | Vu i?
L, =
/f.fhf] = A}n ” ~ (4'0)
{maq) u ”LP(M)
avece

,
Ana) = {we B uz o fupy L/ u"dvg<77/f dvg>

On suit Jes mémac arguments viliphe <ueg A Fae L s IS T Lo e
PILISE L fng BN ASTGESANLE har FAPPOTL & et est raajoré par Ar pour

tout n > 0. On montre auss que Ag, . = Alng donc Afing €St aussi décroissante par
rapport an et est ma)ore par Ar.

nourn>p>1

Lemme 4.2 Pour tout 4 € p,p* [, Aay tend vers Ar quand 7 tend vers 0.
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Lemme 4.3 Soit ¢ > 0, alors 1l eziste n, tel que pour bout 1) < 1,, il eriste qy tell
que pour tout q > gy, Ay, > Ar— e

Lemme 4.4 /| eziste Mo tel que pour tout n < 1, il existe I tel que pour tout
(I > (In’A./vrlvq > [a'l *

On note A'(n,p) et A les meilleurs constante dans I'inégalité de Sobolev :
Hu”iﬂ_ wy < (K (n,p)P + €) ”vguH][),p(M) + A”u“ﬁp(/v/)'
On montre le lemme suivant :

Lemme 4.5 Supposons que supf*/ [, [dvg < nu/8lal, ou
M

#=inf (la], /(A + (|a] + G)(K(n,p)? +¢)))

Alors pour tout p > 0, il existe & > 0 tel que pour tout u € HY(M) avee Il u

”2(1(/\1): P
ona Fy(u) > ¢ |l u HA,(M) pour tout g € |p, p*[.

Preuve. Soit u & H7() telle que ff u |7 =k avec £1-(/0) > o il /n [, [~ dv,.
Considérons la fonctionnelle )

Gy (u) = / [ Vou P dug+au P du, +/ fTuddu,,
M M-

alors
G (u) > a/ [ u [P dy, +/ STuldy,,
M M
et si
[ rrutdug > gk [ raug
M M
on a

G,(u) > a/ [ ulP dv, + nk S dv,,
M

M

> ok [
M
= iaj kT!/(/ (_1 -+ kl‘ﬂﬂli‘&%‘%)
a
> 101 kp/q.
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De méme, si

/ [Tuldvg < nk/ [ dvug
M M

Co(W) 2 (png +a) [l 4 + / Jutdng

on obtient d’aprés 4.5

d’aprés le lemme 4. 3, on peut choisir 7, et ¢y de telle fagon que pour tout ¢ <7 et
g>¢qy,onad= )\f,m +a > 0. Donc, G, sera minorée par

Golt) 2 Sl + [ futan,

. 02 q
01 flu “L,,(M) '*', al (lvu{m (M) / STuldy, - G (u)

-+ / ST uldy,
M

\,/

ol 4y, 6, sont deux constantes vérifiant § = §; + d,, donc

(14 2 €0 > 6l gy + 8 vt s+ (142 [ frutang

Posons 6; = §,4/iq| (K{7t,p)? +¢€), on obtient d’apres Uinégalité de Sobolev

52 do [/0r . " o
<l + m) Gylu) > M( P T E) '\\A (n,p)? +¢) “Vu“ZP(M) + A “Wri,,(M))

5
-+ \1 + f{—) /Mf_u"dvg
)

2 I, 11P/a
la| (K(n, p)r +¢) A

v

et alors
¢

A+ (o] +6) (K(n,p)p +¢)

G, (u) > o/,
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Posons = inf(|af, 6/ (A+ (la + ) (K (n, p)P +£))), alors si & < (4sup,, f+)q/q—p
on a

L) = G, (u)- /1\:1 [Tudy,
2 pkPT —sup [k
M

— %,u/c”/" + kP/a <§ ~ sup f+k1—p/q>
M
1
> — kPl
2 2#

Puisque par hypothése on a Suppos¢ que sup,, f*/ S [dvg < nu/8lal, il s'en-
suit que £, (u) > s1kP/7 pourvy que k < 29/977 (2 g /1 [ f‘dvg)qm_p. De plus.
si ¢ tend vers D", ;i ne tend pas vers 0 puisque, en effet d’aprés le lemme 4.4
on peut choisir 7, tel que pour tout n < n,, il existe gy tel que pour tout q >

W6 = Apya+a >0 et P (W) = lim F, (u) > TP 8 condition que k <
q—p*

2" (20al /g Jor £ dvy) e Puisque on a déja supposs au debut de cette démonstra-
tion que k& > (2]a] n [y [ du,) a-p , alors en passant & la limite, & appartiendra &

Uintervalle
;r _ n/p oo _ n/p)
,,L<21af/n/Mf w) " 2 (2!al/n/Mf i, |

Enfin, fixons p > 0, et soit u e HP (M) avee leell rpary = 0 et €& tel que km/n-r > &1p,
il s’ensuit que

1.,
Fpe (u) > 55 HUHH?(M) avec § = uf,
et la preuve du lemme est achevée. »

Lemme 4.6 Pour tout ¢ > 0 assez petit,  inf Fo(u) <0,q€ n, vl

jul <t
““lIH{’(M)_

Preuve. En effet, Fq () = aVol(M)er — gu=r Jor Fdvg, donc il existe to asscz petit tel
que inf  F (u) <0 pour tout ¢ € ]0,£,[ «

”u“;{{’(,’w)sf
Preuve du Théoréme 4.1, pyy théoréme 4.3 et los lemmes 4.1, 4.5 ot 4.6, il existe
une fonction u; ¢ Buroan(0, p) tell que Fpe(u1) = inf Fpe (u) <0, et pour p

lu”H{’(hj)Sp
. . . e I . . - = ~
assez petit uy doit vérifier ”'“'HH{’ < p, sinon on obtient par e lemme 4.5 Fy(u;) > 0.
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En particuiicr, u; est unc solution faible de I'6quation 4.1.
La régularité et la positivité de la solution se déduisent du théoréme suivant
Théoréme 4.4 (Druet [27]) Soient (M, g) une variéts Riemanniennc compacte de
dimension n > 2 et p € (1, n). Soit h € CO(M x R) une fonction telle que pour tout
(z,7) € M xR, on

(z,r)| < ClrlP"~1 + D
C et D sont des constantes positives.

Siu € HY(M) est une solution de Apu+h(z,r) =0, alors u € CY(M), pour certain
a€(0,1)

Théoréme 4.5 (Druet[27]) Soient (M, 9) une variété Riemannienne compacte de
dimension n et p € (1, n). Soit u € CY(M) une fonction telle que

Apu+h(z,r) >0 sur M
h est telle que

h(z,s) < f(z,7) Ve e M\Vr0<r<s
\h(z,5)| < CK + |rjp=2)r| V(z,r) e M xR,C > 0,K >0

Siu >0 sur M et u nest pas identiquement nulle, alors u > 0 sur M.
4.2 Cas sous-critique
Dans cette section on montre que les équations sous-critique (4.2) admettent au

moins deux solutions distinctes. La premiére solution est obtenue en minimisant la
fonctionnelle £, définie 4 la section 4.1 sur un sous ensemble fermé de fi7(M). La

deuxiéme solution s’obtient en appliquant le théoréme du col d’Embrosetti-Rabinowitz.

4.2.1 Premiére solution sous-critique
Soit By, l'ensemble
Biy = {u€ HI(M) 1 u 20, Julj, o = k}
Considérons le probléme wwoatlonnel suivant,
og = inf F(u
Hi,q u€ By, q( )

N 3 . , o
Ol £y est donnée par (4.3)

61



i b o a8+

' R

e M

Proposition 4.6 L’ équation sous-cribique (4.2) admet une solution positive v avec
Fo(v) < 0.

Preuve. Soit {u,,} C Bk,q une suite minimisante i.e
lim £ (ug,;) = Hk,q
=00

alors, pour j grand on a
Folug,) < Pk + 1

et donc
“vg“q.J'“Izl,,, < _a““q.jglll”[ip + SEDV(‘”)““MU”L T Hikg + 1
= %ﬁ-%yW@Wmﬂgﬂw+l<w
et

4
”uq,j”iz,, = ka

Donc, la suite u, ; est bornée dans HY(M), et il existe une sous suite notée toujours
(tug,;); qui converge faiblement vers une fonction u, dans H?(M). L’inclusion com-
pacte H(M) C L,(M) implique que la sous suite (ug,;); converge fortement vers Uqg
dans Ly(M). Clest & dire

luliz, =&

et pour tout v € HP(M)
iy [V |P~2(Vy, Vo)dvg +a [, W tudy, — 3 Jar ful od,

— q—1
= Hk,g .[M Ug vdvg

Les théorémes 4.4 et 4.5 montrent que u, € C1(M) et U, est positive.
Pour montrer que Fy(ug) < 0 pour k petit , il suffit de remarquer que F,(u,)
Fo(kY) = aVol( M) kpla— j1-plq Jus Jdv, , on choisie donc & petit pour que £, (k1/9)

<
<

4.2.2  La deuxiéme solution sous-critique

Dans cette partie, on montre que les ¢quations (4.2) admettent une deuxiéme
solution. D’abord, on rappelle la définition suivante :

Définition 4.1 s0it V un espace de Banach, et J:V — R une fonction de classe
CL Sice R, on dit que J vérifie la condition de Lalais-Smale au niveay c , St toute
suite u; de V telle que
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1. J(u;) converge vers ¢ fortement dans R

2. j'(u:) converge vers 0 fortement dans V"
contient une suite sous-suite convergente.
Une suite u; qui vérifie les conditions (1) et (2) est dite une suite de Palais -Smale
au niveau c et sera notée (PS),.

Le théoréme suivant, appelé souvent le théoréme du col, nous permet d’obtenir une
deuxiéme solution.

Théoréme 4.7 Soient V un espace de Banach et [ € C'(V) une fonction sur V
telle que

1. f(0O)=0

2. Il existe v > 0 tel que J(u) > o pour tout u telle que fully =7

S. Ll existe & € V telle que |[d]], > r et f(d) < 0.
Posons

P={veC([0,1],V): 7(0) = 0,7(1) = a}

et

= inf max f(7(¢
Jij ;rex”@{ggc]f\"/( )

alors on a 8 > a > 0 et il existe une sutte de Palais-Smale (PS)g. De plus si f
vérifie la condition de Palais-Smale au nweau 3 alors 3 est une valeur critique de f.

On montre d’abord que "4, q €]p, p*( vérifie les conditions de Palais-Sinale
Lemme 4.7 La fonctionnelle £y, q €lp, p*[ vérifie les conditions de Palais-Smale.

Preuve. On procéde par contradiction. Supposons qu il existe une suite {u;} telle
que Fy(u;) tend vers une limite finie ¢, Fy(u;) tend vers 0 et u; tend vers 'infinie cn
norme dans F/7,

Autrement dit, pour v € HY,

/ quj]”-f-a/ u”dvg—-/ fuldug — ¢
M M M

/M [Vu; P2 (T, Vv)du, + a/

M
alors, pour tout € > 0, il existe un entier positif N tel que pour tout J2N,ona

]/ IVuj]”-i-a/ u”dvg—/ fujdvy —c| < ¢
yM M M
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I/M ]Vuj!”‘2<Vuj, Vo) dv, + a/ u”‘lvdvg -Z%/M fug‘lvdvg( <e

M
eén particulier, pour y = Uj, On &

I/ j'Vuj[p-f‘-a/ uPdv, ——/ Suldv, — ¢l < ¢
M M M

et
;/ [V | + a// uPdu, — 2 Juldvy, — ¢ < ¢ (4.6)
M M Py
cn outre ‘
;'/ }Vuj]”-i—a/ Wdv, — ge| < p-r-’qg (4.7)
M M q—p
et
@=9) [ Jui, e < 2pe (48)
M

Par lemme 4.5, on choisie k, une norme dang Ly(M), telle que

inf  F(u) > 0.

Wiz, ary =k

Prenons la suite v = kMo, | U [l Ly(ay), o0 obtient de (4.7) et (4.8) que

nekr/a .p/q
(g —P)/ fujdv, — #f <2pe < 2p£-pi/‘.”,,\ (4.9)
M | Yj ”Lq(M) I Uy “Lq(M)

Maintenant, si If | zo(rr) tend vers Vinfinie, il suit de (4.6) et (4.9) que Fy(u) tend
vers 0, et puisque || v; ”Z,,(MF k alors

inf  F(u) < Fo(vy).

““”Zq(M)=k
donc
Fy(u) <0
”uHZq(M)=k
¢e qui fait une contradiction, Donc, la suite Yj est une suite bornée dans (M),
Puisque p < g < p*, les injections de Sobolev sont compactes, donc les conditions de

Palais-Smale sont vérifiées o
Preuve du théoréme 4.2. On va utiliser le théoréme du col 4.7.
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Par lemme 4.5, il existe p > 0 tel que £y(u) > 0 pour tout 4 telle que jju,’jﬁln(M) = p.
Soit u € CHAM) telle que f,, Juldv, > 0 et Hu,’[}qu) =1,
Il S’ensuit que

; = lim /P Avil) Py — 43=p 7
tlirglqu(tu) -tl}}gé (H/MNu], +a/Mu dvy — ¢ /Mfujzvg)
= -0

alors, i] existe to > 0 avec supf,(tu) < 0. Posons w = tiu avec ¢; > £, et considérons
t>t,
Pensemble
F={yec(o1, ur. 7(0) = 0,9(1) = w}

posons § = iuf. .1 maxee,1 f(7(¢)). D’apres Je théoréme dy co) 47, 0>n> 0, et il
cxiste une suite de Palais-Smale ay niveau f. Puisque par lemme 4.7, Jos conditions
de Palais-Smale ay niveau J sont satisfaites, 4 est une valeur critique de F{u) et
les equations sous-critiques (4.2) posscdent alors une deuxiéme solution Vg € HI (M)

avee /7, (v,) > 0. D’aprés Ies théorémes 4.4 ot 4.5, v, > 0 et 1 € Cle pour certain
o € (O, 1) =
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Chapitre 5

Muitiplicité des solutions pour une
P

exposent critique sur les variétés
compactes

Soit (M, y) une variété Riemannicnne compacte munie d’une métrique ¢ et de
dimension n > 2. Soient a, [ et h des fonctions lisses sur M. Pour p € (1,n), on
considére sur M I’équation quasi-linéaire suivante

Apu+a(@) [ul P u= fluf” Pu+Au"2u+eh (5.1)

ol Apu = ~div(|VuP~2Vu) est Popérateur p—Laplacien, p < ¢ < p* = 2B, A >0,
un paramétre réel et € > 0 cst petit.

Dans ce chapitre, on montre que, sous certaines conditions, 1'équations (5.1) admet
au moins deux solutions distinctes faibles et positives. On note que cette équation
contient 'exposant critiques de Sobolev p* pour le quel inclusion H7(M) — Ly (M)
n’est pas compacte ct la difficulté¢ dans la recherche des solutions via la méthode
variationnelle réside dans cette manque de compacité.

Dans la premiére section de ce chapitre, on donne une condition suffisante pour
qu’une suite de Palais-Smale converge fortement dans /(M) vers une solution.
Dans la deuxiéme section, on montre 'existence d’une premiére solution.

Dans la troisiéme section, on montre existence d’une deuxi¢me solution en procédant
par les techniques variationnelles &’ Ambrosetti et Rabinowisz [3].

Les résultats principals de ce chapitre sout énoncés comme suit
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Théoréme 5.1 Soient (1, 9) une variété Riemannienne compacte munie d’une 7,6-
trique g, de dimension n 22epe (L,n),q > 0 tels que p < g < p*. Soient a, [ et
h des fonctions lisses sur M telles que

L f(z) >0 et h{z) >0 sur M
2. Vopérateur Lp(u) = Aju + a{z)[uP~2y est coercif.

Alors il eziste Ao >0 et €0 > 0 tels que pour bout X < )\, et 0 < ¢ < &, Udguation
(5.1) admet qy moins deur solutions distinctes positives de classe Cra,a € (0,1).

Théoréme 5.2 Soient (1, 9) une variéts Riemannienne compacte munie d’une me-

trigue 7, de dimension n 22e¢pe (L,n),g > 0 tels que p? < n etp < g < p*.
Soient a, [ et b des fonctions lisses sur M telles que

L [(z) >0 et h(z) >0 sur M
2. Uopérateur Lp(u) = Aju + a(z) [u]" "y soit coercif.

Soit z, un pownt de M og g Jonction f atteins un mazimum, On suppose que 'une
des conditions sutantes est satisfaite
L 1<p< 4m=3p+2>0 ¢ a(z,) < 0
; n—~1 | 0
2. p=2, fl—r(;_—z—za(ro = Scal(z,) + (n - 4)%? <0
Do fla, 2
3. P> 2, _jg_(% < "-_[,mSCCLZ(.Z‘O)

Alors équations (5.1) posséde qy moins deuz solutions distinctes positives et faibles.

5.1  Existence d’une premiére soiution

Soit K(n,p) la meilleur constante (o Sobolev dans Pinclusion HI(R™) < L, (R™),

1.e pour tout €1 > 0, il existe une constante positive Ae, telle que pour toute fonction
we€ N (M), on a

< lik(n, p) + SOV, + A, [lulf? (5.2)

Sur A?(M), on considére la fonctionnelle Suivante ;

Lo a(u) =/ (I Vou 7 44 {u {”)d'ug—-li/ fu”*dvg-—/\—'?/ Ju dvg—e/ hz)udv,
M P Jm qJm M

Dans cette section, on montre Pexistence d'une solution v de Pequation (5.1) avec
[,_-,,\(u) <0

On commence par prouver les lemmes suivant :
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Lemme 5.1 Il eriste yne constante p > 0 telle que pour tout ) >0ete >0

Jonctionnelle I (u) est faiblement semi-continue inférieurement sur lg boule fermée
{ue HY(M): [l gz < o}

Preuve. Soit {ux}x une suite dans HY(M) qui converge faiblement vers une fonctions
u dans HP(M) et lullapary < p . A une sous suite prés, on a
L. Vuy — Vv faiblement dans HY(M)
2. ux — u fortement dans L'(M),r < p*
3. ur — u presque partout dans M
On doit montrer que
klim inf 7 x(w) > I, \(u)
00

Par le lemme Brezis-Lich [19], on a

IVurlly = 1Vullp = |, (uy Wil +o(1)
ct
S = = [ = e, + ),
M M
D’autre part, par Pinégalité de Sobolev (5.2) on a
[ @ = rran, < sup max(K (m,p) + &4, A ) ¥ s —

donce

Tea(ue) = Iep () > Jluy — u[f’;;{,(M) l1- SUPzen Max(K (n, p)? + e, A, )5 2r=7

max({ulfyzr i,

Il suffit pour conclure Je lemme de choisir Je rayon p petit »

Lemme 5.2 On suppose que l’opérateur L, = AjutalulP~?y est coercif. Pour A > (,
ieziste e, > 0,p > 0 et n >0 tels que pour tout y HY (M) = p avec |

Hpay on
a le(u) > 1 pour tout €,0<e<e,
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Preuve. Puisque I'opérateur est coercif, d’aprés I'inégalité de Sobolev (5.2) , il existe
une constante A > 0 telle que

]E')\ (U)

Al _—/-)-su) T
Il “11{’(M) n* me}vif( I

o = A% Vol(M) =7 — ell bl lulZ Vol(Mry=7
2> Aljul? - r sup f(x) [(K(n PP +e WVul? + A "]'u']”] 3
2 ) HIF(M) e by { 2% 1/ "ilp €1l "lip

= VUMY [(K (n,p)? + 1) Vulls + A Juz]
- , \ Ip7 1
= elihlly Vol(M)5 [(K (n, p)P + e[ Vullp + A, [uf?]?
i
J P

o up=1 14 . r
2 {[ull gy <'IU’MI{’(M) [A - ;:g}g J(z) max(K (n, p)? + ¢, Ae,

AVOUM)™F max{K (n, p)! + 1, Au B ulf0,, ] - ellhllyVol(any =)

oup>1estte1que%+§=1.

Don, il existe p > 0,e > ( et n > 0 tels que pour tout u € HY(M) avec Hu{ij(M) = p,
ona /lgy(u)>nw

Théoréme 5.3 Soient (M,g) une variété fliemannienne compacte de dimension

n22pe€(l,n)etp< g < p*. Supposons que les fonctions a,h et f lisses sur
M vérifient les conditions sutvantes

1. Lopérateur L,(u) = Apu+ a(z) [ulP "y est coercif

2. f(z) >0 et h(z) > 0 sur M toute entiére.
Alors, pour tout A\ > 0 et pour tout € > 0, suffisarmment petit, il existe une solution
positive u de (5.1) avec I, .(u) < 0.

Preuve. Soit v € H?(;/) une fonction telle que [}, A(z)vdv, > 0. Pour tout ¢ > 0,
on a

lea{tv) = t"/ (lvgui”+a(:c)1v1")dvg—L”‘%/ J@) " dv,
M p M

~t”£)\/ [Ul'"dvg—tpe/ h(zjudv,
7 Jm M

alors, il existe t1{A,€) > 0, tel que pour tout ¢ €10, (M €)], Ie a(tv) < 0, et pour tout
p>0
inf [, (u) <0

v

Hu“HfSp
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Par les Lemmes 5.1 ¢t 5.2, pour ¢ > 0 i

existe p > 0, assez petit, et unc fonction
w e HY (M) avec lwiluran < p telles que

lea{w)y= inf <y
“w”H{'(I\/I) S/’

et donc w est une solution faible de Péquation 5.1 et qul est positive ot de classe
CY®, pour certain o € (0,1), par les théorémes 4.4 et 4.5 .

9.2 Les conditions de Palais-Smaie

Dans cette section, on montre, sous certaines conditions, que la fonctionnelle len
définic dans Ja premicre section vérifie les conditions de Plais-Smale 3 certain niveau.
D’abord, on prouve les lemmes suivants

Lemme 5.3 [g4 fonctionnelle Iex est de classe O syr HY(M).
Preuve. 1I suffit do montrer que la fonctionnelle Fu) = S JuP*dv, est de classe (1

sur H7(M).
Soient u, v € HI(M), on a

| Flu+v) - F(u) -p*/ fu’”‘2uvdvg |
M

= / S(lw+ v — [ul™)dv, —p*/ Ju”™uudy, |
M M

En utilisant le développement de Taylor

luto P~y

1
P= p*/ [u+ v =2 (u+ tv)vdt
0
on obtient

.

ot o~ = g =

1
= p*/ ([u + (u+tv)* — [y -2 u) vdt
0
Sil<p < 2, alors

O e N W | < (fut o]~ [uf)7 =2y

<
< P’
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et si 2 < p*,
[(lu+to 7% (u+ )= u "2 )y |
= (Ju+ o2 = [y 2y 4 [u+ v]P =22
$i2<p* <3,
Gut P (st to)= o P2 )y |
< Pl u v[P 22

D’aprés I'inégalité d’Hélder, on a
Pl )= P = [ it |
M

< poup [(z) / (1o =l + 1+ 7" ~202)
TEM M

<P :218 J@) ([ u HL,,-(M) +lutw ”Izl,p:(zM)” v “i;.’y(M)) il v ”l[ip..(lM)
pour p* > 3, on a

| Tut o 7™ (e o) = [ P72 g |

<(lu+ovfP" -2~ Iu]”"z)[qu] + (juP"~? & [u]P* =202

Par le développement de Taylor, on a pour tout z > 0 et N>1un réei
(I+z)¥ <2V NgN-1 4 -;-N(N - )zN-2 4
1
TN = 1) (N = [N] + 1)V
LV
on obtient alors

N ) N S W
" = 1= [t = 2 by 2
toujours par I'inégalite d’Holder, on obtient

| F(u+v) — Fu) —p*/ S Puvdy, |

M
. 1
Spsap flx)[(p* —=2) | 4 i7"t +... + -(p* -2
Prsap [ (0 - 2) ffu T, o =2
S e N T Vv W 12,
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Enfin, par inégalité de Sobolev, on déduit que dans tout les cas on a
Flut ) = ) =3 [ fllf~2uud, 1= of ul g
M

¢e qui signifie que la fonctionnelle est derivable et que sa dérivée en u est donnée par
'y =p* [, JuP2uvdy, «

Lemire 5.4 On suppose que la fonction lisse o est telle que lopérateur L,(u) =
Apu+ a(z) ufP~2y sost cocreif et les fonctions [ et b sont positives et lisses sur M.

Alors toute (PS), est bornée.

Preuve. Soit (ug)r une suite de Palais-Smale & niveau ¢, i.e une suite telle que
Tea(uk) — cet I y(uk) = 0. On a alors

1 |
fea(ug) — p (k) = (1 - Z—;) </M(] Vo P +a | uy j”)(/v_q>

1 1 _— 1
(- ;)/M Siweldvg ~ ep <1 =7 /M huidv

par cocrcivité de 'opérateur Lp(u) = Aju + a{z)[ulP~?u, il existe une constante A
telle que pour tout n>0 '

c+n 2 Al - g)“uj ﬁl{’(M) +P(‘3; - ;,17) fM fluk.!p.dvy
o Vol(M)w

~ep(1 = 1) sup ey h{a) ]

par l'inégalité de Sobolev (5.2), on obtient

P -
¢+ 2 lukli apany [A(L - Ej)“uk] ron

ep(l = =) sup h(z) max(K (n, p), + €1, Ael)Vol(]V/)Fl'J
4 zeMm

ce qui fait dire que uy est bornée dang HY(M)

Lemme 5.5 Soit (uk)x une suite de Palais-Smale ¢ niveay c. Supposons que sup f(z) >
zeM
0 et

c< E(Supf(:xc))l‘”/p[\’(n,;D)—%
N zen

alors 4l eziste une sous-suite de (uk)k qui converge fortement dans HY(M).
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Preuve. Soit (ux)x une suite de Palais-Smale & niveau c¢. D’aprés le lemme 5.4
(ur)r cst bornée dans H7(M). La réflexivité de I'espace HY(M) ct la compacité de
Vinclusion H{(M) C L,(M),q < p*, Lupliquent qu’il existe une sous-suite notéc
toujours uy telle que

1. ux — u faiblement dans AT(M)

2. up — u fortement dans L (M)

3. Vuy, — Vu faiblement dans L,(M)
4. u — u presque partout dans M

Posons wy = uy — u, d’aprés le lemme de Bresis-Licb [19], on a
/ IV wi|? dv, =/ [V yurf” du, ——/ [Vul” dug + o(1)
M M M
D’une autre part, on peut avoir

S =t sy = [ g - [ o +ofn)
M M M

donc, on obtient

(W |
Pang = [ [Vl sy - 2 [ o, - [ b e, +ot)
M P UM M
| (5.3)

Tea(ug) = Ien
= |V g
M

= / Vg(up — u)l? duy — —P;/ Slue = ufP" dv, + o(1)
M P UM

en testant /g, (ux) sur uy — u — 0 dans H7(M), on obtient
1 1
o(l) = ;(-[é,,\(“k)a (uk —u)) = ;(1,,,\(“'/6) = LA (), (u = )

= [ Va0l oy~ [ S du, + of1)
M

M
de sorte que

/M;vgmk—u)v’dvg=/Mf|uk—uip‘dvg+o(1)

donc, on obtient e¢n remplagant dans (5.3)

Leas) = foafw) = (1 = 2) / V(i = w)f? du, + o(1) (5.4)
M
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D’autre part, il existe une constante C telle que
el = Ju” Plue = ul) < Clun"™ [fu P~ + [ufP ]}yl
et par conséquent, on obtient que
Juel”" — |uel” "|ug — ul” — uf”" dans Ly (M)
alors

! P P PPy — u)Pdu, + 0
Toa(ug) = Ioa() = /Mlvgm—u)l iy~ & /M Sl =P (s, — w)Pdv, + (1)

par 'inégalité d’Holder on obticnt

P i ™ =D 1 .
Lea(uk) = Lea(u) 2 |V (ue = w) |5 - = Sup F@)lwilipe " lue — ullje + (1)
€

ce qui donne par I'inégalité de Sobolev (5.1) et la convergence forte de wy vers u dans
LP(AJ)v

Tea(u) = Iea(u) 2 [[Vg(uk = w) {51 = (K (n,p)” + 61)§ sup F@)unll 7] +0(1)
en tenant compte de '¢égalité (5.4), on obticnt
p i it Vg ! upt— 1
(=TT k=0 2 1V m )l [1= L ) s 1) 7] +0(1)
z€

ou encore

(1= (K p)P + 1) sup (@) uel ]I V(e = w) < 0(1)

et par conséquent si

limsup Huki}’fj:”z <A{(K(n,p)? + 1) sup f(c))—r""zZ (5.5)
zEM

alors la suite u, converge fortement dans [/7(M) vers w.
Maintenant, du fait que /. y(uy) — C on tire que

Vo ugPdu, — L J@) P dv, = = | alx)ugPdu, + )\B 1y Idv,
gUk|” AUy . 9 ! g [Ty
M P um ' M | qJm )

+ep [ h(z)urdu, + c+ o(1) (5.6)
M
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et d’aprés le fait que /'(u)(ugy — 0, on obtient

[ vawdv, = [ @ 67
M M
= -—/ a(xz) |ugl” + /\/ |ug|fdv, + s/ h{z)urdog + o(1).

M M M

combinons (5.6) avec (5.7), on obtient

<1——”;>/ £@) el dvg+A(1—7—’)/ }uk]"dvg-f-e(l—p)/ h(z)usdv, = c+o(L).
P M q JMm M

maintenant, puisque A > 0 et ¢ est petit, pour que (5.5) soit satisfaite, il faut que

P Y4 FBTP 1_% - \ -1
c< = pe sup f(x) (K(n,p)" +€)7»

n zeM

puisque £ est arbitrairement choisi , cette condition s’écrit

n

C<§< - )"(supf(x))l_.;,\,w)_n

n—p €M

5.3 Théoréme générique d’existence d’une deuxiéme
solution

Dans cette section, on montre 'existence d’une deuxiéme solution de (5.1). Pour
ce fait, on applique le théoréme du col (théoréme 4.7) cité en chapitre 4. On prouve
donc que la fonctionnelle /., répond aux conditions géométriques de ce théoréme.
Lemme 5.6 Supposons que les fonctions a, [ et h vérifient les conditions suivantes :

1. L’opérateur L,(u) = Apu+ a(z)|uP~2u est coercif

2. f(z) > 0,h(z) > 0 partout dans M.
Alors , pour tout A > 0 et tout ¢ > suffisamment petit, on a

1. Il eziste des constantes positives 1 et p telles que I x(u)(u) > n > 0 pour tout
u vérifiant (i gy = p, et

2. Il existe une fonction v € HY(M) telle que . (v) <0 et ||v]j1, > p.
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Preuve. La preuve de la condition(1) est similaire que celle présentée dans ie lemme

1 s
\ 777 P

5.4. En effet, on prend p < (ﬁpﬁ) <supf(x))ﬁ max(K (n,p)? + €1, A(el)))
ceM
La condition (2) s’ensuit directement en remarquant que I (tu) rend vers —oo quand

t— 400
Théoréme 5.4 Supposons que les fonctions a, [ et h vérifient les conditions sui-
vantes :

1. L’opérateur L, ,(u) = Ayu+ az)ul”"2u est coercif

2. [(x) > 3,h(z) > 0 partout dans M.

3. Le niveau c de la suite de Pulais-Smale satisfait

¢ < Z(sup ) F K (n,p) "
N zeM

Alors, pour tout A > 0 et tout € > suffisamment petit, ["équation (5.1) admet
une solution u de classe CH* a € (0,1) avec I x(u) > 0
Preuve. Soit v € HI (M) avec I 5(u)(v) < 0, ct considérons I'enscmble

['={yeC((01), #(M))~(0) = 0,%(1) = v}

ct ¢ = inf sup 1(%(t)).
v€lie(0,1]
D’apreés le théoréme cu col 4.7 et le lemme 5.6 , ¢ > 1 > 0 et il existe une suite de
Palais-Smale u; € HY{M) au niveau c. Par le lemme (5.5), si la condition
1Y _n, ., _n
0<c< Zsup [(&) 3 (K (n,p))7
N zeMm

est vérifié, alors ¢ > 0 sera une valeur critique de /[, \(u). w

5.4 Preuve des résultats priiicipals

Dans cette scction, on démontre les théorémes 5.1 et 5.2. D’abord, on montic le
lemme suivant qui assure la convergence forte sans utiliser les techniques de concen-
tratiosi.

Lemme 5.7 [l existe N\, > 0 et €, tels que pour tout A < Ao >0et0<e>¢, ona
1_"1 kil

e < Z(sup [(@))"F (K (n,p) 75
zeM
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Preuve. Soit ¢ € H7(M) une fonction telle que [, fl¢

lim /I, )(t$) = —o0
t=—00
donc il existe tex tel que
Te\(tendd) = sug) Iea(tp) >0
1<

alors

.
M
on note que )
Jm 5704 Mgl = oo
il ’ensuit que
e =0
Done, de (5.8), on obticnt

lim sup /5 (t$) = 0.
—~00 1<

Donc, il existe A\, > 0 tel que

0 < sup Lea(t¢) < (sup f(2))*5 K (n, p)=.
t<0 nozeM

Soient ¥ = t¢ avec t assez grand de sorte que /. ,(¢)<0 et
I'={yeC(0,1], H7(M) : 7(0) = 0, (1) = v}

S0it

c=inf sup [ ,(tvy
7€T e (0,1 ealt7)

"dv, = 1. Alors , on a

LUV + [ atelioing = 25 - Mol =< [ hiajoas

par le théoréme du col 4.7 ct le lemme 5.6, il existe une suite uy € HP(M) teile quc

pour tout 0 < & < g, Ie 5 (ux) — c et I \(uk) — 0 avec

O0<c=inf sup L (ty) < sup fex(to)
7€ te0,1] te(0,1]

donc par (5.8), on obtient

0<c< Z(sup f(2)) 3 (K (n, p)) %
N zeM
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pour tout 0 < € < ¢, ct pour tout A > Ao w

Preuve du théoréme 5.1. Le théoréme 5.1 est une conséquence des théorémes
9.3, 5.4 et de lemme 5.7

» Preuve du théoréme 5.2, Soit z, € M un point de M ou la fonction [ atteint
S0n maximum et supposons que f(x,) > 0. On va travailler dans le systéme des
coordonnées normales autour de z,. Considérons la fonction

wfz{ﬂ%ﬁfﬁfm+ﬂ%wﬁmmm—m pour 0 < r < §

0 pourr >4

o Op) = (nRP) 7 = ) B 4 3 Ol p et 1 sont
des constantes positive potites et 7 est la fonction distance r(z) = dist(z,, z).
D’aprés ce qui précede, le théoréme 5.2 sera démontreé si la condition sulvante cst
satisfaiic

0 << Z(sup f(2)) "3 (K(n,p)) 3
N ozeM

D’abord, si la fonction 4 est positive sur toute la variété M on aura
’ b )

lea(tyy) < I25(ty) = t”/ (VP + n,(.’c)i/)f/’) dv, — ﬁ-t”'/ F(z) gy P du,.
A M

donc il suffit de prouver que

.

sup 12, (i) < = (sup /()" (K (n, p)) =5

te0,1] ozt
Cn a
o , =— 9 p T ra
/ (Vl” du, = n? *C(n, p)? (; f) f(zo)t ™% / (n+r17£7)'”7"5—%dvg (5.9)
A - Ja

cn utilisant le développement de la mesure Riemannienne
I » = 1A
dv, = (1 - é—ffzcy(:n(,),;j:cl.’c] +r7%(1))dea € 0,1) (5.10)

ou Ric, désigne la courbure de Ricci de la métrique g, on obtient

/ |V, P dvg
M
o~ P n r
=7"""C(n, p)" (;:‘9 J(2o)'™r f/ (n+r7T) " dy

L/ B(0,5)
4
i

z Ricy(x,)y; /( )(n + r#)‘"rﬁg”lz’:xjdx + / (n + r#)"‘ﬁ:‘—’?*“’“o(l)d;c
B(0,6

|
|
B(0,6) J
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en utilisant le fait que

s
) P\ i Wn i P\
/ (e +r7T) ”x’:c’dxz——"d”/ (e + r7-1) "™y
B(0,8) n 0

oll wy, est le volume de la sphére standard S™! de R™, on obticent

/ [V, [” du,
M
allf p n
=7 C(n, p)? <n p) (@) " P wpy
p—1

6 ; s
'[-./ (+ r#=0) TP e - Seal(z,) / (9 r7=1)TrppT T g
LJ/o 6n 0

s
+/(77+ng7) - 1+"+10(1)dr]
0

_p=l
Posons { =7~ "7 r, on a alors

/ V4,7 do,
JM
T —

= Ot (224

oo
x {/ (1+t5§f)“"tp-1+”"1dt 2(1—--- SCCL[ 730 / i-i-lﬁl' n -ntp ‘+n+1dt
Jo

)f:ro pwnl

._/ u(1+t'5g7>—nt;1}f+n+ldt+ 2(1—- Scal( )./ (1+t” 1) npe 1+n+1dt
§ Lp=l

"’[_ T

']
+/ (n +T#)"”T#+'”+lo(l)dr} .
0

on a oo
lim/ (1 +t7-1) 7Tt g = 0
0

n—0

et sin+2—3p >0, on aura

o0
lim/ t_l(l-i—th_l)"‘tFl—_lJr”'ldt:O
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par conséquent

/ VP du,
M

e p n
= (222) fa)

o .
x [/ (1+ 6751) =gty p20-1) M/ (1 + ¢7o7)=rgattntl, th
0

+o(n177))

cn utilisant la celation suivante pour tout p, ¢ des réels tels que p>qg+1

* - Mg+ 1)T(p—q~1)
IQ=/ 1+8)77dt =
=)y 4D o)

ou I' désigne la fonction d’Euler, on obtient les rclations suivantes :

P((n+2)(1 -rl} (LM)

= 7 3
© T (n(i- l)+1>r(5—1)
= a(n, p) 1)
on obtient alors,
n — P n
/ !v‘/’m (n P)p< __f> f(xo)1 Pln—
-1 bca/ T,) 1 n{1-1) .
1- ( ) \ . [n\ P 2&1 )
[ n 6n a(”,P)J +o(n )

Maintenant, on calcule le terme Juy alz)y?
on écrit
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emomecn

.

aiors
/0,(.’5)1/15(1%
M
n- n —n n
= [ ale) (4% 0+ 1) Ol ) ) ) du,
13(0,6)

1 )
X <1 - éfiicg(:ca)ijx’mj + 'rzo(l)) dz

—_ n—;ﬁ Py 1—% / Qa(xo) i i+a \ ’_,1_)_1\13“71
=n"7 Cn,p)? f{z,) /B(O,J) Ka(xo) + ~*—axi zt+r _o(l)/ (77+7" )

5 3

(1= P Ol p) ™ () P 4 70) 3 (4 ) R0 ) dt

X <1 - éRicg(xa)ijxi:vj + r20(1)> dzx
ou encore

/ a(z)yhdvg = "7 Cln, p)? [ (z,)""5 (a(xo / (n+r7T g
M L B8(0,9)

+aCf(Io) / (77 + T;'_Ll'>p—nrn+lxidx +/ (7] -+ T;)-I:_l)p—nTn+20(1)dx
9t Jpos 5(0,6)

on note que

/ (n+re1)pnpndlgign 0, pour tout ¢ =1,...,n
B(0,6)

. alors on aura

) § 5 )
/ a(z)yydu, = ’7_”10(”7P)pf($o)l_5a(xo)wn~1/ (7 +ro=1)Pmpn=ly,
M 0

-~ n 6 ¢
+077 Cn, D) f(20) ¥ afe,)wny / (0 + rF=T )P0 (1) dr
0
posons ¢ = 77_[,’5'17‘, on obtient

00

/ ala)yid, = 1P Cn, p) f(5,) B ol Juns | / (14 6771y
M L

[

oo oo
_/ 1 1(1 +t7—,‘_’—l)p—ntn-ldt+77(1—%)+(a+1)(1—1—1,)/ (1 _f_t;‘_’—l)p—nérwao(l)dt_
dnp~ 0

o0
77(1—5‘;)+(a+1)<1—,%)/ .

D) —]
(1 + ¢771 )Pmgmteg(1)qy J
onp
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or, pour p? < 7@
o0
lim / (L trmpnym=igy
5

on obtient alors,

/ a(x)wiy’dvg=T/"“IC(n,p)”a(ﬂ?o)f(xo)l"%wn-l/ (1 + ¢por)p=mn=iyy
M 0

+ O(n(1—§)+(a+1>(1—},)>
n—1 n I-4)—1 _n 1
=2 p 7/”"10(71,,'p)”a,(rr,o)f(:c(,)1 Pwn_llsﬁlp » + o717 He+l "
puisque
\
n(l-4)-1 r TI)F (% - [7/ n(l—l)
by ™= — fo N
n Kl—%)l‘(n—p)l‘\"—’——lj
1-1
- b(n,p)[:( 2)
on aura,
n 1__1_
/ a(z)Phdv, = T/p‘lC(n,;r))pa,(:co)f(:ca)I_Fw,,,_lb(‘n,,p) /:( 2 (5.12)
M .

O(,,}(l-','%)+(a+1)(1—,—‘,))'
Pour caleuler le terme Jas JUP" dug, on écrit d’abord

f(@) = f(z,) + %%%)x’x] +r%0(1)

alors,

1 9 f(z,) , .
J(@)dvy = flz,) \ + 3 (z2) G0, c'e! +r 0(1))
1
X (1 - é[{icg(xo)xi:cj + r20(1)> dz

1 ~2 .
= f(z,) (1 + <2—f—(1jr—)—%%) - é[{icg(:co)> Sl 4 r20(1)> dz
4 ULy
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donc

-

- - - _n 4
L= [ i) Ot o s )
M B(0,6) L

= Cln, ) b f(zo)' 3 / (n+ 77Ty

B(0,5)

1 azf\-'E(J 1 5 \ dod 12 ~\\
X <1+ (”m"gr—aT—J' - 6[‘LLCQ(£IJO)/ T+ O(l)/
p_| - \
(1= w1 (5 17 (g i) o))
Fopd
=C(n,p)” nr o) ™% wy 1;_/ (n + ri1)~mpn=igp

_ /Ag.f(:’;o> SCQZ / e 1 -7 n+1
B * ) [ “
- ) 2

l n—p-np N
@y ), PR oy + 70T T o)
o 4

Maintenant, puiscue
fod(n + T;%)-nrn—ldr = p—_—l?f% foo(l + t;‘.’—l)-ntn(l—%)—ldt,
foé(n + TFI—LI) T ldr = 27__.77*~+2(1 fo 1+ i ntvz+1—(r..+2)ll7dt’

on peut écrire

n I n ~\
/ ST dvg = ——C(n, p)" 07 [ (z,)" Sy, Lfn“ »)
It
_,20-1) [ Ay fz,) Scal{z,) [(n+2)(1~%>-1 7 2(1~%)\_‘»
7 \2nf(”co) 6n " o }J
et comme
0= _ D{(n+2)(1 - 2))r(22 — 2 lmp-
L{n(1-2)T(2)
n(i1)_
= c(n,p}[nl p)7
on obtient alors,
/ 47 du, (0, D)7 1% [(2) Py o TP
M
_1 Scal(z,) . L\
1 — 201 g/ (@) o ( 2(1 !
X l‘_- mr <2nf(xo) + 6n enp) +o (777 )J
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puisyue I
1-1y-1 n— W1~4
1:( Pl D [:1( )

n(p—1)
on obtient enfin que
n(l—— . n n

/ pr dv!] ]n C(n»p>p T/;f(xo)l_;wn—-l

r ) 7
{1 2(1—%) gf(xo) , SC(J,KJ;'O)\I 2(1- \ |
X Ll n <2nf(xo) + /c(n,p)-f—o( /J .

On rappelle que la fonction : z € R™ — C(n, p)(1 + [lzl7~1)'"% est extrémale pour
Pinclusion HT(M) C L. (M), c’est & dire que u vérific

(5.13)

]Vu]’d’v-— C(n,p)~» lul” dx
R"

En combinant les ¢galités (5.11), (5.12) et (5.13), on obticnt

n(l—l)

Iauw»=(w—f)p‘l(”‘pybmmwﬂ%>nwnu

n* n p—1
+ F(¢,n,p,m)

on note que

(-5

Y '—1 - . n
K(n,p)™ =222 <n p) (1, p) Wy [n

alors, on obtient

Lot = (= 2) ZK(n, )™ (02)'75 + v

ou

7 — P n{i—4
F(t,n,p,n) = ta(n, p)C(n, p)? <” p)f(ara) P I 2

p=1\ np
« f_Scal(x(,)UQ(l_H ( - 1) (%) bm p, .
6n n—op
LT TP Oy flz,)  Secal(z,) c(n,,p)UE\l_;)-
n 2nf(z,) 6n a(n, p) j
+o(i" 7)) + o).
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Soit ¢y € [0,1] tei que 7,(L4h,) = sup 1,(t4y,). Puisque la fonction ¢(t) = 17 — ;{’:L”'

t€[0,1]
atteint son maxinium dans lintervalle [0, 1] en ¢, = 1, on constate que si F{t1, n, py) <
0, alors /
sup Iy(thy) < g[((n,p)_"f(x(,)l‘}? (5.14)
tef0,1] g

on cst donc dans les cas suivants :
1. sip < 2,F{t,n,pn) est équivalente &
F{ly,n,pn) =
Caln, p)C(m, o 2 (52) @) P 7P (322) ae,) s
et pour avoir (5.14) on doit avoir a(z,) < 0
2. 5ip=2ona

a(’rb 2)

F(t1,n,2,n) < tf

| \
X !. Scal(z,) + (n = a(n3)

n—2 (340,[(z,)

n \ (=)

a(n, 2)
6m

N [—Sca[(zo) . 24(n — 1)

(n+2)(n—-2) a(zo)

n—4 (340, [(z,) callz
+n+2< 7(z0) + Scal( a))J

donc pour avoir (5.14), on doit avoir

é((nr%_;)za(xo) — Scal(z,) + %(n - 4)9}’2;(30) <0

3. Si p > 2, pour avoir (5.14), on doit supposer que

_nzpemp)\ o 3(n = p) A, [{z,) c(n, p)
<1 n a(n»P)>SC o> =2 J(zo) aln,p)

c’est & dire
A, flz,) < p
f(zo) n—3p+2

Scal(x,)
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