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INTRODUCTION.




0.1 Introduction.

0.1.1 Note historique.

L’étude des équations différentielles est un domaine mathématique qui historique-
ment a fait 'objet de nombreuses recherches [4], [1], [5], [6], [10], .., et continue
cependant de rester d’actualité, par le fait qu’elle intéresse particuliérement des
disciplines comme la mécanique, les sciences physiques et plus récemment la bi-
ologie, I’électronique, spécialités ot de nombreux "modéles” conduisent a des
équations du méme type. Il faut savoir que la plupart de ces équations sont glob-
alement de nature non-linéaire. La dénomination "non-linéaire” rassemble des
systémes extrémement divers ayant peu de points communs dans leur comporte-
ment. Il en résulte qu’il n’existe pas, jusqu’a présent, de théorie d’ensemble des
équations non-linéaires. Parmi ces problémes non-linéaires, une classe importante

est modélisée par les équations différentielles ordinaires non-linéaires de la forme

dx
PR (0.1)
x(0) = .

De nombreux travaux ont été consacrés a ce sujel, différant généralement par
la motivation de l'auteur ( Mécanique, Géometrie, Physique, ...).  Une liste
exhaustive des travaux portant sur cette classe d’équations comprendrait des
centaines d’articles et livres et déborderait largement sur le siécle passé. Nous
nous bornerons a citer les ouvrages que nous avons utilisés dans notre travail:
Coddington-Levinson (1955), Hale (1969, 1971) , Rouche-Mawhin (1973), Pon-
triaguine (1975) , Reinhart (1975), Sibony-Mardon (1988) , Demailly (1991).

0.1.2 Position du probléme.

Dans ’étude des équations différentielles ordinaires non-linéaires, les méthodes de

linéarisation jouent un réle important. Si beaucoup de systémes peuvent admettre



un domaine de comportement linéaire, la linéarité est toujours une approximation
de la réalité. L’approximation la plus classique est celle déterminée par la dérivée
au sens de Fréchet de I’équation non-linéaire.

S’agissant de I'étude du comportement des solutions d’une équation non-linéaire
autour d’un point singulier, la linéarisation classique ne permet pas de répondre,
par exemple, dans les cas ou la fonction n’est pas assez réguliére et celui ou elle
est nulle. Pour mieux situer le probléme, nous allons considérer briévement les

exemples suivants'[20], [22].

Exemple 0.1.1

de = —x+sin(|y|)
&y (@ (0),y(0)) = (o,0)
u= vt sin (|x])

Ce systéme comporte une non-linéarité de type valeur absolue, donc non différentiable

en zéro.

Exemple 0.1.2

dr x*

it x4 2

Bt @ 0),5(0) = (20,30)
dt —w2+y2

La dérivée étant nulle au point (0,0), on ne peut déduire le comportement de la

solution de l’équation non-linéaire de celle de la linéarisation en ce point.

S’agissant de ’étude de la stabilité d’un point d’équilibre, la principale méthode
est de considérer I'équation linéaire obtenue par dérivation au sens de Fréchet
en ce point de la fonction non-linéaire définissant ’équation différentielle, c’est a
dire

dx

Tl DF (Pt d’équilibre) ,z (0) = z.

1Ces exemples seront traités plus en détail dans le chapitre 5.
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L’équation ainsi obtenue a le méme comportement que I'équation non-linéaire
dans le cas hyperbolique, quand les valeurs propres ne rencontrent pas [’axe des
imaginaires . 1l y a au moins quatre écueils importants & la bonne utilisation de
cette méthode:

1) Impossibilité de situer les valeurs propres par rapport a 'axe des imag-
inaires, en particulier si une ou plusieurs valeurs propres sont proches de cet
axe.

2) Si I’équilibre est un centre pour 'équation linéaire, c’est a dire, s’il y a
des valeurs propres imaginaires ou si 0 est valeur propre. Le comportement de
la solution de I’équation différentielle ordinaire non-linéaire au voisinage d’un tel
point peut étre trés varié. Cest le cas de 'exemple (0.1.2), car le systéeme admet,
une valeur propre double nulle.

3) Si la fonction n’est pas assez réguliére au voisinage du point stationnaire.
Dans ce cas, on ne peut en général calculer la dérivée au sens de F réchet. Cela
peut arriver par exemple si la fonction est seulement localement lipschitzienne,
voir exemple (0.1.1).

4) Parfois, dans le cas ol le systéme lindarisé présente un noeud et quand la
non-linéarité n’est pas assez petite. Le probleme est posé par le fait que dans
ce cas en général, les courbes intégrales d’un champ de vecteurs quelconque, au
voisinage d’un point singulicr ne ressemblent pas toujours a celles du systeéme qui

lui est associé [17]. Pour voir plus clair, considérons P'exemple suivant [20].

Exemple 0.1.3

dx 2y

—_—= e -

it In (22 2

((Iy _ N n r2;13+ v’) (x(0),y (0)) = (-’l’an())
dt y In (22 + y?)

sur le disque unité ouvert r? + y? < 1. On vérifie que Uorigine est un point



b

singulier et le systéme lincaire associé s’éerit

dr
ic
4 (& (0),y(0) = (z0,30)..
- s
Celui-ci présente un nocud stable (A, = Ay = —1), et U'espace propre est de di-

mension 2, alors que lanalyse des courbes intégrales du systeme non-linéaire

montre qu’il présente un foyer stable.

Tous les problémes que nous venons d’évoquer justifient amplement & nos yeux
Pintroduction et 'utilisation d’autres techniques, ol méthodes de calculs pour
’étude du comportement des solutions ainsi que la synthése de la stabilité des
équations différentielles ordinaires non-linéaires.

Une méthode de linéarisation dite "optimale” basée sur le principe de moindres
contraintes de Gauss a été introduite par Vujanovic, initialement pour I'étude
des vibrations non-lindaires [L1]. Elle a été appliquée i I’étude de la non-linéarité
dans le cas de transfert de chaleur [7]. Récemiment, elle a été utilisée par Jordan
et al. [14] a Panalyse de sylémes non-linéaires régissant les régimes transitoires
de circuits électroniques ainsi que la lindarisation d’équations d’état [15].

Le but recherché était d’améliorer la linéarisation, par rapport a celle donnée
par la dérivée de Fréchet au point d’équilibre, en proposant 'application de la
linéarisation optimale autour de la solution de I’équation non-linéaire, le principe
étant de minimiser I'écart au sens des moindres carrés entre I'équation non-

linéaire et ’équation lindaire, c’est a dire la quantité

e(t) = F(a(t)) — Ax(t)

le long de la solution de I'équation A = DF (0).



0.1.3 Contribution.

Le point de départ réel de cette thése, a coincidé avec une visite de O. Arino &
P’Institut de Sciences Exactes de ’Université de Tlemcen. Le travail a été effectif
a partir de mon premier séjour au Laboratoire de Mathématiques Appliquées,
C.N.R.S URA 1204 de I’Université de Pau et des Pays de ’'Adour.

Le travail présenté ici se veut une contribution a ’analyse des systemes non-
linéaires et, plus précisément les équations différentielles ordinaires non-linéaires,
contribution sur au moins deux aspects [20], [22]:

1) Un aspect théorique. Nous associons une matrice optimale A définissant
une application linéaire a une équation différentielle ordinaire non-linéaire. Le
systéme linéaire obtenu est une sorte de valeur moyenne des dérivées de la fonction
non-linéaire en 0 le long des trajectoires partant de zo et allant a origine, on
’appellera ”dérivée optimale”. Celle-ci sera vue comme une alternative a la
dérivée au sens de Fréchet, indispensablc dans le cas d’équations comportant des
fonctions non régulieres et en général non dérivables.

2) Un deuxicme aspect d’analyse numérique. Nous construisons une procédure
numérique permettant la mise en oeuvre de I'aspect théorique, c’est a dire le
développement d’une méthode.

En fait, le travail se compose de deux parties. La premiere partie comporte
’aspect théorique du probléme posé, sa résolution ainsi que ses propriétés. Dans
la seconde, on expose un autre type d’approximation basée sur la notion de
» dérivée optimale” introduite dans la premiere, ainsi que I'aspect numeérique.
Premiére partie: Chapitre 1, Chapitre 2, Chapitre 3.

Concernant I’aspect théorique: dans le chapitre 1, on définit un schéma d’approxi-
mation basé sur le principe des moindres carrés, qui va nous permettre d’associer

une application linéaire a une équation différentielle ordinaire non-linéaire. Pour
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cela, on considére la fonctionnelle suivante

GA) = [ e @) a

La minimisation de celle-ci par rapport & une solution donnée nous permet de
construire une procédure itérative permettant de déterminer, sous certaines con-
ditions, une application linéaire définie comme la dérivée optimale de I’équation
différentielle ordinaire non-linéaire (0.1) qui démarre avec la linéarisation par
dérivation au sens de Fréchet DF () calculée en o, si celle-ci existe en xy. Ainsi,
on construit un schéma itératif qui comporte différents aspects et en particulier, le
probléme d’existence d’unicité et de convergence de I'application linéaire générée
par la procédure a chaque pas. Dans les chapitres 2 et 3, des études ont été
developpées [19], [21] dans ce sens sur des classes de fonctions avec comme ob-
jectif la justification et ’approfondissement de la méthode. L’approximation que
nous présentons possede certaines particularités, comme par exemple dans le cas

scalaire, la convergence au premier pas vers la formule [20], [23]

N 2 [ro ‘
i (z0) = 1 JABLE (0.2)

ot f est la fonction définissant 1'équation différentielle scalaire non-linéaire. On
montre que cette formule converge vers la dérivée de f, f’ au point 0 quand la
donnée initiale vy — 0. Cette formule reste vraie méme si la dérivée de f n’existe

pas en 0.

Dans le chapitre 3, en supposant les conditions donnant a priori, |'existence,
P'unicité et la convergence réunies, une étude des propriétés par rapport a l'équation
non-linéaire a été faite [20], [22], concernant particuliérement I'ordre de I’approximation
et son lien avec la stabilité asymptotique. Ainsi, concernant 'ordre, on a montré

que ’approximation proposée est d’ordre 2 au moins en fonction de la donnée

10



initiale
J= &) =¥ @) < o (lwol?)

et en général dépend de la non-lindarité. x (1) représente la solution de I’équation
non-linéaire et ¥ (¢) celle donnée par la dérivée optimale.

Concernant la stabilité, il a été prouvé que dans le cas scalaire, la dérivée optimale
(0.2) , permet la construction d’une fonction de Lyapunov pour ’équation non-
linéaire. Dans le cas vectoriel, une étude détaillée sur le lien entre la dérivée
optimale et la stabilité asymptotique d’une équation non-linéaire dont la lindarisée
classique au point d’équilibre présente un centre a été proposée [21].
Deuxiéme partie: Chapitre 4, Chapitre 5.

Dans le chapitre 4, on propose un schéma d’approximation [25] utilisant la notion
de "dérivée optimale” introduite dans la premiére partie. On considére un inter-
valle [0,7]. On le subdivise en une réunion d’intervalles [t;, ;1] et on applique
la dérivée optimale. On élabore ainsi une méthode d’approximation optimale
permettant la résolution numérique du probléme (0.1). Ceci permet de calculer
une approximation 4y de z ({;41) & partir de z; une approximation de (¢:).
Enfin, la possibilité de savoir construire des méthodes de résolution numérique de
ces problemes qui soient a la fois simples et efficaces est un atout tres important,.
Ce sera I'objet du dernier chapitre. Plusieurs exemples [20], [22], [24], ainsi qu’une
comparaison avec les méthodes existantes seront presentés. Précisons que par la
dérivée optimale, on obtient une approximation globale de la solution et par
Papproximation optimale, on obtient une approximation locale de la solution en
chaque point de la subdivision choisie. Dans les deux cas, la résolution numeérique
des équations se fait en utilisant la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

De ce point de vue, la comparaison qu'on propose se fait entre I’équation non-
linéaire et I'équation linéaire optimale, par la capacité de la lindarisation obtenue
a remplacer I'équation initiale. On propose pour certains exemples un calcul

d’erreur relative a chaque instant de intervalle choisie pour la résolution, entre

11



la solution du probléme non-lindaire et son approximation.

Plus Perrcur relative est petite, meilleure est Papproximation. Llordre de la
dérivée optimale étant fonction de la donnée intiale, on remarque que tant que
l|zo|| est grand dans un certain sens, lerreur relative est petite, et par conséquent,
I’approximation est bonne. Les choses commencent A changer quand on approche
de 0.

Enfin, les résultats numériques de la méthode d’approximation optimale intro-
duite au chapitre 4 montrent que celle-ci est comparable aux méthodes déja ex-
istantes (Euler, Runge-Kutta d’ordre 4).

Les travaux présentés ici ont é1é exposés dans plusieurs articles: un article ” De-
termination of the stability of a nonlincar ordinary differential cquation by least
square approzimation. Computational procedure” a été publié dans ”Applied
Mathematics and Computers Sciences”, un deuxieme ” Least square approzima-
tion of a nonlinear ordinary differential cquation” dans ”Computers and Mathe-
matics With Applications”; des résultats préliminaires ont fait I'objet de commu-
nications dans des conférences internationales: ainsi, un article est a paraitre dans
les ” Procecding of the Fourth International Colloquium on Numerical Analysis”,
Plovdiv, Bulgaria, un autre a été accepté pour publication dans les ” Proceeding
of the 2nd International Conférence on Differential Equations in Marrakech”.
La méthode d’approximation numérique a donné lieu a la rédaction d’un article

» Optimal approzimation of the initial value problem™ actucllement soumis.



PREMIER CHAPITRE
PRESENTATION DE LA
DERIVEE OPTIMALE.
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Chapitre 1

Présentation de la dérivée

optimale.

1.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous allons introduire une certaine notion d'approximation
d’une équation différenticlle ordinaire non linéaire. 1l s’agit en fait de déterminer
une sorte d’approximation globale [20], [22], par opposition a la perturbation
pon-linéaire d’une équation linéaire, qui se distingue de I’approximation linéaire
classique au voisinage d’un point stationnaire. L approche suivie ici est de type

optimisation.

1.2 Probléme posé.

Considérons 1'équation différentielle ordinaire non-linéaire de la forme

dx -
PR (1.1)
x(0) = xo

ou:

14



z € IR", F est définie dans un certain ouvert €, & valeurs dans R,
avec les hypothéses suivantes
H1) F(0)=0
H?2) Le spectre o (DF (z)) est contenu dans Pensemble {z : Rez < 0} pour tout
z # 0, dans un voisinage de 0, ou DF (z) existe.
H3) F est continue, lipschitzienne, de constante de Lipschitz 7.
Le probléme que nous nous posons peut-étre traduit comme suit.

Trouver une équation différentielle ordinaire linéaire de la forme

de  «
@ - (1.2)
.’11(0) = Ig

approchant I’équation non-linéaire (1.1) auz mémes conditions initiales telle que

la fonctionnelle

+oo 2
cA)= [ IF (W) - Az O & (1:3)

soit minimale. F(z) étant comme au dessus, et A e M, (IR), d déterminer.
Pour le moment, x est juste une fonction définie sur [0, +oo], bornée, continue
et telle que z € L' (0,+00) et F(z(-)) € L' (0,+00) . Par la suite, on introduira
des Fonctions z (t) qui sont solutions de problémes linéaires.

Le probléme ainsi posé est de type optimisation au sens des moindres carrés, le
but étant de chercher & remplacer I'équation initiale non-linéaire par une équation
lindaire. Cela veut dire, chercher & approximer la solution du systéme (1.1) par
celle de (1.2). Ainsi, la minimisation de la fonctionnelle G (A) par rapport a A
se fait par rapport a des solutions issues de la valeur initiale zo et tendant vers 0

quand t — oo.

Remarque 1.2.1 Nolons que l’avantage déterminant de U'approzimation au sens

des moindres carrés est son caractére lin€aire.



1.3 Reésolution du probléme.

1.3.1 Rappels.

Nous allons brievement rappeler des théorémes ! garantissant I'existence et I'unicité
de la meilleure approximation au sens des moindres carrés. Ceci va permettre la
résolution du probléme posé dans la section (1.2).

On choisit dans IR" la structure euclidienne canonique, on note (., .} le produit
scalaire correspondant et ||.|| = 1/(.,.) la norme associée.

Pour tout f donnée dans un espace vectoriel V, le théoréme suivant nous assure
I’existence dans un sous espace vectoriel £ de V, de dimension finie, d’un élément

g meilleure approximation de f.

Théoréme 1.3.1 [16]Si E est un sous espacc vectoriel de dimension finie, alors

il existe au moins un clément g de I tel que
—gll =min||f — &
1/ = all =yip 1 = I
Ce théoréme garantit en général 'existence d’une approximation.

Théoréme 1.3.2 [16]Une condition nécessaire et suffisante pour que g sott une

meilleure approzimation de [ est que
(f —g,h) =0 pour tout h € E.

Cet élément ¢ est appelé meilleure approximation de [ au sens des moindres

carrés.

Théoréme 1.3.3 [16]L ‘approrimation au sens des moindres carrds est unique.

1La démonstration de ces théorémes se trouve dans la référence [16].
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1.3.2 Résolution.

La minimisation de G (A) est obtenue en calculant la différentielle par rapport

a A. Donc, en différentiant (1.3) par rapport & A le long d’une fonction , on

obtient
400
DG (A)a = 2/0 (Az (1) = F (x (1)), oz (£))dt

(1.4)

pour toute matrice . En particulier, pour les matrices « telles que o, =

Lya;; =0, s (¢,7) # (I,m), nous avons

40 +00
/0 (Az(t)—F(x(t)),a:r,(t))dt=/U [Az (1) — F (2 (1)), 2 () dt. (1.

Supposons que A minimise (1.3) le long d’une fonction donnée z. La relation (1.

est égale a zéro, et
400
/ [Az (1) — F (2 ()], €m (1) dt = 0,¥1 < I,m < n.
0

En notant (a; ;) le terme général de la matrice A, on obtient

éaz,]‘ (/0+oo i (t)am (1) dl) = ( 0+oo Ji(z () zm (1) dt)

1<3,m<n 1<l,m<n

En introduisant la fonction I' définie par

I'(2)= /O+°° e ()] [ (O] dt = </0+00 25 (1) (t)dt) mes

on obtient
A= [T @@l OF ] @

A est définie et unique a condition que

P =[Ol &

17

by |
—

fobs |
~—

(1.6)

(1.8)

(1.9)

(1.10)



soit inversible.

Cette condition sera vérifide si la trajectoire de z () n’est contenue dans aucun
sous espace strict de JR". Nous ne traiterons pas le cas ot la fonction & serait 3
valeurs dans un sous espace strict de 2", Indiquons toutefois que dans ce cas,
on peut se ramener a ’hypothése précédente en ajoutant & z une perturbation

de la forme
e—at

el . : (1.11)

(,-nat

avec € > 0 assez petit, et @ > 0 choisj dans un ensemble générique de valeurs.

Remarque 1.3.4 Notons que I (x) est unc matrice symeétrique. Elle est positive

car

v () v =/O+oo (<a(t),v>)dt>0 (1.12)

Vv € IR,

Une condition nécessaire et suffisante pour que I" soit inversible est donnée dans

ce qui suit.

1.3.3 Condition nécessaire et suffisante pour que I'(x)

soit inversible.

Lemme 1.3.5 [22/La matrice U (z) est inversible si el seulement si Uespace en-

gendré par  (IRY) est dense dans IR".

Preuve: D’aprés la relation (1.12), T'(z) étant une matrice symétrique positive,
une condition nécessaire et suffisante pour que I' () soit inversible est qu’elle soit

définie positive, c’est & dire
v (z)v > 0, pour tout v € IR" v # 0, (1.13)
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c’est a dire

vTF(:v)vz/()+oo(< x(t),v>)dt > 0. (1.14)

Cela est vrai si et seulement si Vv # 0, < z (-), v ># 0, c’est & dire, si et seulement
si 'espace engendré par « (1) est dense dans IR™.

En effet, si {z (/R*)} est dense dans IR", alors

pour tout v € IR*,v # 0, il existe t € IR* tel que < z (-),v ># 0.

Sinon, {x (IR*)} serait contenu dans {v}*, et comme cet ensemble est fermé, il
contient aussi la fermeture de {z (IR*)}, ce qui contredit la densité.
Maintenant, si {z (IR*)} n’est pas dense, alors

il existe un vecteur v % 0, v € {z (IR*)}"* tel que < x(-),v >= 0,V¢ > 0, en
contradiction avec 'hypothése. O

Supposons maintenant que x soit la solution de ’équation lindaire
dt . (1.15)

ou Ap = DF (zy).

De P’hypothese I12) dans la section 1.2, nous trouvons que z (t) tend vers zéro
exponentiellement, quand ¢ tend vers +oo, et par conséquent, la fonction T ()
est bien définie. Dans ce cas, le lemme (1.3.5) donne la condition suivante pour

que I' (z) soit inversible.

Lemme 1.3.6 [22]Supposons que x (t) = exp (tAo) o, 0t Ay satisfait H2) dans
la section 1.2. Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice
I'(z) soit inversible est que le rang de la famille X0, AoZo, ..., Ay xo soit égal &
n,

Rg [.’C(),AQLI?(), ceny Ag_lfl?o] =n. (11())

Preuve:D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, les itérés de Ay sont dans le

sous-espace vectoriel de I'ensemble des matrices M, (IR) engendré par la famille
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{l(l, Ao, ..y Ag'l} . On a donc e*ozy C {:vo, Agxo, ...,A(’,‘”lxo} , et donc
adh {etA%rO 1t > O} =IR" C {xo, Aoo, ...,A{,‘_ldfo} s

d’ou Ryg [:co, Aoo, s Ag"‘aro] = n.

Maintenant, si IRg [:vo, AoTo, -y AS_I:EO] = n, on construit alors, I’ensemble

{T’O’% (CtAOT'()) |t=0 yeeey El‘T:T;"]' (ﬁtAoiro) ‘t:O} = IR".

d : . .
On pose y; = T (em"zo) li=o - En utilisant la formule de Taylor pour t > 0 petit,

on a
n—1 t]

oy =3 =y;+o (")
j:() ]'
avec {yj}OSan—l = IR™.

On peut alors choisir n valeurs de £, to, ..., tn—1 assez proches de zéro pour que

[€t°A°1’0, vey Ct("”’)A(’fl’o] = [Yo, .-, Yn—-1) M (lo, ey tnot) + 0 (Mn_l)

n—1 . . . .
|t] =max |t;], et ou M (toy -y tn1) est une matrice de Vandermonde inversible.
=0

Donc

{(:‘OA" LQyeey clin-nAo 10} = IR",
et donc la famille {em"m(),t > 0} est dense. O

Remarque 1.3.7 [)-Bien ¢videmment, dans le cas de dimension finie, dire que
'espace vectoricl engendré par la famille {em"wo,t > 0} , est dense revient a dire
que cet espace est Uespace tout entier, aulrement dit, qu'il existe n valeurs de t
telles que les n vecteurs correspondants forment une famille génératrice.

2)-La condition du Lemme 1.3.6 exclul notamment la possibilit¢ pour xo d’élre
un vecleur propre de Ao, ou d’appartenir a un espace invariant de dimension

inférieur @ n. Dans le cas ou Ay a seulement des valeurs propres simples, le
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resultat est vrai si e seulement si 2y a des composantes non nulles sur toys les

espaces propres de J'

1.4 Algorithme.

On va utiliser le calcul précédent de manidre itérative. On supposera que les ma-
trices successives Aj sont de type stable, leur spectre est conteny dans {z : Rez < 0}.
La matrice initiale est la matrice Jjacobienne de F en To qui en principe est un
point arbitraire pris dans un voisinage de 0 et tel que F soit différentiable en
xg. Puisque F est lipschitzienne, on sait qu’elle est presque partout différentiable
[12].

Considérons le systéme (L.1)

dr ,
xr (0) = Tg

lére étape:
Calcul de Ay = DF (0).
2éme étape:

Calcul de A; & partir de la solution de I'équation

dy
A
dr — oY (1.17)
y (0) =T
en minimisant la fonctionnelje
too 2
G = [TNP (4 (1)) - Ay ) a, (L.18)

Ay est determinéde de maniere unique par la formule (1.9), oli z est solution

de I'eq.(1.17). On voit ains; que mis a part la matrice initiale, les matrices
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e

dé

point douné. Par la suile, il est nécessaire que les conditions du début,

section soient satisfaites & chaque pas.

terminées par la procédure ne sont pas les matrices Jacobiennes de

F ern un

de celte

Si nous supposons que cela est vrai, alors, la procédure marche comme suit:

3éme étape:

Pour calculer A; & partir de A;_1, on doit d’abord résoudre

dy
5 = [Ainly
y (0) = xo.

On notera y; (¢) la solution de I'équation (1.19).

La minimisation de la fonctionnelle

+o0 2
Gi ()= [T (3 (1) = Ay ) de

conduit & A;

La relation entre A; et A;_; s’écrit, alors

A F(y;) = ./0%0 [F (i) ly,]" de.

En supposant encore que 1" (1. est inversible, A; s’écrit
p | Y; y /1

=[P @l " ] e .

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Définition 1.4.1 Si la suite A: converge, alors la limile A est appelée la dérivéde
j gc, Pl

optimale de ' en .

1.5 Propriétés de la procédure.

Nous considérons maintenant la situation ol la procédure converge.
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1.5.1 Cas ou Papplication est linéaire.

Si F est lindaire et Je spectre o (F') est contenu dans le plan complexe & partie
réelle strictement négative, alors la procédure donne £ & la premicre itération.

Dans ce cas I'éq.(1.7) s’écrit
Al (z) = FI'(z). (1.23)

Il est clair que A = F' est une solution., Elle est unique si I' () est inversible.
Ceci est vrai si et seulement si la condition (1.16) est satisfaite. Cette solution
est obtenue a la premiere itération, avec Ay = F.

On peut donc affirmer que la dérivée optimale d’un systeme linéaire est le systéme

lui méine.

1.5.2 Cas général, ot1 le systéme est la somme d’un terme

linéaire et d’un terme non-linéaire.

Considérons un systeme geénéral d'équations non-linéaires avec une non-linéarité

de la forme

a (’C) =Mz + ™ (.’l‘) , T (0) = 9 (1.24)

ol M est lindaire.

Le calcul de la matrice Ay donue

A= [T @O @ @] @, (1.25)

qui peut s'écrire comme suit

A = [Mr () + (/0 I @) (t)}Tdt)} @)™ (1.20)
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et finalement

Av=M+ [/0+°° [F* (2 (4))] [ (t)]TdtJ [T ()] (1.27)

Done, A; = M + At avec

+o0

4= [T o) (OF dt] [ )} (1.28)

0

Alors, pour tout J nous avons
Aj =M+ A (1.29)
avec

4= [ 1 @ o)) s (O dt] [© (25 ()] (1.30)

Si en particulier, certaines composantes de F' sont lindaires, alors les composantes
correspondantes de F'* sont, égales & zéro, et les composantes correspondantes de

A; sont celles de F.

Si fk est lincaire, alors la kieme ligne de la matrice Aj est égale & f;.

1.6 Cas scalaire.

1.6.1 Introduction.

Considérons Péquation non-linéaire suivante

dx

37 = [(x),x(0) = 2, (1.31)

J:R— IR, on suppose que:
H1)f(0) = 0,

H2)f"(2) < 0 en tout point ol f’ existe, dans un intervalle |—q, +al, a > 0.
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H3)f est absolument continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue,
On veut approcher Péquation différentielle ordinaire non-linéaire (1.31), par une

équation lindaire de la forme

dr
— = dx
dt (1.32)
z(0) =z,
en minimisant la fonctionnelle
+o0 2
G(@:/ IS (2 (1)) = ax (1) dt. (1.33)
0

Ce probléme est résoln en utilisant la procédure exposée dans la section 1.4.

1.6.2 Calcul de la dérivée optimale.

On choisit zy € |—a, +af, 2o # 0, tel que [ (o) existe, on pose a = S (x0), et

on résoud 'équation lindajre

dx .
— = agx
dt (1.34)
z(0) = xq
qui donne
T (t) = exp (aot) zo. (1.35)

En substituant, dans Pexpression (1.9) f a F, on obtient

(/0+°° [ (=) det) ! (1.36)

a; = -

(/+00 eza()tdt) :L'U.
0

On vérifie que, avec z, # 0, f(x (1)) est presque partout dérivable [12] et

df (;t(f)) = f'(z (1)) %t z, do, (1.37)



d’ou

/+°°f(;z,- (1)) e®tds =
l . ,agt +0((J) 1 +oo (I) , 2agt p
p [f(z(1)e L™ - — (f (z(t) e (lt) Tody.
4]

ap Jo

(1.38)

Enfin a, s’écrit

=2 (f(r o) /0+°° F9 (2 (1)) 62“0'(18) : (1.39)

En changeant la variable ¢ en 2 (1) dans lintégrale et apres calculs, on obtient,
2 pao
@ = — f(2)d=. (1.40)
g Jo

La formule donnant a; montre que celle-ci ne dépend pas de ap. En répétant la
procédure comme indiquée au dessus, on obtient, le méme résultat. Dans co ¢ cas,

la procédure donne la dérivée optimale au premier pas i.e.
- 2 f7o
i (o) = _2/ J(z)dz, (1.41)
x§ Jo

1.6.3 Autre expression pour la dérivée optimale.

Si nous supposons f analytique en 0

0 f(n)
f(z) =) —~ ! ~ (0) (1.42)

n=1

fious pouvons donner une autre expression pour a(zy).
En utilisant la relation (1.41), et en remplagant, f(z) par Pexpression donnée

par la relation (1 A42), il vient que

To (") oo (") To
a(xp) = / Z f = %Z—: (0)/ 2"dz, (1.43)
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et

0
(zy) —z; n—f—(l))' ro=t. (1.44)

Enfin

«

G YO (L)

a(xo) = J'(0) + —Lof"(U) ok ey

formule valable dans Pintervalle de convergence de la série de Taylor en 0. Plus
généralement, si f est de classe CF dans un voisinage de 0, f(0) = 0, avec k > 1,
alors a est de classe C*~1 dans ce voisinage et on a,

~(j) 2
a —_—

(0) = T 1)'a-g;“‘f<f) (0);0<j <k-—1.

1.6.4 Propriétés.

Nous allons donner deux propriétés intéressantes de la dérivée optimale dans le
cas scalaire. La premiére est que la dérivée optimale converge vers la dérivée de
la fonction [ en 0 quand zy — 0. La seconde est que dans certains cas la dérivée
optimale converge quand zo — 0, méme si la dérivée de J en 0 n’existe pas.
D’ol, Pimportance du résultat, c’est & dire , la possibilité d'utiliser a (zo) pour
la description du comportement de la solution au voisinage de 0 quand la dérivée

en ce point n’existe pas.

Lemme 1.6.1 Si [ est continue, el si la dérivde de f en 0 existe, alors

hm 0(1(,) = ['(0).

To—

Preuve: Avec f(z) = zf"(0) + ze (2), Peq.(1.41) peut s’écrire

2 e
i(x0) = ['(0) + —7/ ze () d. (1.16)
xd Jo
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le second terme de 'éq.(1.46), satisfait Pinégalité

2 (z)dz{ < le(aoll 7 | 2] = le o) (i) (7) (1.47)

et converge vers 0 quand zo — 0. Donc ]im0 a(zy) = f'(0). O
Tro—
On peut voir que la dérivée optimale définie par I’eq.(1.41) dépend de la valeur

initiale xg et converge vers f'(0) quand xo — 0 si f'(0) existe.

Cas out la dérivée de la fonction non-linéaire n’existe pas en 0.

Dans ce qui suit, on va voir qu’il est possible de trouver une limite méme si la
dérivée de f en 0 n’existe pas, comme nous allons le montrer pour une certaine
classe de fonctions.

En écrivant f (z) sous la forme

J(z) = —zg9(2) (1.48)

dans la relation (1.41), il vient que

2 [ v
a (o) = ~— ’ zg(z) d=. (1.19)
On choisit la fonction
g-(z) = p(Jlnz]") (1.50)

i
ou p est une fonction périodique de période 1, bornée, p > 0; et p= / p(z)dz > 0.
0

La relation (1.49) s’écrit pour r =1 ¢t 0 < g < 1

a (o) = ~ /. zp (|ln z]) d=. (L.51)
0
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Pour tout 0<a<li, ona

~ 2 oz
¢ (axg) = v /0 zp(—Inz)dz
oo ‘
= - / @*zp(=Ina —In z)dz (1.52)
a?z? Jy
D Ty
= zp(—Ina —Inz) dz.
LYy AETR

. I ~ (1 ~
Si en particulier, on a Ina = 1= a=¢c"1 alors g (—mo =a (xy).
€
Dans ce cas, G To) n’a pas de limite unand zy — O+,
s p l

Dans le cas ot r > 1,
- 1
a, (2o) = ~2/ zp{(=Inzy — Inz)"} d=. (1.53)
0

On note que si 0 est, une fonction ¢, 3 support compact, alors ¢ * p est (>
c - 1 rx . , .
1 —périodique. Sj 0. () = ~0 (—) yalors 6, xp —, Py uniformément, sur 7. S; "
€ \e¢

et pz sont deux fonctions telles que
P —pall <6 (1.54)

~ ~ 0 . . ~
et a, (p;) (20), a, (p2) (z0) sont les fonctions associées respectivement 3 P, P2,

alors

”5, (12) (x0) - @, (m) (1:0)” < 6. (1.55)
En effet, d’aprés la relation (1.53), on a

”5,. (p2) (wo) — @, (m) (;L'(,)” < ”2/0l Z(p2(~Inzy - In z) = p (- Inxy — In z)) (lz”

h
< 2./0 zllpa (= Inzy — Inz) —pi (= nwy - In ., dz
(1.56)

et puisque |[p, — Pl <6, donc

|

T (12) (20) =& () ()] <4,
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—périodique telle que p; converge uniformément

Soit (p;) une famille de fonction 1
limuf(\ir (pi) (zo) existe, alors, il en
rg——

sur IR vers une fonction p. Si pour chaque j,

est de méme pour a, (p) et de plus on a

o () o) = Tim (i G () (w0)) (1.57)

Considérons maintenant la relation

a, (xg) = -—2/ ug, (u) du (1.58)
Iy Vo
ou g, (u) = p(Jlnu|"), on note que g, (u) n’est pas dérivable en 0.
En faisant le changement de variable v = [Inu|", on obtient
~ ¢ JInu]” 1
a, (xg) = —iz/ e p(v) vr . (1.59)
7‘.‘I?U +oo

On commence par remplacer zy par une suijte particuliere de réels tendant vers

. 1 .
0, la suite: e *v avec k e IN, k —s oo. Pour cela, on note que si z, est assez

petit, il existe un entier & unique tel que

E<|nul"<k+1. (1.60)

Aprés calculs, on trouve qu’il existe une constante 2 0 indépendante de z,

telle que
RO g < ookt (1.61)
De cet encadrement, on déduit en particulier que
xl
(;cl — | quand zy — 0. (1.62)
€27
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Nous allons maintenant calculer la limite quand 2y — 0 du rapport

~ 1 2 +00 o1
a, ((3"/”) —-——-——-/ 6_27'”[}(7))7}%_1([1)
k

re-?? (1.63)
~ = ‘ +‘ - . )Q
ar (o) —% - e_"’"%p (v)vr~'dv
rad Je+

Du fait de la relation (1.62) , le rapport des termes hors intégrales, dans le membre

de droite de I’égalité tend vers 1. On a donc

~ +eo 1
a, (G_Zk‘}) / e"2vr;)(1))v%_ldv
— ~ k+oo n . (1.64)

Le terme de droite peut encore s’écrire

too L1 1 k1 1 1
/ e~ p(v)vrtdo / " p(v)yvrtdy
k =1 + o k

Heo -2 1% N Lo Hoo —211% 1 4 .
/ e " p(v)vr T dv / e p(v)vrdv
Jk+1 k+1

(1.65)

En supposant que 0 < m < p(v) < M < +oo, (quitte pour cela a modifier p en

lui ajoutant un € > 0),

k+1 L1 i k+1 I
/ e p(v)vrdo IW_/ e 2 vy
k < Yk
+o0

too —20} N Y —m —out 14 ’ (l'()b)
e p(v)vr dv / e vr dv
k+1 k+1
Les intégrales dans le terme de droite sont calculables. On a la formule
b, bt
/ e oy = r/k e **dw
a ar 1
r -
= = [-—-6—2“’]61 (161)
2 ar
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En utilisant la relation (1.67), il vient que

k+ —2u'rL iy 1 1
/k e p(v)or~tdy M e=2k7 _ o=2(k+1)%

+oo : 1 T —2(k+1)?
/ e p(v)vrdo : e=2(k+1)
k41

(1.68)

et donc

L eyt
€ plvjvr " dv _ 1,1
k < (e 2((k+1) * ) - 1)

+oo i
/ e p(v)vrtdy
k+1

IA
T3z 3=

(e—zk%(wi)*—zk& _ 1)
-

qui tend vers 0 quand £ — 00. On en déduit que

~ 1
a, <e"” )

?ir (-‘Eo)

=<

-
=

— 1, quand 2y — 0. (1.69)

~ i ~ A . .
Conclusion: a, (e"”) et a, (zy) ont méme limite quand 2y — 0.

Ceci nous ameéne a 'étude du comportement de

~ y +o0
a, (e"k*) 2 / 6'2”%p(v)v%“1dv. (1.70)
k

L
re=2kT

~ S
En utilisant la série de Fourier de la fonction p(v) =P+ P (v), ou p= / p(v)dv
0

désigne la valeur moyenne non-nulle de p(v), alors

~ 1 - 2 +o0 L
a, (e"”) = —p T / e urldy
:,:e—Zkr Jk

) +oo 1 n (L.71)
- T / e p (v)vrdo.
re—2kv Jk
D’apreés la relation (1.67),
—- 2 +o0 2 1 1 1 2 r 1 -
— D —eur xe l — — D p=2kT —_ . I3
I re—2k*/k v dv 2 e 5¢ p (1.72)



et donc
~ 1 - +00 1_,4Y} o
a, (6”2’”) = —p -—2/ ez(k )P (v) v+ ~dp. (1.73)
k
Le deuxiéme terme de la relation (1.73), s’écrit

400 o) o
B, = —Z/k 62(k ) P (v)vrdv. (1.79)

En faisant le changement de variable v = k + w, on obtient
B = -2 /:oo ez(k%—(ﬂw)}) P (w) (k+ w)%—1 dw (1.75)
et avec le changement w = kz, on obtient
By = —okt /0+oo ezk%(n—(lh)*) B (k2) (1 + 2)5-1 de. (1.76)
Pour I'étude de By, nous décomposons I'intégrale en une somme de deux:

e at(1-(42)}) ~
By = —2k%/ ™ (l (14+2) >P(Icz)(l+z)%-1 dz

0 (1.77)
1 [t Flicg4n?) ~
—Qk:/ 2 (1049 )p(kz)(uz)%"dz.

Nous étudions d’abord la deuxiéme intégrale et nous montrons qu’elle tends vers

0. En utilisant 'inégalité suivante
1—(1—{—2)% _<_—C'(1+z)%, pour z >¢>0, C >0, C=C\{e), (1.78)

il vient que

+co
kl S 2Mk*F e~ ’ ' 142 ; z. 76
B IMk? kT c(142)7 1y 1.79
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Si on fail le changement, de variable v — kv C (1 + z)% , on obtient

+00 . 20D\ :% +o00
2/%/&'%/ e~2Fe(142)} (1+ z)%"1 dz < ———ZCA” / (6“2”) dv,
5 C

r kT (L4e) ¥
(1.80)
+00
et Loyt (6‘2”) dv — 0 quand k — +o0.
Ck7(14€)7
Il reste a évaluer
€ % — z # ~ —
zk%/ o2 (-0 )p(kz)(1+z)% L. (1.81)
0

On choisit une primitive de P notée P obtenue en intégrant formellement la série
de Fourier de p (dont la moyenne est nulle). L'intégration de P (kz) donne
1 ~

—~ P (kz).

o B (k)

L’intégration par partie de la relation (1.81) donne

~ L ok (1(4n? il
2[% P (kz) kre™ (1-0+9 )(l+z)(7_l)J

0

13 [* B (k) {—%(1 1oyt 2 (maet) z)‘*")}dz (1.82)

e~ 2kt (1=(140)
_4k%-1 / P (kz) {C_lk (1 (142) ) (l — 1) (1 + Z)(;IT_2)} dz.
JO r
Le [)remier terme tend vers () quan(l k — +OO, car

1 1
2k (1—(]+z 7‘) . 1 1
¢ ) _<. ¢ 2CkY (142) 0.

. N ) 2k¥(|—(1+z)*) 2kt (1amk

De la méme maniere puisque e <e (1+2)7 __, 0, quand k —
. N .o, 2 .

+00, le deuxiéme et troisiéme terme convergent vers 0, si kv=! — 0. Ceci est.
possible & condition que
2 .
Z-1<o, (1.83)
”
c’est a dire pour r > 9.

Pour le cas r < 2, on itére le caleul précédent. On peut définir des primitives
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successives de P, que nous notons

P]’}N)'l,"-’ 1’\)‘71:1’; (184)

obtenues en intégrant formellement, Ja série de Fourier de 7 (dont la moyenne est
nulle).

L’intégration successive de p (kz) donne

~ 1 ~

1
P (kz), 55 P2 (kz), ...,

. = Pa (k). (1.85)

| —

n

-
Finalement, avec » > 1, on a la convergence vers (0 du terme

On s’arréte dés que 'on a r >

£ gkt (1—(1-}-2)"1')
€

Q

okt P (kz) (1 +2)7 " dz. (1.86)

D’ou,
4, (x0) — — P, quand ¥y — 0, pour tout r > 1. (1.87)

Ceci permet d’affirmer que la dérivée optimale peut exister méme si la dérivée de

la fonction f en 0 n’existe pas.

1.7 Relation entre la dérivée optimale et celle
obtenue par dérivation au sens de Fréchet

en (.

Dans le cas vectoriel el en supposant que la suite définie par la relation (1.22)

Converge vers
A= Uom [F ()] [«]" dt] C ()], (1.88)

il est possible d’écrire celte limite en fonction de la dérivée de F en 0.



Si la dérivée de F en 0, DF (0) existe, on peut écrire
F(z)=DF(0)z + o(|x|) (1.89)
et en remplacant dans I’expression (1.88), on obtient

A= [T 100+ ole D=0 &] [ Ol @] |
(1.90

En utilisant les propriétés de la section (1.5), il vient que

A= pP© [[TOle@r ] [[TEo)e Oy K
T et onEOF @] [ o ord

enfin

A=DF©+[ [ oz O] = (@) ) [l @ " | )

7 ot @ntte o a [ e @i o @] = o)

c’est a dire, une quantité qui tend vers 0 quand zy — 0, en supposant que |z 3]
reste de Pordre de |z¢].
La aussi, il est possible comme dans le cas scalaire d’associer une équation linéaire
b b
au probléme non-linéaire méme si la dérivée en 0 n’existe pas.
Dans le chapitre V consacré a la mise en oeuvre numérique, plusieurs exemples
b

(5.2.1), (5.2.2), (5.2.3), (5.2.5), ainsi qu’une comparaisomrave, la linéarisation
' >,

classique (5.2.6) , seront présentés. : Y

\
3
|

° v
- DR
5 ﬁ/.v
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DEUXIEME CHAPITRE
DETERMINATION DE LA
DERIVEE OPTIMALE.
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Chapitre 2

Détermination de la dérivée

optimale.

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on aborde P’étude de la dérivée optimale et particuliérement, |a
procédure de calcul donnant celle-cj.

On fixe 29 # 0, et on définit dans M, (IR), 'application A —s & (A) telle que

() = [[7 [ (e120)] [e44aa] "] i () (2.1)

avec

D)= [ [y [ethar) " at

Maintenant, on construit la sujte d’approximation

{ A= 04, 09)

Ao= DF (ry),

To est en principe un point arbitraire pris dans un voisinage de 0 et tel que F

soit différentiable en wy. La limite de la suite A;, si elle existe est ce que nous
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appelons la dérivée optimale. Celle-ci nous permet d’avoir une équation lindaire
optimale.

En fait, c’est un probléme de point fixe que nous somines amené a résoudre,
puisque, dans les conditions de convergence de la suite A; on aura a la fois
'existence et 'unicité si 'on peut montrer que 'application @ est lipschitzienne,
de rapport plus petit que I. Le probléme ainsi posé est trés délicat compte tenu
de la nature de l'opérateur ®. Nous avons cherché a le résoudre dans le cas
de la perturbation non-linéaire d’une équation lindaire. On a developpé deux
approches:

Dans la premiére, on considere la perturbation d’une matrice diagonale (19], qui

s’écrit i .
6 0 . . . 0 0
0 4, 0 0 o0
. 0
A= ) 0 < b < by <. <6,
0 . 0
0 0 0 0 é,-1 0
00 ... 0 &, |

Cette étude est proposée dans le présent chapitre. La deuxiéme approche corre-
spond au cas oii on perturbe une matrice dont les valeurs propres sont imaginaires
[21]. Celle-ci sera présentée au troisidme chapitre. La situation envisagée dans
ce chapitre est générique. On peut s’y ramener dans le cas oul la matrice est
diagonalisable et a toutes ses valeurs propres réelles et distinctes. Nous n’avons
pas abordé le cas générique A valeurs propres réelles ou complexes. La deuxicme

situation, examinée au chapitre 3 est non générique.
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2.2 Position du probléeme.

On considére I"équation différenticlle ordinaire non-linéaire

— = I (x
a = (2.3)
1 (0) = Iy
avec
F(z) = -Ar + G(x),
x € IR™,

F' est définie dans un certain ouvert § 3 valeurs dans IR".

On supposera que:

F0) =0,

F est continue, Lipschitzienne,

o est choisi & composantes toutes non-nulles.

Nous nous intéressons particuliérement existence, 'unicité et la convergence
de la dérivée optimale obtenue par minimisation au sens des moindres carrés et

associée a I'équation (2.3) de la forme

dr

—_— xr

r (0) = Iy,

A étant la limite, si elle existe, de la suite définje par (2.2).

2.3 Relation de récurrence.

En utilisant Pexpression de F, la relation de récurrence entre A;_, et A; 8'éerit:

+o0 T (2'5)
+ [/0 G (c‘AJ—lm(,) [e"’:-lmo] (ltJ [F(Aj_l)]_l
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ou encore

Aj=—A + [ U+00G (e‘Af-‘mo) [et“‘"‘woJT{lt] [T (A;-0)]71, (2.6)

a condition que I' soit inversible.
Si on pose
+o0 T
0 (A) = [ [ G (e0) (et dt] [r(A)", (2.7)
Jo
alors on obtient 1’équation de récurrence

Aj==D+4p(A;)

(2.8)
AO €B (-A,p) .

B(=A, p) est une boule de centre —A, et de rayon p > 0 dans Pespace des
matrices.

La matrice initiale étant

A() = -A + I)G'(J,'()) . (29)

2.4 Existence de la dérivée optimale.

On cherche A dans un voisinage de la matrice —A, c'est a dire dans la boule de
centre —A et de rayon p > 0 dans Pespace des matrices. On choisit p assez petit

pour que A ait ses valeurs propres distinctes et a partie réelle négative.

Lemme 2.4.1 [19]Sous les hypothéses sur —A, pour tout P >0, existe v > 0

tel que, pour toute fonction (& continue, vérifiant de plus
G (@) <y |, (2.10)
el pour lout A € M, (IR), vérifiant A+ Al <p, ona

lle (M) < ~C™, (2.11)
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Cll? 1
(1= C"p)* 25 m (o, 6)

avec ' =

Preuve: Avec

et d’apres la relation (2.10), on a

I (<3 [ ertao] ] Jiv (1.
Estimation de |[[I (A)]‘IH .
Pour cela, calculons
oI (A)v = /0+00 (‘vTc‘At:cUy dt.

vTT (A)v est Pintégrale du carré d’une fonction. Done, vTT' (A)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

v sera non-nulle

si la fonction est non-nulle. On prend A = —A| la fonction dont on calcule le

carré est donc la fonction

P (v (t) = vjzg e,
i=1

Les 6; étant tous distincts, (v (1)) est équivalent quand ¢ —» +00, au terme

correspond au plus petit entier j tel que

vy # 0,

c’est a dire

UJ‘#O.

Par conséquent, on a vTT" (A)v > 0 pour tout v # 0. Donc, la forme quadratique

associée & I'(A) est définie positive, et donc:
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pour tout (zq,4), il existe une constante m (g, 8) telle que

vTF(/l) v 2> m (g, d)||v||? (2.15)
avec
m (g, 8) > 0, (2.16)
et0<éd<b<...<6,.
On a donc
P > o (o, 6). (2.17)

Avec A\, = min {M:xeo(r (AN}, il vient que

/\min >m (-'Fl)’ 6) s

ce qui implique VA € o ([l’(/i)]ﬁl) ) ()\ < )‘.T.i'n) , et

1
AL —— 2.18
T m (g, ) ( )

Ce qui donne

T o< - 2 2.19
A0S s o (2.19)
D’ou, 'on déduit qu’avec la matrice Ay symétrique positive,
Al "‘1 l € (3
< — 2
fir o) < L (2.20)

Estimation du terme ”rz"””.
On choisit un contour I dans le plan complexe, qui entoure Jes nombres —§; of,

aussi les valeurs propres de A pour |[A + Afl < p. On peut prendre un contour
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dont la distance aux [——6¢]1$i$n soit égale & p. Si on pose 7 = §; — p, dans ce cas

et = ~2-;—7r/l:ezt (21 — A)7 1 dz (2.21)
et |
"eAt" s é%/p ¢ I(z] - A)-l” |dz| (2.22)

gégkeﬂwwl—Arwwd.

Evaluons maintenant le terme "(z] - A)—lll .Ona

(21 = A)" = (I +8)7 (I = (2T + A (A+ 1)) (2.23)
o C | 1 ”
WH—A)“Sﬁﬁ@&4M1—Wu+Ar%A+Am (2.24)
1

2 — A)7! ! .25
(1-Ayt|<c 1= |G1+2)7 1A + a)) (229

-1 v 1 9«
|z1 =) <c —GATAN (2.26)

dist (z,(—6;))

1 , 1 .

“(ZI —4) ” =C 1= C"|(A+ Q)] (2.27)
enfin
o] < .
S1=C"A+A|

En reportant les inégalités (2.20) et (2.28), dans la relation (2.13), on obtient:

T pep—_ o [Tema e
T (l=-Cr|A+ A”)2 m (z9,6) Jo
et donc
le (A)]] < C" (2.30)
2 2
avec O = k ”x(’” _]__ 1

(1 —C"p)? 2 m (z0,6)
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Proposition 2.4.2 [19]Sous les hypothéses du lemme (2.4.1), il eziste P > 0 telle
que ’équation

A=-A+p(A) (2.31)

admette au moins une solution dans B(-A, p).

Preuve:Si on impose yO" < P, on a

lle (Al < p.

Alors, I'application ® : 4 —, —A+¢(A), définie de B(-A, p) dans M, (IR) est
en fait & valeurs dans B(—A, p).

Cette application est continue. La continuité de & est conséquence de la conti-
nuité de chacune des applications 4 —, (F(A) et A —s 0+°o G (z) [em.'co} Tt
Pour la premiére application, il suffit de montrer la continuité de Papplication
qui a A — ['(4), Puisque nous savons que I'(A) est inversible uniformement

(dans un voisinage de A = 0). Or

PA) = [ T dt = [ el du+ [ el ol e

Vintégrale de 0 & 7 dépend continument de A, et Pintégrale de 7 & +00 est
uniformément petite quand 7 est assez grand. De la méme maniére pour la

deuxiéme application
tp(A) — /(;+OOG(.’[) [etA:IIOJTdt - /OTG(.T) [etA:EOJTdt +/+°°G(CE) [etA:L'()]Tdt

Uintégrale de 0 & dépend continument de A, et lintégrale de 1 3 +00 est

uniformément petite quand 7 est assez grand. Doy Pon peut écrire

I'(A) =limunif OT (e'A:L'O) (etAa:o)Tdt

T——+00

@ (A) :lTir_l_xgxg(i’f OTG (e’Amo) [c‘AwoJTdt.
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I'(A) et ¢ (A) sont limite uniforme d’une suite de fonctions continues et sont
donc continues.
® applique la boule fermée dans elle méme et @ est continue. D’aprés le théoréme

de Brouwer [13], on conclut & I'existence d’un point fixe. O

2.5 Unicité de la dérivée optimale.

Proposition 2.5.1 [19]Sous les mémes hypothéses sur —A, pour tout p>0,idl
existe v > 0 tel que pour toute Jonction G vérifiant G(0) =0 et

16 (2) = G @ <y lle =),V 20" € B, (2.32)

Uapplication & est lipschilzienne, de rapport strictement inférieur a 1 de la boule
B(—A,p) dans elle méme. Dans ce cas, Uéquation (2:31) a une et une seule

~

solution dans BB (=4, p). -

¥
¥

Preuve: Pour montrer que A est unique, il suffit de vé&‘q que ¢ est lipSchitzi-
enne de rapport strictement plus petit que 1. Par rapport au résultat précédent,
il suffit de renforcer les conditions sur & pour assurer que ® soit une contraction
stricte. Pour cela, considérons Papplication qui & la matrice B fait correspondre

@ (B) tel que

¢(B) = [/O+°o G (eB‘:rU) [eB‘:L'O]Tdt] r(B)". (2.33)

Estimons la diflérence

@ (B2) —p(By) =

[ /0+°° G (632 two) [eaz %J T /O+°° « (831 ‘:z?o) [eBl tx(,] T dt} [T (B)]!

+ [/0+°° G (CBI two) [GB”;L‘O]Tdt] [[F(Bz)]_l _ [F(B])]‘l] .
(2.34)



En posant

R = '/0"*'00 G (eB1 t.’IIo) [GBI t'TO] T(lt [[[‘ (B2)]—1 - [F (Bl)]——lJ , (235)

Pestimation de R donne,

12l <[ 6 (cBri) [eo ‘wo] "t |Ir (B = 0 (B

On a
+oo T k? ||z 1 k? |lzol® 1
(e o] ] < o<yl L
L ( .L'Q) [6 -750} = 7(1 —Cn ”.B + A“)Z 27] - 7(1 _ C”p)2 27]
(2.36)
Avec

[T (B = [0 (B = [P (B [ () —D(B)IC (B (2.37)
et

S = [F(Bl)] -[r (Bz)] s

on obtient ’estimation

Jir B e a0 - 0 e )1 <

. 2.38
< (xo, )ll | ——— e d) 0,6) (2.38)
Evaluons maintenaunt le terme
+o00 Byt B +00
S = [/ ePtroxleBs tyy / ez, ozl Bl tdtJ (2.39)
0 i
=/ [eB’t B" x aleBs gy +/ Vol BﬁTt - eBlT'] dt.  (2.40)
0

Estimation de eB2t — ¢Bit.
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D’aprés ia relation (2.21)

r

eBrt — eBit = Q—I;r— g et {(3[ = By)™h = (2l - Bl)ul} dz
= 2—3;/16‘ (21 — B2)™' {(2I — By) — (21 — B2)} (21 — By) ' dz.

(2.41)

En passant & la norme on obtient

R e R e R [
’ C'
L=C"B, + A T=C7 || B, + A

S Bz = By|| e

(2.42)
Sil|Bi+ Al <p, ||Bs+ Al < p, alors
012
o= e < e e (2.43)

L’estimation de S, donne

”F(Bl) ~(By)|| < | B; — By 6’""t(i—:q(;rp)§ [/0+°° e~ ”.1:01‘,5" ”eB”

bz L ot e | o

J

(2.44)
et avec ”eB2t” , ”eBl ‘” évalués en (2.28). on obtient
ClS T
al : — Al : ! — e S ~
W) = DB 18 = Bl s oot 5 (29
La relation (2.45), peut sécrire
I (B1) =T (Ba)l| < Ca|| B2 — By, (2.46)
avec
3 9 1
Cy= —n oll” —. 2.
YT =) il 2n (247)
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Enfin, 1 éstimation de la relation (2.37) , s’écrit

”F (B2)_1 - F(Bl)-.l” < “%C‘, I|1B; — B, I (2.48)
(m (£0v 6))
Finalement,
|R|| < vCs || By — By|| avec Cy5 = C4~ . k? ”5':0”2

27] (rn (‘EO 6)) (1 _ C”p)2 . (249)

Maintenant, posons

7= [ G (eBtan) [ePrtae) T at - L7 G (P ) [Pty at| [0 ().

L’estimation de T donne

T < ’ / [ (%2 20) — G (e51) [ t20) " dt 1 (B,)) ‘
[ G(wau) [[e ] — o] at [I0 ()] Il

Avec I'hypothése sur (7

16 () = Gl < 7|z = &')f , ¥, € R,

et les relations (2.28) et (2.42), on obtient

i (C) e 1
17 </ 1Bz - Bi| e (L= Cmy)? 0)? lzof (1(-C)"’p) m (xo,é)
+o00 Ie—nt —nt r 1
+/0 ’Ym lloll . | B2 — Bil|.e (1 —Cnp)? o] m (x0,6)dt'
(2.51)
Enfin

(cy’ 1 , »
1T < 27(7"“)3 llzo)|? ‘WZ 1Bz — Bi|| < +Cs (1B, - B, (2.52)
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Finalement

le (B2) = o (By)]| < 7(Cs + Cs) 1B, — By (2.53)

En prenant v (Cs + Ces) < 1, et vC™" < p, on obtient que ® est lipschitzienne,
de rapport < 1 de la boule B(—=A, p) dans elle méme. On conclut que A est

unique. O

2.6 Convergence de la dérivée optimale.

Théoréme 2.6.1 Sous les hypothéses du Lemme (2.4.1) et des propositions (2.4.2)
(2.5.1), on a:

: B(=A,p) — B(-A,p),

® est une contraction stricte.

Alors, une condition pour que la suite A; converge vers l'unique point fire dans

la boule est que A, € B(-A,p).

Preuve: On a
AOGB(—AJﬁ+-+Ao+A==DGCm)€BULM (2.54)

D’apres la relation (2.10), on a

1DG (2o} < 7. (2.55)
Si 'on impose la condition
Y <p, (2.56)
on aura
Ao €EB (—A,[)) . (257)



Dans ce cas, la suite
A= ~A+®(A;y)
A() € B (-—A,p)

(2.58)

converge vers A.
Par conséquent, pour tout Ao € B(-A,p), la suite A; est bien définie, & valeurs
dans B(-A,p) et de plus elle converge géometriquement vers 'unique point fixe

dans la boule. O
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Chapitre 3

Propriétés de la dérivée

optimale.

3.1 Introduction.

Nous allons nous intéresser & I'étude des propriétés de ’équation linéaire obtenue
par approximation, par rapport a I'équation non-linéaire. Plus généralement,
nous nous poserons la question suivante:

Quelles relations existent -ils entre les propriétés qualitatives (stabilité, ordre )
de I'équation non-linéaire et celles de 'équation optimale?

Ainsi dans ce chapitre, on précise l'ordre de I’approximation [22]. Ensuite, on
aborde la question fondamentale dy lien entre la dérivée optimale et |a stabilité

asymptotique.

3.2 Ordre.

Nous allons estimer ’écart définissant ’erreur. Ce qui va permettre de préciser
l'ordre de approximation. Ceci revient en fait a évaluer “r t)—y (t)” , 0l T est

la solution de P’éq.(1.1) et ¥ est la solution de la dérivée optimale, les deux ayant



la méme valeur initiale. 1] s’agit la d’unc estimation globale,

Lemme 3.2.1 [22/Sous les hypothéses H1), H2), H3) du chapitre 1, section 1.2,
sur la fonction F, et si en plus

1E(2) = DF 0) 2]l = O (|f«1?) , quand 2y — 0,

17 ()] < ¢ ol

alors

+o0 ~ <~ 2 9\ 2
Fy () = Ay )] dt <O (||ol?)”. 3.1
[ F @ w) )] dt < 0 (lro]?) (3.1)
Preuve: Nous allons évaluer la fonctionnelle définie par la relation (1.3)
teo 2
L I# @ @) - ay ) a

Pour calculer la premiére matrice Ay de la suite définie par la relation (1.22), on

part d’une matrice A4, quelconque, ot on minimise la fonctionnelle

+00

ol yo () est la solution de I'équation

Fyo (1)) = Ao ()] dt (3.2)

dy ‘
ar = Ao (1) (3.3)
y(0) =z

A; minimise la relation (1.3) au sens des moindres carrés le long de la solution

Yo (¢) du systéme (3.3). A, sera tel que

+00 +00 ) 2
/0 £ (o (1)) = Ayyo (D)) dt S/O I (o (1)) — Ayo (1)) dt, (3.4)

A étant une matrice quelconque appartenant & Pespace des matrices admissibles,

c’est & dire Re (o (A)) < 0.



Iy

- I

De la méme maniére Aj+1 minimise la relation (1.3) au sens des moindres carrés

le long de la solution yj () du systeme

(/y
= A,
{ i iy
y 0) = Ty

et Ajyq sera tel que

400 +oo 2
Jo IG5 O) = (A s OF < [* 1 (45 0) - g, ()7,

pour tout A, Re(a(A)) < 0.

A la limite (j — +00), on obtient

A“jpxgm)_Aguw%ugﬂ“ﬂpxym)mAauwwt
Ainsi )
/ |F (7 1) A?n“m

:VAEM,,(R),]II{]efo(A)c]~rx o[ / “1( ) A y t)” dt.

En particulier pour A = DF (0),on a

/ W‘HO —AYy ”m</ V DﬁMyonﬁ

(3.6)

(3.8)

(3.9)

Avec ||[F (x) = DF (0)z|| = O (Hrl]z) , quand xg — (), et ”17 (f)” < Clxofl, on

conclut que

L8 G o) = 45 @ff < 0 (o). o

(3.10)

Proposition 3.2.2 [22]Sous les hypothéses du lemme (3.2.1), et pour tout T >

0, il existe M > 0 tel que

=) =7 @] < a (ol?)

o9y 4
<t

(3.11)



¥ e

pour 0 < t < T, el lout x¢ dans un voisinage de 0, indépendant de T.

Preuve: Evaluons maintenant la dilférence

dv  d¥ . A7 (
I =F(z())— Ay () _

5 _ ~ (3.12)
=F(z (1))~ F (G 1)+ F (7 (1) —A¥ (1)

De Phypothese H3), chap I, section 1.2, il vient

%""’(t) ~v ) <vfe@-v|+|F(F®)-Av

| : (3.13)
et en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

le ()~ 5 (1)) g/otcw F () = A7 (s)] ds

< ([ enas) ([|F G ) - AT ).

Alors, pour tout T > 0, il existe M > 0 tel que

(3.14)

”r (H)— y (1)” <M (H.’l‘0”2) ,pour0 <1 <T.0 (3.15)

Donc, 'approximation proposée est d’ordre deux au moins en fonction de la

donnée initiale, en général, elle est de I'ordre de la non-linéarité.

Remarque 3.2.3 [22/L ‘estimation donnée dans la proposition (3.2.2) a au moins
un point faible, elle dépend de T' el cst donc limitée a Uintégration sur un inter-
valle de temps fini. Toulefois, celle approrimation peut élre étendue @ IR* si

nous supposons que I est dissipative, c’est a dire si pour un o > 0, nous avons

(F(x)=F(y),x —y) < —allx —y]? (3.16)



pour tout x,y. Alors, avec F (0) = 0, on obticnt

L

”:1.' O (I‘)“ < (/O+oo e‘z‘y(t””)(ls) i (/:w ”F (; (‘4)) - Ay (-S)“zds)

(3.17)

B

Finalement, il existe M > 0, tel que

= =3 @] < [(2;),5] [M (Jlzol?)] - (3.18)

3.3 Stabilité.

3.3.1 Note historique

Routh (1884), Thomson ct Tait (1879), Joukovsky (1882) ne retenaient des
équations diflérentielles que leur approximation linéaire au premier ordre. Tout
en reconnaissant que le procédé n’était pas rigonreux, et sans en proposer aucune
justification, 'étude de la stabilité du systéme non-linéaire était alors menée sur
le systeme lindarisé.

Un apport majeur de Lyapunov et simultanément, de Poincaré, a été de donner
des conditions de validité de cette approximation, basées sur les propriétés des so-
lutions du modele lindarisé. Cette méthode permet de conclure localement sans
avoir a donner de renseignements quantitatifs. En fait, depuis ’apparition du
célebre mémoire de Lyapunov ”Probleme général de la stabilité du mouvement”
en (1892) , beaucoup d’études ont é1é menées Hahn (1963) , LaSalle et Lefschetz
(1961), ..., etc. Cependant, la détermination d’une fonction de Lyapunov con-
stitue une difliculté majeure. Plusicurs méthodes de recherche de cette fonction
ont été proposées, éthode du gradient variable Schultz et Gibson (1962) , Zoubov

(1957) ; a partir des formes quadratiques Aizerman et Gantmacher (1964), ...etc.



3.3.2 Lien entre la dérivée optimale et la stabilité asymp-

totique.

Nous examinons, dans ce qui suit, le lien entre la notion de fonction de Lyapunov
ou plus généralement la stabilité d’un point d’équilibre et les propriéiés de la
dérivée optimale en ce point. Pour mieux illustrer le lien qui peut exister entre
la dérivée optimale et ’équation non-linéaire, on va présenter un exemple dans
lequel la jacobienne du champ linéaire associée a I’équation non-linéaire a un
spectre a partie réelle strictement négative au voisinage de 0, sauf en z = 0, et
les solutions ne tendent pas vers 0.

Il n’existe pas de résultat théorique permettant de conclure 3 partir de cette
hypothése sur la nature de la stabilité de Porigine, et exemple tends a illustrer
le fait que le résultat dépend de 'équation. La procédure de dérivée optimale

permet de détecter celles des équations pour lesquelles il y a stabilité.

Exemple 3.3.1

ﬂ = —rg(x)
(«\,{/f : (3.19)
— = —|z"y + || !
dl
n=2 elg(x)>0.
d ,
Sty — 0, EI[{ >0, et done siy(0) > 0=y (1) > 0, et cela veul dire que y ()

esl non bornce.
La jacobienne du champ linéaire associé ¢ l'équation (3.19) s’éerit, pourn = 2,
x?
el g(r) = —
9(r) =
3’
DF (z) = 2
a(ayy) — ol
malrice dont le délerminant est posiif det (DF (z)) > 0, et la trace est negalive
tr(DF (r)) < 0. On en conclue que le spectre de la jacobienne associde  l'équation

non-linéaire est a partie réelle strictement négalive, donc asymptotiquement sta-

ble sauf en x = 0.



Le calcul de la dérivée optimale donne au premicr pas avec (zo,Y0) = (1,0)

—0.340938 0.227282
0.909119  —0.170407107

dont les valeurs propres sont

A = —0.65595
g = 0.314995.

La dérivée optimale appliquée a cet exemple, donne au premier pas une matrice
avec une valeur propre > 0 et une valeur propre < 0. La conclusion obtenue par

atilisation de la dérivée optimale est donc conforme au résultat observé.

Cas scalaire.

Proposition 3.3.2 [20], 22]Sous les hypotheses 1), H2) chapitre 1, scction
1.6 sur la fonction f, alors

2.{ 3
v(r) = z%a(xr) (3.20)
est une fonction de Lyapunov pour l'équation non-linéaire.

Preuve: En effet, si x (t) est une solution de I’équation (1.31), en dérivant

v(r () = [(;r(t))z(](:c(t))] (3.21)

par rapport a ¢, on obtient

d g . ‘
e atew) = @O)*>o. (3.22)

Puisque, au vu des hypotheses H1 et 12, chap I, section 1.6

v(x(t)) <0, (3.23)
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on obtient que v (z (¢)) — 0 quand ¢ —s +00, donc x (t) — 0 quand ¢ —
+o00. O
Donc dans le cas scalaire, la dérivée optimale permet la construction d’une fonec-

tion de Lyapunov pour 1'équation non-linéaire.

Cas vectoriel.

La réponse & la question y a t-il un lien entre la propriété de stabilité de I’équation
linéaire obtenue par la dérivée optimale et celle de I'équation non-linéaire dans le
cas vecloriel est tres délicate. La procédure de calcul nous a permis de résoudre
des problémes ol la lindarisée classique tombe en défaut. Dans le chapitre 5,
consacré a la mise en oeuvre numérique, les exemples (5.3.1), (5.3.2), (5.3.3),
(5.3.4), illustrent parfaitement, le probleme concernant le cas ou la lindarisée
présente un centre. L’exemple (5.3.5) illustre le cas ol I'équation lindaire classique
présente un noeud, sachant que c’est le type de stabilité qui est en défaut. Enfin,
Pexemple (5.2.1) montre la possibilité offerte par la procédure pour ’étude de la
stabilité dans le cas on la lindarisée n’existe pas. D'une maniére générale, lorsque
la procédure converge, la matrice obtenue est stable. Toutes ces considérations

nous amenent a la conjecture suivante.

Conjecture 3.3.3 Si la procédure converge, et la limite de la suite Ajyq est

exponenticllement stable (ou, si la suite Ajy1 = M+r(A;) a un pownt fixe stable)

alors, le systéme non-lincaire est stable.

Commentaires. Dans ce qui va suivre, on va présenter une étude concernant,
la perturbation d’une équation linéaire d’ordre 2 qui admet des valeurs propres
imaginaires. Ceci va nous permettre de montrer que les conditions sous lesquelles
la conjecture a été formulée peuvent etre satisfaites, c’est & dire I'existence dun
point fixe stable. Le but des résultats qui seront présentds au chapitre 5 est de
montrer que la conjecture (3.3.3) est verifide dans des exemples. Ces résultats

ont éi¢ obtenus a partir de la procédure de calcul de la dérivée optimale exposé
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dans le chapitre 1.

Avant de commencer 1’étude, il nous a semblé utile de rappeler brievement la
3 I

perturbation non-linéaire d’une équation linéaire d'ordre deux.

Pertubation non-linéaire d’une équation linéaire.

Considérons le systéme non-linéaire d’ordre 2 pertubé [1]

- a by ( y)
—_— = r + +g T,
_[ = c.?:+dy+!]2 (-an)

ou, a,b,c,d sont des constantes réelles tel que ad — be £ 0, g1, 92 des fonctions
continues définies dans un disque autour de Porigine (z,y) = (0,0).
91,92 sont appelés perturbations, et le systéeme non-linéaire (3.24) systeme per-

turbé correspondant au systeme linéaire

dv 1 4 by

— = g Wy

gt (3.25)
al A cr + dy

7 " .

Si les perturbations g, g2 sont petites dans un certain sens [1], et satisfont un min-
imum d’hypothéses, on peut dire que les courbes intégrales du systéme (3.24) au
voisinage de Porigine dans I’espace des phases sont similaires i celles du systeme
linéaire (3.25). Mais en général, ce n’est pas vrai lorsque le systéme linéaire
présente un centre et parfois un noeud (17], [1].

Nous allons considérer le cas ol @ = d = 0,b=—1,c=1, c’est & dire

F(z) = Mz + G (x)

(3.26)
(0) = xq
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ol
0 —1
1 0

M =

Les valeurs propres de M sont égales & -+

)T = (z1,22) € IR?,

1) F = (f1, f2) est une fonction définie sur un certain ouvert Q & valeurs dans IR?
contenant (0,0), avec les hypotheses suivantes

HI)F(0) =0,

H2)G est de classe C'1,

On se place dans le cas oi1 (7 est une fonction qui vérifie
G(z)=—®(JJz|)) z + G, (). (3.27)

On supposera que dans tout voisinage de zéro,

@ (llzll) = O(ll=}))

Ga (2) = o(|Jz])).

On en déduit d’aprés Phypothese 111), que G(0) =0, et DG (0) = 0.

Dans la suite, on utilise une technique dite de localisation, qui nous permet
d’obtenir un résultat d’approximation global par I'introduction d'une fonction
qu’on notera G,. On en déduit un résultat local pour I'équation initiale.

Celle-ci est définie par

Ge(2) = x: (v) G (2) (3.28)
ol
T
@ =x(I)0sx<tey e my
X =1 dans un voisinage de 0

X =0 en dehors de la boule unité

G est a support dans la boule de centre 0 et de rayon ¢; son support se concentre

62



sur {0} quand & — 0. Mais la non-lindarité de G, est la méme que celle de &

au voisinage de 0 (pour ¢ > 0 fixé).

Propriétés.

Lemme 3.3.4 G, € CY; G, = G qu voisinage de 0. De plus, on a:

Z) sup |Ge ()|l = sup ||G (2)]] — 0, quand ¢ —s 0.

zz)geg > 0 tel que Iiﬁ)ﬁ&s (z)]| < Ce, pour tout ¢ > 0, € assez petit, pour tout
z € IR%

iit) sup |[DG, (z)]] — 0 quand & — 0.
r€ER?2

Preuve. Sie — 0,2 — 0 et comme G (0) = 0, alors
sup |G (z)|| — G (0) = 0, ceci pour 7).

lleli<e -
Pour #7), on a

DG () = 2D (xe + G) (2) + x. () DG (),

ou * représente le produit de convolution.

Ce qui donne avec ||y, () DG ()| < sup ||DG (2)]],
llzli<e

IG (@)l + sup ||DG (x)]f.

ll=ll<e

IDG, (z)|| < 'i:“DX (f)'

Et comme sup ||[DG ()] — 0 quand ¢ —s 0, (car DG (0) = 0) et ||G (z)|| =
lzli<e

O (&?) alors,
I1DGe ()l < Ce

pour tout x € IR? et tout £ > 0, € assez petit.

Enfin, les hypothéses faites sur (7 entrainent que la constante de Lipschitz de &
sur B(0,¢), tend vers 0 quand & —» 0, on en déduit 7iz). O

Dans la suile, on supposera € > 0 fixé ot on omettra de préciser I'indice €. On

considérera donc ’équation (3.26) ol la fonction  vérifie les conditions suivantes:
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G e Cl,
G(0)=0, DG(0) =0,
|G| est aussi petit que nécessaire, DG () est uniformément bornée.

Relation de récurrence.

On applique la procédure de dérivation optimale, c’est a dire, on fixe x¢ # 0 et

on définit dans M, (IR) application ¢ : A — ¢ (A) telle que

() =[P () [ea] "] 10 ()

o . . (3.29)
=M+ [ [ (o) [eho] " at] T ()
0
avec
+00 T
['(A) = Aol |etao| di. 3.30
( ) /0 [C 7'0] [(’ T()] ( )
On pose
+oo T _
r(A) = [/0 G (emw(,) [(?M:r.o] dt] ),
et on construit la suite d’approximations A1 = ¢ (4;), il vient que
Aj+1 = ]W +r (A]) . ((}31)

Procédure de calcul.

La matrice initiale étant Ap = DF (x¢), on suppose que G a é1é choisi tel que
le spectre o (Ag) soit trés proche du spectre o (M). Par conséquent, on peut
considérer que les valeurs propres de Ag sont complexes conjuguées. On note
H = G, et on choisit ¢ assez voisin de 0 pour que H = G dans un voisinage de
xg.

etogy — 0 exponentiellement quand ¢ — 400 et donc la forme quadratique
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associée a I' (Ap) telle que
vIT (Ap)v > 0, pour tout v # 0
et par conséquent I' (Ag) est définie positive.

Etude de la trace.

Supposons que I’on ait construit Ay, ..., Aj vérifiant la propriété suivante: o (A
est constitué de deux valeurs propres complexes conjugées & partie réelle négative,
alors Aj4; = M + 1 (A;) est bien définie. o (Aj+1) CC \ IR tant que 7 (A;) reste
de norme assez petite.

On a

tr(Ajp) =ir ([

JO

"G (o) (o) dt] T (4, )]-") . (3.32)

En utilisant la propriété tr (AB) = tr (BA) on obtient

tr(Ajy1) = /+Oo tr ([l‘ (AN [G (em’:vo) (etA’mg)T]) di

- (3.33)
=7 (A1 6 (s (z0) ) i

Sachant que
([F (AN G (cmfxu)) =C

est un vecteur colonne et
T

est un vecteur ligne, on a

tr (CL) = tr(LC) = LC.



Ceci permet d’écrire

tr(Ajy1) = /+oo ( A o )T[ (A-)]_l G (etA’ilfo) di
[ e A (“iﬁ“’“) (- (Jeae]) (c20)

'-—/¥w H‘“fﬂ ) A xe (228 (¢brm)
(3.34)

Les termes sous I'intégrale étant positils, alors tr (A4;41) < 0.
Sachant que le spectre o (A;) posséde deux valeurs propres complexes conjuguées,

on peut donc écrire €' avec é; = tr (A;), sous la forme

oty — o=t cos it —sin Bt _ e'aJtRj 0, (3.35)
sin #;t  cos ;1
et avec [y] = [(R (t) o) [P (AN (R, (1)« )] , la relation (3.34) s’écrit

tr(Ain) == [ o 6WHM(4“)EGjE§iﬁyﬂM (3.36)

Existence de la dérivée optimale.

Etude de

r (A)]"IH . En utilisant la relation (3.35) pour écrire €', on a

oIl (AU) v = A+Oo [vTe_MR(t) 1170]2 dt
/+°° et [oT R (t) o] dt (3.37)
= / —zm R(t) v)T m()rdt.

.. A \ ™ .Y '
On choisit un cone (C') convexe d’angle k < T symétrique autour de rg. Si
£

w e (C),ona

|wxo] > ||Tol| [|w]| cos &. (3.38)
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Si R(t)v e (C)quand t € [ty,ta]out € [tl + %’l,tz + 2—'51’-], alors

00 +35" :
[ e (R @ o)l de >Z/ 7 ¢=3 (cos k) [u]|? [leoll? dt
0 27r

4""k o=t _ o-26t2
> (}: ; )(—-26—-—) (cos )? ol ol
k=0

(3.39)
Ceci permet d’avoir
+00 . 26ty __ ‘—25t2
[ et 2 g (T Gcon s ol ol
0 l _— 6"—5- 26
(3.40)
(1 — e"%’i) et (e"ml - 6’25‘2) étant de ordre de 6, on aura
+oo 1 C
[ e m vyl dt 2 g (eos ol ol = ol el (341
0
Avec Amin = min{A : A € 0 (I'(A))}, il vient que
mm ol HIOH (342)
ce qui implique V) € o ([I‘(A)]_]) , A< /\1. et
Ara)™) < —‘5-—7 (3.43)
Cy ||xoll
Ce qui donne
(3.44)
oI [I(A) v < llolf*
=G || Cr lzoll®
D’ol1, I'on en déduit qu’avec la matrice [I' (A)]~' symétrique positive,
\ )
Ay~ <
Ci ol (3.15)
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Etude de r (A).

Lemme 3.3.5 Sous les hypothéses sur la fonction (7, et pour tout A € M, (IR),
vérifiant ||[A — M| < p, on a

I (A < Callzol - (3.46)
Preuve. De la relation (3.35) on déduit
"e‘A” <e”ft (3.47)
De (3.45) et de 'estimation (3.47), on déduit la majoration

) +oo _ _
Ir (A < = [ ® (e ||zoll) e |joll® dt
Ci ||zol? Jo

O e, Cab o] -
< —— N P . 36tl — ,___2__________ (-}-48)
ST ho Collmolle™dl = =272
< Calfwoll
avec ('y = 3(;3 .
M

Proposition 3.3.6 Sous les hypothéses des lemmes (3.3.4) et (3.3.5), il existe

p > 0 tel que U’équation
A=M+r(A) (3.49)

admette au moins une solution dans B (M, p).

Preuve. Si on impose (4

lzoll < p, on a
Ilr (A < p. (3.50)

Alors, application ¢ : A — M + r (A), définie de B (M, p) dans M, (IR) est
en fait a valeurs dans B(M, p).

Cette application est continue. La continuité de ¢ est conséquence de la continuité
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de chacune des applications A — (I'(A4)) ™' et 4 —» / G (z) e ;roJ
Pour la premiére application, il suffit de montrer la continuité de I’ application
qui a A — I'(A), puisque nous savons que I' (A) est inversible uniformement

(dans un voisinage de A = 0). Or,

ra= [ o] 2T dt = [l | T 2] ] e

l'intégrale de 0 & 7 dépend continument de A, et I'intégrale de 7 & +oo est
uniformement petite quand 7 est assez grand. De la méme maniére pour la

deuxiéme application

r(A):/()+ (z(x)[e .L'O] dt=/ G( v)[e .ro dt+/ G(l‘) e J‘O]T

I'(A) =lim umf (emro) (emmo

T—*OO

t e,k
r(A) :l}{l}_}_l{}i(l)f A G(emxﬂ) [etAw] ‘}{ {\“im/y‘

I'(A) et r (A) sont limite uniforme d’une suite de fonctions continues et sont donc

continues.
¢ applique la boule fermée dans elle méme et ¢ est continue. D’aprés le théoréme

de Brouwer [13], on conclut a Iexistence d’un point fixe. O

Unicité de la dérivée optimale.

Proposition 3.3.7 Sous les mémes hypothéses sur M et sous les hypothéses du
lemme (3.3.4) et (3.3.5), pour tout p > 0, application @ est lipschitzienne de
rapport strictement inféricur a 1 de la boule B (M, p) dans elle méme. Dans ce

cas, Iéquation (3.49) a une et une scule salulion daps B (M, p).

69



Preuve: Pour montrer que A est unique, il suffit de vérifier que I'application r
est lipschitzienne de rapport strictement plus petit que 1. Pour cela, considérons

’application qui & la matrice B fait correspondre 7 (B) tel que

r(B) = [ / " G (ePlao) [ermo]Tdf,] C(B)™. (3.51)

On va estimer la diflérence

r(By)—r(By) =

[ ol [ ) e
+ [ /0+°° G (P 1y) [esltwo]rdt] (B — I (B )

Pour I’étude du caractére lipschitzien dans la boule B (M, p), on pose

U=

[/:oo G( Baty ) [CB”.’L'()]T dt — /U+OO G (eB‘tIo) [ Bitg ] dt] (I'(B)]™

et
R= [/0+ G( Bit, ) [cslt:ro]Tdt] [[[‘(32)]—1 _ [F(B])]_l]_ (3.50)

Estimation du terme . on a

Bl <

O+°° G (ePrtay) [ePrtao]” dt“ e @) - B 359)

avec

/0+oo G (ethxo) [eB‘ t.’lf()]T dt” = I +
|I3

< " kol e ol e = 1120

xe (2) @ (lle])) [¢® o] [e””%lT‘““

36
(3.56)
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et

(T(By))"' [0(B) - T(B)I [T (B (3:57)

[0 (B2 = (DB =

En posant

S = (B)] - [I'(B2)],

on obtient

6 é
(BT (BY)] = [T (BT (B £ = 1S 5. (3.58
|0 (821 (I (B)] = [T (B (B1)] “<clnxuu S e )

En utilisant I'estimation déja faite au chapitre 2, et en particulier la relation

I0(B) =T (B <1182 = Bl (—1—_—(}—7,)— ([ e foust | e ] ]

= 0 = [ e s e 4]

(2.45), il vient

ebB2t ‘ < et et uc”‘ ‘“ < e~® (voir relation 3.47),

On obtient avec “

”2 9

; 1 (B =D (B S 2182~ Bl s ool e 899
d’ou
T (B) = T (B < CallBa = Bul. (3.60)
Ceci implique pour la relation (3.57)
NGB
82 20" 2 (3.61)

B2 = Bil|-

< zoll?
S TN A TR
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En utilisant ’estimation (3.61), il vient

82 cr 2 llroll ‘
R By, — B 3.62
et
(1] < 26 Jaoll 55 152 = Bil (3.6)
|. =73 Lo (T’ T 26) 2 D11 - .
Avec 7 fixé, § pouvant tendre vers 0
26
I8l < - C lloll 182 = Bill, (3.64)
k cn k Ccn 26

C = , Cs =
Ci(n+26)(1-Crp)® °

que de 9, p et zo.

~— ||zo|| ne dépendent

CZ(n +26) (1 — C"p)?

Finalement

\R| < Cs||B: — Bull -

Estimation du terme U.

En posant W (z) = xe (z) @ (||z]]), U s’écrit
U= /(-)+oo (¥ (71) — W (2)] [eB‘ t:lf()] [eBlt;tO]Tdt M (B))™"

+ /0+oo v (x,) [[cB‘ t;ro] [eB‘ t:L‘U]T - [(:B“:UU] [CB”wU]T] di [[F (Bz)]_l] . (3.65)

L’estimation de U donne

il
/ l U (2,)) [eB“xO} [cB“xO]Tdt "[I‘(Bg)]—ln
H [ [ O e e I R T

(3.66)
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De la relation

|U () = ¥ (z2)] <sup |[DV(z)] HGB‘ oy — eth:ro" (3.67)
rz€R?
ou
1 ,
DV (z) = ED (xe * @) (z) + xe (x) DP ()
et

0w (@) < 2 |Dx ()] 12 @) < b,

il vient que |DV (z)| est bornée, et

Ul < /0 "k P o — e oo €72 ol dt | [T (B2)]7"|

b [k el o] o] = (e tae] [P tao] | ()
(3.68)

Finalement,

(")?

(1= Crpy Crlleal?

oo e

+/ ey | By — By e H L2 || || =y
e Ty 7 Y PR YY)

(C") Jloll )( 26 )

< (kv + 2k roll_ B,—B

= ”(cml—cmv rvs) 10 Bl

< 26K |jaol| || Bz — Bl

+oo .
joh < [ kB - Bl e e ol di

avec 7 fixé, § pouvant tendre vers 0,

C— (ke 4 2k ("’ .
K = (ki + 2k2) (C1 0= Cm) o+ 25)) (3.70)

et
Co = 26 ||x0]| - (3.71)
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Cs ne dépend que de p, é et xo, d’ou

U < Co

|B: — By - (3.72)

Finalement

|7 (B2) = r (B)|| < (Cs + Co) || B2 — Bi]| - (3.73)

En prenant (Cs + Cs) < 1, et Cyl|zo]| < p, on obtient que I'application r est
lipschitzienne, de rapport striclement < 1 de la boule B (M, p) dans clle méme.

On conclut que A est unique.

Théoréme 3.3.8 Sous les hypothéses des propositions (3.3.6) et (3.3.7), on a
¢:B(M,p) — B(M,p),
@ est une contraction stricte.

Alors, une condition suffisante pour que la suite A; converge vers l'unique point

fize dans la boule est que Ao € B(M,p).

Preuve. On a
Ap € B(M,p) e [Ag — M] = DG (z0) € B(0,p). (3.74)
D’apres les hypotheéses sur la fonction G, pour tout z et pour tout € > 0, € petit
| DG (2)|| < Ce. (3.75)
Douc, si ’on impose la condition
|DG (zo)|| < C' < p, (3.76)

alors, Ag € B(M,p).

74



Dans ce cas, la suite
Ajp1 =M +1(A))

(3.77)
Ao € B (M, p)

converge vers I'unique point fixe A solution de I'équation (3.49). O
Conclusion:
Le probleme traité a permit de vérifier que les conditions sous lesquelles la conjec-

ture a été formulée peuvent étre satisfaites, i.e : la convergence de la procédure.

3.4 Commentaires.

La réponse a la question de la relation entre les propriétés qualitatives de 1'équation
non-linéaire et la dérivée optimale peut se résumer aux résultats suivants:

La dérivée optimale est d’ordre deux au moins en fonction de la donnée initiale,
en général elle est de I'ordre de la non-linéarité.

Dans le cas scalaire, la dérivée optimale est une fonction de Lyapunov pour
I'équation non-lindaire.

Dans le cas vectoriel, I’étude faite porte sur la perturbation d’une matrice dont les
valeurs propres sont imaginaires. On a montré I'existence d’un point fixe stable,
ce qui nous a permit d’avoir des renseignements sur la possibillité offerte par la

dérivée optimale pour I’étude de la stabilité de ce type d’équations.

=1
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QUATRIEME CHAPITRE
APPROXIMATION OPTIMALE.
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Chapitre 4

Méthode d’approximation.

4.1 Introduction.

Dans le premier chapitre, nous avons introduit une procédure qui permet de
calculer une certaine approximation définie comme la dérivée optimale d’une
équation différentielle ordinaire non-linéaire. Cette approximation globale par
rapport a des courbes démarrant du point initial zo et allant vers 0 quand ¢t —»
+00, a été congue initialement pour permettre d’associer une équation linéaire a
une E.D.O non-linéaire au voisinage d’'un point d’équilibre, en particulier quand
la non-linéarité n’est pas assez réguliére autour de ce point.

Le but de ce chapitre est de construire une méthode d’approximation ! de la
solution d’une équation différentielle ordinaire non-linéaire basée sur la notion de
dérivée optimale, c’est a dire résoudre nuinériquement le probléeme avec valeur
initiale du type (4.1). On calcule une approximation de la solution a chaque pas
en remplacant I'équation non-linéaire par la dérivée optimale correspondante dans

Pintervalle considéré. Cette méthode sera appelée ”approximation optimale”.

1Ce sujet a fait 'objet d’une proposition d’article actuellement soumis & ”Computers And
Mathematics With Applications”.
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4.2 Idée du probléme.

En fait, nous nous intéressons 2 la résolution numérique du probléme avec valeur

initiale de la forme

dx ;
= (4.1)
x(0) = xq

pour t € [0,T], z € IR". F est définie dans un certain ouvert {1 & valeurs dans
R

Nous considérons une subdivision b=0<th <. <t <ty <..< t, =T de
Vintervalle [0, 7], et on pose Tig1 = bigg — ;.

Plusieurs méthodes de résolution de ce probléme existent (Euler, Runge-Kutta,
...), I'idée étant d’approcher la fonction non-lindaire a l'aide de ses dérivées suc-
cessives.

Ce que nous proposons ici [25], c’est de remplacer la fonction F non-linéaire
par une application linéaire dans le sens de la dérivée optimale dans chacun
des intervalles de la subdivision. Ceci permet le calcul d’une approximation
Z; de la solution en tout point ¢; de la subdivision. Une approximation z de la
solution est déduite par interpolation lindaire entre tiet t;y1. Cette approximation
n’utilise pas de valeurs de la solution de 'équation non-linéaire et donc, elle est
basée uniquement sur le calcul de la valeur de |a solution obtenue en utilisant

Papproximation linéaire optimale.

4.3 Préliminaires.

4.3.1 Erreur sur les conditions initiales.

Nous allons supposer que ’on commet une erreur sur les condition initiales c’est

a dire, qu'on démarre avec 7 (0) =Zy une approximation de z (0) = z¢. Cela veut,
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dz L
o =@ (4.2)
7 (0) =7y,

que 'on va résoudre. Par la suite nous calculerons I'erreur introduite par cette
formulation.

Pour cela, nous allons supposer que

H1) |[F (2)| < M, M > 0.

H?2) F est continue, Lipschitzienne de constante de Lipschitz ~.

H3) Il existe M < +o00 tel que || F (y + x) = F(z) — DF (z)y|| < M, llylI?, pour
tout =,y € IR™.

4.3.2 Changement de Variable et de fonction.

Nous commencons par faire un changement de variable et de fonction en centrant

I" autour de x, . Nous posons

T=Y + i
G (7) = F (2o +13) - F (&) (4.3)
b = IP (Z‘o) .
L’équation (4.2) devient
dy .
2 l
= ¢ 0)+b, (4.4)
¥y (0) = 0.
Notons que la solution du systéme (4.4) vérifie la relation
F (1) =3 (1) + 7o, (1.5)
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ou Z (t) représente la solution du probleme (4.2) et § (t) la solution du systéme
(4.4). En appliquant la procédure de dérivation optimale au systeme (4.4), la
fonction G est remplacée par une application linéaire A. Ainsi, nous obtenons

I'équation qui définit le probleme optimal

du ~
u(0) =0,

et u (t) est sa solution.

4.4 Procédure de la dérivée optimale dans ’intervalle
[, 8]

Soit [ev, A] un intervalle quclconque de temps réel, ¢ € ™, la fonction G (?,7) peut
s’écrire

G(#) =F (i +2) = F(a). (4.7)
Nous allons maintenant rappeler briévement la procédure suivie pour permetire

le calcul de la dérivée optimale de (7.

On minimise la fonctionelle

J(A):/aﬁ G (9) —A,f/(t)”zdt (1.8)

le long d’une solution donnée. Ce qui donne

A= (/f (6 (7)) [7 (t)]Tdt) (/: HORE (t)}Ta,'t)—l. (1.9)

Ce calcul est alors utilisé itérativement sur Pintervalle [a, ] comme suit.
Premier pas:

Calcul de la matrice initiale A°. A° est |a matrice initiale: généralement, on
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choisit pour A° la matrice jacobienne de (7 en un point.
Deuxiéme pas:

Calcul de A? 3 partir de la solution de Péquation

dy

— = (A% ¥ +b
a = A (4.10)
¥y(0)=0
en minimisant la fonctionnelle
B - -
J (A) =/ G (7)) -Ad @) a, (4.11)

ou ¥ (t) est la solution de I’équation (4.10) . A! est déterminée de maniére unique
par la formule (4.9).

Troisiéme pas:

En supposant que les matrices Al AU=Y ont été calculées, alors pour calculer

AW & partir de AU=1 on doit résoudre

dy o

R A(J-l) Y 4+

di v (1.12)
7 (0) = 0.

Si ¥; (t) est solution de Péquation (4.12), la minimisation de la fonctionelle

Jj(A)z/aﬂ

G (5 (1) - Ag; ()] at (4.13)

donne AU),

En effet, nous avons la relation suivante entre AU=1) e A0)

AG) =

(/aﬁ [G’ (37]' (t))] [.ﬁj (t)]Tdt) (/:’ [?Jj (t)} [3,7]- (t)]Tdt> “, (4.14)
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G(¥;)= F(Uj+2) - F(a), (4.15)
et 5
05 (B) = [ exp [(8 - 5) AU-V] (b) ds,

(4.16)
b=1I(x).

La limite de cette suite représente la matrice optimale A (z,0), relative au probléme
démarrant en zg et intégré sur intervalle [, B] de longueur 6.

La résolution du systéme linéaire obtenu

dt (4.17)

(—l—lfz/i(:c,O)u+b
u(0) =0,

par rapport a u, donne

w(B) = /aﬁexp (8~ 5) A(=,0)] (b) ds

(4.18)
b= F(z).

Ce qui permet de calculer une approximation u (), de ¥ (t) au point 3, et

Vo= u(B). (4.19)

4.5 Procédure d’approximation optimale dans

Pintervalle [0, T7.

Nous allons maintenant construire une approximation optimale sur I’ensemble de
Iintervalle [0, 7], en utilisaut la dérivée optimale sur chacun des sous -intervalles
[a, B] constituant 'intervalle [0, 7. Pour le moment, nous considérons une sub-
division arbitraire [tistiva], i = 0,...,n—1,t =0,1, = T. Nous notons Tig1 =

l,‘+1 — ;.
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Dans cetie subdivision, la fonction non-linéaire ¢; peut s’écrire
G(I)=F(i+z () = F ( (1)) (4.20)

Notons qu’il n’existe pas une fonction unique G, mais toutes les fonctions obtenues
en centrant I autour des points Z (¢;) sur chaque subdivision [¢;, tiy1] de l'intervalle

[0,T]. Nous commencons avec la valeur initiale & (to) =To=xy .

4.5.1 Algorithme.

Premier pas:
La solution du probléme de la dérivée optimale sur 'intervalle [to, {;] & partir de
;ozzi'o, et en démarrant avec Ag = DF (zo), nous permet de calculer /11 (5:‘0, 7'1).
La solution du systéme linéaire correspondant sur I'intervalle [to, t1]
((]Tl:— = (fi, (;;O,T])) U+ by
u(0)=0 (4.21)
by = I (50) ,

donne une approximation :7,712 u(ty), de gy (¢;) et
Ti=Y, + %o . (4.22)

Deuxiéme pas:
La solution du probléme de la dérivée optimale sur la I'intervalle [t,, t;] & partir de

T (¢1) =y, et en démarrant avec A, (.’E(), T]) nous permet de calculer A, (:1:],7-2) .
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Le systeme lindaire correspondant, peut s’écrire
di M~
E;-f = A2 (1131,7'2) U + bl
u(0) =0 (4.23)
bl =F (”;1)

dont la solution donne une approximation ¥,= u (t2), de ¥ (12) et par conséquent
Ta=Yp + 7y . (4.24)

Troisiéme pas:
~ ~ ’ ’ » ~s N . “~
En supposant que z,, ..., 7;, ont 6té calculés, pour calculer 7,4, & partir de 7;, nous
devons résoudre premiérement le probleme de la dérivée optimale sur l'intervalle
[ti, tiya] .
Nous obtenons la matrice optimale correspondante A;,, (:L',-, 7',-+1) qui définit une
équation lindaire de la forme
du « ~
o = A (ﬂfi,TiH) u+ b
514
w(0) =0 (1.25)
b,‘ =F (T,)

dont la solution sur intervalle considéré s’éerit

u(tiyr) = /ti“ exp [(ti+1 - 3) (/ii+1 (Ei,Tﬁl))] (b:) ds. (4.26)

Dans ce cas, une approximation 5,~+1= u(tiy1), de ¥ (t;i31) est calculée et par

conséquent, le schéma général de approximation optimale de la solution du
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systeme (4.2) peut s’écrire

T =Y, -+ x; .
T O0<i<n—1, (4.27)
.’L’()::io

Finalement, la procédure d’approximation optimale permet de construire une
fonction x (¢) en recollant bout 3 bout les approximations trouvées sur chaque

intervalle [¢;, ¢;11]. T (t) est défini par
T (1) = wipy (t)+ x;, pourt; <t <t,0<i<n-—1. (4.28)

u est solution de I’équation (4.25), T est I'approximation optimale de la solution

z sur [0,7].

Remarque 4.5.1 Notons que T et T sont en fait fonction de la subdivision + =
(Ti+1) . Celte dépendance peut-étre caractérisée par la notation #7), ;(r), 7] =sup

t
Tig1-

4.6 Estimation de Perreur.

Dans cette section, nous allons estimer l'erreur induite par la transformation du
probléme (4.1) en probleme (4.2), et Perreur entre la solution du probléme (4.2) et
P'approximation optimale. Nous calculons cette erreur dans intervalle [t;, tiy1)
ou A,-.H (Ei,r,-“) = /i,»“ représente la matrice optimale. Nous allons prouver
que sous certaines conditions la solution donnée par Iapproximation optimale
converge vers la solution du systéme non-linéaire injtjal dans L' (0,T).

Premi¢rement, nous considérons le cas ot la fonction est dissipative dans un
ouvert contenant la trajectoire de la solutjon désirée. C'est a dire, nous supposons

que en choisissant la norme euclidienne canonique dans IR, et en notant (., .),

le produit scalaire correspondant,



il existe R > 0, R > ||zo|| + MT,o > 0 tel que

(F(e)=F(y),z~y) < —allz - y|?, (4.29)

pour tout z,y € Br = B (0, R).
Les hypothéses de base sur F' nous permettent d’affirmer que la solution désirée

reste & l'intérieur d’une sphére de centre 0, et de rayon ||zo|| + MT, tant que

t<T.

Lemme 4.6.1 La matrice donnée parla relation (4.9) est bornée dans lintervalle

[tiytita].

Preuve: En effet,

4l = ”(/t'“[ aniaok )(/ i) [ o)

1=
“/t ! G (7 )] [7 )] df“” J(f) U(t)]Tdt)—l” (4.30)

au vu de I11) et [12) dans la section 4.3, nous avons

/: le (7 ( ”l i ()" a (/t’“ ”ﬁ(l) ()] “dt) < wan
(" el off ) ([ o off )™
HA||<M/ NG <M. O (4.32)

[T era

Proposition 4.6.2 Sous les hypothéscs du (4.6.1), sous les hypothéses H1), H2)
113) sur F énoncées a la section 4.3, ¢t si I est a—dissipative pour un a > (),

alors EZ"(T) converge vers &7 dans Lt (0,T), quand le pas de la subdivision tend
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vers zeéro, c’est d dire

T
lim /
Ir]—0 Jo

Preuve: Nous allons évaluer premierement, I’erreur introduite par 'approximation

7 (s)— il (s)| ds = 0.

optimale sur ’intervalle [t:;tiv1]. Nous avons

2 tiv1
-1

- z/"“ <;z(f> (s)= 77 (s),5 () - & (3)> ds.

o ~(7)
&) (i) — 3 (tiv1)

£ (s)— 77 (3)“2) ds

ti
(4.33)
En notant entre t; < s < tiv1
&) (8) = vig1 (5) + %1(-7) 134
~(7) ~(7) ( .t )
T (s) = uiyg () + T,
et
Vit1 (8) = G (vig1) + b;
. L ~(7)
Vig1 (8) = F (v,-+,+ x, ) (4.35)

. ~ ~ (1)
Uiy (8) = (Ai+1 («1’: ,Ti+1)) Uipr + b;,
nous ohtenons

~(r ~(7) 2
27 (tig1) = 7 (tip)

= 2./:“ (Vig1 (3) — uigy (3),Dir1 (8) = tigy () ds.
(4.36)

Maintenant

) (b)) — 7 (big1)

2 tit1 5
= 2/t-t <v¢'+1 = Uiy1, G (vigq (8)) — (A,~+,) Uigy (5)> ds
41
- 2/1- (Vi1 = uig1, G (vigs (s)) = G (uir1 (s))) ds

+2/tih+l <v,'+l — Uiy, G(UH-I (9)) - (/ii+l) Ui (<)> ds.

(1.37)

La premicre integrale est < 0, puisque G' est dissipative, on peut Péliminer dans
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le calcul

~lr 2 t,'+1 ~
.’Z'(T) (ti-}-l - x( ) (ti+1)” S 2[ <v,~+1 — Uiy, G(H,‘.H (S)) - (Ai-l-l) Uipt (8)> ds.
(4.38)
En utilisant inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
() ~(7) ’
7 (lig1) = " (L)l <
Ligy 2 %
2w oo =l (Vi) (7716 G () = (Ais) s () as)
1 S9<tigy [
(1.39)
et avec
sup iy — wigyf] <
fisesti (4.40)

2 (v7s) (16 s () = () s ()

on obtient

7 e = F )| < 2y ([ 6 G 6 = (o) v 0 )
(4.41)

Dans DPintervalle [ti,tiﬂ], en utilisant la propriété de minimisation de /i,-“ par

rapport a (7, [22], il vient
tig1 ~ 2
/ 6 i ()) = (Ai) v ()] s
b tit1 (4.42)

= i ) _ _ A2
“vaeman Morcrom G (i1 (9) = Aui (3)]?ds.

En particulier pour A = D@} (0), nous avons

L6 @i (90 = (i) wirn (o) s < L6 s (5)) = DE ) s (o1 s,
(4.43)
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et

[N

~{r "‘(T)
7 (b)) = T (tig)

G i () = DG(O) s () ds)
< Qﬁﬁ\/ﬁ,__lt sup |G (uiv1 (5)) — DG (0) wig (3)]] -

tiga
o
t

<y

i<s<tiy
(4.44)
Au vu de H3) section 4.3, il vient que
G (w1 (5)) = DG (0) wigs (s)|| < My JJuipy (3)]|2, (4.45)
et
z") (tigr) — P (tit1) ‘ < 2My (Tigr) t <Slélt) [[|u,~+1 (s)||2] . (4.46)
i<ty

En appliquant le lemme de Gronwall & I’équation linéaire définissant I’approximation
pphq q pp

optimale dans I'intervalle [#;, ti+1], on obtient

Tl OIS swr |l ()] 4 1)
s (0)] = 0 (4.47)

b= I (?")

et

—_

sup uipr (s)]| < 14| ( 4.48)

ti<s<tiyy

e”/i.‘“ (tip1=ts) _ 1)
4]

Au vu du lemme (4.6.1), et avec 7, suffisamment petit, on obtient

sup luapr ()| < 2(|[6il]) g (4.49)
6, <s<tigy
Ce qui donne que
2 2 2
sup juipr ()IIF < 4()16i]1)? (i41)*. (4.50)
ti<s<tiy1
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Finalement, en notant

k=8 sup ||b)|*M, =8 sup | F ()| M, (4.51)
0<i< llell<llwol+-MT

on obtient

~(7)

20 (tipr) - Tipg| < k(i) (4.52)

En multipliant par 7,44, il vient que

~(7)

B (tip) = T | < k(i) (4.53)

Tit+1

Sur tout I'intervalle [0, 7], ’erreur peut s'écrire

~(r)

27 (tiv1) = T4y

< kzn:(ml)“. (4.54)

1=0

n
D Tt
=0

N 3
Avec ¥ (i)' < T (sup TH_]) =T|r]?,on a
=0 1

>

=0

~(7)

F (b)) = T | < kPP (4.55)

En passant a la imite

T
limn /
{r|~—0 Jo

. o~(T) . s . , . .
On en conclut que la solution T calculée & partir de la procédure d’approximation

£ (s) - 77 (o)

ds =0.0 (4.56)

optimale converge vers la solution z(”du probléme (4.2) dans L'(0,T), quand
|7| — 0.

Maintenant, nous allons évaluer Perreur entre les problemes (4.1) et (4.2).

Lemme 4.6.3 Sous les hypothéses H1), H2) section 4.3, sur la fonction F, et si

90



I est a—dissipative pour un o > 0, alors,

~(7)

“in+1— 7 (ti+1)” < emOTiH g —

Preuve: Nous avons

2(v—#,4 - &) = 2(x(t)- & (1) & () — & (1))

) (4.57)
=2(e(t) =& (1), F(z(t) = F(Z (1)
Le caractére dissipatif de F' permet d’écrire
2(e— 7,4~ ) < —allz(t)—z (1))?, (4.58)
et
d - = (
Sz =2 O < ~allz()—z ). (4.59)
En intégrant entre ¢; et t, pour t; <t <ty
e (=& O < e o () - 50 (1), (4.60)
et en posant x (1;) = z; et 7' (1) :;;ET), on obtient
le (1)=& (O < et | 30 (1.61)
La relation (4.61) peut s’écrire
oy — 300 (g —altipr—t;) ~(7) ‘
”1’ (tigy) — (t,+1)” S e ot g — 7, (4.62)
et
”:ITH,I—-' .;(T) (li+1)” < @774l Ti— ;fr) .4
(4.63)

Proposition 4.6.4 Sous les mémes hypothéses sur la Jonction F et sous les
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hypothéses du lemme (4.6.3), et la proposition (4.6.2) , alors, P converge vers

x dans L' (0,T), quand le pas de la subdivision tend vers 2€ro, c’est a dire

- ]1
lim /
Irl—0 Jo

Preuve: L’erreur globale peut s’écrire

z(s) =37 (s)] ds = 0.

(r ~(7)
F (i) = 57 (i)
(4.64)

T (tiy1) — 77 (t.'+1)” < ”JF (tigr) — £ (ti+1)” +

et

~(7)
Tiv1— T4y

~(7)

F0 (tigr) = Ty - (4.65)

< ”-"’i+1— &) (ti+1)” + ,

Au vu des relations (4.52) ct (4.63),

~(7)

o D)
Lit1— Ty Ti— &,

< eT%Tit1

' + k(1i41)°
< €79+ (6_‘”‘ ”331'-1“ 551)1 ” + k(Ti)a) +k(1ip1)?

Semelrivtn) iy, O+ kemomin (1) + k(i1

< e~ (Tip1+ritriog) + ke—2(rig1+7) (7':'—1)3 4+ ke—aTit (7‘,-)3 + k(Ti+l)

) CV(T)
.'Li_2—" J’l‘-—2

(1.66)
finalement, pour I’ensemble des pas, on a
'\f(T) —ofTig1+Tidric bt ) ~
Tipi— Tl <e T ! l:cg— 10“
' (4.67)

+I» Z 6-0(T,+1+T{+...+Ti+2-1) (7-2.+1_j)3 + k (Ti+l)3 .

j=1

Avec (1,4,)° < [7)? 7iq1 et

i i i
Doemolhidnbed i) (1, P < 2 (rer1)* S 1P Y Ty, (4.68)
J=1 J=1

7=1
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il vient que

Tipr— 551)1 < e~ o{mip1tritTic o) ‘%_ ;0”
+L |Tl2 (Ti+l + Z Ti-l-l-—-j) (469)
J=1

< e—a(r.-+1+~r.-+1-,-_1+...+n) “-'170"' ;U" + k |T|2 T

En multipliant par 7; et dans tout U'intervalle [0, T], I'erreur peut s’écrire

n n—1 n—1
> T [T — 5£+)1 < Y (Tigr) emolrndmidTioibdn) “ivo— -’Eo“ + kY (i) 7P T
i=0 1=0 =0
< Te~oT H:ro— ;0” + k |"r|3 T.
(4.70)
En passant a la limite, on obtient
T ~
I llimo z(s)— 7 (s)|| ds < Te™oT ”mo—- xoll . (4.71)
T 0

L’erreur globale est majorée par I'erreur de départ qu’on commet sur les condi-
tions initiales, en considérant que &y est une approximation de z (0) = z4. Si on

suppose cette erreur négligeable, ce qui est le cas en général, alors

T
Jim /
jr|——0 Jo

. ~(T) ’ , ) . . .
Dans ce cas, la solution " * donunée par la procédure d’approximation optimale

x(s)— P (s)

ds =0.0 (4.72)

converge vers la solution  du probleme théorique dans L (0, T'), quand |7| — 0.

4.6.1 Cas ou la fonction F' n’est pas dissipative

Les calculs ont été fait en supposant que la fonction I' est dissipative. Dans le cas

lipschitzien, en général, on peut toujours s’y ramener en faisant le changement

de variable suivant,

x(t) =eMz (). (4.73)



L’équation initiale s’écrit alors

dr A w4z (t) N
_— = = 4.74
o AeMz(t) +e 7 F (e z (t)) (4.74)
d’out
dz

= ¢ MF (e“z (t)) — Az (1)
= H (1,2 (1)).

dt (4.75)
On obtient ainsi, une nouvelle fonction I (t,z) dépendant du temps. Pour A
assez grand, celle-ci est dissipative en y uniformément par rapport au temps.
Dans le contexte ou nous travaillons, nous subdivisons 'intervalle [0,7] en un
ensemble d’intervalles [t;,¢;4,] que nous allons considérer assez petits pour que
’on puisse prendre les coefficients comme constants. Dans ce qui suit, nous allons
évaluer Perreur due a cette approximation.

11 vient que

[H (t,2z) — H (t;,2)]] < ,c‘“ - e"\t'l ”F (e“z)” + e~ IIF (e’\‘z) - F (e’\“z) “
S A=t Mo+ MyA |t — ]|
(4.76)

avec A > M,. En notant § = |t — ;] , on obtient

1, 2) = I (L, 2)|) < A6 (Mo + M,y ||z])). (4.7

-1
~—~—

Avec 6 assez petit, on peut écrire
H(t,z)=H(t;,z) = H (z). (4.78)

C’est a dire que moyennant ’erreur ci-dessus, la fonction H peut étre considérée
comme indépendante explicitement du temps dans chaque intervalle [t;, ¢;,]. Ce
qui permet d’utiliser H (¢;,2) comme une approximation de H (t,z) pour t €

[ti, tiga] .-
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C’est a dire que, quand on considére la fonction I indépendante du temps dans

- . . .
intervalle [¢;, ;4] , nous faisons une erreur majorée par la relation (4.77).

4.7 Commentaires.

La méthode présentée dans ce chapitre est basée essentiellement sur 'utilisation
de la dérivée optimale. Elle permet de remplacer sur chaque intervalle de la subdi-
vision choisie, le probléeme non-linéaire par un probleme linéaire. L’approche pro-
posée est fondamentalement différente des méthodes existantes (Euler, RK4, ...,),
car celles-ci essayent d’approcher la fonction non-linéaire par ses dérivées succes-
sives.

C’est une méthode d’ordre 3 en fonction du pas de discrétisation 7;. De ce point
de vue, ’approximation optimale est d’ordre supérieur a celui d’Euler, et d’ordre

inférieur a celui de Runge-kutta 4, et donc se situe entre les deux.



CINQUIEME CHAPITRE
MISE EN OEUVRE
NUMERIQUE.
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Chapitre 5

Mise en oeuvre numérique.

5.1 Introduction.

L’objet de ce chapitre est essentiellement la mise en oeuvre de la procédure de la
dérivée optimale ainsi que celle de la méthode d’approximation optimale. Nous
présentons les différents organigrammes qui interviennent dans ’élaboration des
programmes. Précisons que la résolution des équations diflérentielles a é1é faite
a l'aide de la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Le logiciel utilisé pour tracer
les courbes est grapher. Le langage de programmation utilisé est le Fortran.
Enfin, nous proposons un certain nombre d’exemples d’équations différentielles

ordinaires non-linéaires, pour lesquelles on applique les méthodes introduites.

5.2 Procédure de la dérivée optimale.

5.2.1 Schéma général.

La procédure de calcul est basée sur le schéma présenté au chapitre 1.

Entrées [, Ag]



Niveau (/) : Calcul de A; A partir de A

A= [ /0 " ()] [eA"‘:cO]Tdt] [/0 " et [eAO‘:pO]Tdt]-l (5.1)

Niveau (/1) : Calcul de A(;) & partir de A(;_y)

Ag) = [/0+°° [F (e?o-ntay)] [eA(j-l)t;co]Tdt] [./O"L“’ [e40-0tay) [eAu_nf;co]Tdt]_l
(5.2)
Niveau (/1) : Calcul de
|46 = A - (5.3)
Niveau (IV) : Si
|46 = Ag-n] <, (5.4)

ou ¢ représente le niveau d’approximation desiré, alors A = Agj). A est la dérivée
optimale de [ en xo. Sinon A(;_yy = A(;) et on va au Niveau (I1).

La formule générale de calcul de la suite [A;] peut s’écrire

A = | TF @) [T de = [FX] (5.5)
avec N o i
/0 x fi(z)dt . .. /0 o f1 () dt
[FX]=] . L (5.6)
_/Um;rlf,,(z)dt o /:oo:cnfn(w)dtd
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[‘ +00 +o00 7
/ :cfdt ... / Tpxydl
0 4]

[ = : . : (5.7)

- . . +Oo.
/ Tyxdt ... / :cirlt
L. JO 0

Les éléments des matrices [T'],[F X] sont sous forme d’intégrales. Pour calculer
toutes ces intégrales, il nous faut connaitre Pexpression des (t), solutions des
différentes équations. Techniquement, on doit faire appel 3 la procédure de cal-
cul de P'intégrale un nombre de fois égal au nombre d’intégrales composant les
matrices, c’est & dire 2n? fois. Afin d’éviter ce probléme dans le programme, on

va les écrire sous forme de série.

5.2.2 Organigramme.

Les principales étapes suivies par le programine pour résoudre le probleme de la
dérivée optimale sont:

1. Lecture des données du probléme d’approximation [Ag, zo, el.

2. Initialisation des paramétres de calcul des matrices I, [FX].

3. Initialisation des matrices [I'], [FX].

4. Résolution de I'équation linéaire

dx
3 = Ao ()
xX (0) =Ty

et calcul des matrices [I'], [FX].

5. Calcul de la matrice A;), en résolvant le systeme

Ay [T = [FX].
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6. Test d’arrét pour le niveau d’approximation désirée
|4¢) - AG-nf <e.

7. Calcul des valeurs propres de A;), pour le suivi de Ja stabilité.

8. Dans le cas ou le niveau d’approximation -e-désirée est atteint, alors

Sinon, on réinitialise les données et on recommence en 2.

Commentaires.

L’essentiel de ce programme revient en fait a la résolution du systeme linéaire
caractérisant 1'équation linéajre optimale. Alors, trois questions se posent en
voulant résoudre ce type de probléme sur ordinateur:

1) Ce systéme est-il-non dégénéré ?

2) Le programme utilisé est-il capable d’en fournir une solution ?

3) Cette solution obtenue est-elle représentative de la solution algébrique ?
Les réponses i ces trois questions sont fournies par 'utilisation des programmes
suivants 1:

"CNSL” -Controle numérique d’un systéme lindaire- permettant 'étude du
conditionnement, numérique et I'évaluation de I'incertitude sur les inconnues. Lui
méme fait appel & plusieurs Sous-programmes dont les principaux sont
-"DNSL”, pour la détection de 1a dégénerescence numerique d’un systéme linéaire,
-"IXNL”, pour la détermination de I'incertitude sur les inconnues du systéme
linéaire, chacun des vecteurs-solutions est controlé par le critére des résidus
normeés et amélioré si nécessaire,

-"RSLCA”, pour la résolution d’un systeme linéaire avec controle par le résidu

'Les organigrammes et, les programines sont exposés dans la référence (8]
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et améliorations éventuelles.

-"DETG”, pour le calcul du déterminant par la méthode de Gauss.
-"HASARD”, permettani d’obtenir une valeur numérique tirée au hasard entre
deux bornes données.

b) La norme matricielle utilisée pour le test d’arrét est
141l =max 3~ fos |
1

5.2.3 Applications.

On présente tous les exemples d’applications relatifs & la procédure de la dérivée
optimale. Ceux-ci vont nous permettre d’illustrer par des courbes ou de comparer
par un calcul d’erreur relative, les méthodes proposées. On verra I’alternative of-
ferte par Iassociation d’une équation linéaire optimale & une équation différenticlle
ordinaire non-linéaire, et particuliérement dans le cas ou celle-ci n’admet pas de
linéarisée classique a 'origine, ou que sa dérivée est nulle.

Le calcul de P’erreur relative se fera en utilisant la relation suivante

o OEI0|
b=

z (1) représente la solution du systéme non-linéaire,

y (t) représente la solution du systéme obtenu & partir de Papproximation.

Cas ol la fonction n’est pas différentiable en 0.

C’est par exemple le cas ou F n’est pas réguliere, et cela peut arriver quand
celle-ci est seulement localement lipschitzienne. Nous allons considérer deux ex-

emples de systemes comprenant une fonction de type valeur absolue et donc

non-différentiable en 0.
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Exemple 5.2.1

dx T

55 = &+ acos (-2 exp (]yl)) ’

& k- s (2o, o) == (.5,.25), Ja] < 1. (5.9)
—(—/l_l— = —y -+ acos (72- exp (|1|))

Alors, pour a = 0.5, nous avons

-1 —0.9097
DF (xo,y0) = s (z0,y0) = (.5,.25). (5.10)
—0.6799 -1

Aprés 10 itérations la procédure de calcul donne (e =107%)

. —1.2925 0.1232
A= y (o, y0) = (.5,.25). (5.11)
—0.8522 —1.0391

Les courbes des figures (5.1) and (5.2) représentent le graphe des composantes

respectives (x (), (t)) de la solution des systémes (5.9) et (5.11) en fonction du

temps.

Exemple 5.2.2

lr
dx —r + asin(|y])

;/5 , (2o, 30) = (1,.5),|a] < 1. (5.12)

= vt asin (Jc))

Pour a = 0.5, la matrice jacobienne de ' en x4 s'écrit

. -1 0.4387
DF (o, y0) = J(0,50) = (1,.5).
0.2701 -1

163



Aprés 5 itérations, la procédure de caleul donne (e =1079)

- | —1.0207 0.5172 |
= (5.14)

== )(mU,yU) = (175)
0.3502 —0.8336

Les courbes des figures (5.3) et (5-4) représentent le graphe des composantes
respectives (z (), y (t)) de la solution des systémes (5.12) et (5.14) en fonction du
temps. Le Tableau I représente les valeurs de la solution & des instants ¢ € [0,T]
de I’équation non-linéaire et de son approximation au sens de la dérivée optimale,

ainsi que ’erreur relative.

t | Xnl(t) Xlin(t) Ynl(t) Ylin(t) Er
0 | .1000000E401 | .1000000E+01 | .5000000E+00 .5000000E+00 | 0

1| .5008458E4-00 | .5012365E4+00 | .3794262E+00 379014E400 | .0009
2 | .2781739E+00 | .2783531E+00 | .2502546E+00 -2505841E4-00 | .001
3 | .1628160E+00 | .1630481E-400 | .1565178E+00 | .1 n80888E+00 | .007
4 | .9741862E-01 | .9789484E-01 | .9600762F-01 9793934E-01 | .014
5 | .5878825E-01 DO4147215-01 D81729515-01 .6022.()78 [5-01 | .022
6 | .3559002E-01 | .3622664E-01 | .35519621-01 3692688E-01 | .030
7 | 2I5T151E-01 | .2213122E-01 | .2155580E-01 2261112E-01 | .039
8 | .1308045E-01 | .1353121E-01 | .1307694F-01 1383805E-01 | .047
9 |.7932950E-02 | .8275914E-02 | .7932167E-02 .8467011E-02 | .056
10 | 4811411E-02 | .5062412E-02 | .4811237F-02 .518018415-02 | .065
11} .2918231E-02 | .3096885E-02 | .2918192E-02 B169155E-02 | .074
12 [ .1769989E-02 | .1894538L-02 | .1769980E-02 .1938808E-02 | .083
131 .1073550E-02 | .1159008E-02 | .10735491-02 1186105L-02 | .093
14 | .6511409E-03 | .7090407E-03 | .6511404E-03 7256214E-03 | .10
15 [ .3949368E-03 | .4337673E-03 | .3949367F-03 A39117E-03 | .11

Tableau [
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On remarque que la solution donnée par la dérivée optimale est du méme ordre
de grandeur que celle donnée par Péquation non-lindaire. De plus Perreur relative

atteint au temps t = T’ = 15s, 11% et reste donc petite.

Cas ol la différentielle en 0 est nulle.

Dans cet exemple, nous allons considérer un systéme pour lequel DF (0) = 0.

Exemple 5.2.3

dr xt

P S ]

(}l; * ;; YT (e, m0) = (1,.5). (5.15)
dt 2 + 2

Avec DF () calculée en (o, o)

' ~112 0.64
DF (;l‘o,y()) = s (II?(),y()) = (1, .5) (516)
0.16 —-0.52

el aprcs sepl itérations, la procidure de caleul donne (e = 1079)

. —1.1030  0.6127
A= ,(ifu,?/o):(],.5).

(5.17)
0.3085 —0.7844

Remarque 5.2.4 Dans ce cas Papprozimation par dérivation optimale est d’ordre

g en fonction de la donnée wnitiale, car DI (0) = 0, ¢t dans ce cas, [|[F'(x) — D?F (0) 2 =
0 (”.’L‘”B) - En utilisant cette relation dans la Jormule donnant Uordre qu chapitre

3, on obtient

[« -7 )] <o (lloll™)

ou z (t) représente la solution du systéme définie par la relation (5.15), et ¥ (1)

la solution du systéme dcfinie par la relation (5.17)
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Cas ol le comportement des solutions de I’équation linéarisée différe

de celui de I’équation non-linéaire.

Exemple 5.2.5 Considérons le sysléme suivant

dr 2y
—_— — - —
(12 + o2
& () (o) = (0,.5) (5.18)
dt = A In(«? + y?)
dans le disque unité {(z,y) € IR?; 2? 4 y? < 1}.
La linéarisation de F en (€0, %0) = (0,.5) donne
-1 3.524
DF (.’L'(), ’I/()) = y (;170, y()) = (0, .5) . (519)
—-1.4426 —1
Aprés 10 itérations, la procédure de caleul donne (e =107%)
. —-1.4934 1.2489
A= v (7o, 30) = (0,.5). (5.20)

=0.5213 —1.1254

Les courbes des figures (5.5) and (5.6) représentent le graphe des composantes
respectives (i (1),y (1)) de la solution des systemes (5.18) et (5.20) en fonction du
temps. Le Tableau II représente les valeurs de Ja solution & des instants ¢t € [0,7]
de I'équation non-linéaire, de son approximation au sens de la dérivée optimale,
ainsi que erreur relative. On remarque que la solution donnée par la dérivée
optimale obéit a la méme dynamique que celle donnée par I'équation non-linéaire

méme si au temps ¢ = T = 15s, erreur relative est de 'ordre de 100%.
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t | Xnl(t) Xlin(t) Ynl(t) Ylin(t) Er
0 | .0000000E+00 | .0000000L5+00 -5000000E4-00 | .5000000E+00 | 0
1432933E400 | .1517739E4-00 J1153286E+00 | .1177924E4+00 | .048
2 | .6613008 E-01 | .5793614E-01 A434192E-01 | .8519892E-02 | .148
3 1 .2476355E-01 110530815-01 | -.2539680E-02 | -.5333531 E-02 | .562
4 | .8627967E-02 | -.36662601-05 -.3069739E-02 | -.2656959E-02 | .946
5 | .2898245E-02 | -.8070500E-03 | -.171 7583L-02 | -.6254748E-03 | 1.14
6 | .9504736E-03 | -.307805215-03 -.7953907E-03 | -.4509668E-04 | 1.18
7 | -3056629E-03 | -.5867217E-04 -.3383072E-03 | .2837578E-04 | 1.06
8 | .9643728E-04 | .3895649F-07 | -.1 372356E-03 | .1411885E-04 | .932
9 | .2978096E-04 | .41291440E-05 -.0404247E-04 | .3321252E-05 | 1.01
10 | .8954184E-05 | .1635317E-05 -.2085933E-04 | .2386980E-06 | .983
11| .2595794E-05 | .3114442E-06 - 7937176E-05 | -.1509661E-06 | .971
121 7123896 E-06 | -.3104541E-09 -.2988374E-05 | -.7502629E-07 | .971
13 | .178032613-06 | -.2281944E-07 | -.11 16058E-05 | -.1763572E-07 | .988
14 | .3641637E-07 | -.86881571-08 - 4141681E-06 | -.1263416E-08 | .999
151 3343012E-08 | -.1653209[5-08 - 15291531-06 | .8031747E-09 | 1.00

Tableau 1T

Comparaison entre la linéarisation par dérivation au sens de Fréchet

et Papproximation optimale.

C’est le cas ot la linéarisation au sens de Iréchet existe. On calcule 'approximation

par la procédure de la dérivée optimale, et on fait une comparaison.
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Exemple 5.2.6 Considérons le systéme

G 7 10% — 21077 — 2,10
& (o, m0) = (5,0). (5.21)
L = 210% - 210%

Le calcul de la dérivée de Fréchet en O donne

~7.102 —2.10°
DF (0,0) = , (zo, y0) = (5,0) (5.22)
2.10° —2.10°

et la dérivée optimale s’écrit

~ —13.2710% 4.3110° . .
A= , s (Zo,y0) = (5,0). (5.23)
2.10% -2.10°
Dans les figures (5.7) et (5.8) , la courbe 1 correspond a la solution du systéme non-
linéaire (5.21), la courbe 2 a la solution de la dérivée optimale (5.23), et la courbe
3 a la solution correspondante au systéme (5.22) obtenu par dérivation au sens de
Fréchet en 0. La différence entre les deux approximations apparait tres bien dans
Pl
les figures (5.7) et (5.8) . On peut voir sur les courbes que 'approximation donndée
par la dérivée optimale est meilleure que celle donnée par la dérivation au sens de
Fréchet de I'équation non-linéaire, tant que la solution x (¢) reste suffisamment

loin de lorigine.

Commentaire général.

Les exemples exposés montrent que 'approximation obtenue par dérivation op-
timale donne des résultats satisfaisants par rapport aux résultats exacts toul en
respectant la dynamique du probléme initial. Ceci est confirmé par le calcul de
Perreur relative qui n’excede pas 100%, ce taux elevé correspond i la portion de
la solution qui est trés proche de I'origine, ot en fait, la meilleure approximation

est certainement celle donnée par la linéarisation classique, quand elle existc.
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Notons que tant que la solution reste autour de la donnée initiale, l'erreur relative
est petite.

En général, on peut délinir la qualilé de 'approximation en comparant les résultats
obtenus a partir d’une donnée initiale z¢, tant que la solution reste en dehors de
la boule de centre 0, de rayon a||zo]], 0 < a < 1, aussi petit que possible. Ceci
permet d’aflirmer, que dans le cas d’ordre deux par exemple, ’approximation
est bonne tant que la solution reste en dehors de la boule, c’est & dire dans une

couronne autour du point d’équilibre.

5.3 Approximation et stabilité.

On présentera deux types d’exemples qui, on va le voir, vérifient la conjecture
(3.3.3) énoncée au chapitre 3. En appliquant la procédure de dérivation optimale
aux exemples qui vont suivre, on lindarise en réalité la perturbation qui devient
dépendante de la donnée initiale zo. On choisit alors xq trés voisin de 0, c’est &
dire qu’on perturbe légerement la dérivée au point 0.

Le premier type concerne une certaine classe de fonctions pour laquelle on a fait
une étude d’existence, d’unicité et de convergence de la dérivée optimale. 11 s’agit,

en fait, de la perturbation non-linéaire de la forme
G (2) = 0 (2],

d’une matrice dont les valeurs propres sont imaginaires.

On a montré I'existence d’un point fixe stable pour la procédure, et par conséquent,
il y a convergence effective vers la matrice optimale cherchée.

Le deuxieme type concerne le cas olt un systéme linéarisé par la méthode classique
admet une valeur propre double. L’approximation par la linéarisation classique

répond au probléme de la stabilité, mais pas a la géométrie. (Vest le cas particulier

ou, les courbes intégrales d’un champ de vecteurs quelconque, au voisinage d’un
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point singulier ne ressemblent, pas toujours a celles du champs lindaire qui lui est
associé,
Cas ol la linéarisée présente un centre,

Ici, on se place dans le cadre du chapitre 3.

Exemple 5.3.1

.
il R T
(% » 2(0) = (0,.01). (5.24)

aT ToyVat oz
al

Le caleul de DF (o, y0) donne

-1.10-2 )
DF (z4,y,) = : (5.25)
1 —2.10-2

La procédure de calcul de la dérivée optimale donne aprés 13 itérations (e =10-10)

. —0.764510-2 —1
A= (5.26)
| —0.765710-2
dont les valeurs propres sont
\i= —0.7651102 — ;
ha= —0.765110-2 4 ;

Re (L) < 0et Re (sz) < 0. Donc, la dérivée optimale permet de conclure &
la stabilité asymptotique et fait apparaitre Porigine comme un foyer. 1.’équation
(5.24) se préte & un caleul direct explicite quand on utilise les coordonnées po-

laires, et

(5.27)



La solution passant par (10,00) , 0t 79 £ 0 & ¢ = 0 est donnée par

pi= (14 1)

To

(5.28)

el alors p(t) — 0 et w(t) — 400, quand t —> +oo. Donc, Porigine est un

foyer stable pour I’équation non-linéaire. Ceci est en accord avec la conclusion

donnée par la dérivée optimale, et vérifie la conjecture (3.3.3) au chapitre 3.

Exemple 5.3.2

dx - (a4 s?)
Y e ey )

Avee DF (z,y) calculée en (zo,10) = (0,.1),

DI (¢ _ | T 5.30
(‘107?/0) - ] 3 (')-( )
1 ~3.10-2

le caleul de la dérivie optimale donnc aprés 13 icrations, (e = 10-10)

~ -0.554010-? -1
A= , (5.31)
1 —0.554710~2

dont les valeurs propres sont

A= —0.5544 + i
Xe= —0.5544 — 1.

I{e(xl) < 0et I{G(Xz) < 0. La dérivée optimale est asymptotiquement, stable,
et fait apparaitre Porigine comnine un foyer. Alors, lorigine est asymplotiquement

stable. L’équation (5.29), se préte & un calcul direct en utilisant les coordonnées
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polaires et

(5.32)

La solution passant par (rg,0y), ot rg # 0 at =0 est donnée par

pE(1) = 2<t+i)—l

92
2rs

(5.33)

on voit bien que p (t) — 0 et w (1) — 400 quand ¢ —» +oo. Donc, Iorigine est
A . . c . . lusi
un foyer stable pour P’équation non-linéaire. Ceci est en accord avec la conclusion

de la dérivée optimale, et verifie la conjecture (3.3.3) énoncée au chapitre 3.

Exemple 5.3.3

@, i (w0, 50) = (0,.1) . (5.34)
2 =ty +yY)
[

Dans ce cas, la convergence de Uintégrale donnée par la relation (1.3) se pose.

Pour le résoudre dans le cas de dimension 2 par exemple, on calcule Uintdgrale

entre 0 et —oo, c’est a dire

- 00

G(A):/O CNE (2 (1) — Az (1)) dt. (5.35)

La procédure de dérivée optimale donne

.| 05540102 ~1
A= , (5.36)
1 0.554710~2



dont les valeurs propres sont

1= 0.5544 + ¢
Yo= 0.5544 — 7.

Re (X1> > 0 and Re (Xz) > 0. La dérivée optimale est instable en faisant appa-
raitre I'origine comme un foyer. Alors, I'origine est asymptotiquement instable.
L’équation (5.34) se préte a un calcul direct en utilisant les coordonnées polaires,

et,

o= 3

0= 1.

(5.37)

La solution passant par (rg,0y), o 7g # 0 & t = 0 est donnée par

1 -1
P (27‘6 > (5.38)

on voit bien que p (1) — oo ¢t w(t) — +oo quand ¢ = 1/2r2. Donc 'origine
est un foyer instable pour I'dquation non-linéaire. Ceci est en accord avee la
conclusion donnée par la dérivée optimale, tout en vérifiant la conjecture (3.3.3)

du chapitre 3.
Exemple 5.3.4

dr

— = —y+a(x?+y?)sin ——Zr—l—
dt (22 +y2)?
' T

2 (0)=(0,.01)  (5.39)
dy 9 o\ - s
— = 4y +yHsin | ——
dt (22 + y2)?

La partie non-linéaire admel une dérivée premiére continue partout et par consequent,

il existe une solution unique pour tout point (x,y) #0 a t = 0. Les équations en
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coordonnées polaires du systéme s’écrivent

.o
r = rdsin —

r (5.40)
0 =1

y

les cercles T = 1/n, n = 1,2, ... sont des orbiles périodiques représentées par les

solulions p (1) = 1/n, 0 (1) =t + Oy, Oy est conslante.

>0 r>1

1
J I .
m<d 2 <r< 2m ——11 (5.41)
' b
r>0 2m+1<7<2m

r = 1/n peut étre périodique ct toute solution non-périodique doit rester complétement

a lintericur d’une des régions définies par la relation (5.41) . Puisque p et w sont
monotones quand t — 400, (8 — +00) ces orbiles non-périodiques doivent
tendre vers les cercles 1 = 1/n quand t — o0, ou bien dans le cas r > 1,
p —> +oo. Donc, lorigine est un centre pour I'équation non-linéaire. La
procédure de calcul de la dérivée optimale avec DF (x9,y0) = DF (0,.01) telle
que

) —0.158510~ -1
DF (.‘l.“.(),yu) = s (542)
1 —0.320410-1

donne en intégrant sur IR* si la trace est posilive, et sur IR~ si la trace esl

negative, la série de matrices suivanles

—0.755510° -1
Al =
1 0.575510-%
0.366510~* -1
Az -
1 0.366910~*

117



[ 0.479010-° .
A3 =

B 0.471610°5

[ 0.634110- 1]
A, =

{ 1 0.634310-4 ]

[ 0.988910-5 1
A5 =

| 0.291210-°

[ 0.595910- IR
AG =

L ! 0.595810~ |

3 7

0.352810-5 1

A7 =

ol 0.350710°

[ 0.652510- -1 ]
Ag =

o 0.642410~

[ 0.136310-° _1
Ag =

L 0.137010-° |

Si on conlinue le calcul, on remarque que la suite de matrices a la forme suivante

A= «.107° —1 (5.43)
; .
1 @.107°

avec a variable. Donc il n'y a pas de convergence, et cela veut dire que l'on ne

peut pas conclure, ce qui n'est pas en contradiction avec la conjecture (3.3.3).

Cas ot la linéarisée présente un noeud.

Cet exemple concerne le cas ou la linéarisée classique en (0,0) présente un noeud,
1 . . o , D
alors que I'analyse du systéme non-linéaire montre que c’est un foyer. Mais ici,

en général le probleme est lié aux conditions sur la non-linéarité. Ce qui est tres
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bien illustré par 'exemple suivant.

Exemple 5.3.5 Considérons le systéme différenticl swivant

dz 2y
=TT T I 1 u?)
& (& £ 97) (o, o) = (0,0.5) (5.44)

a - Y + In(z? + y?)

I3

. 2y
. o 22 o a2 -
sur le disque unité ouvert * + y* < 1. Observons que I (% £ 57
une fonclion de classe C' au voisinage de (0,0). Elle admet en cffet une limite

se prolonge en

égale @ 0 a lorigine, ainsi que ses dérivées particlles

~4zy 2 4y?
(22 + y?) (In (a2 + y2))> (a2 +92) (a2 +y?2) In(22 +y2)*

(5.45)

2r
In(z? + y?)

Il en est de méme pour lc terme . L’origine est donc un point singulier.

La linéarisée au ler ordre

dr
_...t__ = — .
ij (5.16)
- = -
dt Y
admet pour valeurs propres \y = Ay = —1. Le systéme (5.46) présente donc un

noeud propre stable, comme le monire la courbe | de la figure (5.9). La linéarisce

DF (z) calculée en x¢ s°¢erit

DF (xo,y0) = , (0, y0) = (0,0.5) (5.47)
—1.4426 -1

La procédure de calcul aprés la (8*’"‘*) itération donne

N —1.4934  1.2489
A= ,(:IT(), yu) = (0,05) (548)
—0.5213 —1.12564
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dont les valeurs propres sont

~

M= —1.3094 — 50,7856
o= —1.3094 + 0.7856.

Re (/\1) , Ite (,\2) < 0, la dérivée optimale fait apparaitre Porigine comme un

foyer stable, et Porigine est, asymptotiquement stable comme Je montre la courhe

2 de la figure (5.9). Maintenant on va résoudre le probléme initial non-linéaire

en utilisant les coordonnées polaires (r,0), il vient

(17 ;1,‘2 + y2

- = _ - —p

dt 3

df 1 " 222 4 242 (5.49)

!
T lnr

A (22 +y2)
La solution du probléme de Cauchy est donnée par

r=reet ry < 1

dt
10 =
‘ In(rg) —1¢

{ (5.50)
,0:00-ln<1— )
Inrg
Pour une condition initiale (70,00) en t = 0, la solution est définie sur [Inrg, + 00].
Limr (t)= 0; limo (1)= —00. On a done une spirale qui converge vers 0. La courhe

f— o t~— 400

s’enroule en spiralant, 3 intéricur du cercle y = | quand ¢ — In (r9) 40, comme

le montre la courbe 3 de Ia figure (5.9).

Cas ou la non-linéarité n’est pas réguliére dans le voisinage du point
g

stationnaire.

L’exemple (5.2.1) illustre bien le cag ot la fonction non-lindaire n’est pas réguliere
au voisinage du point stationnaire. Fnp utilisant la dérivée au sens de Fréchet,
il n’est pas possible de faire une étude sur la stabilité en (0,0). La méthode
qu’on propose donne le méme comportement que celui du systeme non-linéaire

au voisinage du point stationnaire.
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La figure (5.10) représente la solution (z (t),y (1)), dans ’espace des phases, des

systemes (5.9) et (5.11).

Commentaires.

Dans 'ensemble des exemples qu’on vient de présenter, la conjecture sur la pro-
priété de la stabilité a été vérifide.

Cas du centre:

Dans le cas ol la perturbation ® > 0, on a intégré sur IRt dans le cas ¢ < 0,
on a intégré sur M2~. Ce qui nous a permis, conformément au résultat théorique
de voir que la procédure converge vers la matrice optimale. Dans le cas ou la
perturbation ® change de signe, la procédure ne permet pas de conclure, car il
n’y a pas de convergence. Le fait que la procédure ne converge pas est un résultat
en lui méme dans le sens ol on est pas induit en erreur par un résultat contraire.
Cas du noeud:

L’exemple montre que pour la vérification (les attracteurs du systéme (3.25) vont
dans les attracteurs du systeme (3.24)) dans le cas d’un noeud, il est nécessaire
de restreindre les fonctions ¢y, g2 [1].

On montre que si
g1 =0 (7'”‘5) ,g =0 (7‘1“) , 7 — 0, pour ¢ > 0

alors, si 'origine est un noeud propre pour le systéme linéaire (3.25), il I'est aussi
pour le systeme non-lindaire (3.21) .

En général, une condition nécessaire est. donnée par le théoréme 2 suivant.

Théoréme 5.3.6 [I//Avec g1, g, dans le systéme non-linéaire (3.24) satisfaisant

les inégalites

lgi (zr,e2)ll < W (Jfe]]), i = 1.2 (5.51)

?La démonstration de ce théoréme se trouve dans la référence [1]
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otenue par la procédure de Uapprozimation optimale.

Avee les données ty = 0,7 =10,step = 1.10~! ¢ =

1074, on obtient

t | Xnl(t) Xlin1(t) Xlin2(t)
0 | 0.0000000 0.0000000E+00 | 0.0000000E+00
L | 0.1432933E+00 0.1517739E+00 | 0.1432945 E+00
2 1 0.6613008 E-01 | 0.5793614E-01 0.6613086E-01
3 1 0.2476355E-01 | 0.1105308E-01 0.2476381E-01
4 | 0.8627967E-02 | -0.3666260-05 0.8628033E-02
5 | 0.2898245E-02 | -0.8070500 E-03 | 0.2898258E-02
6 | 0.9504736E-03 | -0.3078052[-03 0.9504751E-02
7 1 0.3056629E-03 | -0.586721 7E-04 | 0.3056622E-03
8 | 0.9643728E-04 | 0.38956491%-07 0.9643653E-04
9 [ 0.2978096E-04 | 0.4291440E-05 0.2978051E-04
10 | 0.8954184E-05 | 0.1635317E-05 0.8953958E-05
Tableau |
t | Ynl(t) Ylin1(t) Ylin2(t)
0 | .500000015+00 -0000000E+00 | .5000000E+00
I ] 0.1153286L400 0.11779241400 | 0.1153296E+00
2 | 0.1434192E-01 | 0.8519892E-02 0.1434179E-01
3 1-0.2539680E-02 | -0.5333531E-02 -0.2539879E-02
4 1 -0.3069739E-02 | -0.2656959F-02 -0.3069846E-02
5 | -0.1717583E-02 | -0.62547481-03 -0.1717630E-02
6| -0.7953907E-03 | -0.4509668E-04 | -0.7954] 08E-03
7 | -0.3383072E-03 | 0.2837578E-04 -0.3383153E-03
8 1-0.13723565-03 | 0.1411885E-04 -0.1372386E-03
9 | -0.540424715-04 | 0.3321252E-05 -0.5404361E-04
10 | -0.2085933E-04 | 0.2386980E-06 -0.2085973E-04

Tableau [1
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Dans le tableau 111, nous donnons pour comparaison. 1) I'erreur relative Erl entre
la solution supposée exacte et obtenue 4 partir de la résolution du systéme non-
lindaire (5.44) et la solution calculde § partir du systéme linéaire optimal (5.48) .
2) erreur relative Er2, entre la méme solution exacte, et la solution donnée par

la procédure d’approximation optimale.

t [Erl | Er2

0 0. 0.

I {0.048 | 0.8E-05
2 ] 0.148 | 1.1E-05
3 ]0.562 { 1.3E-05
4 [0.946 | 1.3E-05
o | 1.14 [ 1.4E-05
6 | 1.18 | 1.6E-05
7 1106 |1.7E-05
8 10.932 | 1.8E-05
9 | 101 | 1.9E-05
10 1 0.983 | 2.E-05

Table]lI

Dauns les figures (5.11) et (5.12), la courbe 1, represente la solution de I'équation

non-linéaire, la courbe 2 la solution donnée par I'approximation optimale.

5.4.1 Commentaires.

Cette méthode permet la résolution numérique du probléme A valeur initiale.
L’exemple (5.3.5) , montre que la méthode donne des résultats satisfaisants, dans
le sens de I'approximation de la solution, d’abord par rapport a la solution exacte,
ensuile par rapport 4 la solution de |a dérivée optimale. Ceci est confirmé par le
calcul de Perreur relative, qui permet de voir que la procédure d’approximation

optimale est meilleure, au sens de erreur relative, que la dérivée optimale glohale.
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L’approche proposée est fondamentalement différente des méthodes existantes,
dans le sens oit on calcule une approximation de la solution & chaque pas en
remplacant 'équation non-linéaire par la dérivée optimale correspondante dans
intervalle considéré. L'erreur de la méthode est d’ordre 3 en fonction du pas de
discrétisation 7;.

En faisant une comparaison entre les erreurs relatives Erl et Er2, on remarque
une nette amélioration de la précision par rapport a approximation donnée par
la dérivée optimale. En plus la précision sur la solution obtenue en appliquant la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, & équation non-linéaire et en méme temps
au probleme approchée par une famille d’équations linéaires optimales permet de

conclure a la presque équivalence des problémes non-linéaires et linéaire optimale.
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CONCLUSIONS GENERALES.
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CONCLUSIONS GENERALES

Dans cette these, nous avons présenté une contribution  Pétude des équations
différentielles ordinaires non-linéaires en dimension finie par Panalyse numérique.
Les principaux résultats de notre travail sont les suivants:
1-Nous avons introduit une procédure d’approximation d’une E.D.O non-linéaire,
définie comme la "dérivée optimale”, (def. 1.4.1).
2-Nous avons précisé 'ordre de 'approximation par dérivation optimale (lem.
3.2.1, prop. 3.2.2).
3-Nous avons, en particulier, prouvé I’existence, Punicité, et la convergence de la
dérivée optimale dans le cas de la perturbation non-linéaire:

a) d’une matrice asymptotiquement stable (chap. 2).

b) d’une matrice dont les valeurs propres sont imaginaires (centre) (chap. 3).
4-Dans le cas scalaire, on a vu que approximation converge, et que le résultat
représente une fonction de Lyapunov pour I’équation non-linéaire scalaire (prop.
3.3.1). On a montré aussi que si la fonction non-linéaire définissant ’équation
est continue et que sa dérivée existe en 0, alors rglﬂoz (z0) = f(0), (lem.1.6.2).
On a vu que méme si f*(0) n’existe pas, 'approximation existe.
5-Dans le cas vectoriel, une étude sur le lien entre la dérivée optimale el la
stabilité asymptoptique a été proposée (chap. 3).
6-Mise au point d’une méthode d’approximation pour la résolution du probleme
avec valeur initiale pour une E.I).O non-linéaire en dimension finie, basée sur la

dérivation optimale (chap.4).
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Par ailleurs, les résultats de cette these ef les autres résultats connus dans
le cadre des E.D.O non-linéaires montrent que le probleme de Pétude du com-
portement ainsi que la synthése de la stabilité dans le cas en particulier de la
non régularité de la fonction non-linéaire définissant P’équation sont loin d’étre
résolus. Ce qui justifie & notre avis, la mise au point et P'utilisation ’autres
techniques, méthodes ou calculs pour le résoudre.

Enfin, le travail entrepris dans le cadre de cette {hese a ouvert une direction
de recherche qui mérite & notre avis, d’étre approfondie, en particulier:
1-L’approfondissement de la relation entre la stabiljté asymptotique et la dérivée
optimale,
2-L’étude dans le cas critique, c’est & dire le cas d’une valeur propre nulle, ou
deux valeurs propres imaginaires.
3-L’étude d’une équation dépendant d’un parametre, dans le cas ou I’équation
change de stabilité (stable, instable). |
4-L’étude de Papproximation dans le cas des systemes de la forme F (x,u).
5-L’existence, P'unicité et la convergence vers la matrice optimale dans le cas

général.
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