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Partie 1

Introduction



L’étude des équations différentielles ordinaires se trouve a 'interface de nombreux problémes
scientifiques. En effet, la plupart des phénomeénes de la physique ou des sciences de I'ingénieur
sont non linéaires et une modélisation par des équations linéaires risque, dans certains cas,
d’effacer des événements que les équations linéaires ne peuvent pas prendre en compte. Inverse-
ment, on peut dire que c’est ’existence de ces phénomeénes nouveaux — apparition de chocs
ou de singularités, comportement asymptotique profondément différent de celui des problémes
linéaires — qui rend la théorie difficile et qui conduit a faire appel & un arsenal mathématique
trés vaste. L’interaction avec le reste de la mathématique se fait aussi en sens inverse, car
un certain nombre de problémes abstraits se traitent a 1’aide des équations différentielles ordi-
naires ou d’équations aux dérivées partielles non linéaires. Les liens avec ’analyse numérique
sont continuels, et s’effectuent dans les deux.

L’un des problémes consiste & montrer ’existence et la multiplicité des solutions par rapport
aux données initiales d’un systéme d’équations différentielles ordinaires (EDO).

D’une maniére générale, nous ne disposons d’aucune méthode d’investigation assez puissante
pour répondre a ces questions. Les méthodes existantes sont de plusieurs sortes, nous citerons
a titre d’exemples les méthodes variationnelles [5], la méthode du degré topologique [47], la
méthode du point fixe [25], et la méthode des sur et sous-solutions [24]. D’autre part on trouve
des théorémes importants qui donnes I’existence et la multiplicité des solutions, par exemple le
théoreme de KRASNOSEL’SKII [39] et le théoréme de AVERY et PETERSON([4].

Cette thése est consacrée a I’étude de certaines types de problémes elliptiques non-linéaires
contenant l'opérateur p-bilaplacien (¢, (y) = v - |y|’ 2> 1) avec des secondes membres
différents et des conditions aux limites plus générales.

Ce travail est constitué de quatre chapitres:

Dans le premier chapitre, en utilisant la méthode des sous et sur solutions et les méthodes

itératives pour étudier 'existence des solutions minimales et maximales du probléme aux limites



suivant:

(¢, (u”))” = f(z,u,u’), 0<z <1,

uw(0) — a1/ (0) = Y aqu (&),
=1
u (1) +agu’ (1) = Z aizu (&i,)
wp (" (0)) — as (i, (v Zazg (&is)

Pp U ( (1)) +aq (Spp Z QiU g14 ’

avec @, (y) = |y|/p_2 y,p > 1, f:[0,1] x R — R sont des fonctions continues, a;j > 0 et
& . €10, pouri=1,2,...,m; et j=1,2,3,4. ay, as, az et aq sont des réels positifs.

Le second chapitre est consacré I’étude d’existence des solutions extrémales du probléme

aux limites suivant:

avec @, (y) = lyP"2y,p>1, f:[0,1] xR® — R sont des fonctions continues, g; : C([0,1]) —

R et a1, as, as et aq sont des réels positifs.

Le chapitre trois est consacré a l’existence des solutions positives du probléme aux limites

suivant: )
(pp ()" =X q(t) f(u),te(0,1),
my
u(0) —a v (0) =3 ai u(Gy),
i=1
u (1) =0,
ma
pp (W (0)) = b @, (u") (0) = ;52% (" (n3))
W' (1) =0,
avec @, (y) = \y]p_z y,p>1, f: R — Rt est une fonction continue et ¢ € C (0,1) a; > 0 et

& €10, pouri=1,2,...m1, 3; >0etn; €]0,1][ pouri=1,2,...,my . a et b sont deux réels



positifs.
Le dernier chapitre est consacré a étudier ’existence et la multiplicité des solutions positives
du probléme aux limites suivant:

(¢, W) — M (fol \u’|pd:1:> o, (W) =q(x) f (z,u,u), VO<z <1,

u (0) — a1’ (0) = Z aiu (&;)

u(l)=0
op (" (0)) — a2 (p,u")" (0) = Z Bi (wpu” (m;))

' (1) =0

ou f:[0,]] xRy xR—-Ry, M :Ry — Ry et g:(0,1) - Ry sont des fonctions continues,

e, (y) = ]y|p*2y7 p>1,a; > 0pouri=12a >0et & € (0,1) pour tout ¢ = 1,2,...,mq,

B; > 0etn; €(0,1) oour tout i = 1,2, ..., ma.
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Cette these est consacrée a I'étude de certains types de problémes aux limites non-linéaire
en utilisant notamment quelques méthodes connues et des théorémes importants. Citons a titre
exemple:

- La méthode de la sous et sur solution: qui a été introduit par PrcArD,
en 1890 pour les équations aux dérivées partielles [52] et en 1893 pour les équations différentielles
ordinaires [53], qui a utilisé¢ des itérations monotones pour la sur solution. C’est le point de
départ d’utilisation de la sur et sous solution par des méthodes itératives.

Indépendament, quelques idées de bases de cette méthode apparait dans I’étude du probléme
de CAUCHY du premier ordre en 1915 par PERRON [51] et 'extension pour les systémes par
MULLER [49] en 1926. L’idée des auteurs est d’étudier 'existence des solutions par les localliser
entre la sur et la sous solution. La grande percée s’explique par SCORZA DRAGONI en 1931,
dans deux papiers [57] et [58], qui a introduit la sur et la sous solution pour le probléme aux
limites du type:

u'=f (t,w,u),u(a) =Au(b) =B

aveca, 3 € C? ([a, b)) telle que o < B et
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Alors, 'existence de la solution u est localisée entre la sur et la sous solution:

a<u<p.

- Le théoreme de Krasnoselskii’s:

Le théoréme classique de BROUWER-SCHAUDER qui dite aussi le théoréme du point fixe
est un outil important dans I’étude de 'existence des solutions pour des différents problémes
mathématiques [59]. Dans les derniéres années, un autre théoréme du point fixe apparut c’est
celui de Krasnoselskii [38], et sa version générale est outil pour obtenir un ordre de multiplicité
pour les solutions positives pour des problémes aux limites différents, notamment dans les

équations différentielles ordinaires et leurs versions discrétes. Krasnoselskii lui-méme dans [40]



a appliquer son résultat pour I’étude des solutions périodiques pour un systéme périodique
d’équations différentielles ordinaires.

Parmis les versions des théorémes de KRASNOSELSKII’S on a le suivant:

Théoréme 0.1 Soit C' un cone défini dans un espace de Banach E. Supposons que 1, sont

deuzx sous ensembles ouverts de E avec 0 € Q; C Q1 C Qa. Supposons que:
S:Cn (QQ\Ql) —C
est un opérateur complétement continu tel que:

i) [[Sul| < ||ul|,u € CNINy et [|[Sul| > ||ul|,u € C NIy, ou bien
i) || Sul| > ||ul| ,u € C NI, et [|Sul| < ||ull,u e CNIN,.

Alors, S admet un point fixe dans C'N (Qg\Ql) .

- Le théoreme de Avery et Peterson:

C’est un théoreme qui généralise le théoreme Leggett et Williams [42] qui est un cas général
de celui de Krasnoselskii’s, donc il est autour de la notion du point fixe pour les opérateurs
completement continues et en plus il donne 'ordre de multiplicité des solutions. Pour cela
soient les fonctions: ~, a, 0,1 définies dans le cone P, et des nombres positifs a, b, ¢, d tels que

les ensembles suivants sont définis de cette maniére:

P (v,d) = {ueP/y(u) <d},

P (v,d) = {uveP/v(w<d},

P (v, a,b,d) = {ueP/b<a(u) ety(u) <dj,
P(v,0,a,b,¢,d) = {ueP/b<a(u) ,0(u)<cet~vy(u)<d},

et
R(v,¢,a,d) ={u€ P/ a < (u) et vy(u) <d},

Alors on a le théoréme suivant:

Théoréme 0.2 ( Avery-Peterson )Soient P le cone réel dans un espace de banach E et

v, a, 0,1 sont des fonctions positives définies dans P. Supposons que 7,0 sont convezes et «

10



est concave. Si de plus v satisfait 1 (Au) < Ap (u) pour 0 < XA < 1 et pour des nombres positifs
M et d tels que:

a(u) <Y (u) et |ul] < My(u),Vue P(y,d)

Soit T : P(vy,d) — P (v,d) un opérateur complétement continu et supposons qu’ils existent des

nombres positifs a,b et ¢ avec a < b, tels que:

(i){u € P(v,0,a,b,c,d) ] a(u) > b} #0 et a(Tu) > b pour u € P(v,0,a,b,¢,d),
(17) a(Tu) >b pour u € P(v,a,b,d) avec 8 (Tu) > c,
(731) 0 ¢ R(7v,¢,a,d) ety (Tu) < a pour u € R(v,1,a,d) avec 1) (u) = a.

Alors T admet au moins trois points fizes ui, uz,us € P (v,d) tels que:

v (ui) < d, pouri=1,2,3,
b<a(u),

a <Y (u2), pour a(ug) < b,

et
¥ (ug) < a.

11



Chapitre 1

Existence des solutions minimales et
maximales pour une équation
différentielle d’ordre quatre avec
conditions aux limites contenant des

points multiples

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence des solutions minimales et maximales pour le

probléme aux limites suivants:

12



(¢, (u”))” = f(z,u,u"), 0<z <1,

w (0) — ayu’ (0) = Y aqu(é,),

=1
u (1) + agu’ (1) = Z%u(ﬁm)v (1.1)
Pp (U” (O)) —az ((pp (u”))/ (0) = Z Qi3 U 513 s

op (" (1)) +aq (0, (") (1) = Z% (i)

Ou ¢, (y) = |y|p_2 y,p>1, f:]0,1] x R? — R est une fonction continue, a;; > 0 et &, € 10, 1]
pour tout ¢ = 1,2,...,mj et j = 1,2,3,4, a1, az az et as sont des réels positifs.

L’étude des problémes aux limites & points multiples a été initialisée par IL IN et MOISSEV
[34]. GUPTA[33] a étudié un probléme aux limites de trois points pour une équation différentielle
ordinaire nonlinéaire.

L’étude de I'existence des solutions pour une classe des problémes aux limites nonlinéaires a
points multiples ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant des différentes méthodes citons
par exemple: la méthode des sous et sur solutions, les méthodes variationelles, I'alternative
nonlinéaire de LERAY-SCHAUDER, la théorie du degré topologique et le théoréme du point fixe
dans les cones. Pour cela nous citons les références suivantes:

( [7], [9], [18], [41], [32], [62] , [63]) qui donnent quelques résultats pour les problémes aux
limites & points multiples.

Les équations de la forme ci-dessus interviennent dans la théorie des poutres, voir [10]
, comme un faisceau de petites déformations (également appelé linéarité geommeétrique), un
faisceau d’un matériau qui satisfait une contrainte non linéaire de type puissance et le droit de
contrainte, un faisceau de liens avec les deux faces (par exemple les ressorts) qui satisfait une
loi élasticité non-linéaire de type puissance.

Il est bien connu, qu’un outil puissant pour la démonstration des résultats d’existence des
problémes non linéaires est la méthode des sur et sous solutions. Dans plusieurs cas il est
possible de trouver les solutions minimales et maximales entre la sous et la sur solution par
une technique itérative ( voir [8], [9], [22], [26] and [56]).

Nous disposons alors & utiliser la méthode des sur et sous solutions, par une technique

13



itérative pour le probléme (1.1). Ce résultat est une généralisation des autres travaux qui se
trouvent dans la litérature.

Ce chapitre est organiser comme suit: Dans le deuxiéme paragraphe, nous introduisons
quelques lemmes qui sont utiles dans notre travail, dans le troisiéme nous présentons notre

résultat, et finalement nous donnons un exemple d’application.
1.2 Lemmes préliminaires

On consideére le probléme:
—u"(z)=g(z), 0<x <1,
u (0) — apu’ (0) = rq, (1.2)
u (1) 4+ bou' (1) = ro,

ou g : [0,1] — R est une fonction continue, ag , by sont deux nombres réels positifs et r1 , 7o
sont des nombres réels.

Alors on a le résultat suivant:

Lemme 1.1 [e probléeme (1.2) admet une unique solution définie par:

t—b(]—l t—i-a(]
u(t)= [ G(t,s)g(s)ds — ——-11 + ———10,
0 = [Glts gy~ {0 L
0
avec b 1
(t + ag) —— 20— 0<t<s
G(t,s): 1t+%0+b0
FT
s+a s<t<1
(54490 T2 T o =ts

u (0) — apu’ (0) =71,
u (1) +bou (1) =72, (1.3)
pp (" (0)) = o (12, (w"))" (0) = 73,

[ p (" (1)) +do (0, ()" (1) = 14,



ou gz : [0,1] — R est une fonction continue, ¢y et dy sont deux nombres reéls positifs et r3
et r4 sont deux nombres reéls.

Alors on a le résultat suivant:

Corollaire 1.1 Le probléme (1.8) admet une unique solution donnée par:

1

ww——/cwgﬂf@@»w

0

t—by—1 n t+ ag
— T T,
Ttag+bo ~  1+ag+bg >

ol
1

Mﬂz—/G@ﬁMN@®—

0

t—do—l t+CO
T T4.
1+Co+do3 1—|—Co+d04

Preuve: On pose par définition:
y=g, (")

y est une solution du probléme:

Yy
y (0) — coy’ (0) = 73, (1.4)
y (1)

D’apres le lemme 1.1, il est clair que le probléme (1.4) admet une unique solution définie par:

1

Mﬂz—/G@ﬁMﬂ$%

0

t—do—l t+Co
— T T
1+Co—|—d03 1+Co+d04

Maitenant puisque v’ = 0y L(y ), alors u est une solution du probléme:

u(0) —apu (0) =71, (1.5)
)

15



D’aprés le lemme 1.1, le probléme (1.5) admet une unique solution définie par:

1
t—byg—1 t+ ag

t) = — t . ds —
u(t) /G(,s)cpp WD ds = T ™ Than r 02
0

Lemme 1.2 Supposons que u satisfait:

alors w (z) > 0, pour tout x € [0,1].

Preuve: Prenons ¢g(x) > 0 et r1,72 < 0 dans (1.2). D’apres le lemme 1.1, on obtient que

u(x) > 0, pour tout z € [0,1].

Lemme 1.3 ( Principe du comparaison faible )

Soient uy et uy deux fonctions tels que: u; € C? ([0,1]), ¢, (uf) € C*([0,1]),i = 1,2 et

;

Preuve: On pose par définition
y = ¢p (u1) = ¢p (uz)

16



Alors y € C 2([0,1]) et par (1.6), on a

y' () <0, 0<x <1,
y(0) —coy’ (0) > 0,
y (1) +doy' (1) >0

D’apres le lemme 1.2, on a

y(z) >0 pour tout x € [0,1],

Ce qui donne

@, (uf (z)) > ¢, (ujy (), pour tout z € [0,1].

Comme ®p est croissante, alors
uy (z) > ub (z), pour tout = € [0,1].

Par suite si on pose par définition

Z=U1 — U

on obtient

D’apres le lemme 1.2, il est clair que
z(z) <0, pour tout z € [0,1].

Ce qui entraine que

uy (z) < ug (z), pour tout x € [0,1].

17



1.3 Définitions et résultat principal

Dans ce paragraphe on cherche 'existence des solutions du probleme (1.1).

Définition 1.1 On dit que « est une sur solution du probléeme (1.1) si :
i)a € C?([0,1]).
i), (@) € C*([0,1]).
i11)
(‘Pp( H))//>f($ a, a//) 0< < 1’
a(0) —arad ( >Za“ &),
(1 +a2a >Zaz2 512 ,
o 0 ) =05 (5, () (02 e (5)

(pp( ( )) +ay (QDP < Zau 514

Définition 1 On dit que B est une sous solution du probléme (1.1) si :
i) B e C?([0,1]).
ii) 0y (87) € € (10,1)).
iii)

(0 (8)" < 1 (o B,87), 0<a<1,

B(0) — a1 (0 <Zauﬁ €)
B( + a26 < Za’l213 512 )
QDP (5,/ (0)) —asg (QOP /8” Zalgﬁﬂ 523

e, (B" (1) +as (¢, (B ZW" &)

\

Théoréme 1.1 Supposons que le probléme (1.1).admet une sur solution « et une sous solution

B satisfaisant a:
B(z) <a(x) et B (x) >’ (z), pour tout x € [0,1].

18



Si de plus f : [0,1] x R? — R est une fonction continue satisfait aux hypothéses suivantes:
(Hy) f(2,u9,0) — f (2,u1,0) > 0 pour 8 (z) < w () < us (z) < a (z),
o’ (z) <wv(x) < B"(z) pour tout x € [0,1] et
(Hz) f(z,u,v2) — f (x,u,v1) <0 pour B (x) <u(zr) <a(zx),
" (z) <y (z) <wva(z) < B" (x) pour tout z € [0,1],
alors il existe deux suites monotones (aun),cn €t (8,),en décroissante et croissante, respec-
tivement, sachant que a9 = « et By = B. qui convergent uniforméments vers les solutions

extrémales du probléme aux limites (1.1).

Preuve: On définies les deux suites (a),cy €t (8,),en PAI:

p
o) =«

(‘pp (O‘ZH))” = f(z,an,al), 0 <z <1,

ant1 (0) — aredy 1 (0) = iailan (&),
mwmww@m=i%%@»

2y (s (0)) — a3 (2, () (0) = mz el (65
oy (01 (1) + a1 (2, () (1) = mz (€.)

Bo=5
(SOP (B;;'i‘l)) :f($7ﬁn>BZ)7 0<z <1,

IBn+1 (0) - alﬁ/nJrl (O) = Zahﬁn (67, 1) )
=1

n

B (1) +a2f,4q (1) = Zaizﬁn (&)
i=1

#p ( 1 (0)) —as (‘Pp ( Z+1))/ (0) = Zaigﬁg (fz‘ 3) ,
i=1

(pp (/8;7,,+1 (1)) + a4 (()Op (/6;2+1)), (1) = Zamﬁx (51 4)
=1

Notons que par le Corollaire(1.1), les suites (o), ey et (8,,),cn sont bien définies.

Maintenant on va montrer que la suite (o), oy converge vers la solution maximale du

19



probléme (1.1).
La preuve est donnée en plusieurs étapes.

lére étape: Pour tout n € N, on a:

(=17 (2) < (=1)" o (2) < (-1)" 2@ (2) , 0<E T et 2 €[0,1]

Preuve: Pour n =0, on a:

(=1)F 820 () < (=1)* aé%) (z) = (=1)*a®® (z) pour tout 0 <k <1 etz e [0,1]
Supposons que pour un n > 1 fixé, on a:

(=DF B (2) < (=DFa@®) (2) < (=1 ¥ (2) pout tout 0<k<1etzel0,1]
et montrons que:

(—1)k5(2k) (z) < (—l)k agﬂ (z) < (—l)ka(%) (z) pout tout 0 < k<1 et z€]0,1]

On a alors:.
( (ep (1)) (@) = (&, (a"))"( ) < f (@, om (fﬂ) yo (%) = f(z,a(z), " (2), 0 <z <1,
1 (0) = (0) — ay (o, 4 ( Zan n (&) —a (&)
1 (1) — (1) + ap (o, 4 ( Zaw an (&,) —a (&)
p (41 (0) = 0, (@ (0)) — ag ((sop (a11)) (0) = (¢, (@) (©)) = Z% n (&) = (&)
2 (0 (1) =, (0 (1) a1 (0 (02)) (V) = (2, (@) (1)) 2 Zau ()~ o ()

D’apres les hypotheses (Hp) et (Hg), on a:

f (@ an,0l) = f (2, 0.0") = f (w,an ) = f (z,0,07) + [ (z,0,00) = f (w.0,0") <0

20



Comme:

Zam (ot (&) —a (&) <0,
i1

S, (i (€5,) —a (&) <O,
=1

Z% ' (&) — @ (&,)) =0,

et

Z al4 514 o (€Z4)) >0

Ce qui donne:

)
( )

op (@41 (0) = a3 (¢, (ah141))" (0) = ¢, (@ (0)) — a3 (, (")) (0),
(p (741)

{ p (O‘ZJrl (1)) taq

D’apres le lemme 1.3, on obtient:
ant1 (z) < a(z) et o) (z) > " (z), pour tout z € [0, 1]
De la méme maniére, on montre que:

an1 > B et ol <p".

Par suite on a:

(—l)k 6(%) (z) < (—1)ka7(12k) (x) < (—l)k a2k) (z) , pour tout 0 < k<1 etz e[0,1]
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2éme étape: Pour tout n € N, on a:

(=1)* B8R () < (=1)* BER) () < (=1)* a®¥) (z), pour tout 0 < k <1 et z € [0,1]

Preuve: La preuve est similaire que celle de la 1ére étape .

3éme étape: Pour tout n € N, on a:

(—=1)* afﬂ (z) < (=1)" ¥ (), pour tout 0 < k <1 et z € [0,1]

Pour n =0, on a:

(o) () 21 () e

oy (of <o>) ~ a3 (¢, <a'{>)’ (0) > ¢, (aa (0)) = a3 (17, (o))’ (0),
ey (07 (1) + a1 (9, (@) (1) = 2, (0§ (1) + as (8, (0f) (1)

D’aprés (1.7),et le lemme 1.3, on obtient que:

\

a1 (z) < ap (z) et of (x) > af (z), pour tout = € [0,1].
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Suppoosons que pour un n > 1 fixé, on a:

(—1)F a9 (2) < (=1)"a'®*) () forall 0 < k < 1 and z € [0, 1]
et montrons que:

(—=1)* ) (z) < (—1)" ¥ () for all 0 < k < 1 and z € [0, 1]

n+1

Par définition de (o), et les hypotheses (Hy) et (Hz), on a:

(o (efi1))" = (9 (1) = J (@, @n, ) = f (2, n, 0511)

f (117 anyalri) - f (IE,Oén_l,Oéx) + f (x7an—1)ag,) - f ($,04n—1,04;€71

<0
Par suite on a:
(05 (a011))" < (0 (a)" (1.8)
De plus on a:
(a1 (0) — azay, (0)) — (am (0) — ascl, Z ai, (on (&) = an-1(&,)) <0
Alors:
(ant1(0) = a105,41 (0)) < (an (0) — arey, (0)) (1.9)
De méme, on montre que:
(an+1 (1) + azagyq (1) < (an (1) + azay, (1)) (1.10)
ep (i1 (0)) +aa (2, (0r741)) " (0) = @, (0 (0)) + aa (¢, (o))" (0) (1.11)
ep (a1 (1) +a (o, (af41)) (1) = ¢y, (an (1)) +aa (0, (ar))' (1) (1.12)
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D’apres (1.7),(1.8),(1.9),(1.10), (1.11) (1.12) et le lemme 1.3, on obtient que:
ant1 (z) < a(z) et a4 (z) > " (z), pour tout z € [0, 1]
Ce qui entraine que:
(1) gﬂ (z) < (=1)*a?® () | pour tout 0 <k <1 et z € [0,1]
4éme étape: Pour tout n € N, on a:

(-1 )Bg:l() (=1)*BER) (z), forall 0 < k <1 and z € [0,1].

Preuve: La preuve est similaire a celle de ’étape 3.

étape: Il existe une constante C'1, indépendante de n € N, telle que:

(i, (al))

.= xrg[%ﬁ} ‘(gop (ag))’ (w)) < (4, pour tout n € N.

Preuve: On distingue deux cas. ®
ler cas: ag # 0.

Soient n € N et z € [0, 1], alors on a:
(6 @) @) = [(o @) @+ [ )it
L ( s (6) = 2y (0l <o>>> + [t ool a
Zaisaﬁ (fig)

IN

Flep s )] )+ [715 o)

3o o (€)] + 5y (s O)]) + [ 11 )

IN

VAN
S|~
/\/\/\

GMMAW%JMM+m%G%@”MWAW%D*Aﬁm
=1
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avec

My (f) :=max {|f (t,an,a)] : 0<t <1, B<an <, et o’ <aj <"}

Donc si on pose par définition:

0’ m”‘o) + max (’@p (0‘//)

0 )

Cy = a13 (Zaig max(}o/’ Pp (B//)‘o)> + M (f)
i=1

on obtient:

vn e N, Vz € [0,1],

(sop (a@)/ ()| <

Ce qui donne:

2éme cas: az = 0.

En utilisant le théoréme de la moyenne, on a pour n € N, il existe 0, € |0, 1] tel que:

(2 (0)) (80)

oy (an (1)) = @, (ay (0))]
‘9019 (an (1)” + ‘Sop (an <O))|

< 2max (‘a”|g_1, 5”‘8_1>

IN

N

Alors pour tout n € N et z € [0,1], on a:

@) @] = (el @)+ [

n

f (t,an,ag) dt‘

< 2max (|o"[f7 |8[57) + 240 (1)

Si on pose par définition:
-1 -1
C1 := 2max (‘a"‘g ,!ﬂ”‘g ) + M (f).
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on obtient:

vneN, vae 0,1, | (g, (h) (@)] < Cr.

Ce qui entraine que:

< (.

vn e, |(e, (o),

6éme étape: Il existe une constante positive Cy, indépendante de n € N, sachant que:

n

‘<Pp (5"),’0 < (s, pour tout n € N.

Preuve: La preuve est similaire que celle de ’étape 5.

Téme étape: Il existe une constante positive Cs, indépendante de n € N, telle que:

‘a%‘o < (43, pour tout n € N.

Preuve: On distingue deux cas:
ler cas: a; # 0.

Soient n € N et z € [0, 1], on a:

Ay () = oy (0) = oy (2) (2 = 0) (1.13)

En utilisant (1.13) et I'inégalité triangulaire, on obtient:

}O‘;H-l (95)‘ = ‘O‘;zﬂ (0) + agpq (1) x‘

< Jals1 (0)] + |adfyy ()]

= all (Z ai, an (&) — Q1 (0)> +an 1 (8)]

i=1
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D’apres I’étape 1, on a:

/ ) my " /"
|Oln+1 (x)| < o (Z ai, max (|aly, [8]y) + max (|afg, W|0)> T max (‘a |O’ & ’0)
=1
_ max(|((¥1|10 ,18o) Lz; ai, + 1| + max (’O‘H|0 ) ‘5"|0)

Si on pose par définition:

Ca = / max(|a’07|/8’0) S . "
3 :=max | |ap), , Za“—l—l + max (|

a
1 i—1

07<ﬁ~\0>),

on obtient:

VneN,vzel0,1], |o ()] <Cs.

Ce qui entraine que:

VneN, |oz < Cs.

/ |
nlo
2eme cas: ayp = O.

D’apres le théoréme de la moyenne, on a pour tout n € N, il existe 6,, € ]0,1] telle que:

o, (On)] = lom (1) = (0)]
| ()] + |an (0]

< 2max (lafy, [5]o)

IN

N

Alors pour tout n € N et z € [0,1], on a:

ol ()] = |o, (6.) + /9 ol (2) da

< 2max(|aly, |B]y) + max (’O//|o ) ‘BN|0)

Donc si on pose par définition:

C3 :=2max (|ay, |8]y) + max (‘O‘”‘o ’ m”‘o) ’
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on obtient:

VneN,Vzel0,1], |a, (z)] < Cs.

Ce qui donne:

VneN, !a < (4.

nlo

8éme étape: Il existe une constante positive Cy4, indépendante de n € N, sachant que:

‘6;!0 < (Y4, pour tout n € N.

Preuve: La preuve est similaire que celle de ’étape 7.
Maintenant on va montrer que la suite (o), cy converge vers la solution maximale du

probleéme (1.1).

"

D’apres les étapes 1, 5 et 7 et puisque f est continue, alors (), ¢y €t (cpp (o sont

D nen
uniformément bornées dans C? ([0, 1]). Donc d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela il existe deux
sous suites (an;) de (an),cy qui converge dans C? ([0,1]) et (¢, (en,)) qui converge dans
C2([0,1]).

Posons:

o = lim
n; —+00 J

Or d’apreés les étapes 1 et 3, il est claire que (o), o converge vers ay. Ce qui implique que:
a, = a* et par suite notre suite converge dans C? ([0,1]) vers a et (¢, (O‘"))neN converge dans
C2 ([0,1]) vers @, (a) .

On a:

(¢p (@) (@) = (2, (@) (0) + / Fi (t, an, ay) dt
0
Par suite:

IK > 0,¥n € N,vt € [0,1], ‘f (t,an,a;;) <K
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Alors, le théoréme de convergence dominé de lebesgue entraine que:

(0) +/Omf (t,a*,a;’) dt.

! !

(05 (o)) @ = (4, (o))

Ce qui donne:

(gop (ozi)) (x)=f (:c,oz*,oz:) pour tout z € |0, 1] (1.14)

D’autre part, on a:

Jim (oni1 (0) a1 a1 (0)) = 0 (0) ~ o (0) (1.15)
Jim_ (an+1 (1) + azay o (1)) = a, (1) — azar, (1) (1.16)

i (i, (00 ) — a1 (o, (11)) ©) (117

i (i, (0 ) = a1 (o, (11)) ) (118)

’

(o) (5 ()

D’apres (1.14),(1.15),(1.16),(1.17) et (1.18), on obtient que c, est une solution du probléme(1.1).
Maintenant on montre que si & est une autre solution de (1.1) sachant que f < a < «a et

~I ! ~ ~I "
o <a”" < B’ alors, a<a,etd <a,.
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Puisque & est une sur solution de (1.1), prenons 7, = & et on définie une suite (v,,),,~; par:

Tn+1 (0) - al’y'/n—‘,-l (O) = Z i1 Vn (Ezl) )
i=1

Yn+1 (1) + a27;1+1 (1) = Zai27n (‘fzg) )

Puisque 7y = a < «, on peut montrer que:

VneN, 7, < anet v, > o,

Par suite, puisque & est une solution de (1.1), on a:

VneN, v, =

D’apres (1.19) et (1.20), on a:

> I
YneN, a<a,eta Zoc;;

on fait tendre n vers 400, on obtient:

C’est a dire o, est une solution maximale de (1.1).

Par le méme argument, on montre que (), ¢

(1.1).

Ce qui achéve la démonstration. =
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Pp (’Y;’IL—Q—l (1)) + aq (Sop (’7;2—1—1 Z CLM’Y 614

(1.19)

(1.20)

N converge vers une solution minimale de



1.4 Exemple

De ce paragraphe on donne un exemple type qui vérifie les hypothéses de notre travail.

On consideére le probléme:

(¢p (u”))” =g(z,u,u"), 0<z <1,

u(0) =0,

u(l) 4+ agu' (1) = ;aizu (fiz) , (1.21)
u” (0) =0,

Pp U (u” (1)) + aq ((pp ZCLM 514 )

mo my
avec 1 < p <2, Z aij, <1, ZQM < 1 et le fonction g est définie par:
i=1 i=1

.o ‘P—2 .o
sin —x sin —x
2 2

_ -2
g (z,u,u") = (p— D [ufPut (p—1) (p—2) [u"[""u" + (p—1)°
On pose par définition:

a(a:)zsingzz:, 0<z<1

Pour tout 0 <z <1, on a:
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p=2 2 "

2 ™ s

T . T .
— Sl —x — S —x

(Sop(a"))”(f”) - <_ 4 2 4 2

7(2(1)71) . p—l "
= —7411_1 <(Sln 5.’,3) )

_ _72@__1) [_ (p—1) N (sin Ew)p_l tp—1)(p—2) - (COS Ex>2 (Sm WCC)H]

4r—1 4 2 4 2 2
2P oo \p-1 .o \p3
T |:(p —1)? (sm 530) —(p-1(p—2) (sm §x> ]
2P _om \p-1 g% . m \p-3
= & (p—1)> (sm 536) ~ p—1)(p—2) <sm 51‘)
o/ . m \p-1 g2l .om o \p-1
> 2(p-1) <sm 535) = p—1)(p—2) <sm 53:)
= g(=,a,a")
Alors on a:
Vzeloll, (v (a”))” (z) > g (z,a,a") (1.22)
D’autre part, on a:
a(0)=0>0 (1.23)
a(l)—agd (1) =1> E:ai2 sin <g§%2> (1.24)
i=1
a”(0)=0<0 (1.25)
et
/ — v
0p (&' (1) +aa (g, (@) (1) =-1< =) aj,sin <§€i4> (1.26)
i=1

Alors d’apres (1.22), (1.23), (1.24), (1.25) et (1.26), on obtient que « est une sur solution
de (1.21).

D’autre part, la fonction identiquement nulle est une sous solution du probléme (1.21). Alors
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tous les hypothéses du Théoréme 1.1 sont vérifies. Ce qui entraine ’existence des solutions
extrémales u, et u* du probleme (1.21) telles que: 0 < uy (z) < w* () < sin G, pour tout

z €[0,1].
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Chapitre 2

Existence des solutions minimales et
maximales pour une équation
différentielle d’ordre quatre avec

conditions aux limites nonlocales

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de ’existence des solutions minimales et maximales pour le

probléme aux limites suivant:

(e, @) = f (@, u, 0",z € (0,1),

)

1)+ agu/ (1) = go (u), (2.1)
(
(

\

avec ¢, (y) = WP 2y, p>1, f:0,1] xR3> - R, g; : C([0,1]) = R pour i = 1,...,4 et a

sont des constantes réelles positives ¢ = 1, ..., 4.
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L’étude des problémes aux limites nonlocals est introduite par Bitsadze [13] , Samarskii [14]
et IL’in and Moissev [34].

Gupta [33] a étudier un probléme aux limites & trois points pour une équation différentielle
ordinaire nonlinéaire.

Par suite, I'existence des solutions pour les problémes aux limites nonlocals a était étudier
par des auteurs en utilisant la méthode de la sur et sous solution, la méthode de la sur et
sous solution avec une technique itérative monotone, la méthode variationnelle, alternatif de
LERAY-SCHAUDER, coincidons avec la théorie du degré et le théoréme du point fixe dans les
cones. ( [9], [15], [17], [18], [20], [21], [28], [29], [41], [32], [62] et [63]) pour quelques résultats
pour des problémes aux limites nonlocals nonlinéaire.

Une équation de la méme forme de notre probléme apparut dans la théorie des faiceaux
pour p = 2, see [10], de sorte comme un faisceau de petites déformations (également appelé
linéarité geommétrique), un faisceau d’un matériau qui satisfait une contrainte non linéaire de
type puissance et le droit de contrainte, un faisceau de liens avec les deux faces (par exemple
les ressorts) qui satisfait une loi élasticité non-linéaire de type puissance.

Il est bien connu, que ’outil le plus puissant pour la démonstration des résultats d’existence
des problémes non linéaires est la méthode des sur et sous solutions. Dans plusieurs cas il est
possible de trouver deux solutions minimale et maximale entre deux sous et sur solution par
une technique itérative (Voir [9], [22], [26], [28], [29] and [56]).

Dans [28], 'auteur a considérer le probléeme suivant:

- (@p (ul)), =f (:L‘,u,u'), LS (07 1)7

u (0) — aou’ g1 (x) u (z) d, (2.2)
u (1) + e 92 (2) u (z) dz

)

1

o=/

01

w=/
0

avec f: [0,1] x R? — R est une fonction continue satisfaite d’une condition de Lipshitz d'un
seul coté et g; : [0,1] — Ry sont des fonctions continues (1 = 1,2 ) , ap et a3 sont deux nombres
réelles positives.

Par I'utilisation de la méthode de la sur et sous solution et une thechnique itérative monotone,
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il a prouver l'existence des solutions minimal et maximal du probléme (2.2).

L’idée est d’appliquer la méme méthode pour le probléeme de type (2.1), ce qui permet de
généraliser les résultats qui se trouvent dans la littérature.

Ce chapitre est organiser comme suit: dans le deuxiéme paragraphe, nous introduisons
quelques lemmes qui sont utiles pour donner notre résultats, dans le troisiéme nous donnons
notre résultat, et finallement nous donnons un exemple autour du résultat dans le quatriéme

paragraphe.

2.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section, nous donnons quelques résultats préliminaires importantes dans la suite de
notre travail.

Considérons alors le probléme suivant:

=a, (2.3)

avec ¢ : [0,1] — R est une fonction continue, ¢y et ¢; sont deux nombres réels positifs, a et b
sont deux nombres réels.

Alors on a le résultats suivants:

Lemme 2.1 Le probléme (2.3) admet une unique solution définie par:

l4+c¢—x T 4+ ¢
a M
1+co+c 14+co+c1

1
u(x):/G(x,s)g(s)ds—i-
0

avec
(I4+c1—t)(s+cp) 0<s<t
_ l14+co+c -~
G(v,8) = AN
(1+ ¢ s)(t—i—co)’ f<s<l.
l4+co+c1
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Corollaire 2.1 Suposons que u satisfaite a:

alors: u(z) > 0, pour tout x € [0,1].

Preuve: Soient g (x) > 0 et a,b > 0 dans (2.3). Par le lemme 2.1, on obtient u (z) > 0, pour
tout x € [0,1]. m

Maintenant considérons le probléme
©p u”’)), + Lu" = F (z,u"), z € (0,1),

- (2.4)

avec I : [0, 1] xR — R est une fonction continue, L est une constante réelle strictement négative,

¢; € Ry pour tout ¢ =0,...,3 et a, b, c et d sont des nombres réelles.
Lemme 2.2 Soient u1, uy sachant que u; € C*([0,1]) et ¢, (") € C*(0,1), i = 1,2, et

(ug)) + Luf, = € (0,1),
0) — couy (0)
)

alors uy (x) < wug (x) et uf (z) > uf (x) pour tout x € [0,1].

Preuve: Au début, montrons que uf () > u} (z) pour tout = € [0,1].
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Supposons qu'il existe zg € [0, 1] telle que
ol o) — (o) = | min, (uf (&) — uf (&) <.
Alors puisque (uf —uj) € C*(]0,1]), on a
uf’ (zo) — ug (z0) = 0.
Si xg = 0, on trouve une contradiction

0 > uf (0) —uj (0) > ¢z (uf’ (0) — uy' (0)) = 0.

De méme si on prend zg = 1.
Sizg € (0,1), on a

wp (U1’ (0)) =, (u5' (0)) ,

Puisque ¢, est strictement croissante, on trouve

(o (1) ) (i () o) =ty £ LA = 05 ()

Mais par (2.5) dans ce point, on obtient

(¢p ()" (z0) = (#p (u5))" (o)
< F (mo, uy’ (J:o)) - F (xg, ul (:cg)) + L (ug (20) — uf (xg))

= L (uj (z0) — uf (z0)) < 0.

Ce qui rameéne & une contradiction.
Donc, on a

uf (z) > uh (z), pour tout z € [0,1].

Par suite, montrons que
uy (z) < wug (z), pour tout z € [0,1].
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Soit = € [0, 1], alors par (2.5) et (2.6), on a

Et par le corollaire 2.1, on trouve que

uy (z) < wg (z), pour tout z € [0,1].

Proposition 2 Si Fest une fonction continue bornée, alors le probléme (2.4) admet une unique

solution .

Preuve: Posons par définition

y est une solution du probléme

(gop y') +Ly=F(x,y),z€(0,1),
y(0) — c2y ( )=c, (2.7)

min F'(z,0) max F' (x,0)
0,1 . 0,1
Si on pose par définition y; = max L, ¢,d | et yo = min %, c,d |,

alors on trouve que
> Lyr — F(z,51), z € (0,1),

et
— (¢, (1)) < Lya — F (z,9), € (0,1),




Ce qui permet de dire que y; est une sur solution de(2.7)et y2 est une sous solution de (2.7).

Alors par le Théoréme 2 dans [28], on arrive & montrer que (2.7) admet une solution unique

y telle que yo <y < yi.

Par suite, considérons le probléme

u' =y, ze (0,1

~—

u (0) — cou’ (0) = a, (2.8)
u(l)+cu/ (1) =0

avec y est une solution unique du probléme (2.7).

Par le lemme 2.1, il est clair que le probléme (2.8) admet une solution unique définie par

l14+c—=x T+ ¢
uw(z)=—[G(x,s)y(s)ds+ a+ ,
(@) / (@5)y (s) I+c+a l+c+a

\
avec ¢, (y) = P2y, p>1, f:[0,1] xR® - R, g; : C([0,1]) — R pour i = 1,...,4 et a; sont

des nombres positives pour i =1, ..., 4.

Définition 2.1 On dit que u est une solution de (2.9) si
i) ue C?([0,1]) et o, (u") € CT(0,1).

it) u satisfaite aux probléme (2.9).

Définition 2.2 On dit que o est une sous solution de (2.9) si

i) a e C3([0,1]) et @, () € C1(0,1).
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op (@) < f(2,0,0","), € (0,1),

Définition 2.3 On dit que [ est une sur solution de (2.9) si
i) Be C3([0,1]) et g, (8") € C*(0,1).
(¢, (B") > £ (x.8,8",8"), z € (0,1),
0) —a18'(0) = g1 (B) ,
1) +agf’ (1 )>g2(ﬂ),
0) — azB" (0) < g3 (8") .
(1)< s (87).

Maintenant, on définit les conditions de NAGUMO- WINTNER.

(
(

8
B
g
8

(
7 (1) +CL4B”/ 1

Définition 2.4 On dit que f : [0,1] x R?® — R satisfaite aux condition de Nagumo-Wintner
relativement auz couple o et 3, s”il existe un C > 0 et des fonctions @ € LP ([0,1]) et U

[0, +00) — (0,400) continues, sachant que
1f (@ u,0,w) < ¥ (ful) (Qx) + C lul7), (2.10)
pour (z,u,v,w) € D, avec
D = {(z,u,v,w) € [0,1] x R : ar(z) <u(z) < B(z) et B (x) <u” (z) < (z)},

et
ds = +o00. (2.11)
On a le résultats suivant:

Lemme 2.3 Soit f : [0,1] x R — R satisfaite aux condition de Nagumo-Wintner (2.10) et

(2.11) dans D. Alors il existe une constante K > 0, telle que chaque solution du probléme
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(2.9) vérifie a(z) < u(z) < B(x) et f7 () <" (x) < o (x), pour tout x € [0,1], satisfaite a

lu"llo < K-

Preuve: Puisque 8" (z) <u” (x) < o (z), pour tout z € [0,1], on a

8" (1) =" (0) < (1) —u" (0) < " (1) = 87 (0).

Posons

n = max {[8" (1) — " (0)], [o” (1) = B" (0)]} -

Par le théoréme des valeurs intermédiare, il existe xg € (0, 1) telle que

implique que,

Posons par définition

L= |u" (wo)| et 0 := 2max (HO/'HO, ,B”HO) .
prenons K > (n, [y, [|8”]|,) telle que
ep(K) 1
sP ~p—1 ~p=1
/ s> QI3 +CR T (2.12)

®p(n) v <‘S‘Pil>

Nous alons montrer par la suite que |[v"” (z)| < K, pour tout = € [0,1].

Supposons par absurde qu'il existe x1 € [0,1] telle que|u” (z1)| > K.

Alors par la continuité de w”’, on peut trouver une constante xo € [0, 1] vérifie I'un des
situations suivantes:

i) W (w0) = L, v (z2) = K et L <u” (z) < K, pour tout z € (zg, x2) .

i) u"” (z9) = K, v (x0) = L et L <" (z) < K, pour tout z € (z2, ) .

iii) u” (z) = —L, u" (z2) = —K et —K < u" (z) < —L, pour tout z € (¢, x2).
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iv) u” (zg) = —K, W (w0) = —L et —K < u" (z) < —L, pour tout z € (z2,20) .
Supposons que le premier cas i) a lieu. D’une fagon similaire on montre pour les autres cas.
Puisque u est une solution du probléme (2.9) et par les conditions de Nagumo-Wintner

(2.10), on trouve

(6 (u")) (@) < W (" () (Q (@) + C. (u" (s ))plfl), pour tout = € (z0,22).  (2.13)

Mais L < n et ¢, est croissante, ce qui donne

o, (K) 1 o, (K) 1
/ —ds < . (2.14)
\Il sp 1 \IJ sp 1
ep(n) ¢,(L)

Donc si on pose s = ¢, (u” (x)), on obtient

WP(K) 1 x2( ( ”( )))l

pp U L))" m
/ v (57 ds_/ () P (07 (@) e
SOP(L o
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Alors par (2.13) et (2.14), on a

@p(K) 1 2

o (py (" (2))) 7 ,
———~ds < puﬁ((pp (u” (a;))) dx
Tt < [

< [ (o @ (@)% [Q ) + C.(w” ()77 ] da

- / (" ()7 [Q @)+ C. (" (2))77 | do

= [ @) Qs+ [ W @) ds
<l | [ (@7 )
+C. /((u”’(m))zl’>pdx p . /lppldac p

= QI (" (22) — " (20)) 7 + C. (u" (w2) — " (20))7 . (w2 — 20) T

IN

~p=1 ~p=1
QI3 » +C5 7 .

donc contradiction avec (2.12). m

Remarques:

(i) La preuve de ce lemme est similaire de celle du lemma 3 dans [28].

(ii) Les conditions de Nagumo-Wintner sont plus générales que les conditions de Nagumo ou

Nagumo-Bernstein.

2.3 Reésultat principal

Dans ce paragraphe, nous donnons notre résultat avec une preuve détaillé.
Considérons alors les hypothéses suivantes:
(H]‘) f(maulavvw) - f(CE,UQ,U,TU) < 07 pour « (':U) < U (‘T) < U2 (CE) < B ($)?

B" (z) < v(z) <o’ (z) pour tout z € [0,1] et w € R.
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(H2) Il existe M < 0 telle que f(z,u,ve,w) + Mvy — f(z,u,v1,w) — Mv; < 0, pour
a(z) <u(z) < B(x), B (z) <v(z) <v(z) <’ (z) pour tout = € [0,1] et w € R.

(H3) Les fonctions g; and g2 sont continues et croissante dans U'intervalle [«, 5].

(H4) Les fonctions g3 and g4 sont continues et décroissante dans D'intervalle [3”, o).

Notre résultat est le suivant:

Théoréme 2.1 Soient o et § la sous et la sur solution respectivement du probléme (2.9)
sachant que o (z) < B(z) et ' (z) > B"(x), pour tout x € [0,1]. Supposons qu’on a les
conditions (H1), (H2), (H3), (H4) et les conditions de Nagumo-Wintner relativement o «
et B sont satisfaites. Alors ils evistes deux suites monotones (o), cy €l (B,)pen Croissante et
décroissante respectivement, sachant que ag = «v et By = [ qui convergent uniforméments vers

les olutions maximales dans [, ] pour le probléme aux limites (2.9).

Preuve: Soit K la constante définie dans le lemme 2.3 et soit No > max (K, |||y, |8”||,) -
considérons h (z) = max (—Np, min (z, Np)). Alors h est continue et bornée. En plus, on a
h (z) = z pour tout z sachant que |z| < Ny; et |h (2)| < Ny pour tout z € R.

On définies les suites (ap),cn et (B,),cn de cette forme

o) = &,

(p (a;IL/H)), +Mall = f (2, an, o, h(al 1)) + Moy, z€(0,1),

an+1(0) — ala;wrl (0) = g1 (o) »
ant1 (1) + az0, 44 (1) = g2 (om) |
apy1 (0) —azay)yy (0) = g3 (7)),
[ g1 (1) +ager’yy (1) = g4 (ar)

et

50 =,

(0 (B 1)) + MBlay = f (2.8, B, h (Bi41)) + MBL, z € (0,1),

5n+1 (0) — al/g;1+1 (0) = g1(B,)»

Bt (1) (1)

Bl .1 (0) — asBl,y (0) =
(1) (1)

1
\ 5n+1




Notons que par la proposition 2, les suites (o ),,cn €t (3,,),cn sont bien définies. Maintenant
on va démontrer que les suites (o), oy €t (8,),cn converge vers les solutions maximales dans
[ar, B] du probléme aux limites (2.9).

La preuve est donné en plusieurs étapes.

lére Etape: Pour tout n € N, on a

(=1)%a®® (2) < (=1)*a2P) (2) < (=1)* B®¥) (), pour tout k € {0,1} et z € [0,1].
Preuve: Pour n =0, on a

(=DF a0 (2) = (-1)F aé%) (z) < (—=1)" B () pour tout k € {0,1} et z € [0,1].

Supposons pour un n > 1 fixé, on a
(=DFa@® (z) < (=1D)F P (2) < (=1)% B (2) pour tout k € {0,1} et z € [0,1],
et montrons que
(=1)*a®® (2) < (=1)* al) (z) < (=1)* 80 (z) pour tout k € {0,1} et z € [0,1].
Supposons par l'absurde qu'’il existe z1 € [0, 1] telle que
0" (1) = s (1) = min, (@ (2) = ol (2)) <0.

D’une maniére analogue de la preuve du lemme 2.2, on arrive & une contradiction. Alors, on a

a1 (z) <o (z) pour tout z € [0,1],

De méme, on trouve

B" () < agr 4y (z) pour tout z € [0,1].
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Par suite, on vient de montrer que
a(z) < apyr (z) pour tout z € [0,1].
Soit z € (0,1), on a

a%—i—l (.%') < o (.%') » T E (07 1) )
ant1(0) — azey, 41 (0) — a(0) +aza’ (0) > g1 (an) — g1 (@) ,
ant1 (1) +asen (1) —a (1) —asa’ (1) 2 g2 (an) — g2 (@)

Puisque o < aip41 , g1 et go sont croissantes, on obtient

a%+1 ('r) S O// ('r) y L (07 1) ’

S
ant1(0) = azaf, 1 (0) = @ (0) — aza’ (0),

i1 (1) + asalyyy (1) = (1) + asa (1).

Alors par le corollaire 2.1, il est claire que
a(z) < apy1 (x) pour toutz € [0,1].
D’une maniére similaire, on peut montrer que
an+1 () < B(x) pour tout z € [0,1].
Ce qui implique que
VneN, (=)o (2) < (—=1)" o?® (2) < (=1)* 89 (2), pour tout k € {0,1} et z € [0,1].

2éme Etape: Pour tout n € N, on a

(=1)*a®®) (2) < (=D* BER) (2) < (=1)* B®P) (), pour tout k € {0,1} et z € [0,1].

Preuve. Elle est analogue que celle de I’étape 1.
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Etape: Pour tout n € N, on a

(=1)%a?®) (2) < (=1)* agﬂ (x), pour tout k € {0,1} et x € [0,1].
Preuve. Pour n = 0, par la 2éme étape on a

(—=1)* 04(()%) (z) = (=) o (2) < (=1)* afﬂ (x), pour tout k € {0,1} et z € [0,1].

Supposons que pour un n > 1 fixé, on a

(—1)F o) (z) < (=1)F o9 () pour tout k € {0,1} et x € [0,1],

(=DF a0 (z) < (=1)F oszﬂ (z) pour tout k € {0,1} et x € [0,1].
Supposons par l'absurde qu'’il existe xo € [0, 1] telle que

) (@) = alf 1 (@2) = min (] (@) — alyy (2) < 0.

D’une maniére analogue de la preuve du lemme 2.2, on arrive & une contradiction. Ce qui donne
que

o1 (z) < ap, (x) pour tout z € [0,1],
Ensuite, on montre que
an () < apy1 (z) pour tout z € [0,1].
Soit = € (0,1), on a
"

ay i (x) —ap () <0, z€(0,1),

n

48



Puisque a,,—1 < a, , g1 €t go sont croissantes, on obtient

.y (z) —ay (z) <0, z € (0,1),
any1(0) — a30‘%+1 (0) > an (0

)
i (1) + ascyy (1) > a (1) + asad, (1).

Alors par le corollaire 2.1, on a
ap (2) < apy1 (z) pour toutx € [0,1].
Ce qui implique que

VneN, (=)o) (z) < (-1) afff% (x), pour tout k € {0,1} et z € [0,1].

4 éme Etape : Pour tout n € N, on a

(=1)F 8% (2) < (=1)* B2 (), pour tout 0 < k <1 et z € [0,1].

n

Preuve. C’est la méme preuve que 1’étape 3.

5 éme Etape : Il existe une constante positive C', indépendant de n € N, sachant que

"

n Ho < (1, pour tout n € N.

e
Preuve. Par le théoréme des valeurs intermédiares, on sait que pour tout n € N, il existe
0, €1]0,1] telle que
| (00)] = |ai (1) — oy, (0)]
| (D] + [ag; (0)]

o- 18”1l0) -

IN

IN

2 max (Ha”"
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Alors pour unn € Net z € [0,1], on a

’(cpp (oz;fbl)) (x)} = (gpp (oz;’/)) (0n) + /: (f (t, QI (a%’)) + M) (aﬁ_l () — ol (t)) dt
BI”HO) ’

IA

(2max ([l g [18"[1g))"" + M1 (1) + 410 max (||

avec
My (f) = max{’f(m,u,v,w) 0<e <1, f<u<a, o <v<p’ ju| < NO‘}-
Si on pose par définition

C = 2max ([o” 57 [8"[57") + My () — 4M max (|[o"]

o- 18" 1lo)

On obtient

vn e N, Vz €[0,1], |(¢, (o)) (2)| < .C.

Ce qui implique que
~ 1

Vn e N, Vz € [0,1], !0/" (m)‘ <.Cv T,

n

~ 1
Alors il suffit de poser C; = C'»=1, pour obtenir

Vn € N, HaZ’HO < (.

6 éme Etape: Il existe une constante positive Cs, indépendant de n € N, sachant que

HBZ’HO < Oy, pour tout n € N.

Preuve. Elle est analogue que celle de I’étape 5.

7 éme Etape: Il existe une constante positive Cs3 indépendant de n € N, telle que

Ha < (43, pour tout n € N.

nllo

Preuve. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on apour tout n € N, il existe ¢, € |0, 1]
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telle que

an, (€)= lan (1) — an (0)]
< o (D] + [an (0)]
< 2max (|lelly, [18]lo) -
Alors pour n € Net 2z € [0,1], on a
t
W@ = |eh () + [ ah(2)d
] = el (c) /Cna (¢) da

IN

2max ([[ally, [|B]ly) + max (HO/HO’ HﬁlHo) :

Donc si on pose par définition

Cy :=2max (||ally , [|8]l) + max (|| ||, [18']],) -

on obtient

vn e N, Vz € [0,1], |o, ()| < Cs.

Ce qui implique que

Vn € N, Ha < (4.

nllo

8 éme Etape: Il existe une constante positive C4 indépendant de n € N, sachant que:

H/BZHO < Cy, for all n € N.

Preuve. La preuve est similaire que celle de I’étapeT.
Maintenant on vient de montrer que (o), oy converge vers la solution minimale de (2.9).
Par les étapes 1, 5 et 7 et puisque f est continue, il est claire que (v, ),,c est uniformément

bornée dans C? ([0, 1]) et ol est uniformément bornée dans C! ([0,1]).
Pp (A

))nGN
Alors d’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe une sous suite (oznj) de (ap),ey qui

converge dansC? ([0, 1]) et (gop (a%’J)) converge dans C* ([0, 1]).
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Posons

o= lim ap,.
n; ——+0o g

Mais par les étapes 1 et 3, on obtient que la suite (), converge vers a,. alors on a a, = o et

de plus la suite est convergente dans C? ([0, 1]) vers a et (i, (ag’))neN converge dans C! ([0, 1])

vers @, (o).

On a
p (ns1) (2) = @, (af1) (0) + /0m (f (t ans oy b () + M (aq_y (t) — oy, (1)) dt,

et
3Cs > 0,Vn € N,Vt € [0,1], ‘f (t, Qn, 0t h (a;f/)) +M (aﬁ,l (t) — (t))‘ < Cs.

Alors le théoréme de convergene dominé de Lebesgue implique que
e () (@) =y (a2) O+ [ (ol (o) .
Donc on obtient
(0, () (2) = f (2, s, &, 1 (') pour tout z € (0,1). (2.15)

D’autre part, on a

lim <an+1 (0) —aq a;H_l (0)) = lim ¢ (an)

n— 00 n—-+o0o
Alors
ax (0) —ay o, (0) = g1 (a) . (2.16)
De méme, on a
s (1) + a2 &, (0) = g2 (ow) (2.17)
a/ (0) — a3 ;' (0) = g3 (af) , (2.18)
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et
of (1) +ag o (1) =ga (o). (2.19)

Donc par (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19), on arrive que o est une solution du probléme

(pp (@) (2) = f (z, 00,0l B ('), w € (0,1),

Maintenant on utilise une preuve similaire que celle du lemme 2.3, on montre que [|o”[|, < K.
Par suite h (o) = o et par conséquent a, est une solution du (2.9).

Autrement, montrons que & est une autre solution de (2.9) sachant que a < a < f et
B’ <a”" <o alors a, < aeta < a”.

Puisque @ est une sous solution du (2.9), on prend v, = @ et on dfinie une suite (v,,),>;

par
[ (e (7i0))" = f @ Vs b (7)), 0 < w < 1,
Vnt1 (0) = a1741 (0) = g1 ()
V1 (1) + a2y 40 (1) = 92 (7)
V1 (0) —azvy'yq (0) = g3 (v)
Y1 (1) +aavyq (1) = g4 (v3) -
Puisque vy = @ > a, on peut montrer que
VneN, a, <7, ety <alr. (2.20)

D’autre part, puisque a est une solution du (2.9), on a

vneN, v, =a. (2.21)
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Par (2.20) et (2.21), on obtient que
VneN, a, <aetad’ <al

quand n — +o00, on trouve que

ay <aetad < all.
Ce qui implique que a, est une solution minimale du (2.9).
D’une maniére analogue on montre que (f3,,),,cn converge vers la solution maximale du (2.9).
Ce qui achéve la preuve de notre résultat. m
2.4 Exemples
Dans cette section on donne quelques exemples autour de notre résultat.

2.4.1 Exemple 1

Considérons le probléme suivant

u(0) =0,
u (1) + agu’ (1) = Z aiu (&) (2.22)
=1

u” (0) — agu™ (0) =0,

u” (1) 4 a4u/// (1) — Zaizu (512) ,
i=1

\

mo my 4
avec 1 <p<2,a; >0, a;, <1, a; < - et §;, € (0,1) pour tout i = 1,2,...,m; et pour
i=1 i=1

tout j = 1,2 et une fonction h définie par

-1 1 -1
h (:L‘a u7u1/’u/l/) = <1)2) U — 2 (iE + 1) UH2 —Uu ‘U”/‘p71 + <p2> sm(gx)

On pose par définition
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B(x)= sin(gm), 0<z<l1.

Pour tout 0 < x < 1, on a

3
T cos(=x)

/ P2 3 T ,
(%(5 )) () = ( 3 9 SCOS(2$)>

- o ((G))
e -1 (cosG)) sinG)]

(b — Dsin(52)

> h(z,8,8",8").

Alors on a

Ve 0,1), (p,(8") (@) >h(z,88"8"). (2.23)

D’autre part, on a
B(0)=0>0, (2.24)
B)+asf (1) =1> ;ail sin (%@-2) , (2.25)
B"(0)=0<0, (2.26)

et
2 M4

B"(1) +auB” (1) = -1 <~ 21 sin (5¢3,) - (2.27)

Donc par (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) et (2.27), on remarque que [ est une sur solution du
(2.22).

D’autre part, si on prend o = 0 qui est une sous solution du (2.22). 1l est claire que
tous les conditions du théoréme 2.1 sont vérifiées. Alors il existe une solution minimale u, et
une solution maximale u* du probléme (2.22) telles que: 0 < u, < u* < sin(gx), pour tout

z €[0,1].
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2.4.2 Exemple 2

On consideére le probleme

(2.28)

1
avec p > 1, h; : [0,1] — Ry sont des fonctions continues i = 1,2 telle que /h1 (x)dx < 1,
0

P 1a4> et une fonction h définie par

1
/h2 (z)dx > 2P~1 <1 +
0

p—1
h (:E,u o’ u”’) = ur 20" — 3:cu3>pP:12 |u/"|plTl + 1
b ) 2
on pose par définition
—1 3 3p—2
B(x) = (1) gr T, 0<z <1

CpBp-2)(2p—1)

Pour tout 0 <z < 1,0n a

(s (8") ()

B (@) 572 — 20 (8" (@)" = 308 ()52 8" ()77 + .

\Y]

Alors, on a
Vae(0,1), (g,(8M) (x)>h(z85"58"). (2.29)
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D’autre part, on a

s+l )= Pl (222)] Zjhl(x)ﬁ(x)dw,
0

p"(0)=0<0,

et

1
87 (1) + azB"” (1) = p; b < /h2 (@) (2) do
0

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Donc par (2.29), (2.30), (2.31), (2.32) et (2.33), il est claire que § est une sur solution du

(2.28).

Par suite, si on prend o = 0 qui est une sous solution du (2.28). Donc les hypothéses du

théoréme 2.1 sont vérifies. Alors il existe une solution minimale u, et une solution maximale

* N . % (p,1)3 3p=2
u* du probleme (2.28) telles que: 0 < uy, < u <7

o7

TGa) ¥ "L » pour tout x € [0,1].



Chapitre 3

Existence des solutions positives
pour une équation différentielle
quasilinéaire d’ordre quatre avec
conditions aux limites contenant des

points multiples

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier ’existence des solutions positives avec leurs multiplicités par

I’application du Théoréme de KRASNOSELSKIT’S 0.1 pour le problémes aux limites suivant:

(e, ()" =Xq(t) f(u),te(0,1),
w(0) — a ' (0) = Za u(Cy),

u(l) =0, (3.1)
oy (0 (0)) = b2, () (0) = 32 Bipy (u” ()
u’ (1) =0,
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avec @, (y) = |y|p*2 y,p > 1, f : Ry — Ry, ¢ (0,1) — Ry sont des fonctions continues,
A > 0,a>0,b>0,0; >0et ¢; € (0,1) pour tout i = 1,...,m1 et n; € (0,1) pour tout

1= 1, w2

3.2 La fonction de Green

Dans ce paragraphe on va étudier quelques propriétés de la fonction de GREEN pour les prob-

lémes:
—u’" (t)=h1(t), 0 <t <1,

w(0) —a o (0) = "il (), (3.2)

—u" (t) =ha(t), 0<t <1,
w(0) = b u' (0) = %m (n:), (3.3)

ou h; : [0,1] — R4 sont des fonctions continues pour tout ¢ = 1,2,a > 0,b > 0,a; > 0 et
0<mn; <1, pourtouti=1,....m
On impose les conditions suivantes .
(HO1) "ila (1-¢&)<a+tl.
i=

(H02) S° B, (1—n;) <b+1.
=1

Lemme 3.1 Supposons que la condition (HO1) est satisfaite. Alors le probléme (3.2) admet

une unique solution u, qui est définie par

u(t): /Glts hl )d
l+a—- E: aZ 1 _'gz

avec

s):imu—t)Ll(gi, (1+a—Zal )Ll(t s),
=1
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et

(t+a)(1—s) .
= 51 0<t<s<1,
Lifts)=q e

=D sig<s<t<1.

Preuve: Soit ¢t € [0,1], on a

1 1 —t &
w(t) = /O Li(ts) ha(s) ds+1+a;aiu (€). (3.4)

mi
On pose par définition A = > a;u (§;), alors par (3.4), on obtient
i=1

14+a - 1
A= - Zai/ Li(&,8) hy(s)ds.

lta-Ya(l-¢) = /o

i=1
Ce qui implique que,
1 1—¢ L 1
W)—/m@wm®w+ - Soai [ Li(ges) ms)ds
0 0

1+a72al(1—fl) i=1

= /Glts hl )d
1+a— (1-¢

i

De méme on a:

Lemme 3.2 Supposons que la condition (HO2) est satisfaite. Alors le probléme (3.3) admet

une unique solution u, définie par

u(t) = /Gzts ) ha(s)ds
1+b—ZBz 1_771

avec

Gz(t73>:i5i(1—t)L2<77ia (14‘5—25 >L2(t s),

i=1

60



(t+b)(1—s) .
R s 0<t<s <1,
Lo (t,s) = L+o -

0D sig<s<t<1.

Lemme 3.3 Soit 0 < a < 1, alors pour tout a <t <1—a et 0 < s <1, on a les propriétés
suivantes

i) a L1 (s,s) < Ly (t,s) < Ly (s,s),

it) a Lo (s,s) < Lo (t,s) < La(s,s),

a% ozi—l—(l—l—a—% ai(l—gi))
iii) o G1 (s,8) < Gy (t,s) < —=4 e G (s,s),

=1

(1+a-Z ai-€)

e %2 B+ (1+b—§:2 ﬁi(l—m))
i) a Ga(s,8) <Gyt s) < =L ——
(10 s10-0)

Ga(s,s).

Preuve: Soit0<a< 1, telquea<t<l-aet0<s<1

Sit<s,ona

Li(t,s) t+a sata
Li(s,s) s+a 14a —

Ce qui donne

Ly (t,s) > a Ly (s,s). (3.5)

D’autre part si s < t, on a

Ly (t,s) _ 1t -

Li(s,s) 1—s—

Donc
Ly (t7 5)
> a. 3.6
Ly <$7 S) = ( )
Alors par (3.5) et (3.6), on a
Li(t,s) > a Li(s,s). (3.7)
De méme on montre que
Ly (t,s) < Li(s,s). (3.8)
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Donc par (3.7) et (3.8), on a:
a Ly (S,S) <L (ta 5) <L (S,S) :
ii) La preuve de ii) est similaire a celle de i).

iii) On a

G (¢, ) (1—1) Zgl aily (&,8) + <1 +a—> a;(1— §Z)> Ly (t,s)

_ i=1
Gl (373) (1 _ 8) % aiLl (£i78) + <1 +a— % Q; (1 — E@)) L1 (S, 5)
i=1 1=1
0B o+ (1+a-Eat-6)a s
> i=1 i=1 =a.

% a;Ly (&;,8) + <1 +a— % a; (1 — fl)> Ly (s,5)
=1

i=1

Ce qui implique que

Gi(t,s) > aGi(s,s).

D’autre part, on a

G () (1—1t) ; il (&;,8) + (1 +a—> o (1 - gi)) Li(t,s)

Gi(s;5) (1 —s):ilaiLl (&, 8) + (1 —I—a—gai (1 —&)) Ly (s,5)
oSt (g + (1= Faia-6)) LiGss)
2 >
) (1+a-Eat-6)nis
< a:ilaﬂr(l%—a—:ilai(l—&))
N (1—|—a—:§lai(1—§i)>
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Si on pose par définition

a%ai+<1+a—%ai(l—fi)>
=1 ;

Y1 = mi = )
(1+a-Ea-e)
i=1
on obtient
G1 (t,s) <7, Gi(s,s). (3.10)

Alors par (3.9) et (3.10), on a
a Gy (s,s) <Gi(t,s) <~ Gi(s,s).

iv) La preuve de est similaire a celle de iii). m

3.3 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats qui seront utiles dans notre travail.

Considérons le probléme:

(e ()" =X q(t) f(u),te(0,1),
w(0) — a o (0) = ga w(Cy),

u(1) =0, (3.11)
qmw@ww%wwwzﬁm%wmm,
u” (1) =0,

\

avec ¢, (y) = P 2y,p > 1,f : Ry — Ry, ¢ : (0,1) — R, sont des fonctions continues,
A > 0,a >0,b>0,0;, >0et ¢; € (0,1) pour tout i = 1,...,m1 et n; € (0,1) pour tout
1=1,...,ma.

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites.

(Hi) 0< [, Gi(s,5) q(s) ds < +oo.

(Hy) 11 existe un entier m >3 et c € (2,1 — 1) tels que ¢ (c) > 0.
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Soit u une solution positive du probléme (3.11). On définit

X ={u/ w e ([0,1])} muni de la norme ||ul = m[gm)l(] lu (t)].
telo,

Alors (X, ]|||) est un espace de BANACH.

Définition 3.1 Soit E un espace de Banach réel. Un sous ensemble non vide P C E est un
cone si on a

(i) Au € P pour tout u € P et tout A\ >0, et
Définition 3 (ii) u,—u € P implique que u = 0.
Soit ’ensemble:

K={ueX;u(t)>0, pour tout t € [0,1] et min u(t) > = |[u] b, (3.12)
te[L,1-1] Y

m’ m

avec m € N tel que m > 3 et v = max (y4,7,) ol

=1

a%ai+<l+a—7§ai(1—fi)>
=1 ;

e G+a—§imﬂ—&0 ’

i=1

et

a??%+<1+b—§?ﬁﬂ—n0)
<1+b—§?&ﬂ—nﬂ> |

Y2 =

On remarque que K est un cone positif dans X.

On définit les opérateurs T' et H par

T : X—X (3.13)

1 ~
u e (Tu)(s) = /0 ACh(z,s) q(x) [ (u() de,
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avec

G4 (x,s) = mll G1 (z,s)
(1+a-Eaa-6)
=1
et
H : X-—-X
1 ~
u +— (Hu)(t) :/0 Ga (t,s) cp;l (u(s)) ds,
avec ) ,
G2 (t, S) = p. G2 (t, S) .
(1+0- 5 s0-m)
=1
On a

HT : X-—-X

w v (HTu)( / G (t5) 0" (/1)\@1(96,3) (@) f(u(@) dm) ds.

0

Alors on a le résultat suivant.

Lemme 3.4 L'opérateur HT est une application définie de K dans K.

Preuve: Soit u € K, alors par (3.13) et (3.14), on a

(HTwu) (t) = /1 Go (t,s) gofl </1 A\ Gy (x,8) q(z) f(u(z)) dm) ds

IN
2

N

\

Q)
no
Clb
CIJ

oy (/ AGi(z,5) q(z) f(u(x)) dm) ds.

Alors
1 1
i@l <y [ Gatss) ot ([ 261 @s) a) fu() ar) as
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D’autre part, on a

(H (Tw) (t) = / Go (t,5) oo </ AGi(z,s) q(z) f(u(z)) dx) ds
> / Go (t,5) oo </ AGi(z,s) q(z) f(u(z)) d:c) ds

2 *WYTWH

ce qui donne

min  (H (Tu)) (t) >

te[L,1-1]

m’ m

[1H (T

=18

Alors, par la positivité de Gy (¢, s) et Gz (t, s), il est clair que u € K, et
(H (Tw)) (t) > 0 pour 0 <t <1, donc H (Tu) € K, ce qui implique que HT' : K — K. =

Remarque 3.1 D’une fagon similaire, on montre que H est une application définie de K dans

K, ainsi que T est définie de K dans K.

Lemme 3.5 Supposons que les conditions (Hi) et(Hy) sont satisfaites. Alors l'opérateur

HT : K — K est complétement continu.

Preuve: On montre en premier lieu que 1" est complétement continu.

n € N tel que n > 2, on définis ¢, par

infg(s) si0<t<4i
0<s <l

an(t) = q(t) sit<t<1-1

n’

infg(s) sil—L1<t<1.
1-1<s <1

Soit I'opérateur T}, : K — K défini par

(Tou) (t) = /0 A Gy (2.t) gu (2) f(u(z)) dr.

Par 'application du théoréme d’Ascoli-Arzela , opérateur T, : K — K est complétement

continu, pour tout n > 2.
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D’autre part, on a

1 1
Gi(z,z) q(x) dx+ Gi (z,z) q(x) dm] = 0.
0 1-1

lim
n—-+o00

Alors pour tout t € [0,1], R > 0 et u € Kg, avec M = 01<na<XRf (z),ona
<a<

1
(Tru) @) = (Tw) ()] = /0)‘(Q(x)_Qn(x))Gl(I73)f(u(x)) dx

1

IN

1
AM /n G1(z,z) q(z) dx+
0

G1(z,z) q(z) dm] .

1
1-2
Puisque

lim
n—-+o0o

/Oné'l(:v,x) q(z) dx+

on obtient

lim |(Tu) (t) = (Tw) ()] = 0.

n—-4oo

Ce qui implique que

lim sup |(Thu) (t) — (Tu) (t)] =0 pour tout u € Kg.
=400 ¢c(0,1]

Ce qui rameéne que 'opérateur complétement continu 7;, converge uniformément vers T" quand
n tend vers +o00 pour chaque sous ensemble fermé de K, ce qui implique que l'opérateur 1" est
complétement continu.

Par suite, 'opérateur HT : K — K est complétement continu.

Le théoréme suivant du point fixe est due & KRASNOSELSKIT'S [40] est utile dans la preuve

de notre travail. m

Théoréme 3.1 Soit C' un cone défini dans un espace de Banach E. Supposons que 21,29 sont

deuz sous ensembles ouverts de E avec 0 € Q1 C Q1 C Q. Supposons que:

S:Cn (Qg\ﬂl) — C
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est un opérateur complétement continu tel que:

i) |[Sul| < Jlull,u € CNOQ et ||Sul| > ||ul|,u € C NI, ou bien
i) ||Su|| > ||u|| ,u € CNOQ, et ||Sul| < ||ul|,u € CNIN.

Alors, S admet un point fize dans C N (Qg\Ql) .

3.4 Reésultat principal

Dans ce qui suit, on utilise les notations suivantes:

N (D)
et Joo = UEIJPOO up—1’

u—0+ UuUP— 1

et
A = /01 G (s,5) g0;1 </01 G1(z,s) q(x) dm) ds.

1 -
Ay = /0 Ga(s,5) @, " (/1 G1 (z,s) q(x) dm) ds.

m

Théoréme 3.2 Supposons que les conditions (HO1), (H02), (Hy) et (Hs) sont satisfaites.
Si0 < fo < 400 et) < foo < 400, alors le probléme (3.11) admet aux moins une solution

positive pour tout A sachant que
pp (M) 1

P _
oy (A2) o —9) = Fo oy (Arra).

Preuve: Soit HT lopérateur complétement continu donné par (3.15) défini sur le cone K
donné par (3.12).

Soit € > 0, il existe r > 0 avec

f () <(fo+e) 2P pour 0<z <r (3.16)
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Donc si u € 9K, alors pour tout ¢t € [0, 1], on a

(H (Tu)) (1) = / A /lx Gi(2.9) a(e) Flulo) do) ds

IN

/ Go (t,s) ¢, (/ AGi(z,s) q(x) (fote) v’ () d:p) ds

— AT r (fo+e)r T /Gzts g0p1</1 G1(z,s) q(z) dx) ds

1 1 1
< Ap1r7p (f0—|—5)pl/ ")/QGQ S, 8 </ G1 LL’S ) a:) ds
0

1

= A\p-1rp (f0+5)p1 A1y <7 siA <

(fo+ 5) ©p (A172)

Ce qui implique que,

1 (Tw)|| < [lull -

Par suite, si on pose

O ={ueX:|ul|<r},
alors
|H (Tw)|| < ||ul|, pour tout v € K NoQ;. (3.17)

f (=)

zp—1

D’autre part, si lim
T— 400

= foo €t 0 < foo < +00, alors pour tout € > 0, il existe R > 0 tel
que

f () > (fo —¢) P71, pour tout = > R. (3.18)

Soit u € K tel que Hu|| = Ry = max (2r,ymR), avec m est donné par la formule (Hs).

Alors pour tout t € [ l] on a

m

u (t)

v
=

%
|
3
=y
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Donc par (3.18), on a

F (W) > (foo—2) uw?"L(t), pour tout ¢ € [;1 H . (3.19)

1

Maintenant, soit ¢ € [%, 11—

Alors par (3.19), on a

| une constante donnée définie par la formule (Hy).

(H (Tu)) (¢) = /0 Gates) ' ( /OIA Gi(2.9) a(e) Flulo) do) ds

1 _1
> /0 Gs (¢, s) w;l (/1 AG1(x,8) q(x) (foo —e) uP™t(2) dac) ds

1 1 1 1—-
= Ap1 (foo—g) P 1T ’uH/O Ga (¢, s) 90;:1 (/1 Gi(z,s) q(x) d:n) ds

1 a1 s -5
> AP (foo —€) Pllle/ Ga (s, s) go;l (/1 Gi(z,s) q(x) da:) ds
0 —_
= B () P
m
> Rp,sional\> gpp(m)

op (A2) (foo =€)

Ce qui implique que,

[HTu|| > [u] -

Par suite si on pose,

QQZ{UEX:||U”<R1},

alors

|HTu|| > ||ul|, pour tout u € K N 9Ns. (3.20)

Finalement de (3.17) et (3.20) d’apres le théoréme 0.1 , HT admet un point fixe u € KN (Q2\Q1)

tel que r < ||ul| < R;. Ce point fixe est une solution positive du probléeme (3.11). m

Corollaire 3.1 Supposons que les conditions (H01), (H02), (Hy) et (Hz) sont satisfaites.

Si fo =0 et foo = 400, alors le probléme (3.11) admet au moins une solution positive pour
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tout A > 0.

Théoréme 3.3 Supposons que les conditions (HO1), (H02), (H;) et (Hz) sont satisfaites.
Si0 < fo < 400 et 0 < foo < +00, alors le probléme (3.11) admet au moins une solution
positive pour tout X tel que

m 1
@, (my) <<

fo ¢, (A2) foo 0y (A1)

Preuve: Soit HT lopérateur complétement continu donné par (3.15) défini sur le cone K
donné par (3.12).

Soit € > 0, alors il existe r > 0 tel que

f () > (fo—¢) 2P, pour tout 0 < z < r. (3.21)

Soit u € K tel que |ju|| = r, alors w (t) > ”m—T{U pour tout ¢t € [L,1— L] et soit c€ [L1,1— 1]

la constante définie par la formule (Hsy), alors par (3.21), on a

(H (Tu)) (¢) = /0 Gaters) ' [ 269 0@ 10w i)

0

1—L
/ A G, (z,s) q(z) (fo—¢e) uP(x) dm) ds

T (fo —€) Ip N -0
= A fo—¢) / G2 (¢, s) 9051 (/1 G1(z,s) q(x) dx) ds
) »T

vV
o\
i
Y
no
D
&=
=3
RS

v

“p ()
@y (A2) (fo—¢)

Y

r,siona A >

Donc

[HTul| = ull -

Par suite, si on pose

O ={ueX:|ul|<r},

alors

|HTu| > ||u| , pour tout u € K N OQy. (3.22)
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D’autre part pour € > 0, il existe Ry > 0 telle que
[ (x) < (foo +€) :Ep_l, pour tout x > Ra.

On considére deux cas.
ler cas: Si f est bornée.
Alors il existe M > 0 telle que

f (z) < M, pour tout z € (0,4+00).

Dans ce cas, on définit

R = maX{QT,QO;I (AM) Ay}

Soit u € K tel que ||u|]| = R, alors pour tout ¢ € [0,1], on a

1 1
(H (Tw) (1) = / G (t,s) 03" (/ AGi(z.5) q(z) f

IN

IN

()\M ) Ay

IA
=

Ce qui implique que,

|HTu|| < ||lul|, pour tout u € K tel que |jul| =

2éme cas: Si f n’est pas bornée.

Soit R > max (2r, Ry) telle que

[ () < f (R), pour tout 0 < x < R.
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Soit u € K telle que |lu| = R. Alors par (3.26), on a

HE O = [ G g (/ NG (@) q(2) fu (@) )

< / Gs (t,5) ¢, (/01)\@1(33,3) q(z) f(R) dac) ds
< ¢, (Af(R) A

< 0, Ny (fo+6) - R- A

< R

Par suite dans les autres cas, on pose
Qo ={ueX:|ul| <R},

on a

|HTu|| < ||lul|, pour tout u € K N 9Ns. (3.27)

Finalement par(3.25) et (3.27) d’aprés le théoréme 0.1 , HT' admet un point fixe u € KN(Q2\Q1)

tel que r < ||ul]| < R. Ce point fixe est une solution du probléme (3.11). =

Corollaire 3.2 Supposons que les conditions (HO1), (H02), (H1) and (Hz) sont satisfaites.

Alors le probléme (3.11) admet au moins une solution positive pour tout A > 0.

Maintenant, on impose les hypothéses suivantes:

(Hs3) I existe deux constantes M > 0 et r > 0 telles que L<r211<11 fy)>Mep,(r).
(Hy) Il existe deux constantes N > 0 et R > 0 telles quem 0r<nya<XR f(y) < Ng,(R).

On a le résultat suivant.

Théoréme 3.4 Supposons que les conditions (HO1), (H02), (H;), (Hz2), (Hs3) et(Hy) sont
vérifiées et fo = 0. De plus on suppose que N < M etr < R.
a1
Alors pour tout A € [%6\22), %(NAJ] , le probléeme (3.11) admet au moins deux solutions

positives.

Preuve: Soit HT lopérateur complétement continu donné par (3.15) défini sur le cone K

donné par (3.12).
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lére étape: Puisque fop = 0, il existe 7 € (0, R) tel que

f (x)

zp—1

< ¢, pour tout 0 < xz < 7,

avec e > 0 satisfait ;! (Ae) A; < 1.

siue Ket |u| =7, alors on a

(H (Tu)) (1) = /0 Gatt9) o /01A Gi(2.9) a(o) f(ulo) do) ds

1 1
< /0 G (t, ) 4,0];1 </0 A Gi(z,s) q(z) e P~ (2) d:n) ds
< wpt(Ae) Arllull
<l

Ce qui implique que

[HTu|| < lu] -

Par suite si on pose

O ={ueX:|u|| <7},

alors

|HTu|| < ||ul|, pour tout u € K N 9NYy. (3.28)

2éme étape: Soit u € K tel que ||u|| =r.ona

1 1
f (u(t)) > M 7P~ pour tout t € [m’ 1- m] . (3.29)

Soit ¢ € [%, 1— %] une constante donnée par ’hypothese (Hs), alors par (3.29), on a

@@ = [ (o) ot (/ A Gy (@) q(2) f(u(@) ) s

ot (AM) 7
Ao

Y
.
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Ce qui donne,

[HTul| = ull -

par suite si on pose

D ={ueX:|ul|<r}.

alors

|HTu| > ||u| , pour tout u € K N 0Qs. (3.30)

3 éme étape: Soit u € K tel que ||u|| = R.on a
[ (u(t)) <N-,(R), pour tout t € [0,1],

alors on a

(H (Tw) (¢) = / Ca(cis) @ (/Olmlms) 1) f(u(@)) da:) ds

< ¢, (AN) R A,
< R
Par suite
[HTu| = |lul .
si on pose
Q3 ={ue X :|ul <R},
alors

|HTu|| > ||ul|, for u € K NoQNs. (3.31)

Par les étapes étape 1, 2, 3 du Théoréme 3.4, il est clair que le probléme (3.11) admet au

moins deux solutions positives u; € K N (Qg\Qz) et ug € KN (QQ\Qg) . n

Théoréme 3.5 Supposons que les conditions (HO01), (H02), (H.), (Hz), (Hs) et (Hy)

sont vérifiées et foo = 400. De plus supposons que N < M et r < R. Alors pour tout
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e [%@) ()

e TN ] , le probléme (3.11) admet au moins deuz solutions positives.
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Chapitre 4

Existence des solutions positives
pour une équation de poutre
p—Kirchhoftf avec conditions aux
limites contenant des points

multiples

4.1 Introduction

On considére I’équation p—KIRCHHOFF avec des conditions aux limites nonlocales

([ (i, ()" - (fo WP de) @, (") =4 (2) f (2,0,0), VO<@ <1,
u(0) — ar/ ( Zaz (&)
u(l)=0 (4.1)
2y (" (0)) — a (o, ZB
W (1) =0

7



avec f:[0,1]] x Ry xR —- Ry, M : Ry — Ry et ¢:(0,1) — Ry sont des fonctions continues,
o, (y) = ]y\p_zy, p>1la; >0pouri=1,2«a >0et¢ € (0,1) pour tout i = 1,2,...,my,
B; >0etn; €(0,1) pour tout i = 1,2, ...,ma.

L’opérateur M ( fol /|2 dm) ¢, (u"), avec p = 2, intervient dans I’équation classique hyper-

bolique de KIRCHHOFF suivante:

ou

d%u P, E Li
oz

2
e Eal d:z:)au:(), (4.2)

0x?

n tar ),

qui a été proposé par KIRCHHOFF [36] pour une meilleur description du mouvement d’une corde
tendue.

L’équation (4.2) étendre I’équation d’onde classique d’ALEMBERT’S en considérant les effets
du change de la longueur des cordes pendant les vibrations. Les paramétres dans (4.2) ont les
significations suivantes:

L est la longueur de la corde, h est 'aire de la section droite, E est le module de YouNG
du matériel, P est la densité de la masse et Py est la tension initiale.

Les premieéres études classiques du probléme de KIRCHHOFF se trouvent dans BERNSTEIN
[11] et POHOZAEV [54] . Cependant, les problémes de KIRCHHOFF ont re¢u beaucoup d’attentions
seulement apres le travail de L1ONS [43], ot une analyse fonctionnelle a été proposé de attaquer.

Dans [61], WOINOWSKY-KREIGER propose le model de faisceau de KIRCHHOFF suivant:

ou

2 4 L
0“y  E.I0%*u <H FE Ju
ox

0%u
@ + 7@ - E 0 d:L‘) = 0, (43)

0x?

ou I est le moment d’inertie de la section droite, A est laire de la section droite et H est la
tension en ropos.

L’équation (4.3) est un modele de la diviation transversale u (z,t) d’une poutre extensi-
ble de longueur naturelle [ dont les extrémités sont tenues une partie de distance fixée. Le
terme nonlinéaire entre crochets représente le changement dans la tension de la poutre du a sa

extensibilité.
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Parmis les premiéres analyses mathématiques de I’équation poutre de KIRCHHOFF

Pu 0% L 2 9%u
8132—’_81‘4_M</0 dS —0,

Ox?
ont été données par BALL [6]. Apreés ce travail les problémes de la poutre du type de KIRCHHOFF

ou
8? (Sat)

ont été étudiés en utilisant des différentes méthodes par plusieurs auteurs ([12], [31] et [45]).

L’étude des problémes aux limites & points multiples a été initialisée par IL’IN et MOISSEV
[34]. GUPTA[33] a étudié un probléme aux limites de trois points pour une équation différentielle
ordinaire nonlinéaire.

L’étude de l’existence des solutions pour une classe des problémes aux limites nonlinéaires
a points multiples ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant des différentes méth-
odes, citons par exemple: la méthode des sous et sur solutions, les méthodes variationelles,
I’alternative nonlinéaire de LERAY-SCHAUDER, la théorie du degré topologique et le théoréme
du point fixe dans les cones. Pour cela nous citons les références suivantes:

(9], [15], [17], [18], [20], [21], [28], [29], [41], [32], [62] et [63]) qui donnes quelques résultats
pour les problémes aux limites & points multiples.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier I'existence de trois solutions positives du probléme
(4.1) en utilisant le théoréme du point fixe d” AVERY et PETERSON. Ce travail est une général-

isation de celui de T.F.MA [45].
4.2 Préliminaires

On consideére les problémes suivants

w(0) — ardd (0) = né (&), (4.4)
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—u" =hy(t), 0<t<1
wm—wum—immm, (4.5)

ou h; : [0,1] — R sont des fonctions continues pour tout i = 1,2,a; > 0, pour i = 1,2, c; > 0 et
0<¢, <1l,pourtouti=1,...my, 3; >0et 0 <n, <1, pour tout ¢ =1,...,ma

Dans le reste du travail on suppose les hypothéses suivantes:

(HO1) 1—2% —&)>0.

(Hoz)l—ZBz — ;) > 0.

Lemme 4.1 Supposons que la condition (HO1) est satisfaite. Alors le probléme aux limlites

(4.4) admet une unique solution positive , donnée par

1
u(t) = - | 619) (s
- Y ai(1-g) "

=1
avec
mi
=Y w(1-1) Ll(fi,s)+<1+a1 Zaz )Ll(t s),
=1
et
(tta1)(1=s) .
e 51 0<t<s <,
Ly (t,s) = L -
et g <s <t <1,

Preuve: La preuve est similaire & celle du lemme 3.1 du chapitre3. =

De méme on a le résultat suivant.

Lemme 4.2 Supposons que la condition (HO2) est satisfaite. Alors le probléme aux limlites

(4.5) admet une unique solution positive , donnée par

u(t):: L/m(gz t S h2 )d
1'+_a2__ E: 6 1 _'nz

avec

G2(t»8)=iﬁi(1—t) Ly (n;,8) + <1+a2—251 )L2(t s)
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et

(ttaz)(1=s)
=== 5 0<t<s<1
La(t)=q e =

Lot sig<s<t <1,

Maintenant, on définit ’équation

u(t) = /01 Ga(t,s) o, </01 G1(s,z) (M </01 |/ [? d:):) @, (u" () +q(x) f (x,u,u’)) dm) ds,

(4.6)

avec

~ 1
Gl (ta 5) =

G1 (t,s) pour tout t € [0,1] et s €[0,1],

mi
l+ar— 3 o (1-¢)
i=1
et
~ 1
Ga (t,s) = s G2 (t,s) pour tout t € [0,1] et s € [0,1].
L+az— > B (L—mn;)
i=1

Il est claire que u € C? ([0, 1]) est une solution de (4.1) si et seulement si u € C2 ([0, 1]) est une
solution de (4.6).
4.3 Propriétés et définitions

Dans cette section, on présente les définitions nécéssaires de la théorie des cones dans les espaces
de Banach, et on donne le théoréme des trois points fixes de Avery et Peterson 0.2 pour des

opérateurs définis dans des cones des espaces de Banach.

Définition 4.1 Soit E un espace de Banach réel. Un sous ensemble non vide P C E est un
cone st on a

(i) Au € P pour tout u € P et tout A\ >0, et
Définition 4 (i) u, —u € P implique que u = 0.

Définition 4.2 On dit qu’une application « est positive, continue et concave sur un cone P

dans un espace de Banach E si a: P — R, est continue et

aftz+(1—-1t)y) >ta(z)+ (1 —t)a(y), pour tout x,y € P et t € [0,1].
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D’une fagon similaire, une application B est positive, continue et concave sur un céone P dans

un espace de Banach E si f: P — Ry est continue et
Btr+(1—1t)y) <tB(z)+(1—1t)B(y), pour tout x,y € P et t € [0,1].

Soient v et 0 des fonctions continues connexes définies dans P, a une fonction concave dans
P, et i est une fonction positive continue dans P. Alors pour les nombres a,b, c et d, on définit

les ensembles convexes suivants:

P(y,d) ={ue P/ y(u) <d},
P(y,d)={u€ P/ y(u) <d},
P(v,a,b,d)={ue P/ b<a(u) etvy(u) <d},

P(v,0,a,b,c,d) ={ue P/ b<a(u) ,0(u)<cety(u)<d},

et l’ensemble conveze fermé
R(y,¢,a,d) ={ue P/ a<y(u) ety(u) <d}.

Le théoreme du point fixe suivant est due d’Avery et Peterson, qui est utile dans notre travail.

Théoréme 4.1 ( Avery-Peterson )Soit P le cone réel dans un espace de banach E et
v,a, 0,1 sont des fonctions positives définies dans P. Supposons que 7,0 sont convexes et
a est concave. Si de plus ¢ satisfait ¥ (Au) < Ap (u) pour 0 < X\ < 1 et pour des nombres

positifs M et d tels que:

a(u) <9 (u) et |ul| <My (u),Yu e P(y,d)

Soit T : P(vy,d) — P (v,d) un opérateur complétement continu et supposons qu’ils existent des

nombres positifs a,b et ¢ avec a < b tels que:

(i){u € P(v,0,a,b,c,d) | a(u) > b} #0 et a(Tu) > b pour u € P(~,0,a,b,c,d),
(1) a(Tu) >b pour u € P(y,a,b,d) avec 0 (Tu) > c,
(13i) 0 ¢ R(7y,¢,a,d) et (Tu) < a pour u € R(v,9,a,d) avec ¢ (u) = a.
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Alors T admet au moins trois points fizes ui, uz,us € P (vy,d) tels que:

v (u;) < d, pouri=1,2,3,
b<a(u),

a < (uz), pour a(ug) <b,
et
P (uz) < a.

4.4 Existence de trois solutions positives du probléme (4.1)

Dans ce paragraphe, on donne quelques lemmes et résultats qui sont utiles dans la preuve de
nos résulats.

Soit u une solution du probléme (4.1) définie par

w(t) = /01 Galtys) o (/01 G (s,2) (—M (/01 \u'\pdx> o, (4" (1)) +q () f (a:,u,u’)) dx) ds,

On pose
X:{u/UEC’?([O,l])},

muni de la norme

= t "(t ") .
Joll = s (. o) mae 0] mae (0]

Alors (X, ||.]|) est un espace de Banach.
On définit ’ensemble P par

P={ue X /u>0etuest concave dans [0, 1]},

alors il est claire que P est un cone positif dans X.

Soit Vopérateur T : P — X défini par

(Tu) (t) = /01 Go (t.5) @5 </01 G (5, 7) <—M </01 \u'\pdx) oy (4 (2)) + ¢ (2) f (m,u,u’)) dx> ds.
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Dans la preuve de notre travail, on utilise les lemmes suivants.

Lemme 4.3 Soitu € P et e € (0, %), alors on a
u(t) > e max |u(t)], pour tout t € [e,1 —¢].
te(0,1]
Preuve: Soitu € Pete€ (0, %), alors on a
u (fo) = max |u(?)].
(10) = ma fu(t)

On distingue deux cas.
ler cas: ty € [0,¢].

Puisque u est concave, alors pour tout ¢t € [e,1 — €] tel que t # 1y, on a

u(t) —ulty) _ u(l)—u(t)
t—1o B 1—1g

Ce qui implique que,

w(t) = u(t@—l—(W) (t — to)
> ulto) - 1 - 1o)

1-—1t
= <1t0>u(t0)
> (1 =1t)u(to)

> € u(to)

= t)].
e mmax u(t)|

Par suite, on a

Vit € [e,1 —¢],u(t) >e max |u(t).
te[0,1]

2éme cas: tg € [g,1 —¢].

a) te {E,to[.
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Par suite, on a

u(t) —u(to) _ u(0) —u(t)
t—1o - —to
Ce qui implique que,
wt) > ulto) + (““‘”tg ““”) (t o)
> tto u (to)
> cu(ty).

D’ou

> .
Vit € [e, to[,u(t) > ¢ tren[(@)aflﬂ lu(t)]

b) te ]t071 — E]

De méme, on a

u(t) —u(to) _ u(l) —u(t)
t—1p - 1—+t '
D’ou
w) = ule)+ (O ) - 0)
> u(to) + u(to) <t01+—6t; 1>
> = u(to)
1—t,
Z Eu(to).
Donc

Vt € Jto,l —¢],u(t) > e max |u(t)|.

t€(0,1]

Par (4.7) et (4.8), on trouve que

Vit € [e,1 —¢],u(t) >e max |u(t).

te(0,1]

3éme cas: tp € |1 —¢,1].

Soit t € [e,1 —¢], on a
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u(t) —ulto)  u(0)—ulto)
t—to —to

v

Ce qui implique que,

AVARRNAY]

~~ ‘

IS

s =

Nt} ~+
(=}
S~—

v
™
IS

—~
~

N

Par suite, on a

Vit € [e,1 —¢],u(t) >e max |u(t).
te(0,1]

Ce qui achéve la preuve du lemme. m

Lemme 4.4 Soit u € P tel que u (1) =0, alors on a
max |u(t)] < max} /()]

te[0,1] ~ tefo,1

Preuve: Soit u € P tel que u (1) = 0, alors pour tout ¢ € [0,1], on a

Ce qui implique que,

t)] < "t)].
2y 01 = gy O

Lemme 4.5 Soit u € P tel que u (1) =0, alors on a

/ "
e [ O] < mas )]
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Preuve: Soit u € P tel que u (1) = 0, alors pour tout ¢ € [0, 1] ,on a

u(t) = u'(1)+/1 u” (s)ds

/t L (s) ds.

/ 2
2yl 0= gy O

IN

Ce qui implique que,

Dans la suite, on introduit les notations suivantes

A = max /01(;2(75,8) ol </Olél(s,x)(1+q(x))dx> ds,

0<t<1

B = max ¢, </01é1(3,x)(1+q(x))da:)ds,

0<s<1

et
C = min (01, CQ) y
avec
1 1
er= [Gate " ([ 615 @) ) as
0 0
et

Cy = /01@ (1—e,5) ¢,* </Olél (s, ) (q(x))da:) ds.

Le résultat de notre travail est le suivant.

Théoréme 4.2 On suppose que (HO1),(HO2) sont satisfaites et ils existent quatres nombres

positifs a,b,d et m, tels que 0 < a < b < d. On suppose de plus que les fonctions f et M
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vérifient les conditions suivantes:

(H1) M (t) < min (##&;1) site0,d);
(H2) f(t,u,v)<ff5,—:ll si (t,u,v) € [g,1 —¢] x [ %]
(H3)  f(touw)> 85 si (tou,v) €[0,1] x [0,a] [~d, d];

(H4)  f(tuw) < £ i (tu,0) €[0,1] % [0,d] [~d,d].

Alors le probléme (4.1) admet au moins trois solutions positives ui,uz,us telles que

< =
lus|| < d, pouri= 123b<61g1<1{16u1(t) a<0r£1?<xl|u2()|

avec

i t) <bet ' .
Eglglsl{l_sw()< e OrggglIU3()|<a

Preuve: On montre que 'opérateur T satisfait aux conditions du théoréme 4.1 d’Avery et
Peterson ce qui affirme 'existence des trois points fixes de T.

Soit v € P, on a

— /Oléz (t,s) ¢, </01 G1 (s, x) (—M </01 \u/‘pda;> v, (u" (2)) +q(a:)f(:z:,u,u’)> dx) ds.

Puisque u est concave, M >0, f > 0 et ¢ > 0, il est claire que (T'u) (t) > 0, pour tout ¢ € [0, 1],

et

T’ (t) = — o3 </ G ( m( </ /! \de) o, (" (2)) + (x)f(x,u,u’))da:>

< 0, pour tout t € [0,1].

Alors,onaTP C P.

utilisant la méme preuve lemme 3.5 du chapitre 3, on montre que T': P — P est completement

continu.

On pose:
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y(w) = |ul,

Y(u) = 0(u)= max lu (0)],

a(u) =  min |u(t)|.
tele,1—¢]

Soit u € P (v,d) , alors on a 0 < u (t) < d et |[u' (¢)| < d, pour tout t € [0,1] et |Jul]| < d. Les
hypotheses (H1) et (H4) donnent

1(Tw) = max || 0]

o . "
= bax (Tw)" (t)

= maxgp,? (fol G (t,z) (—M (fol |u'|? dw) @, (U (x)) +q(z) f (a:,u,u’))) dz

0<t<1

— 1 A
< fmaxg,! (Jo G1 () (14 g () de)

= d.

Ce qui implique que T': P (,d) — P (v,d) est complétement continu.

Pour vérifier la condition (i) du théoréme 4.1, on pose

1 b
u(t)zg<b+6)(1—t),p0urtoutt€[0,1]
On a
((t)) = i t)— b—i—é >b
ol I I £ ’
— " —
V() = e [ @] =0<d,
b b b
ult) = mau®) =245 <55
alors
1 b b
t)y==(b+-|(1-t)eP(v,0,a,—,d],
u(t) €<+€)( ) (’Y 04282 >
et



Par suite
b
{ueP(v,H «a, 252’d> ca(u) >b} + .

Soit u € P (’y, 0, d), alors on a

72527

a(u) >b,0(u) < 2—[;26157 (u) <d
o(Tw) = min |(T) ()
= ain (Tu)(®)
= in ((Tw)(e),(Tw)(1-¢)
Par (H3), on trouve que
(Tu) (e fo GQ (e,5) ¢, (fo G1 (s,x) ( (fol [u/|P dx) ©p (' (z)) +q(z) f (x,u, u')) da:) ds.
>%-C
=b.
Alors, on a
(Tu) (g) > b. (4.9)
De méme, on montre que
(Tu) (1 —¢) >b. (4.10)
Par (4.9) et (4.10), on a
a(Tu) > 0.

Ce qui affirme que la condition (i) du théoréme 4.1 est satisfaite.
Maintenant, on va vérifer la condition (ii) du théoréme 4.1 .

Soit u € P (v, a, b, d) tel que 0 (T'u) >

262
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Par le lemme 4.3, on a

a(Tu) > €6(Tu)

Ce qui implique que la condition (ii) du théoréme 4.1 est vérifiée.
Finalement on vérifie condition (iii) du théoréme 4.1 est vérifie.

Pour cela, soit u € R (7,1, a,d). Puisque % (0) = 0 < a, il est claire que

0¢ R(v,¢,a,d).

Soit u € R (7,1, a,d), alors par les hypotheéses (H1) et (H2), on a

¢ (Tu) = max|(Tu)(t)|

0<t<1
= max i Ga(ts) @, (Jy G (s,0) (=M (Jj WP de) o, (u” (@) + 4 (2) f (2 ,0)) dr ) s,
< AOII<1?<X1 fo G (t, ) p (fo G (s,z) (1 +q(x))dx) ds,

Dong, la condition (iii) du théoréme 4.1 est satisfaite.

Par suite, ils existent trois solutions positives w1, uz, us du probléme (4.1) telles que
|lus|| < d, pouri=1,2,3,b< min wuj (t),a < max |uz (t)],
e<t<l—e 0<t<1

avec

Juin uy (t) < b and Joax lug (t)| < a.

Ce qui achéve la preuve. m
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