
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l�Enseignement Supérieur et de la Recherche Scienti�que

__________

UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID- TLEMCEN

Faculté des Sciences

Département de Mathématiques

POUR L�OBTENTION DU GRADE DE DOCTORAT EN

MATHEMATIQUES

Option : Analyse Mathématique

Sous le thème

Existence et Multiplicit�e des Solutions pour certains Probl�emes Elliptiques

non-lin�eaires:

________

Existence and multiplicity of solutions For some nonlinear elliptic problems.

Présenté par : M. MESSIRDI BACHIR

Date de soutenance : Le 15/03/2012

Devant le jury composé de

Président : M.Mohammed Bouchekif Pr. Univ. Tlemcen

Examinateurs : M.Mohammed Benalili Pr. Univ. Tlemcen

M.Mou¤ak Benchohra Pr. Univ. Sidi-Bel-Abbès

M.Abdelkader Lakmeche Pr. Univ. Sidi-Bel-Abbès

M.Abdelghani Ouahab M.C.A. Univ. Sidi-Bel-Abbès

M.Azzedine Lansari M.C.A. Univ. Tlemcen

Directeur de Thèse : M. DERHAB MOHAMMED M.C.A. Univ. Tlemcen

Année Universitaire

2011-2012

1



Table des Matières

I Introduction 3

II Préliminaires 7

1 Existence des solutions minimales et maximales pour une équation di¤éren-

tielle d�ordre quatre avec conditions aux limites contenant des points multi-

ples 11

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Lemmes préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Dé�nitions et résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2 Existence des solutions minimales et maximales pour une équation di¤éren-

tielle d�ordre quatre avec conditions aux limites nonlocales 33

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2 Résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3 Résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4.1 Exemple 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4.2 Exemple 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2



3 Existence des solutions positives pour une équation di¤érentielle quasilinéaire

d�ordre quatre avec conditions aux limites contenant des points multiples 56

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2 La fonction de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3 Résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4 Résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4 Existence des solutions positives pour une équation de poutre p�Kirchho¤

avec conditions aux limites contenant des points multiples 75

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.3 Propriétés et dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.4 Existence de trois solutions positives du problème (4.1) . . . . . . . . . . . . . . 81

Bibliographie 96

3



Partie I

Introduction
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L�étude des équations di¤érentielles ordinaires se trouve à l�interface de nombreux problèmes

scienti�ques. En e¤et, la plupart des phénomènes de la physique ou des sciences de l�ingénieur

sont non linéaires et une modélisation par des équations linéaires risque, dans certains cas,

d�e¤acer des événements que les équations linéaires ne peuvent pas prendre en compte. Inverse-

ment, on peut dire que c�est l�existence de ces phénomènes nouveaux � apparition de chocs

ou de singularités, comportement asymptotique profondément di¤érent de celui des problèmes

linéaires �qui rend la théorie di¢ cile et qui conduit à faire appel à un arsenal mathématique

très vaste. L�interaction avec le reste de la mathématique se fait aussi en sens inverse, car

un certain nombre de problèmes abstraits se traitent à l�aide des équations di¤érentielles ordi-

naires ou d�équations aux dérivées partielles non linéaires. Les liens avec l�analyse numérique

sont continuels, et s�e¤ectuent dans les deux.

L�un des problèmes consiste à montrer l�existence et la multiplicité des solutions par rapport

aux données initiales d�un système d�équations di¤érentielles ordinaires (EDO).

D�une manière générale, nous ne disposons d�aucune méthode d�investigation assez puissante

pour répondre à ces questions. Les méthodes existantes sont de plusieurs sortes, nous citerons

à titre d�exemples les méthodes variationnelles [5], la méthode du degré topologique [47], la

méthode du point �xe [25], et la méthode des sur et sous-solutions [24]. D�autre part on trouve

des théorèmes importants qui donnes l�existence et la multiplicité des solutions, par exemple le

théorème de Krasnosel�skii [39] et le théorème de Avery et Peterson[4].

Cette thèse est consacrée à l�étude de certaines types de problèmes elliptiques non-linéaires

contenant l�opérateur p-bilaplacien ('p (y) = y � jyjp�2 ; p > 1) avec des secondes membres

di¤érents et des conditions aux limites plus générales.

Ce travail est constitué de quatre chapitres:

Dans le premier chapitre, en utilisant la méthode des sous et sur solutions et les méthodes

itératives pour étudier l�existence des solutions minimales et maximales du problème aux limites

5



suivant: 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00
= f (x; u; u00) ; 0 < x < 1;

u (0)� a1u0 (0) =
m1X
i=1

ai1u
�
�i1
�
;

u (1) + a2u
0 (1) =

m2X
i=1

ai2u
�
�i2
�
;

'p (u
00 (0))� a3

�
'p (u

00)
�0
(0) =

m3X
i=1

ai3u
00 ��i3� ;

'p (u
00 (1)) + a4

�
'p (u

00)
�0
(1) =

m4X
i=1

ai4u
00 ��i4� ;

avec 'p (y) = jyjp�2 y, p > 1, f : [0; 1] � R2 ! R sont des fonctions continues, aij � 0 et

�i j 2 ]0; 1[ pour i = 1; 2; :::;mj et j = 1; 2; 3; 4 . a1, a2; a3 et a4 sont des réels positifs.

Le second chapitre est consacré l�étude d�existence des solutions extrémales du problème

aux limites suivant: 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (u

000)
�0
= f (x; u; u00; u000) ; 0 < x < 1;

u (0)� a1u0 (0) = g0 (u) ;

u (1) + a2u
0 (1) = g1 (u) ;

u00 (0)� a3u000 (0) = g2 (u
00) ;

u00 (1) + a4u000 (1) = g3 (u
00) ;

avec 'p (y) = jyjp�2 y, p > 1, f : [0; 1]�R3 ! R sont des fonctions continues, gi : C([0; 1])!

R et a1, a2; a3 et a4 sont des réels positifs.

Le chapitre trois est consacré à l�existence des solutions positives du problème aux limites

suivant: 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00
= � q (t) f (u) , t 2 (0; 1) ;

u (0)� a u0 (0) =
m1P
i=1

�i u (�i) ;

u (1) = 0;

'p (u
00 (0))� b 'p (u00)

0 (0) =
m2P
i=1

�i'p (u
00 (�i)) ;

u00 (1) = 0;

avec 'p (y) = jyjp�2 y, p > 1, f : R ! R+ est une fonction continue et q 2 C (0; 1) ai � 0 et

�i 2 ]0; 1[ pour i = 1; 2; :::;m1; �i � 0 et �i 2 ]0; 1[ pour i = 1; 2; :::;m2 . a et b sont deux réels
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positifs.

Le dernier chapitre est consacré à étudier l�existence et la multiplicité des solutions positives

du problème aux limites suivant:

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00 �M �R 1

0 ju
0jp dx

�
'p (u

00) = q (x) f (x; u; u0) ; 8 0 < x < 1;

u (0)� a1u0 (0) =
m1X
i=1

�iu (�i)

u (1) = 0

'p (u
00 (0))� a2

�
'pu

00�0 (0) = m2X
i=1

�i
�
'pu

00 (�i)
�

u00 (1) = 0

où f : [0; 1] � R+ � R ! R+;M : R+ ! R+ et q : (0; 1) ! R+ sont des fonctions continues,

'p (y) = jyjp�2 y, p > 1; ai � 0 pour i = 1; 2; �i � 0 et �i 2 (0; 1) pour tout i = 1; 2; :::;m1;

�i � 0 et �i 2 (0; 1) oour tout i = 1; 2; :::;m2.
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Cette thèse est consacrée à l�étude de certains types de problèmes aux limites non-linéaire

en utilisant notamment quelques méthodes connues et des théorèmes importants. Citons à titre

exemple:

- La méthode de la sous et sur solution: qui a été introduit par Picard,
en 1890 pour les équations aux dérivées partielles [52] et en 1893 pour les équations di¤érentielles

ordinaires [53], qui a utilisé des itérations monotones pour la sur solution. C�est le point de

départ d�utilisation de la sur et sous solution par des méthodes itératives.

Indépendament, quelques idées de bases de cette méthode apparait dans l�étude du problème

de cauchy du premier ordre en 1915 par Perron [51] et l�extension pour les systèmes par

Müller [49] en 1926. L�idée des auteurs est d�étudier l�existence des solutions par les localliser

entre la sur et la sous solution. La grande percée s�explique par Scorza Dragoni en 1931,

dans deux papiers [57] et [58], qui a introduit la sur et la sous solution pour le problème aux

limites du type:

u00 = f
�
t; u; u0

�
; u (a) = A; u (b) = B

avec�; � 2 C2 ([a; b]) telle que � � B et

�00 � f
�
t; u; u0

�
; u (a) � A; u (b) � B

�00 � f
�
t; u; u0

�
; u (a) � A; u (b) � B

Alors, l�existence de la solution u est localisée entre la sur et la sous solution:

� � u � �:

- Le théoreme de Krasnoselskii�s:
Le théorème classique de Brouwer-Schauder qui dite aussi le théorème du point �xe

est un outil important dans l�étude de l�existence des solutions pour des di¤érents problèmes

mathématiques [59]. Dans les dernières années, un autre théorème du point �xe apparut c�est

celui de Krasnoselskii [38], et sa version générale est outil pour obtenir un ordre de multiplicité

pour les solutions positives pour des problèmes aux limites di¤érents, notamment dans les

équations di¤érentielles ordinaires et leurs versions discrètes. Krasnoselskii lui-même dans [40]
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a appliquer son résultat pour l�étude des solutions périodiques pour un système périodique

d�équations di¤érentielles ordinaires.

Parmis les versions des théorèmes de Krasnoselskii�s on a le suivant:

Théorème 0.1 Soit C un cône dé�ni dans un espace de Banach E. Supposons que 
1;
2 sont

deux sous ensembles ouverts de E avec 0 2 
1 � �
1 � 
2: Supposons que:

S : C \
�
�
2n
1

�
! C

est un opérateur complètement continu tel que:

i) kSuk � kuk ; u 2 C \ @
1 et kSuk � kuk ; u 2 C \ @
2 ; ou bien

ii) kSuk � kuk ; u 2 C \ @
1; et kSuk � kuk ; u 2 C \ @
2:

Alors, S admet un point �xe dans C \
�
�
2n
1

�
:

- Le théoreme de Avery et Peterson:
C�est un théorème qui généralise le théorème Leggett et Williams [42] qui est un cas général

de celui de Krasnoselskii�s, donc il est autour de la notion du point �xe pour les opérateurs

completement continues et en plus il donne l�ordre de multiplicité des solutions. Pour cela

soient les fonctions: ; �; �;  dé�nies dans le cône P; et des nombres positifs a; b; c; d tels que

les ensembles suivants sont dé�nis de cette manière:

P (; d) = fu 2 P=  (u) < dg ;

P (; d) = fu 2 P=  (u) � dg ;

P (; �; b; d) = fu 2 P= b � � (u) et  (u) � dg ;

P (; �; �; b; c; d) = fu 2 P= b � � (u) ,� (u) � c et  (u) � dg ;

et

R (;  ; a; d) = fu 2 P= a �  (u) et  (u) � dg ;

Alors on a le théorème suivant:

Théorème 0.2 ( Avery-Peterson )Soient P le cône réel dans un espace de banach E et

; �; �;  sont des fonctions positives dé�nies dans P . Supposons que ; � sont convexes et �

10



est concave. Si de plus  satisfait  (�u) � � (u) pour 0 � � � 1 et pour des nombres positifs

M et d tels que:

� (u) �  (u) et kuk �M (u) ;8u 2 P (; d)

Soit T : P (; d)! P (; d) un opérateur complètement continu et supposons qu�ils existent des

nombres positifs a; b et c avec a < b, tels que:

(i) fu 2 P (; �; �; b; c; d) = � (u) > bg 6= ; et � (Tu) > b pour u 2 P (; �; �; b; c; d) ;

(ii) � (Tu) > b pour u 2 P (; �; b; d) avec � (Tu) > c;

(iii) 0 =2 R (;  ; a; d) et  (Tu) < a pour u 2 R (;  ; a; d) avec  (u) = a:

Alors T admet au moins trois points �xes u1; u2; u3 2 P (; d) tels que:

 (ui) � d, pour i = 1; 2; 3;

b < � (u1) ;

a <  (u2) , pour � (u2) < b;

et

 (u3) < a:

11



Chapitre 1

Existence des solutions minimales et

maximales pour une équation

di¤érentielle d�ordre quatre avec

conditions aux limites contenant des

points multiples

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions minimales et maximales pour le

problème aux limites suivants:
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8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00

= f (x; u; u00) ; 0 < x < 1;

u (0)� a1u0 (0) =

m1X
i=1

ai1u
�
�i1
�
;

u (1) + a2u
0 (1) =

m2X
i=1

ai2u
�
�i2
�
;

'p (u
00 (0))� a3

�
'p (u

00)
�0
(0) =

m3X
i=1

ai3u
00 ��i3� ;

'p (u
00 (1)) + a4

�
'p (u

00)
�0
(1) =

m4X
i=1

ai4u
00 ��i4� ;

(1.1)

Où 'p (y) = jyjp�2 y, p > 1, f : [0; 1]�R2 ! R est une fonction continue, aij � 0 et �i j 2 ]0; 1[

pour tout i = 1; 2; :::;mj et j = 1; 2; 3; 4 , a1, a2 a3 et a4 sont des réels positifs.

L�étude des problèmes aux limites à points multiples a été initialisée par Il IN et Moissev

[34]. Gupta[33] a étudié un problème aux limites de trois points pour une équation di¤érentielle

ordinaire nonlinéaire.

L�étude de l�existence des solutions pour une classe des problèmes aux limites nonlinéaires à

points multiples ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant des di¤érentes méthodes citons

par exemple: la méthode des sous et sur solutions, les méthodes variationelles, l�alternative

nonlinéaire de Leray-Schauder, la théorie du degré topologique et le théorème du point �xe

dans les cônes. Pour cela nous citons les références suivantes:

( [7], [9], [18], [41], [32], [62] , [63]) qui donnent quelques résultats pour les problèmes aux

limites à points multiples.

Les équations de la forme ci-dessus interviennent dans la théorie des poutres, voir [10]

, comme un faisceau de petites déformations (également appelé linéarité geommétrique), un

faisceau d�un matériau qui satisfait une contrainte non linéaire de type puissance et le droit de

contrainte, un faisceau de liens avec les deux faces (par exemple les ressorts) qui satisfait une

loi élasticité non-linéaire de type puissance.

Il est bien connu, qu�un outil puissant pour la démonstration des résultats d�existence des

problèmes non linéaires est la méthode des sur et sous solutions. Dans plusieurs cas il est

possible de trouver les solutions minimales et maximales entre la sous et la sur solution par

une technique itérative ( voir [8], [9], [22], [26] and [56]).

Nous disposons alors à utiliser la méthode des sur et sous solutions, par une technique

13



itérative pour le problème (1.1). Ce résultat est une généralisation des autres travaux qui se

trouvent dans la litérature.

Ce chapitre est organiser comme suit: Dans le deuxième paragraphe, nous introduisons

quelques lemmes qui sont utiles dans notre travail, dans le troisième nous présentons notre

résultat, et �nalement nous donnons un exemple d�application.

1.2 Lemmes préliminaires

On considère le problème: 8>>><>>>:
�u00 (x) = g (x) ; 0 < x < 1;

u (0)� a0u0 (0) = r1;

u (1) + b0u
0 (1) = r2;

(1.2)

où g : [0; 1] ! R est une fonction continue, a0 , b0 sont deux nombres réels positifs et r1 , r2

sont des nombres réels.

Alors on a le résultat suivant:

Lemme 1.1 le problème (1.2) admet une unique solution dé�nie par:

u (t) =

1Z
0

G (t; s) g (s) ds� t� b0 � 1
1 + a0 + b0

r1 +
t+ a0

1 + a0 + b0
r2;

avec

G (t; s) =

8><>:
(t+ a0)

s� b0 � 1
1 + a0 + b0

; 0 � t � s

(s+ a0)
t� b0 � 1
1 + a0 + b0

; s � t � 1

Maintenant on considère le problème aux limites suivant:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00
(x) = g2 (x) ; 0 < x < 1;

u (0)� a0u0 (0) = r1;

u (1) + b0u
0 (1) = r2;

'p (u
00 (0))� c0

�
'p (u

00)
�0
(0) = r3;

'p (u
00 (1)) + d0

�
'p (u

00)
�0
(1) = r4;

(1.3)
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où g2 : [0; 1] ! R est une fonction continue, c0 et d0 sont deux nombres reéls positifs et r3

et r4 sont deux nombres reéls.

Alors on a le résultat suivant:

Corollaire 1.1 Le problème (1.3) admet une unique solution donnée par:

u (t) = �
1Z
0

G (t; s)'�1p (y (s)) ds� t� b0 � 1
1 + a0 + b0

r1 +
t+ a0

1 + a0 + b0
r2;

où

y (t) = �
1Z
0

G (t; s) g2 (s) ds�
t� d0 � 1
1 + c0 + d0

r3 +
t+ c0

1 + c0 + d0
r4:

Preuve: On pose par dé�nition:

y = 'p

�
u
00
�

y est une solution du problème:

8>>><>>>:
y00 (x) = g2 (x) ; 0 < x < 1;

y (0)� c0y0 (0) = r3;

y (1) + d0y
0 (1) = r4

(1.4)

D�après le lemme 1.1, il est clair que le problème (1.4) admet une unique solution dé�nie par:

y (t) = �
1Z
0

G (t; s) g2 (s) ds�
t� d0 � 1
1 + c0 + d0

r3 +
t+ c0

1 + c0 + d0
r4

Maitenant puisque u
00
= '�1p (y ), alors u est une solution du problème:

8>>><>>>:
u00 (x) = '�1p (y (x )) ; 0 < x < 1;

u (0)� a0u
0
(0) = r1;

u (1) + b0u
0
(1) = r2

(1.5)
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D�après le lemme 1.1, le problème (1.5) admet une unique solution dé�nie par:

u (t) = �
1Z
0

G (t; s)'�1p (y (s)) ds� t� b0 � 1
1 + a0 + b0

r1 +
t+ a0

1 + a0 + b0
r2

Lemme 1.2 Supposons que u satisfait:

8>>><>>>:
�u00 (x) � 0; 0 < x < 1;

u (0)� a0u0 (0) � 0;

u (1) + b0u
0 (1) � 0;

alors u (x) � 0, pour tout x 2 [0; 1] :

Preuve: Prenons g (x) � 0 et r1; r2 � 0 dans (1.2). D�après le lemme 1.1, on obtient que

u (x) � 0, pour tout x 2 [0; 1] :

Lemme 1.3 ( Principe du comparaison faible )

Soient u1 et u2 deux fonctions tels que: ui 2 C2 ([0; 1]) ; 'p (u00i ) 2 C2 ([0; 1]) ; i = 1; 2 et8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (u

00
1)
�00
(x) �

�
'p (u

00
2)
�00
(x) ; 0 < x < 1;

u1 (0)� a0u01 (0) � u2 (0)� a0u02 (0) ;

u1 (1) + b0u
0
1 (1) � u2 (1) + b0u

0
2 (1) ;

'p (u
00
1 (0))� c0

�
'p (u

00)
�0
(0) � 'p (u

00
2 (0))� c0

�
'p (u

00)
�0
(0) ;

'p (u
00
1 (1)) + d0

�
'p (u

00)
�0
(1) � 'p (u

00
2 (1)) + d0

�
'p (u

00)
�0
(1) ;

(1.6)

alors u1 (x) � u2 (x) et u001 (x) � u002 (x) ; pour tout x 2 [0; 1] :

Preuve: On pose par dé�nition

y = 'p
�
u001
�
� 'p

�
u002
�

16



Alors y 2 C 2 ([0; 1]) et par (1.6), on a

8>>><>>>:
y00 (x) � 0; 0 < x < 1;

y (0)� c0y0 (0) � 0;

y (1) + d0y
0 (1) � 0

D�après le lemme 1.2, on a

y (x) � 0 pour tout x 2 [0; 1] ;

Ce qui donne

'p
�
u001 (x)

�
� 'p

�
u002 (x)

�
, pour tout x 2 [0; 1] :

Comme 'p est croissante, alors

u001 (x) � u002 (x) , pour tout x 2 [0; 1] :

Par suite si on pose par dé�nition

z = u1 � u2

on obtient 8>>><>>>:
z00 (x) � 0; 0 < x < 1:

z (0)� a1z0 (0) � 0

z (1) + b1z
0 (1) � 0

D�après le lemme 1.2, il est clair que

z (x) � 0, pour tout x 2 [0; 1] :

Ce qui entraîne que

u1 (x) � u2 (x) , pour tout x 2 [0; 1] :
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1.3 Dé�nitions et résultat principal

Dans ce paragraphe on cherche l�existence des solutions du problème (1.1).

Dé�nition 1.1 On dit que � est une sur solution du problème (1.1) si :

i)� 2 C2 ([0; 1]) :

ii)'p (�
00) 2 C2 ([0; 1]) :

iii) 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (�

00)
�00 � f (x; �; �00) ; 0 < x < 1;

� (0)� a1�0 (0) �
m1X
i=1

ai1�
�
�i 1
�
;

� (1) + a2�
0 (1) �

m2X
i=1

ai2�
�
�i 2
�
;

'p (�
00 (0))� a3

�
'p (�

00)
�0
(0) �

m3X
i=1

ai3�
00 ��i3� ;

'p (�
00 (1)) + a4

�
'p (�

00)
�0
(1) �

m4X
i=1

ai4�
00 ��i4�

Dé�nition 1 On dit que � est une sous solution du problème (1.1) si :

i) � 2 C2 ([0; 1]) :

ii) 'p
�
�00
�
2 C2 ([0; 1]) :

iii) 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p
�
�00
��00 � f

�
x; �; �00

�
; 0 < x < 1;

� (0)� a1�0 (0) �
m1X
i=1

ai1�
�
�i1
�
;

� (1) + a2�
0 (1) �

m2X
i=1

ai2�
�
�i2
�
;

'p
�
�00 (0)

�
� a3

�
'p
�
�00
��0
(0) �

m3X
i=1

ai3�
00 ��i3� ;

'p
�
�00 (1)

�
+ a4

�
'p
�
�00
��0
(1) �

m4X
i=1

ai4�
00 ��i4�

Théorème 1.1 Supposons que le problème (1.1).admet une sur solution � et une sous solution

� satisfaisant à:

� (x) � � (x) et �00 (x) � �00 (x) ; pour tout x 2 [0; 1] :
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Si de plus f : [0; 1]� R2 ! R est une fonction continue satisfait aux hypothèses suivantes:

(H1) f (x; u2; v)� f (x; u1; v) � 0 pour � (x) � u1 (x) � u2 (x) � � (x) ;

�00 (x) � v (x) � �00 (x) pour tout x 2 [0; 1] et

(H2) f (x; u; v2)� f (x; u; v1) � 0 pour � (x) � u (x) � � (x) ;

�00 (x) � v1 (x) � v2 (x) � �00 (x) pour tout x 2 [0; 1],

alors il existe deux suites monotones (�n)n2N et (�n)n2N décroissante et croissante, respec-

tivement, sachant que �0 = � et �0 = �. qui convergent uniforméments vers les solutions

extrémales du problème aux limites (1.1).

Preuve: On dé�nies les deux suites (�n)n2N et (�n)n2N par:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�0 = ��
'p
�
�00n+1

��00
= f (x; �n; �

00
n) ; 0 < x < 1;

�n+1 (0)� a1�0n+1 (0) =
m1X
i=1

ai1�n
�
�i1
�
;

�n+1 (1) + a2�
0
n+1 (1) =

m2X
i=1

ai2�n
�
�i 2
�
;

'p
�
�00n+1 (0)

�
� a3

�
'p
�
�00n+1

��0
(0) =

m3X
i=1

ai3�
00
n

�
�i3
�
;

'p
�
�00n+1 (1)

�
+ a4

�
'p
�
�00n+1

��0
(1) =

m4X
i=1

ai4�
00
n

�
�i4
�

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�0 = ��
'p
�
�00n+1

��00
= f

�
x; �n; �

00
n

�
; 0 < x < 1;

�n+1 (0)� a1�0n+1 (0) =
m1X
i=1

ai1�n
�
�i 1
�
;

�n+1 (1) + a2�
0
n+1 (1) =

m2X
i=1

ai2�n
�
�i 2
�
;

'p
�
�00n+1 (0)

�
� a3

�
'p
�
�00n+1

��0
(0) =

m3X
i=1

ai3�
00
n

�
�i 3
�
;

'p
�
�00n+1 (1)

�
+ a4

�
'p
�
�00n+1

��0
(1) =

m4X
i=1

ai4�
00
n

�
�i 4
�

Notons que par le Corollaire(1.1), les suites (�n)n2N et (�n)n2N sont bien dé�nies.

Maintenant on va montrer que la suite (�n)n2N converge vers la solution maximale du

19



problème (1.1).

La preuve est donnée en plusieurs étapes.

1ère étape: Pour tout n 2 N, on a:

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) , 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]

Preuve: Pour n = 0, on a:

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)0 (x) = (�1)k �(2k) (x) pour tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]

Supposons que pour un n > 1 �xé, on a:

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) pout tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]

et montrons que:

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n+1 (x) � (�1)
k �(2k) (x) pout tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]

On a alors::8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p
�
�00n+1

��00
(x)�

�
'p (�

00)
�00
(x) � f (x; �n (x) ; �

00
n (x))� f (x; � (x) ; �00 (x)) ; 0 < x < 1;

�n+1 (0)� � (0)� a1
�
�0n+1 (0)� �0 (0)

�
�

m1X
i=1

ai1
�
�n
�
�i1
�
� �

�
�i1
��
;

�n+1 (1)� � (1) + a2
�
�0n+1 (1)� �0 (1)

�
�

m2X
i=1

ai2
�
�n
�
�i2
�
� �

�
�i2
��
;

'p
�
�00n+1 (0)

�
� 'p (�00 (0))� a3

��
'p
�
�00n+1

��0
(0)�

�
'p (�

00)
�0
(0)
�
�

m3X
i=1

ai3
�
�00n
�
�i3
�
� �00

�
�i3
��
;

'p
�
�00n+1 (1)

�
� 'p (�00 (1)) + a4

��
'p
�
�00n+1

��0
(1)�

�
'p (�

00)
�0
(1)
�
�

m4X
i=1

ai4
�
�00n
�
�i4
�
� �00

�
�i4
��

D�après les hypothèses (H1) et (H2), on a:

f
�
x; �n; �

00
n

�
� f

�
x; �; �00

�
= f

�
x; �n; �

00
n

�
� f

�
x; �; �00n

�
+ f

�
x; �; �00n

�
� f

�
x; �; �00

�
� 0
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Comme:
m1X
i=1

ai1
�
�n+1

�
�i1
�
� �

�
�i1
��
� 0;

m2X
i=1

ai2
�
�n+1

�
�i2
�
� �

�
�i2
��
� 0;

m3X
i=1

ai3
�
�00n
�
�i3
�
� �00

�
�i3
��
� 0;

et
m4X
i=1

ai4
�
�00n
�
�i4
�
� �00

�
�i4
��
� 0

Ce qui donne:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p
�
�00n+1

��00
(x) �

�
'p (�

00)
�00
(x) ; 0 < x < 1;

�n+1 (0)� a1�0n+1 (0) � � (0)� a1�0 (0) ;

�n+1 (1) + a2�
0
n+1 (1) � � (1)� a2�0 (1) ;

'p
�
�00n+1 (0)

�
� a3

�
'p
�
�00n+1

��0
(0) � 'p (�

00 (0))� a3
�
'p (�

00)
�0
(0) ;

'p
�
�00n+1 (1)

�
+ a4

�
'p
�
�00n+1

��0
(1) � 'p (�

00 (1))� a4
�
'p (�

00)
�0
(1)

D�après le lemme 1.3, on obtient:

�n+1 (x) � � (x) et �00n+1 (x) � �00 (x) ; pour tout x 2 [0; 1]

De la même manière, on montre que:

�n+1 � � et �00n+1 � �00:

Par suite on a:

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) , pour tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]
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2ème étape: Pour tout n 2 N, on a:

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) , pour tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]

Preuve: La preuve est similaire que celle de la 1ère étape .

3ème étape: Pour tout n 2 N, on a:

(�1)k �(2k)n+1 (x) � (�1)
k �(2k)n (x) , pour tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]

Pour n = 0, on a:

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p

�
�
00
1

��00
�
�
'p

�
�
00
0

��00
� f

�
x; �; �

00
�
� f

�
x; �; �

00
�
= 0;

�1 (0)� �0 (0)� a1 (�01 (0)� �01 (0)) �
m1X
i=1

ai 1
�
�
�
�i1
�
� �

�
�i1
��
= 0;

�1 (1)� �0 (1) + a2 (�01 (1)� �00 (1)) �
m2X
i=1

ai2
�
�
�
�i2
�
� �

�
�i2
��
= 0;

'p (�
00
1 (0))� 'p (�000 (0))� a3

��
'p (�

00
1)
�0
(0)�

�
'p (�

00
0)
�0
(0)
�
�

m3X
i=1

ai3
�
�00
�
�i3
�
� �00

�
�i3
��
= 0;

'p (�
00
1 (1))� 'p (�000 (1)) + a4

��
'p (�

00
1)
�0
(1)�

�
'p (�

00
0)
�0
(1)
�
�

m4X
i=1

ai4
�
�00
�
�i4
�
� �00

�
�i4
��
= 0

Alors: 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�
'p

�
�
00
1

��00
(x) �

�
'p

�
�
00
0

��00
(x) ; 0 < x < 1;

�1 (0)� a1�
0
1 (0) � �0 (0)� �

0
1 (0) ;

�1 (1) + a2�
0
1 (1) � �0 (1) + a2�

0
0 (1) ;

'p

�
�
00
1 (0)

�
� a3

�
'p (�

00
1)
�0
(0) � 'p

�
�
00
0 (0)

�
� a3

�
'p (�

00
0)
�0
(0) ;

'p

�
�
00
1 (1)

�
+ a4

�
'p (�

00
1)
�0
(1) � 'p

�
�
00
0 (1)

�
+ a4

�
'p (�

00
0)
�0
(1)

(1.7)

D�après (1.7),et le lemme 1.3, on obtient que:

�1 (x) � �0 (x) et �001 (x) � �000 (x) , pour tout x 2 [0; 1] :
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Suppoosons que pour un n > 1 �xé, on a:

(�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k)n�1 (x) for all 0 � k � 1 and x 2 [0; 1]

et montrons que:

(�1)k �(2k)n+1 (x) � (�1)
k �(2k)n (x) for all 0 � k � 1 and x 2 [0; 1]

Par dé�nition de (�n)n2N et les hypothèses (H1) et (H2), on a:

�
'p
�
�00n+1

��00 � �'p ��00n��00 = f
�
x; �n; �

00
n

�
� f

�
x; �n�1; �

00
n�1
�

= f
�
x; �n; �

00
n

�
� f

�
x; �n�1; �

00
n

�
+ f

�
x; �n�1; �

00
n

�
� f

�
x; �n�1; �

00
n�1
�

� 0

Par suite on a: �
'p
�
�00n+1

��00 � �'p ��00n��00 (1.8)

De plus on a:

�
�n+1 (0)� a1�0n+1 (0)

�
�
�
�n (0)� a1�0n (0)

�
=

m1X
i=1

ai1
�
�n

�
�i1
�
� �n�1

�
�i1
��
� 0

Alors: �
�n+1 (0)� a1�0n+1 (0)

�
�
�
�n (0)� a1�0n (0)

�
(1.9)

De même, on montre que:

�
�n+1 (1) + a2�

0
n+1 (1)

�
�
�
�n (1) + a2�

0
n (1)

�
(1.10)

'p
�
�00n+1 (0)

�
+ a4

�
'p
�
�00n+1

��0
(0) � 'p

�
�00n (0)

�
+ a4

�
'p
�
�00n
��0
(0) (1.11)

'p
�
�00n+1 (1)

�
+ a4

�
'p
�
�00n+1

��0
(1) � 'p

�
�00n (1)

�
+ a4

�
'p
�
�00n
��0
(1) (1.12)
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D�après (1.7),(1.8),(1.9),(1.10), (1.11) (1.12) et le lemme 1.3, on obtient que:

�n+1 (x) � � (x) et �00n+1 (x) � �00 (x) , pour tout x 2 [0; 1]

Ce qui entraîne que:

(�1)k �(2k)n+1 (x) � (�1)
k �(2k)n (x) , pour tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1]

4ème étape: Pour tout n 2 N, on a:

(�1)k �(2k)n+1 (x) � (�1)
k �(2k)n (x) ; for all 0 � k � 1 and x 2 [0; 1] :

Preuve: La preuve est similaire à celle de l�étape 3. 5ème

étape: Il existe une constante C1, indépendante de n 2 N, telle que:

����'p ��00n��0���
0
:= max

x2[0;1]

����'p ��00n��0 (x)��� � C1, pour tout n 2 N:

Preuve: On distingue deux cas.

1er cas: a3 6= 0:

Soient n 2 N et x 2 [0; 1], alors on a:

����'p ��00n+1��0 (x)��� = �����'p ��00n+1��0 (0) + Z x

0
f
�
t; �n; �

00
n

�
dt

����
=

����� 1a3
 
m3X
i=1

ai3�
00
n

�
�i3
�
� 'p

�
�00n+1 (0)

�!
+

Z x

0
f
�
t; �n; �

00
n

�
dt

�����
� 1

a3

 �����
m3X
i=1

ai3�
00
n

�
�i3
������+ ��'p ��00n+1 (0)���

!
+

Z x

0

��f �t; �n; �00n��� dt
� 1

a3

 
m3X
i=1

ai3
���00n ��i3���+ ��'p ��00n+1 (0)���

!
+

Z x

0

��f �t; �n; �00n��� dt
� 1

a3

 
m3X
i=1

ai3 max
����00��

0
;
���00��

0

�
+max

���'p ��00���0 ; ��'p ��00���0�
!
+M1 (f)

24



avec

M1 (f) := max
���f �t; �n; �00n��� : 0 � t � 1, � � �n � �; et �00 � �00n � �00

	
Donc si on pose par dé�nition:

C1 :=
1

a3

 
m3X
i=1

ai3 max
����00��

0
;
���00��

0

�
+max

���'p ��00���0 ; ��'p ��00���0�
!
+M1 (f)

on obtient:

8n 2 N, 8x 2 [0; 1] ;
�����'p ��00n��0 (x)���� � C1:

Ce qui donne:

8n 2 N,
�����'p ��00n��0����

0

� C1

2ème cas: a3 = 0:

En utilisant le théorème de la moyenne, on a pour n 2 N, il existe �n 2 ]0; 1[ tel que:

����'p ��00n��0 (�n)��� =
��'p ��00n (1)�� 'p ��00n (0)���

�
��'p ��00n (1)���+ ��'p ��00n (0)���

� 2max
����00��p�1

0
;
���00��p�1

0

�
Alors pour tout n 2 N et x 2 [0; 1] ; on a:

����'p ��00n��0 (x)��� =

�����'p ��00n��0 (�n) + Z x

�n

f
�
t; �n; �

00
n

�
dt

����
� 2max

����00��p�1
0

;
���00��p�1

0

�
+M1 (f)

Si on pose par dé�nition:

C1 := 2max
����00��p�1

0
;
���00��p�1

0

�
+M1 (f) :
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on obtient:

8 n 2 N, 8x 2 [0; 1] ,
����'p ��00n��0 (x)��� � C1:

Ce qui entraîne que:

8 n 2 N,
����'p ��00n��0���

0
� C1:

6ème étape: Il existe une constante positive C2, indépendante de n 2 N, sachant que:

���'p ��00n�0���
0
� C2, pour tout n 2 N:

Preuve: La preuve est similaire que celle de l�étape 5.

7ème étape: Il existe une constante positive C3, indépendante de n 2 N, telle que:

���0n��0 � C3, pour tout n 2 N:

Preuve: On distingue deux cas:

1er cas: a1 6= 0:

Soient n 2 N et x 2 [0; 1], on a:

�0n+1 (x)� �0n+1 (0) = �00n+1 (t) (x� 0) (1.13)

En utilisant (1.13) et l�inégalité triangulaire, on obtient:

���0n+1 (x)�� = ���0n+1 (0) + �00n+1 (t)x��
�
���0n+1 (0)��+ ���00n+1 (t)��

=
1

a1

 
m3X
i=1

ai1 �n
�
�i1
�
� �n+1 (0)

!
+
���00n+1 (t)��
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D�après l�étape 1, on a:

���0n+1 (x)�� � 1

a1

 
m1X
i=1

ai1 max (j�j0 ; j�j0) + max (j�j0 ; j�j0)
!
+max

����00��
0
;
���00��

0

�
=
max (j�j0 ; j�j0)

a1

"
m1X
i=1

ai1 + 1

#
+max

����00��
0
;
���00��

0

�
Si on pose par dé�nition:

C3 := max

 ���00��0 ; max (j�j0 ; j�j0)a1

"
m1X
i=1

ai 1 + 1

#
+max

����00��
0
;
���00��

0

�!
;

on obtient:

8 n 2 N, 8x 2 [0; 1] ;
���0n (x)�� � C3:

Ce qui entraîne que:

8 n 2 N,
���0n��0 � C3:

2ème cas: a1 = 0:

D�après le théorème de la moyenne, on a pour tout n 2 N, il existe �n 2 ]0; 1[ telle que:

���0n (�n)�� = j�n (1)� �n (0)j

� j�n (1)j+ j�n (0)j

� 2max (j�j0 ; j�j0)

Alors pour tout n 2 N et x 2 [0; 1] ; on a:

���0n (t)�� =

�����0n (�n) + Z t

�n

�00n (x) dx

����
� 2max (j�j0 ; j�j0) + max

����00��
0
;
���00��

0

�
Donc si on pose par dé�nition:

C3 := 2max (j�j0 ; j�j0) + max
����00��

0
;
���00��

0

�
;
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on obtient:

8 n 2 N, 8x 2 [0; 1] ,
���0n (x)�� � C3:

Ce qui donne:

8 n 2 N,
���0n��0 � C3:

8ème étape: Il existe une constante positive C4, indépendante de n 2 N, sachant que:

���0n��0 � C4, pour tout n 2 N:

Preuve: La preuve est similaire que celle de l�étape 7.

Maintenant on va montrer que la suite (�n)n 2N converge vers la solution maximale du

problème (1.1).

D�après les étapes 1, 5 et 7 et puisque f est continue, alors (�n)n 2N et
�
'p (�

00
n)
�
n2N sont

uniformément bornées dans C2 ([0; 1]). Donc d�après le théorème d�Ascoli-Arzela il existe deux

sous suites
�
�nj
�
de (�n)n2N qui converge dans C

2 ([0; 1]) et
�
'p
�
�nj
��
qui converge dans

C2 ([0; 1]).

Posons:

�� := lim
nj !+1

�nj

Or d�après les étapes 1 et 3, il est claire que (�n)n2N converge vers ��. Ce qui implique que:

�� = �� et par suite notre suite converge dans C2 ([0; 1]) vers �� et
�
'p (�n)

�
n2N converge dans

C2 ([0; 1]) vers 'p (��) :

On a: �
'p
�
�00n
��0
(x) =

�
'p
�
�00n
��0
(0) +

Z x

0
f
�
t; �n; �

00
n

�
dt

Par suite:

9K > 0;8n 2 N;8t 2 [0; 1] ;
���f �t; �n; �00n���� � K

28



Alors, le théorème de convergence dominé de lebesgue entraîne que:

�
'p

�
�
00
�

��0
(x) =

�
'p

�
�
00
�

��0
(0) +

Z x

0
f
�
t; ��; �

00
�

�
dt:

Ce qui donne: �
'p

�
�
00
�

��00
(x) = f

�
x; ��; �

00
�

�
pour tout x 2 ]0; 1[ (1.14)

D�autre part, on a:

lim
n!+1

�
�n+1 (0)� a1 �

0
n+1 (0)

�
= �� (0)� a1�

0
� (0) (1.15)

lim
n!+1

�
�n+1 (1) + a2�

0
n+1 (1)

�
= �� (1)� a2�

0
� (1) (1.16)

lim
n!+1

�
'p

�
�
00
n+1 (0)

�
� a3

�
'p

�
�
00
n+1

��0
(0)

�
(1.17)

= 'p

�
�
00
� (0)

�
� a3

�
'p

�
�
00
�

��0
(0)

lim
n!+1

�
'p

�
�
00
n+1 (1)

�
� a4

�
'p

�
�
00
n+1

��0
(1)

�
(1.18)

= 'p

�
�
00
� (1)

�
� a4

�
'p

�
�
00
�

��0
(1)

D�après (1.14),(1.15),(1.16),(1.17) et (1.18), on obtient que �� est une solution du problème(1.1).

Maintenant on montre que si e� est une autre solution de (1.1) sachant que � � e� � � et

�00 � e�00 � �00; alors , e� � �� et e�00 � �
00
� .
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Puisque e� est une sur solution de (1.1), prenons 0 = e� et on dé�nie une suite (n)n�1 par:8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p
�
00n+1

��00
= f (x; n; 

00
n) ; 0 < x < 1;

n+1 (0)� a10n+1 (0) =
m1X
i=1

ai1n
�
�i1
�
;

n+1 (1) + a2
0
n+1 (1) =

m2X
i=1

ai2n
�
�i2
�
;

'p
�
00n+1 (0)

�
� a3

�
'p
�
00n+1

��0
(0) =

m3X
i=1

ai3
00
n

�
�i3
�
;

'p
�
00n+1 (1)

�
+ a4

�
'p
�
00n+1

��0
(1) =

m4X
i=1

ai4
00
n

�
�i4
�

Puisque 0 = e� � �; on peut montrer que:

8n 2 N; n � �n et 
00
n � �

00
n (1.19)

Par suite, puisque e� est une solution de (1.1), on a:
8n 2 N; n = e� (1.20)

D�après (1.19) et (1.20), on a:

8n 2 N; e� � �n et e�00 � �
00
n

on fait tendre n vers +1, on obtient:

e� � �� et e�00 � �
00
�

C�est à dire �� est une solution maximale de (1.1).

Par le même argument, on montre que (�n)n 2N converge vers une solution minimale de

(1.1).

Ce qui achève la démonstration.
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1.4 Exemple

De ce paragraphe on donne un exemple type qui véri�e les hypothèses de notre travail.

On considère le problème:

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00
= g (x; u; u00) ; 0 < x < 1;

u (0) = 0;

u (1) + a2u
0 (1) =

m2X
i=1

ai2u
�
�i2
�
;

u00 (0) = 0;

'p (u
00 (1)) + a4

�
'p (u

00)
�0
(1) =

m4X
i=1

ai4u
00 ��i4� ;

(1.21)

avec 1 < p � 2;
m2X
i=1

ai2 � 1;
m4X
i=1

ai4 � 1 et le fonction g est dé�nie par:

g
�
x; u; u00

�
= (p� 1)2 jujp�2 u+ (p� 1) (p� 2)

��u00��p�2 u00 + (p� 1)2 ���sin �
2
x
���p�2 sin �

2
x

On pose par dé�nition:

� (x) = sin
�

2
x; 0 � x � 1

Pour tout 0 < x < 1; on a:
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�
'p (�

00)
�00
(x) =

 
�
�����24 sin �2x

����p�2 �24 sin �2x
!00

= ��
2(p�1)

4p�1

��
sin

�

2
x
�p�1�00

= ��
2(p�1)

4p�1

�
� (p� 1) �

2

4

�
sin

�

2
x
�p�1

+ (p� 1) (p� 2) �
2

4

�
cos

�

2
x
�2 �

sin
�

2
x
�p�3�

=
�2p

4p

�
(p� 1)2

�
sin

�

2
x
�p�1

� (p� 1) (p� 2)
�
sin

�

2
x
�p�3�

=
�2p

4p
(p� 1)2

�
sin

�

2
x
�p�1

� �2p

4p
(p� 1) (p� 2)

�
sin

�

2
x
�p�3

� 2 (p� 1)2
�
sin

�

2
x
�p�1

� �2(p�1)

4(p�1)
(p� 1) (p� 2)

�
sin

�

2
x
�p�1

= g (x; �; �00)

Alors on a:

8 x 2 ]0; 1[ ;
�
'p
�
�00
��00

(x) � g
�
x; �; �00

�
(1.22)

D�autre part, on a:

� (0) = 0 � 0 (1.23)

� (1)� a2�0 (1) = 1 �
m2X
i=1

ai2 sin
��
2
�i2

�
(1.24)

�00 (0) = 0 � 0 (1.25)

et

'p
�
�00 (1)

�
+ a4

�
'p
�
�00
��0
(1) = �1 � �

m4X
i=1

ai4 sin
��
2
�i4

�
(1.26)

Alors d�après (1.22), (1.23), (1.24), (1.25) et (1.26), on obtient que � est une sur solution

de (1.21).

D�autre part, la fonction identiquement nulle est une sous solution du problème (1.21). Alors
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tous les hypothèses du Théorème 1.1 sont véri�es. Ce qui entraîne l�existence des solutions

extrémales u� et u� du problème (1.21) telles que: 0 � u� (x) � u� (x) � sin �2x, pour tout

x 2 [0; 1] :
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Chapitre 2

Existence des solutions minimales et

maximales pour une équation

di¤érentielle d�ordre quatre avec

conditions aux limites nonlocales

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions minimales et maximales pour le

problème aux limites suivant:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (u

000)
�0
= f (x; u; u00; u000) , x 2 (0; 1) ;

u (0)� a1u0 (0) = g1 (u) ;

u (1) + a2u
0 (1) = g2 (u) ;

u00 (0)� a3u000 (0) = g3 (u
00) ;

u00 (1) + a4u000 (1) = g4 (u
00) ;

(2.1)

avec 'p (y) = jyjp�2 y; p > 1, f : [0; 1] � R3 ! R, gi : C ([0; 1]) ! R pour i = 1; :::; 4 et ai

sont des constantes réelles positives i = 1; :::; 4:
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L�étude des problèmes aux limites nonlocals est introduite par Bitsadze [13] , Samarskii [14]

et IL�in and Moissev [34].

Gupta [33] à étudier un problème aux limites à trois points pour une équation di¤érentielle

ordinaire nonlinéaire.

Par suite, l�existence des solutions pour les problèmes aux limites nonlocals a était étudier

par des auteurs en utilisant la méthode de la sur et sous solution, la méthode de la sur et

sous solution avec une technique itérative monotone, la méthode variationnelle, alternatif de

Leray-Schauder, coincidons avec la théorie du degré et le théorème du point �xe dans les

cônes. ( [9], [15], [17], [18], [20], [21], [28], [29], [41], [32], [62] et [63]) pour quelques résultats

pour des problèmes aux limites nonlocals nonlinéaire.

Une équation de la même forme de notre problème apparut dans la théorie des faiceaux

pour p = 2, see [10], de sorte comme un faisceau de petites déformations (également appelé

linéarité geommétrique), un faisceau d�un matériau qui satisfait une contrainte non linéaire de

type puissance et le droit de contrainte, un faisceau de liens avec les deux faces (par exemple

les ressorts) qui satisfait une loi élasticité non-linéaire de type puissance.

Il est bien connu, que l�outil le plus puissant pour la démonstration des résultats d�existence

des problèmes non linéaires est la méthode des sur et sous solutions. Dans plusieurs cas il est

possible de trouver deux solutions minimale et maximale entre deux sous et sur solution par

une technique itérative (Voir [9], [22], [26], [28], [29] and [56]).

Dans [28], l�auteur à considérer le problème suivant:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
�
'p (u

0)
�0
= ef (x; u; u0) ; x 2 (0; 1) ;

u (0)� ea0u0 (0) = 1Z
0

eg1 (x)u (x) dx;
u (1) + ea1u0 (1) = 1Z

0

eg2 (x)u (x) dx;
(2.2)

avec ef : [0; 1] � R2 ! R est une fonction continue satisfaite d�une condition de Lipshitz d�un

seul côté et egi : [0; 1]! R+ sont des fonctions continues (i = 1; 2 ) , ea0 et ea1 sont deux nombres
réelles positives.

Par l�utilisation de la méthode de la sur et sous solution et une thechnique itérative monotone,
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il a prouver l�existence des solutions minimal et maximal du problème (2.2).

L�idée est d�appliquer la même méthode pour le problème de type (2.1), ce qui permet de

généraliser les résultats qui se trouvent dans la littérature.

Ce chapitre est organiser comme suit: dans le deuxième paragraphe, nous introduisons

quelques lemmes qui sont utiles pour donner notre résultats, dans le troisième nous donnons

notre résultat, et �nallement nous donnons un exemple autour du résultat dans le quatrième

paragraphe.

2.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, nous donnons quelques résultats préliminaires importantes dans la suite de

notre travail.

Considérons alors le problème suivant:

8>>><>>>:
�u00 (x) = g (x) ; 0 < x < 1;

u (0)� c0u0 (0) = a;

u (1) + c1u
0 (1) = b;

(2.3)

avec g : [0; 1] ! R est une fonction continue, c0 et c1 sont deux nombres réels positifs, a et b

sont deux nombres réels.

Alors on a le résultats suivants:

Lemme 2.1 Le problème (2.3) admet une unique solution dé�nie par:

u (x) =

1Z
0

G (x; s) g (s) ds+
1 + c1 � x
1 + c0 + c1

a+
x+ c0

1 + c0 + c1
b;

avec

G (x; s) =

8><>:
(1 + c1 � t) (s+ c0)

1 + c0 + c1
; 0 � s � t

(1 + c1 � s) (t+ c0)
1 + c0 + c1

; t � s � 1:
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Corollaire 2.1 Suposons que u satisfaite à:

8>>><>>>:
�u00 (x) � 0; 0 < x < 1;

u (0)� c0u0 (0) � 0;

u (1) + c1u
0 (1) � 0;

alors: u (x) � 0, pour tout x 2 [0; 1] :

Preuve: Soient g (x) � 0 et a; b � 0 dans (2.3). Par le lemme 2.1, on obtient u (x) � 0, pour

tout x 2 [0; 1] :

Maintenant considérons le problème

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (u

000)
�0
+ Lu00 = F (x; u000) , x 2 (0; 1) ;

u (0)� c0u0 (0) = a;

u (1) + c1u
0 (1) = b;

u00 (0)� c2u000 (0) = c;

u00 (1) + c3u000 (1) = d;

(2.4)

avec F : [0; 1]�R! R est une fonction continue, L est une constante réelle strictement négative,

ci 2 R+ pour tout i = 0; :::; 3 et a; b, c et d sont des nombres réelles.

Lemme 2.2 Soient u1; u2 sachant que ui 2 C3 ([0; 1]) et 'p (u000) 2 C1 (0; 1), i = 1; 2, et

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (u

000
1 )
�0
+ Lu001 �

�
'p (u

000
2 )
�0
+ Lu002, x 2 (0; 1) ;

u1 (0)� c0u01 (0) � u2 (0)� c0u02 (0) ;

u1 (1) + c1u
0
1 (1) � u2 (1) + c1u

0
2 (1) ;

u001 (0)� c2u0001 (0) � u002 (0)� c2u0002 (0) ;

u001 (1) + c3u
000
1 (1) � u001 (1) + c3u

000
1 (1) ;

(2.5)

alors u1 (x) � u2 (x) et u001 (x) � u002 (x) pour tout x 2 [0; 1] :

Preuve: Au début, montrons que u001 (x) � u002 (x) pour tout x 2 [0; 1] :
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Supposons qu�il existe x0 2 [0; 1] telle que

u001 (x0)� u002 (x0) = min
0�x0�1

�
u001 (x)� u002 (x)

�
< 0:

Alors puisque (u001 � u002) 2 C1 ([0; 1]), on a

u0001 (x0)� u0002 (x0) = 0:

Si x0 = 0, on trouve une contradiction

0 > u001 (0)� u002 (0) � c2
�
u0001 (0)� u0002 (0)

�
= 0:

De même si on prend x0 = 1:

Si x0 2 (0; 1), on a

'p
�
u0001 (x0)

�
= 'p

�
u0002 (x0)

�
;

Puisque 'p est strictement croissante, on trouve

�
'p
�
u0001
��0
(x0)�

�
'p
�
u0002
��0
(x0) = lim

x!x0

'p (u
000
1 (x))� 'p (u0002 (x))

x� x0
� 0:

Mais par (2.5) dans ce point, on obtient

�
'p
�
u0001
��0
(x0)�

�
'p
�
u0002
��0
(x0)

� F
�
x0; u

000
1 (x0)

�
� F

�
x0; u

000
2 (x0)

�
+ L

�
u002 (x0)� u001 (x0)

�
= L

�
u002 (x0)� u001 (x0)

�
< 0:

Ce qui ramène à une contradiction.

Donc, on a

u001 (x) � u002 (x) ; pour tout x 2 [0; 1] : (2.6)

Par suite, montrons que

u1 (x) � u2 (x) ; pour tout x 2 [0; 1] :
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Soit x 2 [0; 1], alors par (2.5) et (2.6), on a

8>>><>>>:
u002 (x)� u001 (x) � 0; x 2 (0; 1) ;

u1 (0)� c0u01 (0) � u2 (0)� c0u02 (0) ;

u1 (1) + c1u
0
1 (1) � u2 (1) + c1u

0
2 (1) ;

Et par le corollaire 2.1, on trouve que

u1 (x) � u2 (x) ; pour tout x 2 [0; 1] :

Proposition 2 Si F est une fonction continue bornée, alors le problème (2.4) admet une unique

solution .

Preuve: Posons par dé�nition

y = u00:

y est une solution du problème

8>>><>>>:
�
'p (y

0)
�0
+ Ly = F (x; y0) , x 2 (0; 1) ;

y (0)� c2y0 (0) = c;

y (1) + c3y
0 (1) = d:

(2.7)

Si on pose par dé�nition y1 = max

0@ min
x2[0;1]

F (x; 0)

L
; c; d

1A et y2 = min

0@ max
x2[0;1]

F (x; 0)

L
; c; d

1A,
alors on trouve que 8>>><>>>:

�
�
'p (y

0
1)
�0 � Ly1 � F (x; y01) , x 2 (0; 1) ;

y1 (0)� c2y01 (0) � c;

y1 (1) + c3y
0
1 (1) � d;

et 8>>><>>>:
�
�
'p (y

0
2)
�0 � Ly2 � F (x; y02) , x 2 (0; 1) ;

y2 (0)� c2y02 (0) � c;

y2 (1) + c3y
0
2 (1) � d:
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Ce qui permet de dire que y1 est une sur solution de(2.7)et y2 est une sous solution de (2.7).

Alors par le Théorème 2 dans [28], on arrive à montrer que (2.7) admet une solution unique

y telle que y2 � y � y1.

Par suite, considérons le problème

8>>><>>>:
u00 = y, x 2 (0; 1) ;

u (0)� c0u0 (0) = a;

u (1) + c1u
0 (1) = b;

(2.8)

avec y est une solution unique du problème (2.7).

Par le lemme 2.1, il est clair que le problème (2.8) admet une solution unique dé�nie par

u (x) = �
1Z
0

G (x; s) y (s) ds+
1 + c1 � x
1 + c0 + c1

a+
x+ c0

1 + c0 + c1
b;

Maintenant, considérons le problème

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (u

000)
�0
= f (x; u; u00; u000) , x 2 (0; 1) ;

u (0)� a1u0 (0) = g1 (u) ;

u (1) + a2u
0 (1) = g2 (u) ;

u00 (0)� a3u000 (0) = g3 (u
00) ;

u00 (1) + a4u000 (1) = g4 (u
00) ;

(2.9)

avec 'p (y) = jyjp�2 y; p > 1, f : [0; 1]� R3 ! R, gi : C ([0; 1]) ! R pour i = 1; :::; 4 et ai sont

des nombres positives pour i = 1; :::; 4:

Dé�nition 2.1 On dit que u est une solution de (2.9) si

i) u 2 C3 ([0; 1]) et 'p (u000) 2 C1 (0; 1) :

ii) u satisfaite aux problème (2.9).

Dé�nition 2.2 On dit que � est une sous solution de (2.9) si

i) � 2 C3 ([0; 1]) et 'p (�000) 2 C1 (0; 1) :
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ii)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (�

000)
�0 � f (x; �; �00; �000) , x 2 (0; 1) ;

� (0)� a1�0 (0) � g1 (�) ;

� (1) + a2�
0 (1) � g2 (�) ;

�00 (0)� a3�000 (0) � g3 (�
00) ;

�00 (1) + a4�000 (1) � g4 (�
00) :

Dé�nition 2.3 On dit que � est une sur solution de (2.9) si

i) � 2 C3 ([0; 1]) et 'p
�
�000
�
2 C1 (0; 1) :

ii)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p
�
�000
��0 � f

�
x; �; �00; �000

�
, x 2 (0; 1) ;

� (0)� a1�0 (0) � g1 (�) ;

� (1) + a2�
0 (1) � g2 (�) ;

�00 (0)� a3�000 (0) � g3
�
�00
�
;

�00 (1) + a4�
000 (1) � g4

�
�00
�
:

Maintenant, on dé�nit les conditions de Nagumo-Wintner.

Dé�nition 2.4 On dit que f : [0; 1] � R3 ! R satisfaite aux condition de Nagumo-Wintner

relativement aux couple � et �, s�il existe un C � 0 et des fonctions Q 2 Lp ([0; 1]) et 	 :

[0;+1)! (0;+1) continues, sachant que

jf (x; u; v; w)j � 	(jwj)
�
Q (x) + C jwj

1
p�1
�
; (2.10)

pour (x; u; v; w) 2 D, avec

D =
�
(x; u; v; w) 2 [0; 1]� R3 : � (x) � u (x) � � (x) et �00 (x) � u00 (x) � �00 (x)

	
;

et
+1Z
0

s
1
p

	
�
jsj

1
p�1
�ds = +1: (2.11)

On a le résultats suivant:

Lemme 2.3 Soit f : [0; 1] � R3 ! R satisfaite aux condition de Nagumo-Wintner (2.10) et

(2.11) dans D: Alors il existe une constante K > 0, telle que chaque solution du problème
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(2.9) véri�e � (x) � u (x) � � (x) et �00 (x) � u00 (x) � �00 (x), pour tout x 2 [0; 1] ; satisfaite à

ku000k0 � K:

Preuve: Puisque �00 (x) � u00 (x) � �00 (x), pour tout x 2 [0; 1] ; on a

�00 (1)� �00 (0) � u00 (1)� u00 (0) � �00 (1)� �00 (0) :

Posons

� := max
����00 (1)� �00 (0)�� ; ���00 (1)� �00 (0)��	 :

Par le théorème des valeurs intermédiare, il existe x0 2 (0; 1) telle que

u00 (1)� u00 (0) = u000 (x0) ;

implique que, ��u000 (x0)�� � �:

Posons par dé�nition

eL := ��u000 (x0)�� et e� := 2max ��000 ;�000� :
prenons K >

�
�; k�000k0 ;

�000
0

�
telle que

'p(K)Z
'p(�)

s
1
p

	
�
jsj

1
p�1
�ds > kQkp e� p�1p + Ce� p�1p : (2.12)

Nous alons montrer par la suite que ju000 (x)j � K; pour tout x 2 [0; 1] :

Supposons par l�absurde qu�il existe x1 2 [0; 1] telle queju000 (x1)j > K:

Alors par la continuité de u000, on peut trouver une constante x2 2 [0; 1] véri�e l�un des

situations suivantes:

i) u000 (x0) = eL; u000 (x2) = K et eL � u000 (x) � K, pour tout x 2 (x0; x2) :

ii) u000 (x2) = K; u000 (x0) = eL et eL � u000 (x) � K, pour tout x 2 (x2; x0) :

iii) u000 (x0) = �eL; u000 (x2) = �K et �K � u000 (x) � �eL, pour tout x 2 (x0; x2) :
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iv) u000 (x2) = �K; u000 (x0) = �eL et �K � u000 (x) � �eL, pour tout x 2 (x2; x0) :
Supposons que le premier cas i) à lieu. D�une façon similaire on montre pour les autres cas.

Puisque u est une solution du problème (2.9) et par les conditions de Nagumo-Wintner

(2.10), on trouve

�
'p
�
u000
��0
(x) � 	

�
u000 (x)

� �
Q (x) + C:

�
u000 (x)

� 1
p�1
�
; pour tout x 2 (x0; x2) : (2.13)

Mais eL � � et 'p est croissante, ce qui donne

'p(K)Z
'p(�)

s
1
p

	
�
s

1
p�1
�ds � 'p(K)Z

'p(eL)
s
1
p

	
�
s

1
p�1
�ds: (2.14)

Donc si on pose s = 'p (u
000 (x)), on obtient

'p(K)Z
'p(eL)

s
1
p

	
�
s

1
p�1
�ds = x2Z

x0

�
'p (u

000 (x))
� 1
p

	(u000 (x))

�
'p
�
u000 (x)

��0
dx:
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Alors par (2.13) et (2.14), on a

'p(K)Z
'p(�)

s
1
p

	
�
s

1
p�1
�ds �

x2Z
x0

�
'p (u

000 (x))
� 1
p

	(u000 (x))

�
'p (u

000 (x))
�0
dx

�
x2Z
x0

�
'p (u

000 (x))
� 1
p

h
Q (x) + C: (u000 (x))

1
p�1
i
dx

=

x2Z
x0

(u000 (x))
p�1
p

h
Q (x) + C: (u000 (x))

1
p�1
i
dx

=

x2Z
x0

(u000 (x))
p�1
p Q (x) dx+ C

x2Z
x0

(u000 (x))
1
p dx

� kQkp

0@ x2Z
x0

�
(u000 (x))

p�1
p

� p
p�1

dx

1A
p�1
p

+

+C:

0B@
0@ x2Z
x0

�
(u000 (x))

1
p

�p
dx

1A 1
p

1CA :

0@ x2Z
x0

1
p

p�1dx

1A
p�1
p

= kQkp (u00 (x2)� u00 (x0))
p�1
p + C: (u00 (x2)� u00 (x0))

1
p : (x2 � x0)

p�1
p

� kQkp e� p�1p + Ce� p�1p .
donc contradiction avec (2.12).

Remarques:

(i) La preuve de ce lemme est similaire de celle du lemma 3 dans [28].

(ii) Les conditions de Nagumo-Wintner sont plus générales que les conditions de Nagumo ou

Nagumo-Bernstein.

2.3 Résultat principal

Dans ce paragraphe, nous donnons notre résultat avec une preuve détaillé.

Considérons alors les hypothèses suivantes:

(H1) f(x; u1; v; w)� f(x; u2; v; w) � 0; pour � (x) � u1 (x) � u2 (x) � � (x) ;

�00 (x) � v (x) � �00 (x) pour tout x 2 [0; 1] et w 2 R:
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(H2) Il existe M < 0 telle que f(x; u; v2; w) + Mv2 � f(x; u; v1; w) � Mv1 � 0; pour

� (x) � u (x) � � (x) ; �00 (x) � v1 (x) � v2 (x) � �00 (x) pour tout x 2 [0; 1] et w 2 R:

(H3) Les fonctions g1 and g2 sont continues et croissante dans l�intervalle [�; �].

(H4) Les fonctions g3 and g4 sont continues et décroissante dans l�intervalle
�
�00; �00

�
.

Notre résultat est le suivant:

Théorème 2.1 Soient � et � la sous et la sur solution respectivement du problème (2.9)

sachant que � (x) � � (x) et �00 (x) � �00 (x) ; pour tout x 2 [0; 1] : Supposons qu�on a les

conditions (H1), (H2), (H3), (H4) et les conditions de Nagumo-Wintner relativement à �

et � sont satisfaites. Alors ils existes deux suites monotones (�n)n2N et (�n)n2N croissante et

décroissante respectivement, sachant que �0 = � et �0 = � qui convergent uniforméments vers

les olutions maximales dans [�; �] pour le problème aux limites (2.9).

Preuve: SoitK la constante dé�nie dans le lemme 2.3 et soitN0 > max
�
K; k�000k0 ;

�000
0

�
:

considérons h (z) = max (�N0; min (z;N0)) : Alors h est continue et bornée. En plus, on a

h (z) = z pour tout z sachant que jzj � N0; et jh (z)j � N0 pour tout z 2 R:

On dé�nies les suites (�n)n2N et (�n)n2N de cette forme8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�0 = �;�
'p
�
�000n+1

��0
+M�00n+1 = f

�
x; �n; �

00
n; h

�
�000n+1

��
+M�00n; x 2 (0; 1) ;

�n+1 (0)� a1�0n+1 (0) = g1 (�n) ;

�n+1 (1) + a2�
0
n+1 (1) = g2 (�n) ;

�00n+1 (0)� a3�000n+1 (0) = g3 (�
00
n) ;

�00n+1 (1) + a4�
000
n+1 (1) = g4 (�

00
n) ;

et 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�0 = �;�
'p
�
�000n+1

��0
+M�00n+1 = f

�
x; �n; �

00
n; h

�
�000n+1

��
+M�00n; x 2 (0; 1) ;

�n+1 (0)� a1�0n+1 (0) = g1 (�n) ;

�n+1 (1) + a2�
0
n+1 (1) = g2 (�n) ;

�00n+1 (0)� a3�000n+1 (0) = g3
�
�00n
�
;

�00n+1 (1) + a4�
000
n+1 (1) = g4

�
�00n
�
:
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Notons que par la proposition 2, les suites (�n)n2N et (�n)n2N sont bien dé�nies. Maintenant

on va démontrer que les suites (�n)n2N et (�n)n2N converge vers les solutions maximales dans

[�; �] du problème aux limites (2.9).

La preuve est donné en plusieurs étapes.

1ère Etape: Pour tout n 2 N, on a

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) , pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

Preuve: Pour n = 0, on a

(�1)k �(2k) (x) = (�1)k �(2k)0 (x) � (�1)k �(2k) (x) pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

Supposons pour un n > 1 �xé, on a

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] ;

et montrons que

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n+1 (x) � (�1)
k �(2k) (x) pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

Supposons par l�absurde qu�il existe x1 2 [0; 1] telle que

�00 (x1)� �00n+1 (x1) = min
0�x�1

�
�00 (x)� �00n+1 (x)

�
< 0:

D�une manière analogue de la preuve du lemme 2.2, on arrive à une contradiction. Alors, on a

�00n+1 (x) � �00 (x) pour tout x 2 [0; 1] ;

De même, on trouve

�00 (x) � �00n+1 (x) pour tout x 2 [0; 1] :
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Par suite, on vient de montrer que

� (x) � �n+1 (x) pour tout x 2 [0; 1] :

Soit x 2 (0; 1) ; on a

8>>><>>>:
�00n+1 (x) � �00 (x) ; x 2 (0; 1) ;

�n+1 (0)� a3�0n+1 (0)� � (0) + a3�0 (0) � g1 (�n)� g1 (�) ;

�n+1 (1) + a4�
0
n+1 (1)� � (1)� a4�0 (1) � g2 (�n)� g2 (�) :

Puisque � � �n+1 , g1 et g2 sont croissantes, on obtient8>>><>>>:
�00n+1 (x) � �00 (x) ; x 2 (0; 1) ;

�n+1 (0)� a3�0n+1 (0) � � (0)� a3�0 (0) ;

�n+1 (1) + a4�
0
n+1 (1) � � (1) + a4�

0 (1) :

Alors par le corollaire 2.1, il est claire que

� (x) � �n+1 (x) pour toutx 2 [0; 1] :

D�une manière similaire, on peut montrer que

�n+1 (x) � � (x) pour tout x 2 [0; 1] :

Ce qui implique que

8 n 2 N, (�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) , pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

2ème Etape: Pour tout n 2 N, on a

(�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k) (x) , pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

Preuve. Elle est analogue que celle de l�étape 1. 3ème
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Etape: Pour tout n 2 N, on a

(�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k)n+1 (x) , pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

Preuve. Pour n = 0, par la 2ème étape on a

(�1)k �(2k)0 (x) = (�1)k �(2k) (x) � (�1)k �(2k)n+1 (x) , pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

Supposons que pour un n > 1 �xé, on a

(�1)k �(2k)n�1 (x) � (�1)
k �(2k)n (x) pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] ;

et montrons que

(�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k)n+1 (x) pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

Supposons par l�absurde qu�il existe x2 2 [0; 1] telle que

�00n (x2)� �00n+1 (x2) = min
0�x�1

�
�00n (x)� �00n+1 (x)

�
< 0:

D�une manière analogue de la preuve du lemme 2.2, on arrive à une contradiction. Ce qui donne

que

�00n+1 (x) � �00n (x) pour tout x 2 [0; 1] ;

Ensuite, on montre que

�n (x) � �n+1 (x) pour tout x 2 [0; 1] :

Soit x 2 (0; 1) ; on a

8>>><>>>:
�00n+1 (x)� �00n (x) � 0; x 2 (0; 1) ;

�n+1 (0)� a3�0n+1 (0)� �n (0) + a3�0n (0) = g1 (�n)� g1 (�n�1) ;

�n+1 (1) + a4�
0
n+1 (1)� �n (1)� a4�0n (1) = g2 (�n)� g2 (�n�1) :

48



Puisque �n�1 � �n , g1 et g2 sont croissantes, on obtient8>>><>>>:
�00n+1 (x)� �00n (x) � 0; x 2 (0; 1) ;

�n+1 (0)� a3�0n+1 (0) � �n (0)� a3�0n (0) ;

�n+1 (1) + a4�
0
n+1 (1) � �n (1) + a4�

0
n (1) :

Alors par le corollaire 2.1, on a

�n (x) � �n+1 (x) pour toutx 2 [0; 1] :

Ce qui implique que

8 n 2 N, (�1)k �(2k)n (x) � (�1)k �(2k)n+1 (x) , pour tout k 2 f0; 1g et x 2 [0; 1] :

4 ème Etape : Pour tout n 2 N, on a

(�1)k �(2k)n+1 (x) � (�1)
k �(2k)n (x) ; pour tout 0 � k � 1 et x 2 [0; 1] :

Preuve. C�est la même preuve que l�étape 3.

5 ème Etape : Il existe une constante positive C1, indépendant de n 2 N, sachant que

�000n 0 � C1; pour tout n 2 N:

Preuve. Par le théorème des valeurs intermédiares, on sait que pour tout n 2 N, il existe

�n 2 ]0; 1[ telle que

���000n (�n)�� =
���00n (1)� �00n (0)��

�
���00n (1)��+ ���00n (0)��

� 2max
��000

0
;
�000

0

�
:

49



Alors pour un n 2 N et x 2 [0; 1] ; on a

���'p ��000n �� (x)�� =

�����'p ��000n �� (�n) + Z x

�n

�
f
�
t; �n; �

00
n; h

�
�000n
��
+M

� �
�00n�1 (t)� �00n (t)

�
dt

����
�

�
2max

��000
0
;
�000

0

��p�1
+M1 (f) + 4 jM jmax

��000
0
;
�000

0

�
;

avec

M1 (f) := max
���f (x; u; v; w) : 0 � x � 1; � � u � �; �00 � v � �00; jwj � N0

��	 :
Si on pose par dé�nition

eC := 2max����00��p�1
0

;
���00��p�1

0

�
+M1 (f)� 4M max

��000
0
;
�000

0

�
;

On obtient

8n 2 N, 8x 2 [0; 1] ,
���'p ��000n �� (x)�� � : eC:

Ce qui implique que

8n 2 N, 8x 2 [0; 1] ,
���000n (x)�� � : eC 1

p�1 :

Alors il su¢ t de poser C1 = eC 1
p�1 , pour obtenir

8n 2 N,
�000n 0 � C1:

6 ème Etape: Il existe une constante positive C2, indépendant de n 2 N, sachant que

�000n 0 � C2, pour tout n 2 N:

Preuve. Elle est analogue que celle de l�étape 5.

7 ème Etape: Il existe une constante positive C3 indépendant de n 2 N, telle que

�0n0 � C3, pour tout n 2 N:

Preuve. Par le théorème des valeurs intermédiaires, on apour tout n 2 N, il existe �n 2 ]0; 1[
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telle que

���0n (�n)�� = j�n (1)� �n (0)j

� j�n (1)j+ j�n (0)j

� 2max (k�k0 ; k�k0) :

Alors pour n 2 N et x 2 [0; 1] ; on a

���0n (t)�� =

������0n (�n) +
Z t

�n

�00n (x) dx

�����
� 2max (k�k0 ; k�k0) + max

��0
0
;
�0

0

�
:

Donc si on pose par dé�nition

C3 := 2max (k�k0 ; k�k0) + max
��0

0
;
�0

0

�
;

on obtient

8n 2 N, 8x 2 [0; 1] ,
���0n (x)�� � C3:

Ce qui implique que

8n 2 N;
�0n0 � C3:

8 ème Etape: Il existe une constante positive C4 indépendant de n 2 N, sachant que:

�0n0 � C4, for all n 2 N:

Preuve. La preuve est similaire que celle de l�étape7.

Maintenant on vient de montrer que (�n)n2N converge vers la solution minimale de (2.9).

Par les étapes 1, 5 et 7 et puisque f est continue, il est claire que (�n)n2N est uniformément

bornée dans C3 ([0; 1]) et
�
'p (�

000
n )
�
n2N est uniformément bornée dans C

1 ([0; 1]) :

Alors d�après le théorème d�Ascoli-Arzela, il existe une sous suite
�
�nj
�
de (�n)n2N qui

converge dansC3 ([0; 1]) et
�
'p

�
�000nj

��
converge dans C1 ([0; 1]).
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Posons

�� := lim
nj !+1

�nj :

Mais par les étapes 1 et 3, on obtient que la suite (�n)n2N converge vers ��. alors on a �� = �� et

de plus la suite est convergente dans C3 ([0; 1]) vers �� et
�
'p (�

000
n )
�
n2N converge dans C

1 ([0; 1])

vers 'p (�
000
� ) :

On a

'p
�
�000n+1

�
(x) = 'p

�
�000n+1

�
(0) +

Z x

0

�
f
�
t; �n; �

00
n; h

�
�000n
��
+M

�
�00n�1 (t)� �00n (t)

��
dt;

et

9C5 > 0;8n 2 N;8t 2 [0; 1] ;
��f �t; �n; �00n; h ��000n ��+M �

�00n�1 (t)� �00n (t)
��� � C5:

Alors le théorème de convergene dominé de Lebesgue implique que

'p
�
�000�
�
(x) = 'p

�
�000�
�
(0) +

Z x

0
f
�
t; ��; �

00
�; h

�
�000�
��
dt:

Donc on obtient

�
'p
�
�000�
��0
(x) = f

�
x; ��; �

00
�; h

�
�000�
��
pour tout x 2 (0; 1) : (2.15)

D�autre part, on a

lim
n!+1

�
�n+1 (0)� a1 �

0
n+1 (0)

�
= lim
n!+1

g1 (�n)

Alors

�� (0)� a1 �0� (0) = g1 (��) : (2.16)

De même, on a

�� (1) + a2 �
0
� (0) = g2 (��) ; (2.17)

�00� (0)� a3 �000� (0) = g3
�
�00�
�
; (2.18)
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et

�00� (1) + a4 �
000
� (1) = g4

�
�00�
�
: (2.19)

Donc par (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19), on arrive que �� est une solution du problème8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p (�

000
� )
�0
(x) = f (x; ��; �00�; h (�

000
� )) , x 2 (0; 1) ;

�� (0)� a1 �0� (0) = g1 (��) ;

�� (1) + a2 �0� (0) = g2 (��) ;

�00� (0)� a3 �000� (0) = g3 (�
00
�) ;

�00� (1) + a4 �
000
� (1) = g4 (�

00
�) :

Maintenant on utilise une preuve similaire que celle du lemme 2.3, on montre que k�000k0 � K:

Par suite h (�000� ) = �000� et par conséquent �� est une solution du (2.9).

Autrement, montrons que e� est une autre solution de (2.9) sachant que � � e� � � et

�00 � e�00 � �00; alors �� � e� et�00� � e�00.
Puisque e� est une sous solution du (2.9), on prend 0 = e� et on d�nie une suite (n)n�1

par 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
'p
�
000n+1

��0
= f (x; n; 

00
n; h (

000
n )) ; 0 < x < 1;

n+1 (0)� a10n+1 (0) = g1 (n) ;

n+1 (1) + a2
0
n+1 (1) = g2 (n) ;

00n+1 (0)� a3000n+1 (0) = g3 (
00
n) ;

00n+1 (1) + a4
000
n+1 (1) = g4 (

00
n) :

Puisque 0 = e� � �; on peut montrer que

8n 2 N; �n � n et 
00
n � �00n: (2.20)

D�autre part, puisque e� est une solution du (2.9), on a
8n 2 N; n = e�: (2.21)
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Par (2.20) et (2.21), on obtient que

8n 2 N; �n � e� et e�00 � �00n:

quand n! +1, on trouve que

�� � e� et e�00 � �00�:

Ce qui implique que �� est une solution minimale du (2.9).

D�une manière analogue on montre que (�n)n2N converge vers la solution maximale du (2.9).

Ce qui achève la preuve de notre résultat.

2.4 Exemples

Dans cette section on donne quelques exemples autour de notre résultat.

2.4.1 Exemple 1

Considérons le problème suivant

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

000)
�0
= h (x; u; u00; u000) , x 2 (0; 1) ;

u (0) = 0;

u (1) + a2u
0 (1) =

m1X
i=1

ai1u
�
�i1
�
;

u00 (0)� a3u000 (0) = 0;

u00 (1) + a4u000 (1) =
m2X
i=1

ai2u
�
�i2
�
;

(2.22)

avec 1 < p < 2, aij � 0,
m2P
i=1

ai1 � 1;
m4P
i=1

ai2 �
4

�2
et �ij 2 (0; 1) pour tout i = 1; 2; :::;mj et pour

tout j = 1; 2 et une fonction h dé�nie par

h
�
x; u; u00; u000

�
=

�
p� 1
2

�
u� 2 (x+ 1)u002 � u

��u000�� 1
p�1 +

�
p� 1
2

�
sin(

�

2
x):

On pose par dé�nition
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� (x) = sin(
�

2
x); 0 � x � 1:

Pour tout 0 < x < 1; on a

�
'p
�
�000
��0
(x) =

 
�
�����38 cos(�2x)

����p�2 �38 cos(�2x)
!0

= ��
3(p�1)

8p�1

��
cos(

�

2
x)
�p�1�0

=
�3(p�1)

8p�1

�
(p� 1) �

2

�
cos(

�

2
x)
�p�2

sin(
�

2
x)

�
> (p� 1) sin(�

2
x)

� h
�
x; �; �00; �000

�
:

Alors on a

8 x 2 (0; 1) ;
�
'p
�
�000
��0
(x) � h

�
x; �; �00; �000

�
: (2.23)

D�autre part, on a

� (0) = 0 � 0; (2.24)

� (1) + a2�
0 (1) = 1 �

m2X
i=1

ai1 sin
��
2
�i2

�
; (2.25)

�00 (0) = 0 � 0; (2.26)

et

�00 (1) + a4�
000 (1) = �1 � ��

2

4

m4X
i=1

ai2 sin
��
2
�i4

�
: (2.27)

Donc par (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) et (2.27), on remarque que � est une sur solution du

(2.22).

D�autre part, si on prend � � 0 qui est une sous solution du (2.22). Il est claire que

tous les conditions du théorème 2.1 sont véri�ées. Alors il existe une solution minimale u� et

une solution maximale u� du problème (2.22) telles que: 0 � u� � u� � sin(
�

2
x), pour tout

x 2 [0; 1] :
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2.4.2 Exemple 2

On considère le problème

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

000)
�0
= eh (x; u; u00; u000) , x 2 (0; 1) ;

u (0) = 0;

u (1) + a2u
0 (1) =

1Z
0

h1 (x)u (x) dx;

u00 (0)� a3u000 (0) = 0;

u00 (1) + a4u000 (1) =

1Z
0

h2 (x)u
00 (x) dx;

(2.28)

avec p > 1, hi : [0; 1] ! R+ sont des fonctions continues i = 1; 2 telle que

1Z
0

h1 (x) dx � 1,

1Z
0

h2 (x) dx � 2p�1
�
1 +

p

p� 1a4
�
et une fonction eh dé�nie par

eh �x; u; u00; u000� = u
p�1
3p�2

2
� 2xu002 � 3xu

p�1
3p�2

��u000�� 1
p�1 +

1

2
:

on pose par dé�nition

� (x) =
(p� 1)3

p (3p� 2) (2p� 1)x
3p�2
p�1 ; 0 � x � 1:

Pour tout 0 < x < 1; on a

�
'p
�
�000
��0
(x) = 1

� � (x)
p�1
3p�2 � 2x

�
�00 (x)

�2 � 3x� (x) p�13p�2
���000 (x)�� 1

p�1 + 1
2 :

Alors, on a

8 x 2 (0; 1) ;
�
'p
�
�000
��0
(x) � eh �x; �; �00; �000� : (2.29)
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D�autre part, on a

� (0) = 0 � 0; (2.30)

� (1) + a2�
0 (1) =

(p� 1)3

p (3p� 2) (2p� 1)

�
1 + a2

�
3p� 2
p� 1

��
�

1Z
0

h1 (x)� (x) dx; (2.31)

�00 (0) = 0 � 0; (2.32)

et

�00 (1) + a2�
000 (1) =

p� 1
p

+ a4 �
1Z
0

h2 (x)�
00 (x) dx (2.33)

Donc par (2.29), (2.30), (2.31), (2.32) et (2.33), il est claire que � est une sur solution du

(2.28).

Par suite, si on prend � � 0 qui est une sous solution du (2.28). Donc les hypothèses du

théorème 2.1 sont véri�es. Alors il existe une solution minimale u� et une solution maximale

u� du problème (2.28) telles que: 0 � u� � u� � (p�1)3
p(3p�2)(2p�1)x

3p�2
p�1 , pour tout x 2 [0; 1] :
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Chapitre 3

Existence des solutions positives

pour une équation di¤érentielle

quasilinéaire d�ordre quatre avec

conditions aux limites contenant des

points multiples

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d�étudier l�existence des solutions positives avec leurs multiplicités par

l�application du Théorème de Krasnoselskii�s 0.1 pour le problèmes aux limites suivant:

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00
= � q (t) f (u) , t 2 (0; 1) ;

u (0)� a u0 (0) =
m1P
i=1

�i u (�i) ;

u (1) = 0;

'p (u
00 (0))� b 'p (u00)

0 (0) =
m2P
i=1

�i'p (u
00 (�i)) ;

u00 (1) = 0;

(3.1)
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avec 'p (y) = jyjp�2 y; p > 1; f : R+ ! R+, q : (0; 1) ! R+ sont des fonctions continues,

� > 0; a � 0; b � 0; �i � 0 et �i 2 (0; 1) pour tout i = 1; :::;m1 et �i 2 (0; 1) pour tout

i = 1; :::;m2:

3.2 La fonction de Green

Dans ce paragraphe on va étudier quelques propriétés de la fonction de Green pour les prob-

lèmes: 8>>>><>>>>:
�u00 (t) = h1 (t) ; 0 < t < 1;

u (0)� a u0 (0) =
m1P
i=1

�iu (�i) ;

u (1) = 0;

(3.2)

8>>>><>>>>:
�u00 (t) = h2 (t) ; 0 < t < 1;

u (0)� b u0 (0) =
m2P
i=1

�iu (�i) ;

u00 (1) = 0;

(3.3)

où hi : [0; 1] ! R+ sont des fonctions continues pour tout i = 1; 2; a � 0; b � 0; �i � 0 et

0 < �i < 1, pour tout i = 1; :::;m2:

On impose les conditions suivantes .

(H01)
m1P
i=1

�i (1� �i) < a+ 1:

(H02)
m1P
i=1

�i (1� �i) < b+ 1:

Lemme 3.1 Supposons que la condition (H01) est satisfaite. Alors le problème (3.2) admet

une unique solution u, qui est dé�nie par

u (t) =
1

1 + a�
m1P
i=1

�i (1� �i)

Z 1

0
G1 (t; s) h1 (s) ds;

avec

G1 (t; s) =

m1X
i=1

�i (1� t)L1 (�i; s) +
 
1 + a�

m1X
i=1

�i (1� �i)
!
L1 (t; s) ;
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et

L1 (t; s) =

8<:
(t+a)(1�s)

1+a si 0 � t � s � 1;
(s+a)(1�t)

1+a si 0 � s � t � 1:

Preuve: Soit t 2 [0; 1], on a

u (t) =

Z 1

0
L1 (t; s) h1 (s) ds+

1� t
1 + a

m1X
i=1

�iu (�i) : (3.4)

On pose par dé�nition A =
m1P
i=1

�iu (�i), alors par (3.4), on obtient

A =

0BB@ 1 + a

1 + a�
m1P
i=1

�i (1� �i)

1CCA m1X
i=1

�i

Z 1

0
L1 (�i; s) h1 (s) ds:

Ce qui implique que,

u (t) =

Z 1

0
L1 (�i; s) h1 (s) ds+

0BB@ 1� t

1 + a�
m1P
i=1

�i (1� �i)

1CCA m1X
i=1

�i

Z 1

0
L1 (�i; s) h1 (s) ds

=
1

1 + a�
m1P
i=1

�i (1� �i)

Z 1

0
G1 (t; s) h1 (s) ds:

De même on a:

Lemme 3.2 Supposons que la condition (H02) est satisfaite. Alors le problème (3.3) admet

une unique solution u, dé�nie par

u (t) =
1

1 + b�
m2P
i=1

�i (1� �i)

Z 1

0
G2 (t; s) h2 (s) ds;

avec

G2 (t; s) =

m2X
i=1

�i (1� t)L2 (�i; s) +
 
1 + b�

m2X
i=1

�i (1� �i)
!
L2 (t; s) ;
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et

L2 (t; s) =

8<:
(t+b)(1�s)

1+b si 0 � t � s � 1;
(s+b)(1�t)

1+b si 0 � s � t � 1:

Lemme 3.3 Soit 0 < � < 1, alors pour tout � � t � 1 � � et 0 � s � 1, on a les propriétés

suivantes

i) � L1 (s; s) � L1 (t; s) � L1 (s; s) ;

ii) � L2 (s; s) � L2 (t; s) � L2 (s; s) ;

iii) � G1 (s; s) � G1 (t; s) �
�
m1P
i=1

�i+

�
1+a�

m1P
i=1

�i(1��i)
�

�
1+a�

m1P
i=1

�i(1��i)
� G1 (s; s) ;

iv) � G2 (s; s) � G2 (t; s) �
�
m2P
i=1

�i+

�
1+b�

m2P
i=1

�i(1��i)
�

�
1+b�

m2P
i=1

�i(1��i)
� G2 (s; s) :

Preuve: Soit 0 < � < 1, tel que � � t � 1�� et 0 � s � 1 i)

Si t < s, on a

L1 (t; s)

L1 (s; s)
=
t+ a

s+ a
� �+ a

1 + a
� �:

Ce qui donne

L1 (t; s) � � L1 (s; s) : (3.5)

D�autre part si s < t, on a
L1 (t; s)

L1 (s; s)
=
1� t
1� s � �:

Donc
L1 (t; s)

L1 (s; s)
� �: (3.6)

Alors par (3.5) et (3.6), on a

L1 (t; s) � � L1 (s; s) : (3.7)

De même on montre que

L1 (t; s) � L1 (s; s) : (3.8)
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Donc par (3.7) et (3.8), on a:

� L1 (s; s) � L1 (t; s) � L1 (s; s) :

ii) La preuve de ii) est similaire à celle de i).

iii) On a

G1 (t; s)

G1 (s; s)
=

(1� t)
m1P
i=1

�iL1 (�i; s) +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�
L1 (t; s)

(1� s)
m1P
i=1

�iL1 (�i; s) +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�
L1 (s; s)

�
�
m1P
i=1

�iL1 (�i; s) +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�
� L1 (s; s)

m1P
i=1

�iL1 (�i; s) +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�
L1 (s; s)

= �:

Ce qui implique que

G1 (t; s) � � G1 (s; s) : (3.9)

D�autre part, on a

G1 (t; s)

G1 (s; s)
=

(1� t)
m1P
i=1

�iL1 (�i; s) +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�
L1 (t; s)

(1� s)
m1P
i=1

�iL1 (�i; s) +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�
L1 (s; s)

�
�
m1P
i=1

�iL1 (�i; s) +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�
L1 (s; s)�

1 + a�
m1P
i=1

�i (1� �i)
�
L1 (s; s)

�
�
m1P
i=1

�i +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
� :
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Si on pose par dé�nition

1 =

�
m1P
i=1

�i +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
� ;

on obtient

G1 (t; s) � 1 G1 (s; s) : (3.10)

Alors par (3.9) et (3.10), on a

� G1 (s; s) � G1 (t; s) � 1 G1 (s; s) :

iv) La preuve de est similaire à celle de iii).

3.3 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats qui seront utiles dans notre travail.

Considérons le problème:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00
= � q (t) f (u) , t 2 (0; 1) ;

u (0)� a u0 (0) =
m1P
i=1

�i u (�i) ;

u (1) = 0;

'p (u
00 (0))� b 'p (u00)

0 (0) =
m2P
i=1

�i'p (u
00 (�i)) ;

u00 (1) = 0;

(3.11)

avec 'p (y) = jyjp�2 y; p > 1; f : R+ ! R+, q : (0; 1) ! R+ sont des fonctions continues,

� > 0; a � 0; b � 0; �i � 0 et �i 2 (0; 1) pour tout i = 1; :::;m1 et �i 2 (0; 1) pour tout

i = 1; :::;m2:

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites.

(H1) 0 <
R 1
0 G1 (s; s) q (s) ds < +1:

(H2) Il existe un entier m � 3 et c 2
�
1
m ; 1�

1
m

�
tels que q (c) > 0:
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Soit u une solution positive du problème (3.11). On dé�nit

X = fu= u 2 ([0; 1])g muni de la norme kuk = max
t2[0;1]

ju (t)j :

Alors (X; kk) est un espace de Banach.

Dé�nition 3.1 Soit E un espace de Banach réel. Un sous ensemble non vide P � E est un

cône si on a

(i) �u 2 P pour tout u 2 P et tout � � 0, et

Dé�nition 3 (ii) u;�u 2 P implique que u = 0:

Soit l�ensemble:

K =

(
u 2 X;u (t) � 0; pour tout t 2 [0; 1] et min

t2[ 1m ;1�
1
m ]
u (t) � �


kuk
)
; (3.12)

avec m 2 N tel que m � 3 et  = max (1; 2) où

1 =

�
m1P
i=1

�i +

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
�

�
1 + a�

m1P
i=1

�i (1� �i)
� ;

et

2 =

�
m2P
i=1

�i +

�
1 + b�

m2P
i=1

�i (1� �i)
�

�
1 + b�

m2P
i=1

�i (1� �i)
� :

On remarque que K est un cône positif dans X:

On dé�nit les opérateurs T et H par

T : X ! X (3.13)

u 7! (Tu) (s) =

Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx;
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avec

~G1 (x; s) =
1�

1 + a�
m1P
i=1

�i (1� �i)
�G1 (x; s)

et

H : X ! X (3.14)

u 7! (Hu) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p (u (s)) ds,

avec

~G2 (t; s) =
1�

1 + b�
m2P
i=1

�i (1� �i)
� G2 (t; s) :

On a

HT : X ! X (3.15)

u 7! (HTu) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds:

Alors on a le résultat suivant.

Lemme 3.4 L�opérateur HT est une application dé�nie de K dans K.

Preuve: Soit u 2 K, alors par (3.13) et (3.14), on a

(HTu) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

� 2

Z 1

0

~G2 (s; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds:

Alors

kH (Tu)k � 

Z 1

0

~G2 (s; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds:
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D�autre part, on a

(H (Tu)) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

� �

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

� �


kH (Tu)k :

ce qui donne

min
t2[ 1m ;1�

1
m ]
(H (Tu)) (t) � �


kH (Tu)k :

Alors, par la positivité de G1 (t; s) et G2 (t; s), il est clair que u 2 K, et

(H (Tu)) (t) � 0 pour 0 � t � 1, donc H (Tu) 2 K, ce qui implique que HT : K ! K:

Remarque 3.1 D�une façon similaire, on montre que H est une application dé�nie de K dans

K, ainsi que T est dé�nie de K dans K:

Lemme 3.5 Supposons que les conditions (H1) et(H2) sont satisfaites. Alors l�opérateur

HT : K ! K est complètement continu.

Preuve: Onmontre en premier lieu que T est complètement continu. Pour

n 2 N tel que n � 2; on dé�nis qn par

qn(t) =

8>>>>>><>>>>>>:

inf q (s)
0� s � 1

n

si 0 < t � 1
n ;

q (t) si 1n < t � 1� 1
n ;

inf q(s)
1� 1

n
� s �1

si 1� 1
n < t � 1:

Soit l�opérateur Tn : K ! K dé�ni par

(Tnu) (t) =

Z 1

0
� ~G1 (x; t) qn (x) f (u (x)) dx:

Par l�application du théorème d�Ascoli-Arzela , l�opérateur Tn : K ! K est complètement

continu, pour tout n � 2:
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D�autre part, on a

lim
n!+1

"Z 1
n

0

~G1 (x; x) q (x) dx+

Z 1

1� 1
n

~G1 (x; x) q (x) dx

#
= 0:

Alors pour tout t 2 [0; 1] ; R > 0 et u 2 �KR, avec M = max
0�x�R

f (x) ; on a

j(Tnu) (t)� (Tu) (t)j =

����Z 1

0
� (q (x)� qn (x)) ~G1 (x; s) f (u (x)) dx

����
� �:M

"Z 1
n

0

~G1 (x; x) q (x) dx+

Z 1

1� 1
n

~G1 (x; x) q (x) dx

#
:

Puisque

lim
n!+1

"Z 1
n

0

~G1 (x; x) q (x) dx+

Z 1

1� 1
n

~G1 (x; x) q (x) dx

#
= 0;

on obtient

lim
n!+1

j(Tnu) (t)� (Tu) (t)j = 0:

Ce qui implique que

lim
n!+1

sup
t2[0;1]

j(Tnu) (t)� (Tu) (t)j = 0 pour tout u 2 �KR:

Ce qui ramène que l�opérateur complètement continu Tn converge uniformément vers T quand

n tend vers +1 pour chaque sous ensemble fermé de K, ce qui implique que l�opérateur T est

complètement continu.

Par suite, l�opérateur HT : K ! K est complètement continu.

Le théorème suivant du point �xe est due à Krasnoselskii�s [40] est utile dans la preuve

de notre travail.

Théorème 3.1 Soit C un cône dé�ni dans un espace de Banach E. Supposons que 
1;
2 sont

deux sous ensembles ouverts de E avec 0 2 
1 � �
1 � 
2: Supposons que:

S : C \
�
�
2n
1

�
! C
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est un opérateur complètement continu tel que:

i) kSuk � kuk ; u 2 C \ @
1 et kSuk � kuk ; u 2 C \ @
2 ; ou bien

ii) kSuk � kuk ; u 2 C \ @
1; et kSuk � kuk ; u 2 C \ @
2:

Alors, S admet un point �xe dans C \
�
�
2n
1

�
:

3.4 Résultat principal

Dans ce qui suit, on utilise les notations suivantes:

f0 = lim
u!0+

f (u)

up�1
et f1 = lim

u!+1
f (u)

up�1
;

et

A1 =

Z 1

0

~G2 (s; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (x; s) q (x) dx

�
ds:

A2 =

Z 1

0

~G2 (s; s) '
�1
p

 Z 1� 1
m

1
m

~G1 (x; s) q (x) dx

!
ds:

Théorème 3.2 Supposons que les conditions (H01), (H02), (H1) et (H2) sont satisfaites.

Si 0 < f0 < +1 et0 < f1 < +1, alors le problème (3.11) admet aux moins une solution

positive pour tout � sachant que

'p (m)

'p (A2) (f1 � ")
< � <

1

f0 'p (A12)
:

Preuve: Soit HT l�opérateur complètement continu donné par (3.15) dé�ni sur le cône K

donné par (3.12).

Soit " > 0, il existe r > 0 avec

f (x) � (f0 + ") xp�1; pour 0 < x < r (3.16)
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Donc si u 2 @Kr, alors pour tout t 2 [0; 1], on a

(H (Tu)) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

�
Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) (f0 + ") u

p�1 (x) dx

�
ds

= �
1

p�1 r (f0 + ")
1

p�1

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (x; s) q (x) dx

�
ds

� �
1

p�1 r (f0 + ")
1

p�1

Z 1

0
2 ~G2 (s; s) '

�1
p

�Z 1

0

~G1 (x; s) q (x) dx

�
ds

= �
1

p�1 r (f0 + ")
1

p�1 A12 � r si � � 1

(f0 + ") 'p (A12)
:

Ce qui implique que,

kH (Tu)k � kuk :

Par suite, si on pose


1 = fu 2 X : kuk < rg ;

alors

kH (Tu)k � kuk , pour tout u 2 K \ @
1: (3.17)

D�autre part, si lim
x!+1

f (x)
xp�1 = f1 et 0 < f1 < +1, alors pour tout " > 0, il existe R > 0 tel

que

f (x) � (f1 � ") xp�1, pour tout x � R: (3.18)

Soit u 2 K tel que kuk = R1 = max (2r; mR), avec m est donné par la formule (H2).

Alors pour tout t 2
�
1
m ; 1�

1
m

�
, on a

u (t) � 1

m 
kuk

� 1

m 
mR

= R:
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Donc par (3.18), on a

f (u (t)) � (f1 � ") up�1 (t) ; pour tout t 2
�
1

m
; 1� 1

m

�
: (3.19)

Maintenant, soit c 2
�
1
m ; 1�

1
m

�
une constante donnée dé�nie par la formule (H2).

Alors par (3.19), on a

(H (Tu)) (c) =

Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

�
Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

 Z 1� 1
m

1
m

� ~G1 (x; s) q (x) (f1 � ") up�1 (x) dx
!
ds

= �
1

p�1 (f1 � ")
1

p�1 kuk
Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

 Z 1� 1
m

1
m

~G1 (x; s) q (x) dx

!
ds

� �
1

p�1 (f1 � ")
1

p�1R1
1

m

Z 1

0

~G2 (s; s) '
�1
p

 Z 1� 1
m

1
m

~G1 (x; s) q (x) dx

!
ds

=
R1
m
A2�

1
p�1 (f1 � ")

1
p�1

� R1, si on a � �
'p (m)

'p (A2) (f1 � ")
:

Ce qui implique que,

kHTuk � kuk :

Par suite si on pose,


2 = fu 2 X : kuk < R1g ;

alors

kHTuk � kuk , pour tout u 2 K \ @
2: (3.20)

Finalement de (3.17) et (3.20) d�après le théorème 0.1 , HT admet un point �xe u 2 K\
�
�
2n
1

�
tel que r � kuk � R1. Ce point �xe est une solution positive du problème (3.11).

Corollaire 3.1 Supposons que les conditions (H01), (H02), (H1) et (H2) sont satisfaites.

Si f0 = 0 et f1 = +1, alors le problème (3.11) admet au moins une solution positive pour

70



tout � > 0:

Théorème 3.3 Supposons que les conditions (H01), (H02), (H1) et (H2) sont satisfaites.

Si 0 < f0 < +1 et 0 < f1 < +1, alors le problème (3.11) admet au moins une solution

positive pour tout � tel que
'p (m)

f0 'p (A2)
< � <

1

f1 'p (A1)
:

Preuve: Soit HT l�opérateur complètement continu donné par (3.15) dé�ni sur le cône K

donné par (3.12).

Soit " > 0; alors il existe r > 0 tel que

f (x) � (f0 � ") xp�1, pour tout 0 < x � r: (3.21)

Soit u 2 K tel que kuk = r, alors u (t) � kuk
m pour tout t 2

�
1
m ; 1�

1
m

�
et soit c 2

�
1
m ; 1�

1
m

�
la constante dé�nie par la formule (H2), alors par (3.21), on a

(H (Tu)) (c) =

Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

�
Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

 Z 1� 1
m

1
m

� ~G1 (x; s) q (x) (f0 � ") up�1 (x) dx
!
ds

=
�

1
p�1 (f0 � ")

1
p�1 r

m2

Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

 Z 1� 1
m

1
m

~G1 (x; s) q (x) dx

!
ds

� r

m2
A2�

1
p�1 (f0 � ")

1
p�1

� r, si on a � �
'p
� 
m

�
'p (A2) (f0 � ")

:

Donc

kHTuk � kuk :

Par suite, si on pose


1 = fu 2 X : kuk < rg ;

alors

kHTuk � kuk , pour tout u 2 K \ @
1: (3.22)
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D�autre part pour " > 0, il existe R2 > 0 telle que

f (x) � (f1 + ") xp�1, pour tout x � R2: (3.23)

On considère deux cas.

1er cas: Si f est bornée.

Alors il existe M > 0 telle que

f (x) �M , pour tout x 2 (0;+1) : (3.24)

Dans ce cas, on dé�nit

R = max
�
2r; '�1p (�M)A1

	
:

Soit u 2 K tel que kuk = R, alors pour tout t 2 [0; 1], on a

(H (Tu)) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

� '�1p (�M)

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (x; s) q (x) dx

�
ds

� '�1p (�M)A1

� R:

Ce qui implique que,

kHTuk � kuk , pour tout u 2 K tel que kuk = R: (3.25)

2ème cas: Si f n�est pas bornée.

Soit R > max (2r;R2) telle que

f (x) � f (R) , pour tout 0 < x � R: (3.26)
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Soit u 2 K telle que kuk = R: Alors par (3.26), on a

(H (Tu)) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

�
Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (R) dx

�
ds

� '�1p (�f (R))A1

� '�1p (�)'�1p (f1 + ") �R �A1

� R:

Par suite dans les autres cas, on pose


2 = fu 2 X : kuk < Rg ;

on a

kHTuk � kuk , pour tout u 2 K \ @
2: (3.27)

Finalement par(3.25) et (3.27) d�après le théorème 0.1 ,HT admet un point �xe u 2 K\
�
�
2n
1

�
tel que r � kuk � R. Ce point �xe est une solution du problème (3.11).

Corollaire 3.2 Supposons que les conditions (H01), (H02), (H1) and (H2) sont satisfaites.

Alors le problème (3.11) admet au moins une solution positive pour tout � > 0:

Maintenant, on impose les hypothèses suivantes:

(H3) Il existe deux constantes M > 0 et r > 0 telles que min
r
m
�y�r

f (y) �M 'p (r) :

(H4) Il existe deux constantes N > 0 et R > 0 telles que max
0�y�R

f (y) � N'p (R) :

On a le résultat suivant.

Théorème 3.4 Supposons que les conditions (H01), (H02), (H1), (H2), (H3) et(H4) sont

véri�ées et f0 = 0. De plus on suppose que N < M et r < R.

Alors pour tout � 2
"
'p

�
1
A2

�
M ;

'p

�
1
A1

�
N

#
; le problème (3.11) admet au moins deux solutions

positives.

Preuve: Soit HT l�opérateur complètement continu donné par (3.15) dé�ni sur le cône K

donné par (3.12).
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1ère étape: Puisque f0 = 0, il existe ~r 2 (0; R) tel que

f (x)

xp�1
� ", pour tout 0 < x � ~r;

avec " > 0 satisfait '�1p (�")A1 � 1: Donc

si u 2 K et kuk = ~r , alors on a

(H (Tu)) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

�
Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) " u

p�1 (x) dx

�
ds

� '�1p (�") A1 kuk

� kuk :

Ce qui implique que

kHTuk � kuk :

Par suite si on pose


1 = fu 2 X : kuk < ~rg ;

alors

kHTuk � kuk , pour tout u 2 K \ @
1: (3.28)

2ème étape: Soit u 2 K tel que kuk = r: on a

f (u (t)) �M rp�1, pour tout t 2
�
1

m
; 1� 1

m

�
: (3.29)

Soit c 2
�
1
m ; 1�

1
m

�
une constante donnée par l�hypothèse (H2), alors par (3.29), on a

(H (Tu)) (c) =

Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

�
'�1p (�M) r

A2

� r:
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Ce qui donne,

kHTuk � kuk :

par suite si on pose


2 = fu 2 X : kuk < rg :

alors

kHTuk � kuk , pour tout u 2 K \ @
2: (3.30)

3 ème étape: Soit u 2 K tel que kuk = R: on a

f (u (t)) � N � 'p (R) , pour tout t 2 [0; 1] ;

alors on a

(H (Tu)) (c) =

Z 1

0

~G2 (c; s) '
�1
p

�Z 1

0
� ~G1 (x; s) q (x) f (u (x)) dx

�
ds

� '�1p (�N) R A1

� R:

Par suite

kHTuk � kuk :

Donc

si on pose


3 = fu 2 X : kuk < Rg ;

alors

kHTuk � kuk , for u 2 K \ @
3: (3.31)

Par les étapes étape 1, 2, 3 du Théorème 3.4, il est clair que le problème (3.11) admet au

moins deux solutions positives u1 2 K \
�
�
3n
2

�
et u2 2 K \

�
�
2n
3

�
:

Théorème 3.5 Supposons que les conditions (H01), (H02), (H1), (H2), (H3) et (H4)

sont véri�ées et f1 = +1. De plus supposons que N < M et r < R. Alors pour tout
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� 2
"
'p

�
1
A2

�
M ;

'p

�
1
A1

�
N

#
; le problème (3.11) admet au moins deux solutions positives.
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Chapitre 4

Existence des solutions positives

pour une équation de poutre

p�Kirchho¤ avec conditions aux

limites contenant des points

multiples

4.1 Introduction

On considère l�équation p�Kirchhoff avec des conditions aux limites nonlocales

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�
'p (u

00)
�00 �M �R 1

0 ju
0jp dx

�
'p (u

00) = q (x) f (x; u; u0) ; 8 0 < x < 1;

u (0)� a1u0 (0) =
m1X
i=1

�iu (�i)

u (1) = 0

'p (u
00 (0))� a2

�
'pu

00�0 (0) = m2X
i=1

�i
�
'pu

00 (�i)
�

u00 (1) = 0;

(4.1)
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avec f : [0; 1] � R+ � R ! R+;M : R+ ! R+ et q : (0; 1) ! R+ sont des fonctions continues,

'p (y) = jyjp�2 y, p > 1; ai � 0 pour i = 1; 2; �i � 0 et �i 2 (0; 1) pour tout i = 1; 2; :::;m1;

�i � 0 et �i 2 (0; 1) pour tout i = 1; 2; :::;m2.

L�opérateur M
�R 1
0 ju

0j2 dx
�
'p (u

00), avec p = 2, intervient dans l�équation classique hyper-

bolique de Kirchhoff suivante:

P
@2u

@t2
�
�
P0
h
+
E

2L

Z L

0

����@u@x
���� dx� @2u

@x2
= 0; (4.2)

qui a été proposé par Kirchhoff [36] pour une meilleur description du mouvement d�une corde

tendue.

L�équation (4.2) étendre l�équation d�onde classique d�Alembert�s en considérant les e¤ets

du change de la longueur des cordes pendant les vibrations. Les paramètres dans (4.2) ont les

signi�cations suivantes:

L est la longueur de la corde, h est l�aire de la section droite, E est le module de Young

du matériel, P est la densité de la masse et P0 est la tension initiale.

Les premières études classiques du problème de Kirchhoff se trouvent dans Bernstein

[11] etPohozaev [54] . Cependant, les problèmes deKirchhoff ont reçu beaucoup d�attentions

seulement après le travail de Lions [43], où une analyse fonctionnelle a été proposé de l�attaquer.

Dans [61], Woinowsky-Kreiger propose le model de faisceau de Kirchhoff suivant:

@2u

@t2
+
E:I
~A

@4u

@x4
�
�
H +

E

2L

Z L

0

����@u@x
���� dx� @2u

@x2
= 0; (4.3)

où I est le moment d�inertie de la section droite, ~A est l�aire de la section droite et H est la

tension en ropos.

L�équation (4.3) est un modèle de la diviation transversale u (x; t) d�une poutre extensi-

ble de longueur naturelle l dont les extrémités sont tenues une partie de distance �xée. Le

terme nonlinéaire entre crochets représente le changement dans la tension de la poutre du à sa

extensibilité.
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Parmis les premières analyses mathématiques de l�équation poutre de Kirchhoff

@2u

@t2
+
@4u

@x4
�M

 Z L

0

����@u@x (s; t)
����2 ds

!
@2u

@x2
= 0;

ont été données par Ball [6]. Après ce travail les problèmes de la poutre du type deKirchhoff

ont été étudiés en utilisant des di¤érentes méthodes par plusieurs auteurs ([12], [31] et [45]).

L�étude des problèmes aux limites à points multiples a été initialisée par Il�IN et Moissev

[34]. Gupta[33] a étudié un problème aux limites de trois points pour une équation di¤érentielle

ordinaire nonlinéaire.

L�étude de l�existence des solutions pour une classe des problèmes aux limites nonlinéaires

à points multiples ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant des di¤érentes méth-

odes, citons par exemple: la méthode des sous et sur solutions, les méthodes variationelles,

l�alternative nonlinéaire de Leray-Schauder, la théorie du degré topologique et le théorème

du point �xe dans les cônes. Pour cela nous citons les références suivantes:

( [9], [15], [17], [18], [20], [21], [28], [29], [41], [32], [62] et [63]) qui donnes quelques résultats

pour les problèmes aux limites à points multiples.

L�objectif de ce chapitre est d�étudier l�existence de trois solutions positives du problème

(4.1) en utilisant le théorème du point �xe d�Avery et Peterson. Ce travail est une général-

isation de celui de T.F.Ma [45].

4.2 Préliminaires

On considère les problèmes suivants8>>>><>>>>:
�u00 = h1 (t) ; 0 < t < 1

u (0)� a1u0 (0) =
m1P
i=1

�iu (�i) ;

u (1) = 0;

(4.4)
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8>>>><>>>>:
�u00 = h2 (t) ; 0 < t < 1

u (0)� a2u0 (0) =
m2P
i=1

�iu (�i) ;

u (1) = 0;

(4.5)

où hi : [0; 1]! R sont des fonctions continues pour tout i = 1; 2; ai � 0, pour i = 1; 2; �i � 0 et

0 < �i < 1, pour tout i = 1; :::;m1, �i � 0 et 0 < �i < 1, pour tout i = 1; :::;m2.

Dans le reste du travail on suppose les hypothèses suivantes:

(H01) 1�
m1X
i=1

�i (1� �i) > 0:

(H02) 1�
m2X
i=1

�i (1� �i) > 0:

Lemme 4.1 Supposons que la condition (H01) est satisfaite. Alors le problème aux limlites

(4.4) admet une unique solution positive , donnée par

u (t) =
1

1 + a1 �
m1P
i=1

�i (1� �i)

Z 1

0
G1 (t; s) h1(s)ds;

avec

G1 (t; s) =

m1X
i=1

�i (1� t) L1 (�i; s) +
 
1 + a1 �

m1X
i=1

�i (1� �i)
!
L1 (t; s) ;

et

L1 (t; s) =

8<:
(t+a1)(1�s)

1+a1
si 0 � t � s � 1;

(s+a1)(1�t)
1+a1

si 0 � s � t � 1:

Preuve: La preuve est similaire à celle du lemme 3.1 du chapitre3.

De même on a le résultat suivant.

Lemme 4.2 Supposons que la condition (H02) est satisfaite. Alors le problème aux limlites

(4.5) admet une unique solution positive , donnée par

u (t) =
1

1 + a2 �
m2P
i=1

�i (1� �i)

Z 1

0
G2 (t; s) h2(s)ds;

avec

G2 (t; s) =

m2X
i=1

�i (1� t) L2 (�i; s) +
 
1 + a2 �

m2X
i=1

�i (1� �i)
!
L2 (t; s) ;
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et

L2 (t; s) =

8<:
(t+a2)(1�s)

1+a2
si 0 � t � s � 1

(s+a2)(1�t)
1+a2

si 0 � s � t � 1:

Maintenant, on dé�nit l�équation

u (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (s; x)

�
�M

�Z 1

0

��u0��p dx� 'p
�
u00 (x)

�
+ q (x) f

�
x; u; u0

��
dx

�
ds;

(4.6)

avec

~G1 (t; s) =
1

1 + a1 �
m1P
i=1

�i (1� �i)
G1 (t; s) pour tout t 2 [0; 1] et s 2 [0; 1] ;

et

~G2 (t; s) =
1

1 + a2 �
m2P
i=1

�i (1� �i)
G2 (t; s) pour tout t 2 [0; 1] et s 2 [0; 1] :

Il est claire que u 2 C2 ([0; 1]) est une solution de (4.1) si et seulement si u 2 C2 ([0; 1]) est une

solution de (4.6).

4.3 Propriétés et dé�nitions

Dans cette section, on présente les dé�nitions nécéssaires de la théorie des cônes dans les espaces

de Banach, et on donne le théorème des trois points �xes de Avery et Peterson 0.2 pour des

opérateurs dé�nis dans des cônes des espaces de Banach.

Dé�nition 4.1 Soit E un espace de Banach réel. Un sous ensemble non vide P � E est un

cône si on a

(i) �u 2 P pour tout u 2 P et tout � � 0, et

Dé�nition 4 (ii) u;�u 2 P implique que u = 0:

Dé�nition 4.2 On dit qu�une application � est positive, continue et concave sur un cône P

dans un espace de Banach E si � : P ! R+ est continue et

� (tx+ (1� t) y) � t� (x) + (1� t)� (y) , pour tout x; y 2 P et t 2 [0; 1] :
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D�une façon similaire, une application � est positive, continue et concave sur un cône P dans

un espace de Banach E si � : P ! R+ est continue et

� (tx+ (1� t) y) � t� (x) + (1� t)� (y) , pour tout x; y 2 P et t 2 [0; 1] :

Soient  et � des fonctions continues connexes dé�nies dans P , � une fonction concave dans

P , et  est une fonction positive continue dans P . Alors pour les nombres a; b; c et d, on dé�nit

les ensembles convexes suivants:

P (; d) = fu 2 P=  (u) < dg ;

P (; d) = fu 2 P=  (u) � dg ;

P (; �; b; d) = fu 2 P= b � � (u) et  (u) � dg ;

P (; �; �; b; c; d) = fu 2 P= b � � (u) ,� (u) � c et  (u) � dg ;

et l�ensemble convexe fermé

R (;  ; a; d) = fu 2 P= a �  (u) et  (u) � dg :

Le théorème du point �xe suivant est due d�Avery et Peterson, qui est utile dans notre travail.

Théorème 4.1 ( Avery-Peterson )Soit P le cône réel dans un espace de banach E et

; �; �;  sont des fonctions positives dé�nies dans P . Supposons que ; � sont convexes et

� est concave. Si de plus  satisfait  (�u) � � (u) pour 0 � � � 1 et pour des nombres

positifs M et d tels que:

� (u) �  (u) et kuk �M (u) ;8u 2 P (; d)

Soit T : P (; d)! P (; d) un opérateur complètement continu et supposons qu�ils existent des

nombres positifs a; b et c avec a < b tels que:

(i) fu 2 P (; �; �; b; c; d) = � (u) > bg 6= ; et � (Tu) > b pour u 2 P (; �; �; b; c; d) ;

(ii) � (Tu) > b pour u 2 P (; �; b; d) avec � (Tu) > c;

(iii) 0 =2 R (;  ; a; d) et  (Tu) < a pour u 2 R (;  ; a; d) avec  (u) = a:

82



Alors T admet au moins trois points �xes u1; u2; u3 2 P (; d) tels que:

 (ui) � d, pour i = 1; 2; 3;

b < � (u1) ;

a <  (u2) , pour � (u2) < b;

et

 (u3) < a:

4.4 Existence de trois solutions positives du problème (4.1)

Dans ce paragraphe, on donne quelques lemmes et résultats qui sont utiles dans la preuve de

nos résulats.

Soit u une solution du problème (4.1) dé�nie par

u (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (s; x)

�
�M

�Z 1

0

��u0��p dx� 'p
�
u00 (x)

�
+ q (x) f

�
x; u; u0

��
dx

�
ds;

On pose

X =
�
u = u 2 C2 ([0; 1])

	
;

muni de la norme

kuk = max
�
max
t2[0;1]

ju(t)j ; max
t2[0;1]

��u0(t)�� ; max
t2[0;1]

��u00(t)��� :
Alors (X; k:k) est un espace de Banach.

On dé�nit l�ensemble P par

P = fu 2 X = u � 0 et u est concave dans [0; 1]g ;

alors il est claire que P est un cône positif dans X:

Soit l�opérateur T : P ! X dé�ni par

(Tu) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (s; x)

�
�M

�Z 1

0

��u0��p dx� 'p
�
u00 (x)

�
+ q (x) f

�
x; u; u0

��
dx

�
ds:
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Dans la preuve de notre travail, on utilise les lemmes suivants.

Lemme 4.3 Soit u 2 P et " 2
�
0; 12
�
, alors on a

u (t) � " max
t2[0;1]

ju(t)j , pour tout t 2 ["; 1� "] :

Preuve: Soit u 2 P et " 2
�
0; 12
�
, alors on a

u (t0) = max
t2[0;1]

ju(t)j :

On distingue deux cas.

1er cas: t0 2 [0; "] :

Puisque u est concave, alors pour tout t 2 ["; 1� "] tel que t 6= t0, on a

u (t)� u (t0)
t� t0

� u (1)� u (t0)
1� t0

Ce qui implique que,

u (t) � u (t0) +

�
u (1)� u (t0)

1� t0

�
(t� t0)

� u (t0)�
u (t0)

1� t0
(t� t0)

=

�
1� t
1� t0

�
u (t0)

> (1� t)u (t0)

� " u (t0)

= " max
t2[0;1]

ju(t)j :

Par suite, on a

8t 2 ["; 1� "] ; u (t) � " max
t2[0;1]

ju(t)j :

2ème cas: t0 2 ["; 1� "] :

a) t 2 ["; t0[ :
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Par suite, on a
u (t)� u (t0)

t� t0
� u (0)� u (t0)

�t0
:

Ce qui implique que,

u (t) � u (t0) +

�
u (t0)� u (0)

t0

�
(t� t0)

� t

t0
u (t0)

� " u (t0) :

D�où

8t 2 ["; t0[ ; u (t) � " max
t2[0;1]

ju(t)j : (4.7)

b) t 2 ]t0;1� "]

De même, on a
u (t)� u (t0)

t� t0
� u (1)� u (t0)

1� t0
:

D�où

u (t) � u (t0) +

�
u (1)� u (t0)

1� t0

�
(t� t0)

� u (t0) + u (t0)

�
t0 + "� 1
1� t0

�
� "

1� t0
u (t0)

� " u (t0) :

Donc

8t 2 ]t0;1� "] ; u (t) � " max
t2[0;1]

ju(t)j : (4.8)

Par (4.7) et (4.8), on trouve que

8t 2 ["; 1� "] ; u (t) � " max
t2[0;1]

ju(t)j :

3ème cas: t0 2 ]1� "; 1] :

Soit t 2 ["; 1� "], on a
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u (t)� u (t0)
t� t0

� u (0)� u (t0)
�t0

:

Ce qui implique que,

u (t) � u (t0) +

�
u (t0)� u (0)

t0

�
(t� t0)

� t

t0
u (t0)

� t u (t0)

� " u (t0) :

Par suite, on a

8t 2 ["; 1� "] ; u (t) � " max
t2[0;1]

ju(t)j :

Ce qui achève la preuve du lemme.

Lemme 4.4 Soit u 2 P tel que u (1) = 0, alors on a

max
t2[0;1]

ju(t)j � max
t2[0;1]

��u0(t)�� :
Preuve: Soit u 2 P tel que u (1) = 0, alors pour tout t 2 [0; 1] ; on a

u (t) = �
Z 1

t
u0 (s) ds:

Ce qui implique que,

max
t2[0;1]

ju(t)j � max
t2[0;1]

��u0(t)�� :

Lemme 4.5 Soit u 2 P tel que u (1) = 0, alors on a

max
t2[0;1]

��u0(t)�� � max
t2[0;1]

��u00(t)�� :
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Preuve: Soit u 2 P tel que u (1) = 0, alors pour tout t 2 [0; 1] ;on a

u0 (t) = u0 (1) +

Z t

1
u00 (s) ds

�
Z 1

t
u00 (s) ds:

Ce qui implique que,

max
t2[0;1]

��u0(t)�� � max
t2[0;1]

��u00(t)�� :
Dans la suite, on introduit les notations suivantes

A = max
0�t�1

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (s; x) (1 + q (x)) dx

�
ds;

B = max
0�s�1

'�1p

�Z 1

0

~G1 (s; x) (1 + q (x)) dx

�
ds;

et

C = min (C1; C2) ;

avec

C1 =

Z 1

0

~G2 ("; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (s; x) (q (x)) dx

�
ds;

et

C2 =

Z 1

0

~G2 (1� "; s) '�1p
�Z 1

0

~G1 (s; x) (q (x)) dx

�
ds:

Le résultat de notre travail est le suivant.

Théorème 4.2 On suppose que (H01),(H02) sont satisfaites et ils existent quatres nombres

positifs a; b; d et m, tels que 0 < a < b < d. On suppose de plus que les fonctions f et M
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véri�ent les conditions suivantes:

(H1) M (t) � min
�

1
Bp�1 ;

ap�1

Ap�1dp�1

�
si t 2 [0; dp] ;

(H2) f (t; u; v) < ap�1

Ap�1 si (t; u; v) 2 ["; 1� "]�
�
b; b
2"2

�
[�d; d] ;

(H3) f (t; u; v) > bp�1

Cp�1 si (t; u; v) 2 [0; 1]� [0; a] [�d; d] ;

(H4) f (t; u; v) < dp�1

Bp�1 si (t; u; v) 2 [0; 1]� [0; d] [�d; d] :

Alors le problème (4.1) admet au moins trois solutions positives u1; u2; u3 telles que

kuik � d; pour i = 1; 2; 3; b < min
"�t�1�"

u1 (t) ; a < max
0�t�1

ju2 (t)j ;

avec

min
"�t�1�"

u2 (t) < b et max
0�t�1

ju3 (t)j < a:

Preuve: On montre que l�opérateur T satisfait aux conditions du théorème 4.1 d�Avery et

Peterson ce qui a¢ rme l�existence des trois points �xes de T .

Soit u 2 P , on a

(Tu) (t) =

Z 1

0

~G2 (t; s) '
�1
p

�Z 1

0

~G1 (s; x)

�
�M

�Z 1

0

��u0��p dx� 'p
�
u00 (x)

�
+ q (x) f

�
x; u; u0

��
dx

�
ds:

Puisque u est concave, M � 0; f � 0 et q � 0, il est claire que (Tu) (t) � 0, pour tout t 2 [0; 1],

et

(Tu)00 (t) = � '�1p

�Z 1

0

~G1 (t; x)

�
�M

�Z 1

0

��u0��p dx� 'p
�
u00 (x)

�
+ q (x) f

�
x; u; u0

��
dx

�
� 0; pour tout t 2 [0; 1] :

Alors, on a TP � P: En

utilisant la même preuve lemme 3.5 du chapitre 3, on montre que T : P ! P est completement

continu.

On pose:
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 (u) = kuk ;

 (u) = � (u) = max
t2[0;1]

ju (t)j ;

� (u) = min
t2[";1�"]

ju (t)j :

Soit u 2 P (; d) , alors on a 0 � u (t) � d et ju0 (t)j � d; pour tout t 2 [0; 1] et kuk � d: Les

hypothèses (H1) et (H4) donnent

 (Tu) = max
0�t�1

(Tu)00 (t)
= max

0�t�1
� (Tu)00 (t)

= max
0�t�1

'�1p

�R 1
0
~G1 (t; x)

�
�M

�R 1
0 ju

0jp dx
�
'p (u

00 (x)) + q (x) f (x; u; u0)
��

dx

� d
B max0�t�1

'�1p

�R 1
0
~G1 (t; x) ( 1 + q (x)) dx

�
= d:

Ce qui implique que T : P (; d)! P (; d) est complètement continu.

Pour véri�er la condition (i) du théorème 4.1, on pose

u (t) =
1

"

�
b+

b

"

�
(1� t) , pour tout t 2 [0; 1]

On a

� (u (t)) = min
"� t �1�"

u (t) =

�
b+

b

"

�
> b;

 (u (t)) = max
0�t�1

��u00 (t)�� = 0 < d;

� (u (t)) = max
0�t�1

u (t) =
b

"
+

b

"2
<

b

2"2
;

alors

u (t) =
1

"

�
b+

b

"

�
(1� t) 2 P

�
; �; �;

b

2"2
; d

�
;

et

� (u (t)) > b:
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Par suite �
u 2 P

�
; �; �;

b

2"2
; d

�
: � (u) > b

�
6= ?:

Soit u 2 P
�
; �; �; b

2"2
; d
�
, alors on a

� (u) � b; � (u) � b

2"2
et (u) � d:

mais

� (Tu) = min
"�t�1�"

j(Tu) (t)j

= min
"�t�1�"

(Tu) (t)

= min
"�t�1�"

((Tu) (") ; (Tu) (1� "))

Par (H3), on trouve que

(Tu) (") =
R 1
0
~G2 ("; s)'

�1
p

�R 1
0
~G1 (s; x)

�
�M

�R 1
0 ju

0jp dx
�
'p (u

00 (x)) + q (x) f (x; u; u0)
�
dx
�
ds:

� b
C � C

= b:

Alors, on a

(Tu) (") � b: (4.9)

De même, on montre que

(Tu) (1� ") � b: (4.10)

Par (4.9) et (4.10), on a

� (Tu) � b:

Ce qui a¢ rme que la condition (i) du théorème 4.1 est satisfaite.

Maintenant, on va vérifer la condition (ii) du théorème 4.1 .

Soit u 2 P (; �; b; d) tel que � (Tu) > b
2"2
:
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Par le lemme 4.3, on a

� (Tu) � " � (Tu)

>
b

2"

> b:

Ce qui implique que la condition (ii) du théorème 4.1 est véri�ée.

Finalement on véri�e condition (iii) du théorème 4.1 est véri�e.

Pour cela, soit u 2 R (;  ; a; d). Puisque  (0) = 0 < a, il est claire que

0 =2 R (;  ; a; d) :

Soit u 2 R (;  ; a; d) ; alors par les hypothèses (H1) et (H2), on a

 (Tu) = max
0�t�1

j(Tu) (t)j

= max
0�t�1

R 1
0
~G2 (t; s) '

�1
p

�R 1
0
~G1 (s; x)

�
�M

�R 1
0 ju

0jp dx
�
'p (u

00 (x)) + q (x) f (x; u; u0)
�
dx
�
ds;

< a
A max0�t�1

R 1
0
~G2 (t; s) '

�1
p

�R 1
0
~G1 (s; x) (1 + q (x)) dx

�
ds;

= a:

Donc, la condition (iii) du théorème 4.1 est satisfaite.

Par suite, ils existent trois solutions positives u1; u2; u3 du problème (4.1) telles que

kuik � d; pour i = 1; 2; 3; b < min
"�t�1�"

u1 (t) ; a < max
0�t�1

ju2 (t)j ;

avec

min
"�t�1�"

u2 (t) < b and max
0�t�1

ju3 (t)j < a:

Ce qui achève la preuve.
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