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Abstract :

We study the following elliptic problem :

0 B-Au(x)=g(jx|u(x))+f (x) xOQ
|

Sl(x) =0 x 00Q
Were Q is the unit ballin R" (n > 2) ,and f OL? (Q) and g is a continuous, odd and sublinear

function.

By the variational method we obtain the existence of infinity non radial solution to (I).we distinguish
two cases.

A key wards : problem elliptics, minimization with contraints, the palais smale condition, mountain
pass théorem , periodic solution.

Résumé :
Nous étudions le probleme elliptique :

B-Au(x)=g(jx|u(x))+f (x) xO0Q
0

(O
fu(x)= x 00Q

Ou Q est la boule unité dans R" (n > 2) etf OL? (Q) et g est une fonction continue impaire et

sublinéaire.

Par la méthode variationnelle nous montrons I'existence et la multiplicité de solutions non radiales
pour le probléme (1). On distinguera deux cas.

Les mots clés : probleme elliptique, minimisation avec contraintes, la condition de plais smale,
théoréme du col, solution périodique.
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INTRODUCTION



| ntroduction:

Le travail que nous présentons dans ce mémoire est I’existence et multiplicité de

solutions non radiales pour un probleme elliptique.

Nous commencons tout d’abord par citer certains résultats d’existence pour le

probléme

BLu=¢(xu) xO0Q
P) O
(P) 4, =0

OU L est un opérateur eliptique, Q un ouvert de R (N >1)

Une attention particuliere est portée au probléme (P). Danslecasol L =-A
etp(xu)=g(]x|,u) et Q estlabouleunitéde R"(N = 2).

Il est fréquent de rencontrer des théoremes de multiplicité. La plus part concernent des
non linéarités, super linéaire a I’infini, dans ce cas I’existence de suite non bornée de solutions
peut étre prouvée. Les approches utilisées sont fonctionnelles des hypothéses émises sur les
non linéarités.

Nous citons atitre d’exemples :

a) H. Aduen et A. Castro dans [AC] ont considéré le probleme suivant :

+f(u)=0 x0Q
0 xdoQ

(L1)g Al l

Ai(x)

ol Q estlabouleunitéde R" (N=2)et f:R — R unefonction declasseC?,
superlinéaire.
Les auteurs ont montré gque le probleme (1.1) possede une suite non bornée de

solutions non radiales en considérant des hypothesesreliant a f et ( F I f dv)
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b) R. Molle dans [M] aétudie I’existence et la multiplicité des solutions pour le

probléme de Dirichlet :

%Au +|u|p_2u =0, uz0dansQ
(=0 sur Q

ol Q est un ouvert bornédansR™, A un opérateur elliptique du second ordre, n> 3 et

2n . . s : , :
p> 5 Il aprouvé que le nombre de solutions est |ié a certaines perturbations du domaine,

qui modifient ses propriétés topologiques. Chaque perturbation dépend d’un paramétre &

I’épaisseur de la perturbation) quand ¢ - 0.

Le nombre de solutions tend a I’infini et les solutions se concentrent pres de la
perturbation. (Des exemples montrent que les domaines perturbés peuvent méme étre

contractiles) plus précisément il a été prouveé que pour tout kN il existe ¢, >0 tel que pour
tout ¢ D]O, gk[ le probleme a au moins k paires de solutions. La méthode utilisée est

completement variationnelle, elle donne aussi des informations sur |es propriétés qualitatives
des solutions. En particulier, ces solutions (qui peuvent changer de signe) ne peuvent pas
avoir plus que k régions nodales, au moins deux solutions (qui minimisent lafonctionnelle
d’énergie) a signe constant.

Des résultats de multiplicité peuvent étre obtenus, dans le cas de non linéarités a

croissance sublinéaire en 0.

Ce type de non linéarité n’a pas éteé largement étudié dans le passé nous ne disposons
dans lalittérature que de peu de travaux sur ce sujet. Nous citons quelques exemples.

Dans le cas d’équation différentielle ordinaire, G.J Bulter [B] et B.L.Shekhter [Sh] et
M.A.Krasnosel’skii, A.l. Perov, A.l. Povolotskii [K.P] et Z. Nehari [N] et lestravaux de W.C.
Van Groesen [V2].

Dans ces travaux une hypothése sur le comportement de g au voisinage de o est

toujours gjoutée au fait qu’elle a une croissance sublinéaire en 0.

Dans des travaux plus récents, Van Groesen s’est intéressé au probléme (P ) omettant
le comportementde g au voisinage de o, dans le cas ou N=1 avec g présentant une symétrie

en 0. F.A Lessio et W.Dambrosio ont généralisé cerésultat aucasou N = 2.

La particularité des problémes ou g est impaire, est leur symétrie par rotation.
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u, =u(r,é,...,6,_) estsolution de (P)
Op Ru =u(r,6,....0,,+¢) estauss solution de (P)
U, et u, sont distinctes géométriquement i R u, # U,

Notre travail est consacré a I’étude des solutions non radiales pour le probleme (P)
avec perturbation c'est-a-dire :

(P,)Q-Au(x) =g(|x,u(x))+f (x) x0Q
Eu(x) =0 x00Q
L’Hypothese d’imparité n’est plus vérifiée.

Ce mémoire se présente comme sulit :

Dans le premier chapitre : on rappelle les principaux résultats de I’analyse
fonctionnelle utilisés dans la suite du travail.

Dans le deuxieme chapitre : nous présentons les démonstrations détaillées d’un
résultat de Rabinowitz pour un probleme perturbé. La preuve de ces résultats se base sur une

approche variationnelle avec application du lemme du col (mountain pass theorem).

Dans le troisiéme chapitre : on montre I’existence de solutions non radiales pour le
probléme €elliptique perturbé par une méthode variationnelle.



Chapitrel
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons certains outils de I’analyse fonctionnelle et des

résultats connus, nécessaires a la suite de notre travail.

Nous commencons tout d’abord par introduire les espaces sur lesquels nous travaillons
et certaines de leurs propriétés et nous terminons par des résultats d’existence de solutions
pour des problémes de Dirichlet associés au Laplacien.

Pour plus de détails nous référons le lecteur a[Br], [Sty], ou [K].

|.1. Espaces utilisés

Dans toute la suite Q désigne un ouvert de R".
Espaces L°(Q)
Définition 1
Soit pO[1,+od .
1. Espace de Lebesgue L"(Q) est défini par :

Lp(Q):Ef QL1 mewrableetﬂf|pdx<ooE
O d C

1

. O,., ., [P
L” est muni delanorme | f ||LP(Q) = g| f|” dxj . Cette norme le rend complet.
0

On pose

L* (Q):{f :Q - R, mesurableil existe une constante C telleque [f (x )|<C p.p surQ}

on note ||f

) :inf{C,‘f (x)|<C ppsur Q}
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Inégalité de Young

Soit 1< p<oo, ondésigne par q I’exposant conjugué de p c'est-a-dire: l+1=1

P q
ab siap +£qua2 0,0b=0
p q
Inégalité de Holder
Soient f OL° et g% avec 1< p<o et qconjuguédep alors:
fIYOL et [|f fy|dx<|f], g
o)
|.2 Espace de Sobolev
L’espace de Sobolev WP est défini par
W (Q)= @1 DL”(Q)/STUiDLp(Q), pour | D{l...N}E
ou les dérivées sont au sens des distributions.
N
. 0
W-P(Q) muni delanorme: |u o) =||u||Lp(Q) + ; i o , est un espace de Banach.

L"espace W"*(Q) est un espace de Hilbert, il est noté H*(Q).

L espace W° (Q) est lafermeture de C;(Q) dans W*P(Q). Il est muni de la norme induite

par WP (Q) qui est équivalente & lanorme|Cu| | gréce a I'inégalité de Poincaré.

Remarque:
Soit 1< p< = , I’espace de Sobolev W,*P est I’espace des fonctions
T -périodigues [ L ayant une dérivée faible u'OL° ([0, T],R).
p

N I
oo :g|u(t)|pdt ) an .

WP muni de lanorme |u
U
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Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Soient 1<r <oo et 1< < p<o .Alorsil existe une constante C telle que

oy <0 nuow* (@)

a 1-a

L'(Q) ||u|||ﬁ(cz)

ol 1l<as<oco est défini par: a(i—}+1) :l—l
qr qa p

Inégalité de Poincar é

On suppose que Q est un ouvert borné aors, il existe une constante C
(dépendant de Q et p) telle que:

|ull o) < ClPUl sy BuDW(Q)

ouls p<oo

Théoreme 1

Soit 1< p<» ona:

1
o
sp=N dors WP (Q) O L%(Q) OgO[ p, +oo]
sp>N aors W*?(Q) O L"(Q)

s1<p<N dors W (Q)OL" (Q) ou

_1.1
p N

avec injections continues.

Lemme 1 (lemme de Fatou)

Soit (f,) une suite de fonctions de L* telle que
1. Pour chaque n, f,(x)=0ppsurQ

2. sup?[fnzop.psurQ
Pour chague x0Q onpose: f(x)=liminf f (x) aors:

fOL(Q) et?[f(x)dxsliminf . (x)dx

n-oo



Chapitre | Préliminaires

|.2. Quelques définitions

Soient E un espace de Banach muni delanorme | |et (u,) une suite dansE.

1. Convergenceforte

On dit quelasuite (u,)  converge fortement versudansE si |u, —uf_ - O lorsque

n- o,

2. Convergencefaible

(u,), estdite convergente faiblement versu si<u,,v>-<u,v> OvOE' dua deet
elle est notée par u,— u

Théoréme 2 (Eberlein-Smulian)

Un espace de Banach E et réflexif si et si seulement si de toute suite bornée (x,) de
E, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans E.

Définition 3

On dit que E est faiblement fermé si pour toute suite (U,) JE telleque: u,  —u~
adorsuDE

Définition 4

Une fonction ¢: E — |00, +oq] est dite semi-continue inférieurement et on lanote

(sci). Si x—=xaors liminf o(x,)zp(X)

Définition 5 : Une fonctionnelle Ide E dans E est dite coécrivesi lim 1 (u) = +eo

Ju - +ee
ulE

Proposition 1

il existec>0ta: si u WP dlors: [uf, <cfu

s oulu, = )

Proposition 2

Une suite (u, ), converge faiblement versu dans W,*?,

alors (u, ), converge uniformement versu sur [0, T]
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Théoréme3
Soit M O E convexe. Alors M est faiblement fermé pour o (E,E') si et seulement si

il est fortement ferme.
Théoreme4
Soit (f,) unesuitedelL® et fOLP, telsque | f,—f|, - O lorsque u - e
Alorsil existe une sous suite extraite ( fo )k telle que
af, (¥ - f(x) ppsurQ

b)| f. |<h(x) Ok etp.psur Q avechOL".

fo

|.3. Approchevariationnelle
Nous référons le lecteur a[Sty] et [R].
Solution faible

u est dite solution faible de I’équation Au=f s
-J:AU(/)(x)dx :z[f (x)p(x)dx OpOC? (Q)

Points critiques
1. Soit | une fonctionnelle de classe C" définie sur E avaleur dans R . On dit que u 0 E est
un point critiquedel si 1'(u) =0
2. Lavadeur cest ditevaleur critiquede | s’il existe un point critiqgue ude | dansE tel que
I(u)=c.
Conditions de Palais-Smale
Soit I OCY(E;L ). On dit que | vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c)

qu’on note (PS)_, si detoute suite (U,) deE vérifiant: | (u,) - ¢ dans 1/ ,et I'(u,) - 0

n—- oo

dans E' on peut extraire une sous suite qui converge fortement dans E.
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Conditions de Palais-Smale locale au niveau ¢

lorsque | vérifie (PS), OcOR on dit quel vérifie lacondition de

Palais-Smale globale (PS).
Théoreme 5 (Théoréme du col)
Soit | OCH(E;L1) vérifiant (PS)_. On suppose que | (0)=0.

,) Il existe deux constantes « > 0 €t p >0 tellesque | |,, > ol B, estlaboule

centréeen O et derayon p .
l,) Il existe eDE\0B, telleque | (€)<0

Alors: | posséde une valeur critiqgue c= a deplus: c=inf max | (u) ou
o0r uoc([0.1])

r={g0c([04.€).9(0)=0.9(1)=¢
L emme de déformation
soit | OC'(E;L1) vérifiant (PS),, considérant K, :={u0E/I (u)=cetl’(u)=0}

compact, A ={uDE/I(u)<s} s cOu,Z>0e @ unvoisinagede K, aors:
(k0(0,2) et nOC([0,1]xE, E) vérifiant :
17(0,u) =u pour tout u0 E
n(t,u)=u pour tout t0[0,1] et | (u)C[c-z,c+Z]
17(t,u) est un homéomorphisme dans E pour tout t 0[0,1]
n(t,u)—u<1 pour tout tO[0,]] et uO E
| (77(t,u)) <1 (u) pour tout tO[01] et u D E
(LA N\ OA.,

S K. =0,7(1A.,)0A,.

10
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Théoreme 6 [R]

Soit E un espace de Banach et | CIC'(E;L/ ) paire, vérifiant la condition de Palais-
Smale. On suppose que | (0):0 et que E=V O X ouV est un sous espace de dimension
finieet que:

;) Il existe deux constantes « > 0 et p >0 tellesque I, , 2@
1) Pour tout sous-espace E O E, il existe R=R(¥) tel que | <0 sur E\BR(E)

Alors | possede une suite non bornée de valeurs critiques.

Théoréme 7 [Sty] (minimisation directe)

Supposons E un espace réflexif et soit M [0 E un sous ensembl e faiblement fermé
dans E. Supposons | :Hg(Q) — 11 Of+eo}, coércive et faiblement semi continue
inférieurement sur M, alors | est borné inférieurement dans M et attient son minimum dans M.

Définition 6 (une suite minimisante)

Soit E un espace hormé. Une suite minimisante pour une fonctionnelle | : E - R est
une suite (w, ), telleque I (w, ) — inf I quand k — oo

Remarquel:

L’existence d’une suite minimisante est assurée en particulier quand | est coercive.

Principe de minimisation d’Ekeland :

En général, il n’est pas clair qu’une fonctionnelle | semi continue inférieurement et

bornée, atteint son minimum (exemple f (x) =arctgx défini sur R).

Le principe d’Ekeland permet de construire une suite minimisante pour de telles

fonctionnelles. Les éléments de cette suite minimisent une fonctionnelle | (pour une suite de

fonctionnelle | | convergeant localement et uniformément versl).

11
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Théoreme 8

Soit E un espace métrique (sa métrique d)

| :E — 1 Of+od}

Est semi-continu inférieurement, bornée inférieurement. Alors e >0,6 >0 [LUulE
avec | (u)sirEIfI +é.

[l existe un v[OE minimum strict de lafonctionnelle

Is(u)EI(u)+§d(V,u),

Deplusona:

I (v)<1(u) d(uv)<e

Corollaire 1:
Soit E un espace de Banach, | OC*(E), | est bornéinférieurement. Alorsil existe une

suite minimisante (uy) pour | dans E telle que::

[(u,) - iréf | etl'(u,)00 [ 0dansE’

Remarque

Nous travaillons dans I’espace W**(Q) = H*(Q), qu’est un Hilbert, lamétrique d

considére est d (u,v ) :IQ|Du ~0v|dx .

12
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Théoreme 9[St]

Soit E unespacedeBanach,si | :E - LI est dérivable au sens de Géteaux, semi
continue inférieurement et bornée inférieurement. Alors le principe variationnel d’Ekeland

assure I’existence d’une suite minimisante (u, ), telleque, I'(u,) - Oquandn — oo
Proposition 3
Soit QOR" et f vérifieleshypotheses:
h)f(x.&)0C(Qxu;0)
h,) Il existe des constantes a, et a, positivestelles que:
2n

[f(x6)<a+a|ef avec 0ss<2 -let 2=, DEOR

Et I (u) :£%|Du|2 ~F(x,u)dx aors | DCl(Wol'z(Q),R) et

1'(u) @ =J’(Du Me- f (x,u)gp)dx pour tout ¢ OE =W;**(Q) de plus
Q

J(u) =J:F(x,u)dx est faiblement continue et J'(u) est compacte.

13
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Résultats de Rabinowitz avec symétrie

I1.1. Quelquesrésultats connus:
[1.1.1. Probléme avec symétrie:
Considérons le probléme semi linéaire suivant :

%—Au(x) =f (x,u(x)) x0Q
(U (x)=0 x00Q

(P)

Ou Q est un ouvert bornédans | ", (N2 2) et f (x,u) est unefonction définie sur

QL vérifiant les hypothése suivantes :
h)f(x.&)0C(Qxu;0)

h,) Il existe des constantes a, et a, positivestelles que :

|f(x.¢&)|<a +a,|é avec 0ss<2'-1let 25:%, O&0R

h,) Il existe 12>2 et r 20 tellesquepour [&]=1 0<uF (x,&)<éf (x,&)

h,) f (x, s) est une fonction impaire par rapport as.

Résultat 1:
Si f vérifieles hypotheses (h,),(h,),(h;) et (h,), alorsle probléme (P) posséde une
suite non bornée de solutions faibles.

La preuve de ce théoréme se base sur I’approche variationnelle avec application du
théoreme du col.

14
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11.1.2. Probléme perturbé:
Considérons | e probleme perturbé suivant :

%—Au(x) =f (x,u(x))+k(x) x0Q
(U (x) =0 x0Q

(P)
k une fonction donnée dans L (Q) différente de zéro.

En général I’hypotheése (h,) n’est pas vérifiée pour lafonction f +k . Lafonctionnelle

d’énergie associée a (P') étant définie par :
I (u) :I%Euf -F (x,u)—k(x)ﬁu(x)gdx avec F(x,u) :I: f (x,v)av (1)

p(u)EIF(x,u(x))dx, p est faiblement continue et p'(u) est compacte.
Q

(cf. (prop. 3)).
| n’est pas paire, mais on a le résultat suivant :
Résultat 2: [R]

Pour f vérifiant les hypothéses (h,),(h,).(h,), (h,) et kO L?(Q) le probléme (P')

possede une suite non bornée de solutionsfaibles s :

n+2)-(n-2)s
ﬁ::( n)(s(—l) ) >,uli1

avec: s<2'-1et u>2 2)

ol u définiepar (h,) et spar (h,)
Commentaire:

Rabinowitz se base sur une estimation de I’écart de symétriede | c'est-a

dire:‘l (u)-1 (—u)‘.
Dans |la démonstration, Rabinowitz a utilisé I’estimation suivante :
1 C
19 (u) -3 (~u)|< ﬂlaJ (u)} +1c &)

ou J est lafonctionnelle d’énergie associée au probleme modifié et 3 une constante

dépendante de |k

(0)" La fonctionnelle d’énergie | ne satisfait pas (3).

15
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J possede une suite de valeurs critiques qui sont aussi les valeurs critiques del.
Remarquel:

Une version moins générale de ce résultat est obtenue par Bahri et Berestyki [BB] et
par Struve [Sty]. Les démonstrations sont différentes de celle présentée par Rabinowitz qui est
une application du théoréme du col dans la cas de fonctionnelle symétrique. La démonstration

du résultat (2) sefait en deux étapes.
Preuvedu résultat 2 :
Etapel :

Estimation a priori pour lespointscritiquesdel :

De(hs): Ou>2etr >O0tellesque :0|&|21,0< uF (x,&) < &f (x,¢)

Et pour tout &1 1l existe deux constantes a, >0 et a, >0 tellesque:

F(x¢&)2a¢l" -4, 4)
En effet
de (h,) ona:
f(X,f) ﬁ
£ (x8)2 uF(x,)>00 F(xd)> e
SéxrQ : f(X’S)ds> “H 4
- .[r F(xs) s
F(x¢) £
O In F(x,r) 2yln—|
O In F(X’é) >In éﬂ
F(xr) r
O In‘F(x,g)‘zlngy+In‘F(x,r)‘
F (X,
0 |F(x¢)[2 (r)ffg)gﬂ
-r f(X,S) ds

16
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L Gl GOl
oI
0 F(x&)2 F(:;,_r) (=)

Olglzr O F(x,é)zming':(:;_r),F(rff)aﬂy
0

Alors F(x,&)zag|el" D&l|E]=r

Festcontinueet D&/|f|<r, |F(x.¢)<a,

Alors  F(x&)z-a,+ag € OO0

F(x.¢)=-a, +aél"

D’aprés (h,) et (4) onadonc O¢OR [h, >0 tel que

%(gf (x.&)+a,)2F(x&)+a, 2 al" ®)

Proposition 1
Sous les hypotheéses du résultat 2 il existe une constante A qui dépend de ||K|| . o telle

gue s u est un point critiquedel. Alors:

1

t[(F(x,u)+a4)dxs A(‘I (u)‘2+1)2 (6)

Preuve dela propositionl

Supposons que u est un point critique deI. Alors 1'(u) =0
, . 1.,
On peut écrire | (u) =1 (u)—EI (u)u

or 1'(u)u :?[(|Du|2 - £ (x,u)u(x) ~u(x)k(x)) dx

D’ou

| (u):ﬁ[%Euf—F(x,u)—k(x)u(x)—%|Du|2+%uf (x,u)+%k(x)u(x)§dx

17
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| (u)=£%|DU|Z—F(x,u)—k(x)u(x)—%|Du|2+%uf (x,u)+%k(x)u(x)§dx

D’apres (5) ona:

[ (u)z [uf (x,u)dx—% (uf (xu) +a,) k=2 K], i, @)

(1 10 1
T~ (U (xu)+as)ax=Z K], Jul.. -2

—
c
~
v

I (u)2a7z[(F(x,u)+a4)dx—a8||u ) "%
On pose : ;/:?[(F(x,u)+a4)dx

| (u)za,7 -au

(o) ~ %

D’aprés (5) ||&

1
7
(Q) = g}/

1 1
l(u)zay-a,—7" -5
ay

D’aprés I’inégalité de Youngona:

18
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telle que ¢ = max (aZ,1)

1
2

Alors i(F (x,u)+a,)dx< A(I (u)’ +1)

ou: A——
7

Etape2 : (modification du probléme)

Pour introduire le probleme modifié on a besoin de certaines fonctions auxiliaires :

. ol Br(£)=1 pour £<1
Soit 0C” (1) telle que 57((5)=0 oour £ 2

Et 2'(£)0(-2,0) pour £0(1,2)

1

Posons: Q(u):= 2A(I (u)2 +1)E avec A obtenue dans |a proposition précédente.

w(u)= ;([Q 1?[( xu)+a)dx§

D’apres la proposition précédente : si u est un point critique del on a:

s Of(F (x,u)+a,)dx
Q(u) = 2A( )2 i( deD% .

n 2A(1 (u)* +1]

I:II:II_I_AI:I
N
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T

H
L]

|

2A +1

l_|l_|l_|l_|l_|

Lavariablede y est dans é)%é et par suite y (u) =1
Considérons J la nouvelle fonctionnelle d’énergie définie par :
_ 2 O
J(u)—£§|Du| —F(x,u)—k(x)u(x)l//(u)gdx (8)

Proposition 2 sous les hypothéses du résultat 2 on a
1. JOCYEU)

2. 1l existe une constante S, qui dépend de

3(u)=3(-u)| <8 ﬂJ (u)‘% +1E pour tout u]E 9)

3. ll existe M, >0 tellequesi J(u)=M, et J'(u)=0 aors: J(u)=1(u) et 1'(u)=0
4. Il existe M; =M, telle que pour tout c>M, J satisfait (PS) locale en c.

Preuve dela proposition 2

Les hypothéses sur f impliquent | OC*(E;.1 )= JEC"(E;l ) car y estC”

S ulJsupp w ona:

L[k dx

En effet :

1

< alal (u)[~ +1E (10)

D’apres I’inégalité de Holder

L[k(x)u(x)d <

Pour 4 >2 ona:

o0

(1D)
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1
.k
Avec “ax

O

u

5::
1 1
U ¥ ] Ck
D’aprés (5) “dxg <of(F(x, d
aprés (5) g|u| XE %[( (xu)+a,) xg

0 v
<a,(f(F (xu)+a,)d 12
a%[( (x,u) a)xg (12)

J’k(x)u(x)dx

Q
ulJsuppy et d’apres (6) on a:

1

2[F (xu)+a,dx < A(I (u)’ +1)E (13)

Se basant sur le fait que lafonction ¢(x) = :i;l définie sur[0, +oof vérifie
¢(0)=1 limp(x) =1, ¢ continue aors supp(x) <c, en prenant x= 1 (u) , on obtient

A1 () +1) < a, (1 (u)+1) (14)

J’(F(x,u)+a4)dxs A(I (u)2+1)§Sa4(l (u)+1) (15)

D’apres (15), (13) et (9)

3 (u) =3 (~u)| < |w (u) +y(-u J’kudx d’aprés (hs)

1

u) J}’kudx < oy (u) ﬁl (u)[~ +1E

D’aprés (10) : y (

Onall (u) +

i(l//(U) —1) kudx

< 1|Du|2dx
22

+J:F(x,u)dx—y/(u)k(x)u(x)dx

(u)=]3(u) (16)

lk
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O L 711 C
w (u)| [k (x)u(x)dx Sasw(u)aa (W) +|fk(x)u(x)od +1-
Q Q E
() [K(u() o< aa (u)] +1E 17

Pour établir (3) il suffit de prouver quesi M, est assez grand et u est un point critique

de J avec J(u)=M, aors:

Q‘l(u)J’(F(x,u)+a4)dx<1 (18)

ol
Ladéfinition de y implique alors que y (v) =1 pour tout v proche de u alors:
w'(u)=0etdonc: J(u)=1(u), I'(u)=1"(u) et (3) est vérifice
En effet : par ladéfinitionde J ona:
J'(u)u :z[%]uf —uf (x,u)—(z//(u)+z//'(u)u(x))k(x)u(x)%ﬂx (19)
ou

2

v (u)u=7(0(0))Q(u) Eg(u) [uf (xu)dx-(22)" 0(u) (u)l’(u)u% (20)

et 6(u) :Q‘l(u)!z'(F (x,u)+a,)dx

En portant (20) dans (19) on obtient :

J(u)u=(1+T, (u))£|Du|2 dx—(1+T, (u))z[uf (xu)ax—(y (u)+T, (u))Ik(x) u(x)dx (21)

Q

()= (00028}l (0o @
et T,(u)= Z'(@(u))Q‘l(u)Ik(x)u(x) dx +T, (x) (23)

22



Chapitre | Résultats de Rabinowitz avec Symétrie

Considérons :

1 (24)

J — I

Remar que

S y(u)=1eT,(u)=0=T,(u), (24) seréduit au terme de gauche de (7) c'est-a-dire
I (u)—%l "(u)u . Alors on obtient (18).

Puisque O<y (u)<lets T,(u) et T,(u) sont suffisamment petits, le calcul fait dans
(7) donne (6) ou on remplace A par une constante supérieur a A mais plus petite que 1 alors
(18) et vérifice.

Donc il suffit de montrer que T, (u),T,(u) - 0gdM, - o

Si uOsupp v, T, (u) =0=T,(u) donc on suppose que usupp y par (22) et (10)

()= 4 ) 25 ()] @

On a besoin d’une estimation relative & | (u) et J(u) pour usupp y

Par (8): I (u)=J(u)-

[k(4u(x)

Q

D’apres (10)on a:
1 M
| (u)+ |1 (u)}x 2 3 (u) -, 270 (26)

1
Pour M, assez largesi | (u) <0 (26) implique e |1 (u)[~ 2%+‘I (u)]

T .11
D’apres I’inégalité de Young : ou —+—=1
VY o H

Ona: gl (u)‘S%Gf +%" (u)
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0 ol (u)\i <o +—‘I (v
y H

(27)

(27) nest pas vérifiée si M, est suffisamment grand M, = 2a,”y ™ or ce cas est

impossible.

1
Par conséquent | (u) >0 aors (26) implique | (u) = MT tel que o, I (u)|« 2 Mo M, , Mg

oM™, Of
donc | (u)= 32 cest-adire | (u) - o quand M, — .
( ) |:|46le:| ( ) 0

Puisque (25) est vérifiéeaors: T, (u) - 0 quand M, —
Pour veérifier (4) on suivraun raisonnement anal ogue.

Il suffit de montrer que: M, >M, tq: s (u,) 0 E,M,;<J(u,)<C et J'(u,) - O

alors: (u,,) est bornée par M, assez grand et pour un certain p >0

ol +C 2 3(u,) o3 (u,)u,

I+ €2 5= p (14T, ()l (14T (1)) (50 [ F (0, )
+%’(V’(Um))+T1(Um)‘W(Um)E?[kude (28)

pour M, assez grand et T, T, petits, on peut choisir pD(u‘,y‘) et £ >0 telsque

;>p+g>p—g>; (29)
2(1+T2 (Um)) /“(1+T2 (Um))
Alors par : (28) (29) et (hs)
& 2 & Y2 2
Pllunll+ € 2 Zunll”+ 5 185 Uy = 2 = taUn (30)

En utilisant les inégalités de Y oung et Holder (30) implique (u,) bornée
(cf. th2 (chap. 1)).
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Pour montrer la condition (PS) c'est-a-dire montrer que pour (x,) DE si I(x,) est
bornéeet 1'(x,) - 0 quand n — o aors (x,) est précompacte et pour ce, il suffit de
montrer (x,) est bornée.

Soit I’application de dualité

D:E - E, ugelE, <(Du),(p>:IDuD]](pdx

D

D™ est continue, pour montrer (PS) il suffit de montrer que p' admet une sous suite

convergente. Vu que
v, =D7J'(u,)+D™p'(u,) - D™p'(u,)
(cf prop3Chap ) On a

(u,) bornéedansEE_ _ : :
m 00 p'(u,) admet une sous suite convergente ce qui entraine
p' compacte g
gue (PS) est veérifiée.
D™J'(u,)= (1+Tl (uy)u, —p(um))
1
‘Tl (um)‘ < > (pour M, grand).

Soit E, =span{v1,...,vj} avec les v; sont des fonctions propres, E"” est le complément

orthogonal de E; dansE.

Leterme y dans J ne change pasla vérification (1;) (cf. th 5, chap. 1). pour J.
D’aprés (5) on a:
F(xu)+a,=au O I(F(x,u)+a4)dx2la5|u|”dx
Q

O J;F (x,u)dx= a5£|u|” dx-a,|Q|, pourtoutudE
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Pour tout uJE\{0}, et notons |Q| lamesurede Q ona

tz 2 )7
J(tu) < —[|0ul dx—-t“a fjul dx+a,|Q|— [ktuy (u
(1)< [0 ax = i e, - [l (u)

L2

tZ
< E.DDUF dx—t“a5£|u|” dx +a,|Q|-at|u

Puisque 4 >2 alors J(tu) <0 quand t — oo

Deplusil existe R, >0 tel que:

3(u) =£%|mu|2 “F (x,u)-k(x)u(x)w(u)ﬁjx
J(u)<0 s ubdE \Bg
Posons: D, =B, n E,

Et: G, ={h0C(D;,E)\ hestimpaireet : h=Id dans 9B, n E; }

Définissons :
b, = ihggi rurég?(\] (h(u)) jON (31)

Ces valeurs sont en général des valeurs critiques de I. Nous les utilisons dans la suite

pour montrer que J aune suite non bornée de valeurs critiques.
La proposition suivante nous donne une minimisation de l.
Proposition 3
Il existe une constante £, >0 et kK OU telle gue pour toutk = K
b, = B,k” avec B citéedanslerésultat 2 (32
Preuve

Soit hOG, et p<R il existe wOh(D,)n 9B, n E,

Telleque:
max J (h(u))=J(w) 2 inf_ 3 (u) (33)
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Déterminons une borne inférieure du terme de droite de (33)

Ona:

u) =l%|ﬂu|2 -F (x,u)gdx

Daprés (hy) ona: f(x,u)<a, +a,|éf tg s<2 —1donc: F(xu)<a,+ s?l|§

s+l

En remplacant F (x,&) dans | on obtient :

s+l

dx—a,

u) 2£%|Du|2 gdx— a5f|§

D’aprés I’inégalité de Gagliardo-Nirenberg on a:
a 1-a

O , [0 02 _ 2
<o f|0u] dxg fu?(x)dxg et fu?(x)dx< A7 [|Oul” dx
L+ D[' | 0 E‘l 0 z[ & t[' |

ul

a(5+1) 1-a

. ? (et (s1)
Ponc: [, s o g A4 (o) o

s+l -(1-a)(s+2)/2 _s+1
L(s+1) Sah p

Ju

>,0 BE 7/1;«&a o2 Sﬂﬁ_as

D’aprés (16) ona: |1 (u)|<J(u)+

J'k(x)u(x)dx

Q

Alors J(u) 2|1 (u)[-

Ik(x)u(x)dx

Q
D’apres I’inégalité de Holder on a :

(1-a s+1/2 s—l

>P B‘ a/1|<+1 H_as a'a”u”Lz
Tel que: |ul=p
Alors J(u EE —a 2, L2 o Er a,
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Pour choisir: p = p, qui satisfait o5 :Cste;tk-(l-a)(sﬂ)/z
Choisissons p, = p(k ) telles queles coefficients de p? =% de plus

)23 07 -3, (34)

2

Pour tout ulloB, n E., car 1> aﬁkE pour tout k assez grand (cf. [C.H])

Pour avoir des valeurs critiques de J a partir de la suite (bK) un autre ensemble de

valeurs minimisantes doit étre défini :

U, ={u=tv, . +w\tO[OR,,]w OB, nE, Ju|sR,..} et

A :{H 0C(U,,E),H\D,OF, etH =1d pour uQ, = (9B, n E.,)0((By, \By ) Ek)}
Posons : ¢, = inf max J (H (u))

HOA ullU,

En comparant la définition de G, avec (25) on montre quec, =, .

Proposition 4

Supposons les nombres ¢, b, véifient: ¢ >b =M,

On défini : A (5)={HOA\JI(H (u))<b, +5 pourudD,} pour 50(0,c, ~h,) et
¢ (6)= HiDQkf(ﬁ) Tu?i(‘] (H (u)) (35)

aors ¢ (5) est unevaleur critique de J.

Preuve
La définition de A (5) implique que cet ensemble n’est pas vide puisque A (5)O A,

¢ () 0c,
Supposons que ¢, (5) n’est pas une valeur critique de J.
Posons E:%(ck ~h, &) dors: #>0 choisissonsH tel que: H O A (6)

max J (H (u)) s ¢ () +¢ (36)
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Considérons 7, (L H ([)]) il est clair que cette fonction appartiennea C (U, , E) deplus

s udQ,, H (u)=u puisque H OA, etdeplus J(H (u)) <0 d’apres la définition de R, et

Rea-
Puisqu’on peut supposer b, =M, >0 et ck(5)2ck > b, lechoix de & implique
7(LH (u))=u sur Q et puisque H O A (5)si udD, alorsona:
J(H(u))sh +e<c -g<c(5)-7

D’aprés le choix de # et (lemme de déformation) ona: 7 (1 H (J) 0 A (5)

maxJ (1 (LH (u))) <6 () -¢

Ul
Contrairement a (35)

Proposition 5:

Si ¢, =h, pourtout k=K' il existe une constante u>0 et k >k telle que:

b :
b, <w“™ pour tout k =k

En comparant (38) et (32) et (2) on a contradiction.
Preuve:

Soit £ >0 et k=K choisissons H O A tel que

max J (H (u))<b +¢

Yar¥
puisque D,,, =U, O(-U,)
H peut étre prolongé par continuité dans B,,, tellequ’ elle soit unique de plus
d’apres (2)
b < max I (H (u)) =G (H (w))

Pour un certain wll-U, st wlOU, d’aprés (39) et (40)

J(H(w))<h +e

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)
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Supposons que WI-U, . Puisque b, — o s k — o et d’aprés (32), (40) et (9) dors

J(-H (w))>0 s kassez grand, k=K par (9) et I'imparité de H et (39) ona:
3(H (W) =3 (-H (-w)) S 3 (H (-w)) + B 3 (H (-w)- +1E (42)
sbk+g+81§(bk+g)i+1E

En combinant (40) et (41) ontrouve: b, <b +&+B, ﬁbk +&)u +1E

1

1 B
b., <b +B +1E pour tout k =k (43)
Il reste a montrer que (43) implique (38), c’est I’inégalité donnée dans la prop.4.
Chap.1l.

Supposons que (38) est vérifiée pour tout k [ HE j Hm LI .On affirme qu’elle est

b,
vérifiée pour | +1 sans perte de généralité, on peut supposer j = 2k et W= max—K1 ¢t

u

osl<k
(k + I ),u+l

Par (43) on a:

A

2 C
b C
b]+l—b +ﬂ1 # 1% +1E (44)

I/\
M—
‘Q\H
“t‘._‘
I:D]:II:I

1 L H

j L 1 A
Y1 [ ks 2 1w (45)
En comparant (44) et (45) on obtient (38) pour j +1. Il suffit que w vérifie:
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. b sw(1-26)(j+1)

i. B<w
1

i.  pw L <ws (46)
u-1

Pour un certain 5 0(0,1) puisque j > 2Kk, (46) est vérifiée.

U

1<(1-25)2-* (47)

Qui est toujours satisfaite pour 6 prochedeO avec 6 ainsi choisi (47) et (iii) est

vérifiée s w est assez grand.

Alorson a: (38) pour tout k > K etla preuve est achevee.
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Chapitrelll

Résultats principaux

Dans ce chapitre nous nous proposons d’établir I’existence d’une suite de solutions

faibles non radiales pour le probleme (1).

B-au(x) = g(]x,u(x))+ (x) xOQ

0 SJ(X) 0 x00Q

ol Q estlabouleunitéde " (N=2), f OL*(Q) et g vérifieles hypothéses

suivantes :

H;) g OC° ([O,l]x[—go,go])pouraD(O,l)et £>0
et g(jx|.u(x))=-g(x|.~u(x)) pourx 0Q, et ud[ &, &)

g(r,u)

Hz) lim = +oo uniformément par rapport a r C[0,1].

Nous commencons par introduire la définition de solution non radiale
Définition 1 [R]
Soit le probleme de Sturm.Liouville de valeurs propres :

BFAV(X) = 1 a(x) V() x0Q
iv(x)=0 x0Q

Ou a est une fonction continueen x[0Q .

Ce probleme possede une suite des valeurs propres () telles que
O<uy <p,Spg<...<p <. et y; »oquand j — o

Pour a(x) =1, on obtient les valeurs propres de —A.

Une valeur propre est dite radiale respectivement non radiale si safonction propre

associ ée est radial e respectivement non radiale.

32



Chapitrelll Résultats principaux

Danslecasou N =2 lesvaleurs propres radiales sont simples et les fonctions propres

sont explicitement donnée par : 1 = j2., w2 (r) = J, (o) pour sON.

Et les vaeurs propres non radiales sont simples quand les fonctions propres sont
supposées appartenir a E, :{u OHg(Q)/u(r,0) impaire et 27 périodique} .

Pour KON, zf = j2., wk(r.0) =3, (i.r)snkoOE,, pour sSON o J, kON sont
des fonctions de Bessel de premiére especeet j,  estle s zéro positif de N

Définition 2

On conviendra d’appeler solution non radiale de (1) toute solution de (1) qui ne dépend

pas seulement der, maisde 6 aussi.

Remarque 1l

Nous nous intéressons aux solutions non radiales, il convient d’utiliser la

paramétrisation standard de Q en coordonnées polaires (r,8)(i =1..N-1)
Q ={(r,¢91,...,9N_l)\r D[O,l],é’i D[017[],i =1...,N _Z,HN_lD[—ﬂ',ﬂ']}

Considérons la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (1)

go(u)=£%|ﬂu|2 -G (x,u) -t (x)m(x)gix

Pour déterminer les solutions non radiales pour e probléme (1) nous adapterons une
approche variationnelle, minimisation de fonctionnelle avec contraintes, nous chercherons les

solutions dans les ensembles :

E,: @uDHé(Q)/u(r,@l,...,HN_z,.) impaire et 2?7[ périodique@.

Pour KON I’ensemble E, est une contrainte naturelle dans |e sens ou tout point
critique u de ¢ dans E, est un point critique de ¢ dans Hé(Q) (la réciproque n’est pas vraie).
L’idée d’introduire les ensembles { Ek} est originaire de I’ éude des solutions périodiques

dans les systémes Hamiltonian [V 2], ceci n’est pas restreint au cas spécifique gue nous
abordons dans ce travail. En fait pour différents problémes dans lesquels apparait |a symétrie,

il est possible d’étudier de telles solutions (super harmonique).
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Remarque2
o(u) :J’%EUF ~G(xu)~-f(x) m(x)gdx lafonctionnelle d’énergie associée au
Q
probleme (1) (le terme perturbateur f fait perdrelaparitéa ¢

Lafonctionnelle 1 (u) = %((p(u) +¢(-U)) est paire, admet une suite des points

critiques (Résultat obtenu par Rabinowitz thl, Van Groesen [V ] et F.A Lessio et W.
Dambresio [L.D]).

Ona: I(u)<max(p(u),p(-u)) DuOR

[11.1. Résultat principal
Nous avons les résultat suivants:
Théoréme 1
Sous |es hypothéses (H1) ,(H2) et f OL%(Q) le probléme (1) admet une suite non

bornée de solutions si

ﬂ:(n+2)—(n—2)s> 7
n(s-1 u-1
ol u définie par (h,) et's dans (h,)

avecs<2 -letu>2

Preuve (dethéoreme 1)
Soit § un prolongement par continuité de g vérifiant (hy) et (hs) du théoréme
de Rabinowitz.

Soit par exemple : le prolongement par continuité et I’imparité suivant pour 0< a <1
et R>2

U
ﬁ(r,f) <&
g(r.&)=th(r)e” £, <E<R
O atl
Bﬁ(r)eg E>R
g(r,—&)=-g(r,&), h(r) est déterminée en fonction de la continuité et I"imparité.
(h(r)gg‘ :g(r,go)).
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Cette non linéarité est superlinéaire au voisinage de l'infini. L’hypothése (h3) se trouve

veérifiée sil’on prend 2<s R<u<a+2.

L e théoreme de Rabinowitz assure I'existence et la multiplicité de solutions sans pour

celaque l'un sache si elles sont radiales ou pas.

Théoreme 2

Sous les hypotheses (Hy) et (Hy) et f OL*(Q) le probléme (1) admet une suite de
solutions faibles non radiales.

Preuve

Pour ce, nous commencons par modifier le problemeinitial (1) en (1)

%—Au(x) = g(|x|,u(x))+f (x) xOQ
(U (x)=0 x00Q

Wy
ou § est un prolongement par continuité impaire de g vérifiant :

(H)) : IimM:O uniformément en r 0[0,]] .
u

u| » o

Considérons le probleme modifié (11), nous montrerons par |a méthode directe du

calcul variationnel, quil existe une suite (u, ), de solutions non radiales telles que
limfu ], =0 ()

De (*) nous déduirons que pour k assez grand les fonctions u, sont des solutions du
problemeinitial (I).

Remarque 2

On peut donner un exemple d’un tel prolongement.

Soit le prolongement par continuité et imparité suivant : pour 0< a <1

< _@(I’,f) IR TR
o= Sy e +n(r) 52,

a(r) et b(r) choisiesdetelle sorte que lacontinuité en +&, est obtenue ainsi que

g(r.g)

I'imparité et ‘!ﬂim =0.
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Remar que 3 L’hypothése (H,) assure I’hypothése (hy) du (th2) (Chap II).

Supposons (H,) est vérifiée

Daprés (H,): IimM:O uniformément en r 0[0,]]
Uoe oy
Ona
ne>0,0A >ous>a 0 34
u
0 g(ru)<eu

puisque§ continueenu, B >0tq |g(r.u)|<B Oju[<A,
dors |g(r,u)|<B+elu] OuOR

Donc § dans notre cas vérifie I’hypothése (h,) de Rabinowitz avec s=1.

Dans lasuite, et par une approche variationnelle, nous montrons I’existence de
solutions non radiales.

Soit ¢ la fonctionnelle d’énergie associée au probleme modifié.

0

5(u) :£%|Du|2 =6 (u) = 1 (x) ()t

ou: G(|¥,u) :J’: g(|x.v)dv

pour obtenir la multiplicité des solutions non radiales on cherchera des solutions

périodiquesen 6,,_, sur lesensembles E,

ou E, = @JD Hs (Q)/u(r.6,...,0,_,,0) impaire et 27” périodique@

Lemme 1l
Supposons que (H;) est vérifiéeaors:
L’ensemble E, est faiblement fermé dans Hg (Q) pour tout k0N .

Et lafonctionnelle ¢ est semi continue inférieurement et coercive dans E, .
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Preuve

E = E;JDH(l)(Q)/u(r,Hl ..... Oy-,,.) impaire et 2% périodique@

E, est faiblement fermé dans Hg (Q) :

E, est convexe en effet, soit u,vE,

Donc tu+(1-t)v est périodique. Alors tu+(1-t)vOE, 0Ot0[0,1].
Par conséguent E, est convexe.

Montrons que E, est fortement ferme :

Soit (u,), U E, tel queu, — u, montrons queuJ E, .
OnauOH{(Q) car Hy(Q) est complet

Ju, —u 0

- 00 |u, -u

(cfth4Chapl)

0 u, (X)-u(x) - OppsurQ .
onax 0Q, x =(r,8,,...,6, )

HY(Q) o L2(9)
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fermé.

Donc uJE,.

D’aprés le th.3 (cf. chap. I) E, est convexe et fortement fermé alors E, est faiblement

@ semi continue inférieurement : si u,—=u0 @(u)<liminf ¢(u,)

n-oo

Sait (u,) OE,, U, —=U.

J’§|Du|— (xu,(x)) de

<I|m|nf ||u

n-o

on a:£1|mu|2 =1
2 2

)

Puisque G est continue en u le lemme de Fatou entraine :

Z[G(x,u(x))dxs IimianG(x,un(x))dx. Delaona:

n-oo
Delaon a:

& (u,) <liminf Ju, |y o ~liminf (G(x,u, (x))dx=liminf [ f (x)u, (x)dx

Q

@(u,) <liminf ¢(u,)

n-oo

ce qui entraine: ¢ semi continue inférieurement

Montrons maintenant que ¢ est coercive dans E, , cest-a-dire ‘I‘im ¢(u) =+ (UOE,).

Daprés (H;) ona:

””flw:o@ Oe>0,0A, >0,u/>A, O w«e

Donc pour tout £ >0, §(r,u)<eu si ju|>A,

ce qui entraine que G (r,u) <%||u||i2(0) pour [u|>A,

Donc pour |u| assez grand on &

JOEE

£
(@) ‘§||U||iz(g) _” f ||L2(Q) EWUHLZ(Q) 3
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Or H; (Q)— L*(Q) (cf. corallaire 1 (chap. 1),
d’ou [k, >0tq:
[ulle() = & lulgey @)
En remplacant (4) dans (3) on trouve :
~ 1 £
¢(u)= 5”“”33(9) ‘%”U”igm) -G ”u”Hg(g)
~ O ¢
¢(u)= BE_%@U ig(g) ~Cyfu
¢(u)= % —% @u

lim@(u) = lim||u

Juf - o0 uf - o0

H(Q)

i) ~ 2 @”

U1 ec @u
Ho(Q) % 2

u)
lim@(u) =+e0 , UOE,

e

H3(Q)

C
i) ~ 2

l%—%%Opoure assez petit .

Alors ¢ est coercivedans E, .

Dulemmelona E, estfaiblement fermédans H;(Q) et ¢ est semi continue

inférieurement et coécrive danskE, . Nous déduisons que ¢ est bornée inférieurement.

Posonsm, :ilgf Q.

Le lemme suivant, nous donne un ordre sur, {m,, KON} .
Lemme2

Pour tout kON ona: —o<m<m <0

Preuve

1. Ona: E, ::@DHQ(Q)/u(r,Hl ..... O -»»-) impaire et 2k—ﬂpériodique§et

m, =inf ¢ ¢ coercive C'est-a-dire ‘I‘im @(u)=+oo.
K uj -

Dol ~eo < m =inf o(u), OKOR.
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2. EtuOE, auET<+2—”§— §< ZTﬁz DnDN en particulier

pour n=k
uE, O 27 estuneperiodedeu uOE, 0O E, OE

Deplusona: Lgélgb(u)slggk(ﬁ(u) aors: m<m
Pour tout k 0 N on considére I”’ensemble suivant :
Q, = Etr,el ..... Oy n04,)0Q1 6, .0 @)%%
Soit 4 lapremiére valeur proprede -A dans H;(Q,) et V¥ lafonction propre
associée a A (déf. 1).
On considére. v, |e prolongement impaire et périodique de Vi dans Q. Alors:
v, UE nL” etona:

2 2 k 2 0, gk 2
?[|ka| dx-2kﬁ[|ka| dx-2kﬂle|vk| dx-ﬂl£|vk| dx.

On applique (Hy) ona: g = § auvoisinage de zéro. Alors:

rrong(L’u) = 4o = pour > 0,05, 0(0,5,) |ul < & O M>2@"

0 [, a(r.s)ds> [, 22vav D G(r,u)2 [ 24fvev = 40

Soit &, 0(0,5,) . De(Hz) ona: G(r,u)= AU’ pour r 0]0,1] et |u|< &, .
Ona:

(W) =2 (W) + (1))

W= floufex-[S {(xu(x)ax

L

k

E aors sv, LJE, . (par définition de E, )

Soit SDE_”V

0.1 2 2 U 0 g g L
et: I (sy :SZD!—DV dx— A v | dx <0 OsOp-—%—, K
( k) 2| k| '§];| k| U ﬁ”vk L E

Vi L
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et par suite ¢(sv,) <0 ou ¢(-sv,) <0, cequi entral neigkf o) <0.

Delanous concluonsque m, <0.

Lemme 3

Pour toutk 0N , il existe u, DE\{0Q solutionsfaiblesde (I1) tellesque : @(u,)=m,
deplusil existe M >0 telleque: ||uk||Hé(Q) <M, Ok [N .De plus ces solutions sont classique
et ellesvérifiant lim|u, [, =0
Ot ||y, :sxlég‘uk(x)‘.

Preuve

@ s.ci, ¢ coecrive, E, faiblement fermé convexe par application du th 7 Chapl on

conclut que ¢ est bornée inférieurement est attient son minimum sur E, c'est-a-direil existe

u OE, tel que m, :igf p=0(u,).

Puisque ¢(0) =0 et m <0 aors u, #0 donc ¢ atteint son minimum en
u, OE \{C}.

u, OE

%J ¢ Ok 0 u, estimpaire et 2?7[ périodique en 6,,_, donc u, est non radiale.
k

Par définition de m, et application dulemme 2 on a:

m Sgb(uk) <0 pour tout k 0N en utilisant lefait que ¢ est coercive, on conclut

qu’il existe M >0 telleque: [ul|<M OkON

Lasuite (uk )k des solutions non radiales du probléme(l1) est bornée. De plus ces

solutions sont classique voir remarque 4.

D’aprés e théoréme Ascoli-Arzelall (uk, ) O(u,), tellequeu, converge versu dansHg.
nj n

nj

ubE, car E, est faiblement fermé.
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Montronsque u=0

Supposons qu’au contraire u #0

Et posons: U; :=U, . Rappelons que pour tout d 0[0,1]x[0, )" lafonction u, (d, )

est périodique de période @ car u; OE, , donc u; (d,.) OW,*? ([-7,7]) avec T :2—_”
J

J
. . N-2
Supposons qu’il existe d, 0[0,1]x[0, 7]~ et 6, O[-7,7] telle que:

a=u(d,,6,) #0 et supposonsque « > 0 (pour fixer lesidées).

27

kE

(Remarque 6, 0[-7, 7] et u et ZT” périodique (UDE,) doncil existe §, O 9,
tel que u(d,,6,) :u(do,é?;))

Notons v, (6) =u; (d,,6)

v(6) =u(d,,0)

Alors (Prop 1 Chapl), entraine que les v et v sont continues. Et par continuité dev il

existe |, O[ -7, 7] avec |I,|>0 tellequev (¢) =< pour tout O011,.

£
2

D’apres la convergence uniformede v, - v il existe j, LN telle que v(¢9) >— pour

NGO

tout 01, etpour j = j,.Maiss j|lo|>2r, I, doit contenir au moins un zéro de v d’ou la

contradiction.

Preuve du théoréme 1

Pour ¢ >0 et k, N telles que ”uk”w < &, pour tout k =k,
9(]¥.u (X)) =a(]¥.u(x)) OxOQ.
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D’apres la définition du prolongement :
§=g pour ud(=&, ).
D’aprés le lemme 3, pour &, >0, Ok, ON tq |u, | <&, Ok=k,.Orsur (=&,,,)

g et g coincident donc u, est solution faible non radiale du probléme initial et lapreuve du

théoréme se trouve achevée.

Remarque4
Ona h(x,u)=g(r,u)+f (x)/hOC°**(Q) espace de Holder
On montre que toute solution faible u Hé(Q) est en fait solution classique.

En utilisant la technique “Bootstarping procedure”

Pour h vérifiant : h(x,u)<a +a,|ul® << *:1E_+§

uOH;(Q), I'injection de Sobolev donne ul] L2 (Q)

L’opérateur de Nemitski u — h(x,u) éant continue de L (Q) vers L” (Q) avec

2N
N+2

ﬁ:Z—I;:r onah(Lu(J)OL” (Q).
Puisgue —Au = g(x,u(x))+ f (x) on obtient uDW; (Q)

Si 28 <N on répéte les étapes précédentes : uOW” (Q).

L’injection de Sobolev donne uOL” (Q) ol p* = NG, 2N
N-28  N-2

La continuité de I’opérateur Nemitski donne h(mj([)]) O (Q) avec y = ﬁ—p* >0,

On déduit uOW;” (Q).

Il suffit de répéter les étapes précédentes autant de fois que cela sera nécessaire pour
obtenir 2y > N.

L’injection continue de Sobolev: W7 (Q) «—C®“ (5) O<a<l.
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Si hoco« (5) en posant h(x) =g(xu(x))+ f (x) ona h(JOc* (5) I”estimation

de Schauder donne uC*“ (5) .

Maintenant nous utilisons I’injection compacte de C°“ (5) dans C? (5) pour conclure
gue u est une solution classique du probléme (1).
Conclusion

Nous faisons la remarque importante que la condition imposée par Rabinwitz a I’écart

J(u)=J(-u) setrouve vérifiée Ou #1 dansnotrecasle s=1.

Et dans ce cas. On peut écrire

Unk

<&,k >k, lessolutions faibles de vient des

solutions classique du probleme initial.
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