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Introduction :

Dans ce travail, on va voir différentes définitions d’un processus aléatoire
appelé processus de Poisson, ainsi que certaine de ses propriétés et un petit rappel
de quelque lois utiles utilisée dans les démonstrations et les définitions qui vont
suivre.

Un processus de Poisson étudie un cas particulier de phénomeéne aléatoire, le
genre de phénomene qui arrive d’une fagcon séquentielle et indépendante comme
par exemple le nombre de secousses sismiques, ou le nombre de guerre se
déclarant, ou le nombre de clients dans une file d’attente, ou le nombre de déces
dans une population quelconque ...etc. Tout ¢a dans une période de temps
déterminée.



Rappel de Lois :

1 Laloi exponentielle :

1.1 Définition :
La loi exponentielle avec un parametre A, 1 > 0, est une loi continue dont la densité
est donné par :

_/u- .
£(0) = {Ae sit=0
0 sinon
On note

T~E(L)
pour indiquer que T est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle avec
parameétre A1 > 0. La loi exponentielle est souvent utilisé dans des applications en science
et en génie pour modéliser des durées de vie, les temps entre des arrivées successives
des clients dans des modéles de files d’attente,...etc.

1.2 Moments :
Un calcul élémentaire nous donne

n n

et en particulier on a le moment d’ordre 1 est E(T) = % et le moment d’ordre 2 est
2 y s 1
E(T?) = - Dot Var(T) = .
1.3 Fonction de répartition :
Un autre calcul élémentaire nous donne
_ At :
F(t) 2{1 e Sl:tZOI
0 sinon

1.4 Fonction génératrice des moments :
Pouru>A4,ona:

or(w) = E(e"") = oo.

Pour u < 4, on obtient :

or(w) =E(e") =

A—u
D'ou:
A .
prw ={1=y U<t
0 siu=>A

1.5 Théoremes :
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1.5.1 Théoreme : Soit T, une variable aléatoire réelle a valeurs dans (0, «). Alors
T suit la loi exponentielle si et seulement si pour tout nombres réels s > 0ett > 0o0na

P(T>s+t)=P(T>s)P(T>t)

Démonstration :
Si T~E(A) alors un calcul direct donne pour u > 0 :
P(T>u) =eM
en particulier pour u = s + t, avec s et t deux nombres réels strictement positif, on a :
P(T>s+t) =e A6t = g7~ = p(T > 5)P(T > t).
Inversement, si T est une variable aléatoire réel a valeurs dans (0, ) et satisfaisant la
condition :
(Vs,t ER}) P(T>s+t)=P(T>s)P(T>t)
posons pour tout réel positif t, f(t) = P(T > t). On a par définition algébrique des
fonctions exponentielles que les fonctions f(t) = a* avec a = f(1) sont les seules
fonctions qui vérifie :

fls+1)=f(s)f(0)

Donc dans notre cas f(t) = P(T > 1)t = et0d P(T>1) = =4 qyec 1 = —logi{lP(T > 1) =
log (ﬁ) > 0 ce qui donne :

1 sinon
D’ou, la fonction de répartition de T est donnée par :

l—e ™ sit>0
R - >0
x(0) 0 sinon

1.5.2 Théoreme : Sivn € N W,~Géométrique(p,) avec, pour un certain 1 > 0,
Pn =f—lalors\7'n>/1:

avec T~E(A).
Démonstration :
Soit A > 0, Vn € N tel que f—l < 1 considérons une variable aléatoire W, qui suit une loi
géomeétrique de parametre p,, = % Posons T,, = %
Alorspourt >0ona:
Wa
Fy (t) = P(T, < ¢) =P(—St> = P(W, < tn)
" n
[tn] [tn]

A A A
Fr.(t)= ) PW,<k)= ) (1 — k12 =1 — (1 = o)ltnl

Donc la fonction de répartition de T, est donnée par :



( 1
L ¢ )

1—(1—&)“"] sit>1
FTn(t)z n - .

0 sinon
En faisant tendre n vers I'infinie on obtient la fonction de répartition d’'une loi exponentielle

de parametre A.

1.5.3 Théoreme : Soit V3, V5, ..., V, des variables aléatoires indépendantes telles que
vie{1,2,..,n} V,~E).
Alors W, = min{V;,V,, ....,V,}~E(A) avec A = A, + A4, + -+ + 1,,.

Démonstration :
Soitw =>0:
P(W, <w) =P(min{V,,V,,...,V,} <w)
=1—P(min{V,,V,, ..., V,} >w)

= 1—P<ﬁ{Vi >w}> = 1—ﬁP(Vi > w)
i=1 i=1

n

—1— Heaiw — 1 — o~ (Guthptt)w
i=1
Dou W,~E(A) avec A = A; + A, + -+ 4,,.

2 Laloigamma:

2.1 Lafonction gamma :
2.1.1 Définition : La fonction gamma d’Euler, dénotée I'(a), est définie, pour a > 0,
par :

+o0
I'(a) = f utle ¥du.
0
Cette intégrale est définie pour tout a > 0.

2.1.2 Propriétés :
> La fonction gamma est continue et différentiable.
> Pourtouta > 1,onarl(a) =(a— Dl (a—-1).
> En particulier pour n € N*, onaTl'(n) = (n— 1)L

1) =i

>Pourn € N*,onarl (2"2+1) — @miE

ni22n °

2.2 Laloi gamma:

La loi gamma avec parameétre a et A, avec a > 0 et 1 > 0, est la loi continue dont la

densité est :
a

) =T "
0

a—1g—At sit>0

sinon
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On note :
T ~T(a,1)
pour indiquer que T suit une loi gamma de parametre « > 0 et A > 0. Si « = 1 alors c’est
tout simplement une loi exponentielle de parameétre A > 0.
2.3 Moments:
Un calcul élémentaire donne :

+oo +oo a
ny — n — n a—-1,-At
E(T )—f_m t fT(t)alt—f0 t F(a)t e tdt
1 +eo I'(a +n)
— n+a—1,—At —
O j;) (At) e tdt T
a a +a

Et en particulier on a E(T) = - et E(T?) = .Dou Var(T) = =

2.4 Fonction génératrice des moments :
Pouru>A4,ona:

or(w) = E(e'") = oo.

Pour u < 4, on obtient :
400 a

A
— uly — ut a—1,-At
or(u) = E(e"") jo T te dt

+o00 Aa )
= tele=UU-witgy
jo ['(a)

pL +00 O
" T(@Z - we fo (A-wt)* e QA —wydt

_ i J+°° a—1 —Avd _( A )“
“Twa-w=), ° ¢ “TU=u-

D'ou :
a

A .
‘PT(u)={</1—u> Slu<ﬂ_
o) siu= A

2.5 Théoremes :

2.5.1 Théoréme : Supposons que Xy, ..., X,, sont n variables aléatoires
mutuellement indépendantes qui suivent, respectivement, I'(a4, 4), ..., I'(a,, 4). Posons
Z=Y"1X;. Alors Z suitT(Qi—; a;, 1).

Démonstration : Sous les hypothéses du théoreme, on a :

p;(w) = E(e?*) = E(e”zl X)) = E(H ) HE(e”X)



n

=1_[(/1fu>

y) Z?=1 a;
- (/1 — u) '
i=1

On reconnait la fonction génératrice des moments de la loi gamma I'(3)[—; «; ,4). En vertu
du théoreme d’unicité des fonctions génératrices des moments, on conclut que
ZNF(ZL 14, )

Corollaire : Puisque la loi exponentielle est une loi gamma(l, 1), alors si X4, ..., X,
sont des variables aléatoires qui suivent la loi exponentielle(4) i.i.d, .7, X; est une
variable aléatoire gamma(n, A).

o

3 LoidePoisson:

3.1 Définition :
La loi de Poisson, avec le parametre 1 > 0, est la loi discrete dont la fonction de
masse est donnée par :

ﬂk
py (k) = e_’lﬁ sikeN
0 sinon
On note :
X~PA)

pour indiquer que X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

3.2 Moments factoriels :
Si X est une distribution de poisson de parameétre A et si m est un entier positif,
alors le m® moment factoriel de X est donnée par ;

Allk
E(XX=1)..(x - (m— 1)) zk(k—l) (k- (m—1))
Alk
Zk(k—l) (k- (m—1))
B n e"llk B —A/lm n /lk—m
Lk—m)~ © 0 L k= m)!
n /11
= e A m = A met = .
£ !

En particulier, on obtient E(X) = A, etona:
Var(X) = EX2) — (E(X))’ = E(X(X — 1)) + EX) — (E(D)’
=2 +21-2=A

3.3 Laloide Poisson et laloi binomiale :

Fixons 4 > 0, et pour chaque entier positif n tel que % < 1, considérons X,, une

. L, . . . - . A
variable aléatoire qui suit une loi binomiale(n, p,,), avec p,, = ~



Soit k € N*:
. _ -1 n k _ n—k
nl—l>r-l¥loo P(Xn N k) N n1—1>r-ll:100 (k) Pn (1 pn)

_ n! " A\ F
= ok (E) (1 - H)

n ok _ —(k—
. (1_E> Mnn-1) w(n=(k-1) 1

n—>+00k n/ k! nk (1 _ %)k
ok

La derniére égalité vient du fait que :
n

nl—i>T°o (1 B E) =e,
- nn—1)..(n—(k—-1) 1

n—-+oo ’nk
k

_ A
lim <1 — —) = 1.
n—--+oo n
En pratique, ce résultat nous dit que si n est grand et si p est petit, alors on peut exprimer

la loi binomiale(n, p) par la loi de Poisson(np).L’approximation est trés bonne lorsque
n =50 et np < 10.

Processus de Poisson :

)

1 Processus de dénombrement :

Soit Ty, Ty, ..., des variables aléatoire satisfaisant P(T; > 0) =1 Vi € N*.
Posons Sp =0etS, =X ,T; Vn € N*. Enfin posons pourt >0:

N({t)=max(n=>0: S, <t)
Autrement dit :
0 si S() <t< Sl
NO=1 s s, <t< Sy

Ou bhien
N@®) =) I

i>1



( 1
| 0 )

Le processus aléatoire (N(t) ; t = 0) est appelé alors un processus de dénombrement.
Remarque : Siles S, représente le temps ou surviennent certains évenements alors N(t)
représente le nombre d’événement qui sont survenus durant I'intervalle de temps

[0, t[.Ceci justifie la définition précédente.

Les T, représente le temps qui faut pour qu’'un événement survienne, elles sont appelé les
durées de vie.

2 Processus derenouvellement :

Un processus de dénombrement est dit un processus de renouvellement si les
durées de vie des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

3 Processus de Poisson :

3.1 Premiére définition : Un processus de Poisson avec intensité 1 est un
processus de renouvellement dont les durées de vie suivent une loi £(1).

L’appellation processus de Poisson est justifiée par le théoreme suivant :

3.2 Théoréme : Si (N(t); t = 0) est un processus de renouvellement avec
distribution de durée de vie exponentielle de paramétre 1 alors :

vt=>0 N(t)~P(At)
Démonstration :
On remarque que (Vt 2 0)(vn=0) N(t)=>n e S, <t cequidonne

P(N(t)=n)=P(S5,, <t)
Et en vertu de la propriété de I'additivité de la loi gamma et de I'analogie entre la loi
exponentielle et la loi gamma de parametre(1,1), on a :

S,~T'(n,1)
En utilisant ces deux observations on obtient :
P(N(t) =n) =P(N(t) =n) —P(N(t) =n+1)

P(N(t)=n) = P(S, <t) — P(S,.1 < t)

t n L4 /1n+1 N
P N = = _  ch— —AS _ o h,—AS
(N(t) =n) _];,(n—l)!s e ——s"e ds
td Am An S=t ot (At)"
— _ | n_—1s — _ Np—As —
P(N(t) =n) = .[0 Is (n! s"e )ds o ste L 0

Ce qui prouve que

N(t)~P(At) Vt=0
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On va généraliser le théoreme précédent :

3.3 Théoréme : Si (N(t); t = 0) est un processus de Poisson avec intensité A
alors :
a > Pour s, tfixetelsque 0 < s <t < oo,

N(t) — N(s)~P(A(t — 5))

b > Soit n € N* et pour tout choix de nombre réel0 =t, < t; < -+ <t, < o, les variables
aléatoire N(t;) — N(ty), N(t,) — N(ty),..., N(t,) — N(t,_,) sont mutuellement
indépendantes.

Démonstration : On fixe s et t on a alors :
N(t) — N(s) = le nombre d’événements survenus dans l'intervalle [s, t].

On pose Yk € N*:

U, = “Le temps qui faut pour que le kieme événement survienne dans [s, +oo[”.
EtonposeV; =U; —set V, =U, — Uy

Onremarque que U, —s = X", V;
On va maintenant montrer que V;~E(A) :

Pour faire il suffit de montrer que Vv >0 P(V; > v) = e~**. Dongc, soitv > 0 :
Supposons N(s) = ketqueS, = raveck€Net0 <r <s.
On a a cause de I'indépendance entre les durées de vie :

P(V; >v) =PV}, >v/N(s) = ketSy =)
P(V; >v)=P(U; —s>v/N(s) = ketSy = r)

P(V; >v)=PU; >v+s/N(s) = ketSy =)
Et comme la condition N(s) = k entraine que U; = S, 0ona:
P(V; >v) =P(Sk4q >v+5s/N(s) = ketS(k) = r)
On a, sous les conditions N(s) = ketSy = r1,Si41 >v+s© Ty >v+(s—r)

On obtient donc :
P(V; >v) =P(Ty4q >v+(s—r1)/N(s) = ketSy = 1)

Et vu que la condition N(s) = ket S, = rest équivalentea S, = retTy,4 >s—r
PV; >v)=P(Tyy1 >v+(—1)/Ty1 >s—1retSy=r)

PWVi>v)=P(Tyyq >v+(s—1)/Ty1 >s—1)
Puisque Ty, estindépendant de S,.
On obtient donc :

P(V; >v) =P(Tyy1 >v) ...(%)
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Et par la propriété de 'absence de mémoire de la loi exponentielle on obtient :

PV, >v)=eW
Les autres variables V; sont indépendantes et identiquement distribuée, puisque ce sont
des temps entre deux évenements successifs dans un processus de renouvellement.
Donc les durées de vie sont des exponentielles de paramétre A.

Puis, en faisant la méme démonstration qu’en haut : en remplacant N(t) par N(t) — N(s)
etles T; parles V; etdoncS, par U, — s onaura:

P(N(t) —N(s) =n) =P(N(t) —N(s) 2n) —P(N(t) —N(s) =2n+1)

P(N(t) = N(s)=n) = P(U, —s<t—5)—P(Uy,  —S<t—5)

t—s An N n+1 .
— — — n—1,—-1x _ n,—Ax
P(N(t) — N(s) =n) Jo (n—l)!x e ——x"e dx
PON® - N(s) =) = [ L (Z i) as =S T _etoe
(s)—n—o dx e STw e ve0 n!

On obtient que N(t) — N(s)~P(A(t — s)).
Avec les mémes notations qu’en haut, si on pose :

o Vl.(l): Le temps de réalisation du i-eme évenement dans(t,,_q, t,]
. If(z): Le temps de réalisation du j-eme évenement dans(t,, t,1]

Et sous les conditions :
N(t,_1) =ketN(t,) =k’

Alors d’aprés le résultat () de la démonstration précédente :

PV > v,V >v') = P(Tiy > v, Ty > v')
P(VV > v, >v') = P(T; > v)P(Ty 4y > v')
PV >v,v® >0 ) =P (V¥ >v)P(y?® > ')

Donc les durées de vie du processus N(t,) — N(t,,_1) etde N(t,,1) — N(t,) sont
indépendantes car celles de N(t) le sont (pour t > t,,,1), d’ou I'indépendance entre
N(t,) — N(t,—1) et N(t,,+1) — N(t,) deux processus définit sur deux intervalles disjoints

De cette généralisation on va voir que l'inverse de la premiére définition est aussi
vrai.
Soit (N(t); t = 0) un processus de dénombrement satisfaisant les conditions "a" et "b"
données ci-haut. Calculons la distribution du temps du premier renouvellement T;
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T; =min{t >0:N(t) =1}
Pourt >0ona:
(At)°
o
ceci provient du point a : N(t) — N(s)~P(A(t —s)) avec s =O0.
On adonc:

P(T; >t) =P(N(t) =0) = e i

e

1—e™™ sit>0
Fr(© ={ 2
0 sinon
Ceci montre que T;~E(A).

Pour n > 1, et sous la condition N(s) = n — 1 on pose :

T, =min{t > 0: N(t) =n} —min{t >0: N(t) =n—1}

0
P(T, >t) =P(N(s+t) —N(s) =0) = e"l(”s‘s)@ =e M

0!
Douvn>1, T,~E(1)
Le point b nous assure I'indépendance entre les T,.

3.4 Définitions : Soit (X, ; t = 0) un processus aléatoire :
> La variable X, — X,, s’appelle I'accroissement du processus (X;; t = 0) sur [u, v].
> Onditque (X;; t =0) estun processus a accroissements stationnaires lorsque la
distribution de I'accroissement sur un intervalle dépend seulement de la longueur de
lintervalle :

LKspe — Xs) = L(X, — Xo) Vs =20

> Onditque (X;; t = 0) estun processus a accroissements indépendants lorsque les
accroissements correspondants a des intervalles disjoints sont des v.a.r indépendantes,
c’est-a-dire pour un choix de n € N* et pour tout choix de nombreréel 0 =t, <t; < -+ <
t, <o, lesv.arX, —X.,.., X, — X, _, sontdes variables mutuellement indépendantes.

Donc l'inverse de la premiére définition du processus de Poisson est donné :

3.5 Deuxieme définition : Un processus de Poisson avec intensité A est un
processus de dénombrement avec accroissements stationnaires et indépendants avec
pour tout

0<s<t<ow N(t)—N()~P(At-75))
Il existe une autre définition du processus :

3.6 Troisieme définition : Un processus de Poisson avec intensité A est un
processus de dénombrement qui satisfait les conditions suivantes :
Quandh - 0

1>P(N(t + h) — N(t) = 0/N(t) = k) = 1 — Ah + o(R)

2>P(N(t+h) —N(t) =1/N(t) = k) = Ah + o(h)
3>P(N(t+h)—N(t) >1/N(t) = k) =o(h)
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On dit que la fonction g est un petit ordre de u lorsque u tend vers 0 et on note g(u) =
g
= 0.

u

o(w); u—-0sionalim,,

Si on considére que N(t)~P(At) et on fixe t un nombre réel positif et k un nombre entier
non négatif alors on a :

P(N(t+h)—N(t) =0/N(t) =k) =P(N(t+h) —N(t) =0) =1
=1-2h+o(h)

Car les accroissements sont indépendants et que N(t + h) — N(t)~P(Ah) puis on utilise le
développement de Taylor de la fonction exponentielle.
Les deux autres égalités s’obtiennent de la méme fagon.

Maintenant on considere un processus de dénombrement (N(t); t = 0) qui satisfait les
trois conditions citées ci-haut.

On pose pour vVt > 0 et pourn =0,1,2, ... :

fu (@) = P(N(t) =n)
Considérons d’abord la fonction f,(t). De la premiére condition, on obtient :

fo(t +h) = P(N(t + h) = 0)
fo(t +R) = P(N(t) = 0)P(N(t + h) — N(t) = 0/N(¢t) = 0)
folt + 1) = fo(O)(1 — Ah + o(h))

On adonc:

fo(t + h})l — fo(®) = £ (—A +%h)>

En faisant tendre h vers 0 on obtient :

£© =-2f,(t)

Avec condition initiale :
fo(0)=P(N(0)=0) =1
Qui est une équation différentiable avec condition initiale dont la solution est :
fo®) =e™
Dot P(N(t) =0) = e

En utilisant un raisonnement par récurrence générale on obtient :
en supposant que pour touti € {0,...,n — 1} avecn >0
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(A1)
fi)y=e =

Ona:

fLt+h)=P(N(t+h)=n)
fo(t+h)=P(N(t)=0)P(N(t+h)—N(t) =n/N(t) =0)
+P(N(t) =1)P(N(t+h)—N({@t)=n—1/N({t)=1) + -
+P(N(t) =n—1P(N(t+h)—N(t)=1/N(t)=n—1)
+ P(N(t) =n)P(N(t+ h) —N(t) =0/N(t) =n)
fult +h) = fo(®o(h) + -+ f,_2(O)o(h) + f_1 (D) (Ah + o(R))
+ f,(®)(1 — 2h + o(R))

On adonc:

fu(t +h) = £ (8)
h

o(h
—fo(t)ﬁ‘l‘ “+ fac 2(t)£+fn 1(0( (h)>

o(h)
eho(-1+2)

En faisant tendre h vers I'infini on obtient :

n—1
f (0 _ —Af, (t) + Afy— 1(t) = —Af, (t) + de M %

Avec condition initiale :
f(0) =P(N(0) =n) =0
Qui est une équation différentiable avec condition initiale dont la solution est :

fu) = e S

D'otl P(N(t) = n) = e~ Y-

n!

Ceci montre que N(t)~P(At) pour tout t > 0.

Il est clair que si (N(t),t = 0) vérifie les conditions 1,2 et 3 alors c’est un processus a
accroissements stationnaires et indépendants.
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Propriétes :

1 Loi de (S4,...,8,) sachant que N(t) =n:

Soit (N(¢) ;t = 0) un processus de Poisson avec intensité A.

Fixons t et calculons la loi conditionnelle de S; sachant que N(t) =1, alorspour0 <s <t
ona:
P(S; <s/N(t) =1)=P(N(s) = 1/N(t) = 1)
P(S; <s/N(t)=1)=P(N(s)=1/N(t) =1)
P(N(s)=1nN(t)=1)

P(S;<s/N(t)=1)=

P(N(t) = 1)
P(N(s) =1NN(t) = N(s) =0
PG /N = 1) = T g e O =D
P(N(s) =1)P(N(t)—N(s) =0
PG5, < s/N(®) = 1) = D= IO RO =0
B B (e—AsAS)(e—/l(t—s)) B S
P(S; <s/N(t)=1) = =00 oF

Donc la loi conditionnelle de S; sachant N(t) = 1 est la loi uniforme sur [0, t].

Maintenant, calculons la fonction de répartition conjointe du couple (S;,S,) sachant que
N(t) = 2 en un point (sq,s;) telque 0 < s; < s, < t on obtient :

P[(S1 < s1) N (Sy < 55)/N(t) = 2]
_ P[(51 <s1)N(Sy <sp) N (N(t) = 2)]

P(N(t) = 2)
_ PI(N(s1) = 1) n(N(sz) = N(sp) = 1) n (N(t) = N(s;) = 0)]
P(N(t) = 2)
N P[(N(s1) =2) N (N(sz) =N(s1) = 0) n (N(t) = N(sp) = 0)]

P(N(t) = 2)
(6_251/181) (e—l(sz—sl)l(sz _ 51)) (e—l(t—sz)) + (e—zsl (/1;1')2) (6—1(52—51))(6—/1(15—52))
- (G

2!
251(sy — 1) + 512
On obtient, en dérivant par rapport a s, et puis par rapport a s;, la densité de la loi
conjointe des statistiques d’ordre d’'un échantillon aléatoire de taille 2 issu de la loi
uniforme sur [0, t].




( 1
L V)

Pour la loi conditionnelle de (S, ..., S,) sachant N(t) = n, On constate qu’il n’y a que le
PI(N(s)=DNW (s2)=N(s)=DN..n(N () =N (sp ) )=DN(N (£) =N (s,,)=0)
P(N(£)=2)

tout les autres s’élimine aprés dérivation et on obtient :
P[(S; <s))Nn..n(S, <s,)/N(t) =n]

(e"“l/lsl) (8_1(52_51)/1(52 — Sl)) (e‘l(sn_sn—l)/l(sn — Sn—l)) (e"l(t‘sn))
(%P

] qui dépend de sy, ..., s, donc

terme

n!

fonmsy={i  S0Saswss s
sinon

C’est la loi des statistiques d’ordre d’un échantillon aléatoire de taille n issu de la loi
uniforme sur [0, t].

On résume tout ¢a dans le théoréme suivant :

La densité conditionnelle de (S;, ..., S,) sachant N(t) = n est donné par :
L((S4,...,5,)/N(t) =n) = LWy, ooy Weny)

ou Wy, ..., Wi,y dénotent les statistiques d’ordre d’un échantillon aléatoire de taille n issu

de la loi uniforme sur|0, t]

2  Superposition :

2.1 Théoréme : Soient 44, ..., 4,, des nombres réels strictement positifs et soit
A=A+ +1,.
Supposons que pour tout j € {1, ...,m}, le processus (N; (t); t = 0) soit un processus de
Poisson avec intensité 4; tels que ces m processus soient indépendants les uns des
autres, alors pour chaquet > 0ona:
N(t) = Ny (t) + -+ N, (t)
est un processus de Poisson avec intensité A.

Démonstration : Pour faire il suffit de vérifier que les durées de vie du processus de
dénombrement (N(t); t = 0) sont des variables indépendantes et identiquement
distribuées, avec distribution exponentielle de parameétre A.

Posons

e T :letemps entre le (k — 1)ieme et le (k)ieme événement du processus (N(t);t =
0).

o Tk(j) . le temps entre le (k — 1)ieme et le (k)ieme évenement du processus
(N, (£); t = 0).

On aalors Tj, = min{Tk(l) o, TIW } et T’ ~exponentielle(2;). De plus comme les

processus (N; (t);t = 0) sont indépendant les variables aléatoires Tk(’) le sont aussi.
Alors :

P(T, > t) = P (min {1, .., 77 } > ¢)



( 1
| 18 )

P(T, > ) =P (T > 6., 1T > t)
P(T,>t) =P (T,f” > t) ..P (T,f’") > t)

P(T, >t) = e TmAt = At
Donc P(T, <t) =1 —e~* pour tout k > 1ce qui montre que les T, sont des
exponentielles de parametre A.
Et d’aprés la premiére définition, (N(t); t = 0) est bel et bien un processus de Poisson
avec intensité 4, on dit que (N(t);t = 0) est la superposition des processus (Nj (£);t =0).

3 Décomposition :

3.1 Théoréme : Soit m un entier positif et soit(py, ..., p,, ) UN vecteur satisfaisant pour
toutj € {1,..,m} 0 < p; < 1tels que p; + -+ p, = 1. Fixons 1 > 0 et considérons un

processus de Poisson avec intensité 4, disons (N(t);t = 0).
Supposons que :

1. lly am types d’événements dans le processus (N(t);t = 0).

2. A chaque fois que survient un évenement, on a une probabilité p;que ce soit un
évéenement de type 1, une probabilité p,que ce soit un événement de type 2 ...etc.

3. Les attributions de types sont indépendantes les une des autres

Pour chaque j € {1, ..., m}, dénotons par (Nj (t);t = 0) le processus de dénombrement des
évenements de type j. Alors :

(N; (8);t = 0) est un processus de Poisson avec intensité Ap; .
Les processus (N; (¢);t = 0) sont indépendants.

Démonstration : On démontrera ce théoréme pour m = 2 on obtient le résultat final
en itérant la procédure de décomposition.

Soit0<s<tetk>0.0na:

P(Ny(t) — Ni(s) = k) = z P(N(t) — N(s) = n) (Z) pk(1 —p)n*
n=k

[00]

PN () = Ny (s) =h) = )

n=k

At —s)"

n
— p—At—5) (k) pk (1- p)n—k

n—k

_ n—k x _ _
n=k

k! (n—k)!

_ n—k
A=) )

P(N1(t) = N, (s) = k) = ol
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On obtient de fagon similaire que :

_ _ n—k
@ P)’ll(; D" aa-p-s)

P(Nz(t) = Na(s) = k) =

En suite, soient 0 < sy < t; < -+ <5, < t, alors en posant Yl.j =N (t) — N (sp) ety =
N(t;) —N(s) :

P(Y'=n,Y*=m,1<i
<n)

=PYl=n,1<i<n/Vi=m;+n;,1<i<n)PYi=m;+n;,1<i<n)
n n

m;+n;\ e
=[1(™ ™ )pea—pm [ [Pei=m +n
L ; 11
n n m;+n;
_ m;+n;\ m (At - s) At - )
- p(1 —p)™ eti-s
11 n; 11 (ml' + nl')!
i=1 i=1
n; m;
B o (CCICTD) I (€ et L Clt0) R TR e
11 ni! ml‘!
i=1
n
=| | PO =n)P(? =m)

4'. P
i=1

Les processus (N;(t);t = 0) et (N,(t); t = 0) sont des processus a accroissements
stationnaires et indépendants de loi de poisson et sont indépendant I'un de l'autre.
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Conclusion :

Le Processus de Poisson est un outil élémentaire dans I'étude des phénomenes
aléatoires dans le temps. Il permet d’étudier le nombre d’occurrences d’'un phénomeéne
dans une période déterminée, il permet méme de décomposer I'étude d’'un phénoméne en
I'étude de phénoménes plus particuliers, ou le contraire, de rassembler I'étude de
plusieurs phénomenes en I'étude d’'un phénomeéne plus générale.

Comme exemple, on peut considérer le nombre de catastrophe naturelle survenu
en une année dans une région quelconque, qui se réalise selon un processus de Poisson.
Puis de le décomposer en deux études :
celle des catastrophes causé par ’'homme et celle des catastrophes naturelles, qui se
réalisent selon deux autres Processus.

Ou bien de considérer le nombre de secousse sismique, d'inondations et d’orages et qui
se réalisent, chacun selon un processus de Poisson différent, et de les ramener a I'étude
des catastrophes naturelles.

On a vu aussi le lien existant entre la statistique d’ordre issu d’un échantillon de loi
uniforme et une loi conditionnelle des durées de vie sachant le nombre d’événements
survenu dans l'intervalle [0, t].
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