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0.1 Introduction

Les mathématiques sont de plus en plus présentes dans diverses disciplines et not-

amment en biologie. La modélisation en biologie a commencée à être utilisée en dynamique

de population a�n de modéliser non seulement la croissance des populations mais aussi les

di¤érentes interactions qui peuvent exister entre elles. Dans ce mémoire nous étudions la

dynamique d�un système de dimension trois, ce modèle décrit une population proie juvénile,

proie adulte et prédateur, il est basé sur le modèle de Lotka-Volterra et le ratio dépendant

[1,2,3,6].

Nous intéressons à un modèle de type proie-prédateur ratio-dépendant8>>>>>>><>>>>>>>:

_x1 (t) = ax2 (t)� r1x1 (t)� bx1 (t)

_x2 (t) = bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

_y (t) = y (t)

�
�r + a2x2 (t)

my (t) + x2 (t)

�
avec les conditions initiales

x1 (0) > 0; x2 (0) > 0; y (0) > 0

Où x1(t); x2(t) et y(t) sont les densités respectives de la proie juvénile, du proie

adulte et du prédateur au temps t, et les constantes r; r1; b; b1; a; a1; a2;m sont les paramètres

du modèle donné que nous supposons strictement positifs.

Ce travail est composé en trois chapitres:

Le premier chapitre, nous regroupons quelques outils mathématiques utilisés dans

notre travail, en particulier, la notion de la stabilité au sens de Lyapunov. Nous introduisons

aussi, le lemme de comparaison et les di¤érentes dé�nitions de la persistance.
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Dans le second chapitre, nous rappelons les modèles classiques de Malthus, de

Verhulst, et de Lokta Volterra.

Le dernier chapitre est consacré à l�étude du problème proie prédateur ratio-

dépendant, nous montrons que les solutions du système sont asymptotiquement bornées.

Nous étudions la stabilité locale et globale des points d�équilibre en construisant une fonc-

tion de Lyapunov appropriée. Nous donnons aussi des conditions sous lesquelles le modèle

est uniformément persistance et nous terminons notre étude par des simulations numériques

qui illustrent les résultats.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Dé�nition de la stabilité

Considérons un système continu autonome décrit par une équation di¤érentielle

du premier ordre :

_x = f (x) x 2 Rn (1.1)

x� est appelé point d�équilibre pour le système (1.1) s�il est véri�e l�équation

f (x�) = 0 (1.2)

le point d�équilibre x�est stable : si 8" > 0;9 � > 0 tel que:

kx(0)� x�k < � =) kx (t)� x�k < " 8t > 0 (1.3)

sinon il est instable.
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Le point d�équilibre x� est asymptotiquement stable s�il est stable et il existe r > 0

tel que pour toute solution x (t) de (1.1) on a

kx (0)� x�k < r =) lim
t!+1

kx (t)� x�k = 0 (1.4)

Dé�nition 1 (stabilité globale)

L�équilibre x� est dit globalement asymptotiquement stable, s�il est stable asymp-

totiquement pour n�importe quelle condition initiale dans Rn.

1.2 Fonction de Lyapunov

Soit V : 
 �! R une fonction continue, Où 
 : désigne un ouvert non vide

de Rn (n 2 N�) contenant l�équilibre x�. On dira que V (x) est dé�nie positive (respective-

ment dé�nie négative) si et seulement si :

1:V (x�) = 0 ;

2:V (x) > 0 (respectivement V (x) < 0) 8x 2 
� fx�g ;

Elle est dite semi-dé�nie positive (respectivement semi-dé�nie négative) si et seule-

ment si :

1:V (x�) = 0 ;

2:V (x) � 0 (respectivement V (x) � 0), 8x 2 
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1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit x (t) solution de _x = f (x) et V une fonction de classe C1 dé�nie positive sur


 un voisinage de x� = 0

(i) Si _V est semi-dé�nie négative alors x�est stable pour le système (1.1)

(ii) Si _V est dé�nie négative alors x�est un point d�équilibre asymptotiquement

stable pour le système (1.1).

Dans le cas (i) V (x) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii)

V (x) est dite fonction de Lyapunov stricte [19].

Lemme 2 (lemme de comparaison) considérons le problème de Cauchy

_x = f(t; x) ; x (0) = x0 (1.5)

f : R+ � R ! R une fonction continue de classe C1 et supposons que sa solution

x (t) est dé�nie pour tout t � 0:

Soit inégalité di¤érentielle

_u � f (t; u) ; u (0) = u0

avec u0 � x0:

Alors la solution u (t) de l�inégalité di¤érentielle est dé�nie pour tout t � 0 et

véri�e

u (t) � x (t)
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Proposition 3 O n considére un système d'équations différentielles sur Rn

_x = F (t; x) (1.6)

x (t) = (x1 (t) ; ::::::; xn (t)) ; F (t; x) = (F1(t; x); :::::; Fn(t; x)) ;où F (t; x) est dé�nie

pour tout t � 0 ; x 2 Rn supposons que F a la propriété que les solutions des problèmes

aux conditions initiales x (t0) = x0 sont unique pour x0 2 [0;1)n; t0 � 0; que pour tout

j = 1::::::n; t � 0 ; on a Fj(t; x) � 0 pour x 2 [0;1)n ; xj = 0 t � 0

alors x (t) 2 [0;1)n pour tout t � t0 � 0 pour laquelle elle est dé�nie pour tout

x (t0) 2 [0;1)n:

L�autre notion à dé�nir est celle de la persistance.

Considérons pour cela un système d�équations di¤érentielles ordinaires modélisant

l�interaction de deux (ou plusieurs) espèces biologiques i.e (xi � 0)

_xi = xifi (x1; x2) ; i = 1; 2: (1.7)

On suppose que le système (1.7 ) a la propriété d�existence et d�unicité des solutions

et que ces solutions sont dé�nies pour tout t � 0. Soit (x1 (t) ; x2 (t)) une solution de (1.7)

de condition initiale strictement positive (x1(0); x2(0)).

Le système (1.7) est dit :

Faiblement persistant si

lim sup
t!+1

xi (t) > 0; pour tout i = 1; 2:

Faiblement uniformément persistant s�il existe un " > 0 tel que, pour toute condi-

tion initiale (x1(0); x2(0))

lim sup
t!+1

xi (t) > "; pour tout i = 1; 2:
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Persistant si

lim inf
t!+1

xi (t) > 0; pour tout i = 1; 2:

Uniformément persistant s�il existe un "0 > 0 tel que, pour toute condition initiale

(x1(0); x2(0))

lim inf
t!+1

xi (t) > "0 ; pour tout i = 1; 2:

Dissipatif s�il existe une constante Mi > 0 telle que

lim sup
t!+1

xi (t) < Mi ; pour tout i = 1; 2:

Le système (1.7) est dit permanent s�il est uniformément persistant et dissipatif [22].

Le système (1.7) est dit impermanent si

min

�
lim inf
t!+1

xi (t)

�
= 0

Pour plus de détails sur les di¤érentes dé�nitions de la persistance, nous nous référons à

Freedman et Moson [8] et Thieme [20].

Lemme 4 (lemme de Barbalat )[10]

Soit f une fonction positif dé�nie sur [0;1)

(i) Si f est intégrable et uniformément continue alors lim
t!+1

f (t) = 0

(ii) Si f est intégrable et _f est uniformément continue alors lim
t!+1

_f (t) = 0:
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Chapitre 2

Quelques modèles de la dynamique

des populations

2.1 Modèles avec une seule population

2.1.1 Modèle de Malthus

Ce modele a été proposé par Thomas Malthus en 1798 [11,16,7]. Il suppose que la

population possède un taux de croissance r constant, simple di¤érence du taux de natalité

et du taux de mortalité car la population est supposé isolée c�est-à-dire aucune migration

n�est envisagée. En désignant par N(t) la taille de la population à étudiée à l�instant t.

La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante :

_N (t) = rN (t)

avec la condition initiale N (0) = N0

La solution de cette équation di¤érentielle : N (t) = N0 exp rt
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Fig.1: Modèle de malthus

On voit que :

Si r > 0 il y a croissance exponentielle de la population.

Si r < 0 il y a décroissance exponentielle de la population qui tend vers une

extinction.

Si r = 0 la population reste constante.



10

2.1.2 Modèle de croissance logistique de Verhulst

C�est suite aux considérations précédentes, que le biologiste belge Pierre-François-

Verhulst [7,18,21] propose en 1838 un modèle amélioré tenant compte de la limitation im-

posée par l�e¤ectif croissant de la population. Il suppose que le taux d�accroissement par

capita de la population est donné par:

_N (t) = rN (t)

�
1� N (t)

K

�

avec la condition initiale N (0) = N0

K : la capacité limite du milieu

La solution est donnée par :

N (t) = N0
K exp rt

K +N0(exp rt� 1)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

2
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6

8

10

12

14

16

18

20

time t

so
lut

ion

N(0)=k
N(0)>k
N(0)<k

Fig.2: Modèle Logistique , r = 0:1 ; k = 10:
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On voit que :

Si N(0) < k La population croit et s�approche asymptotiquement de k

quand t! +1

Si N(0) > k la population décroit et elle s�approche asymptotiquement de k

quand t! +1

Et dans le cas ouN(0) = k la population reste constante pour tout (t > 0).

2.2 Modèles avec deux populations

2.2.1 Modèle de Lotka Volterra

Le système proies-prédateur a été imaginé par Volterra en 1925 pour modéliser

l�évolution de sardines et des requins dans la mer Adriatique. Un modèle similaire a été

développé par Lotka, un scienti�que américain à la même époque. Ce modèle se présente

sous la forme deux équations di¤érentielles.8>><>>:
dx

dt
= ax� bxy

dy

dt
= �cy + ebxy

(2.1)

Où

x : densité de proies

y : densité de prédateur

a: le taux de croissance des proies

b: le taux de prédation
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c : le taux de mortalité des prédateurs

e : le taux de conversion.

le modèle de Lotka-Volterra prévoit des centres, qui sont structurellement instables.

Cela veut dire que ce dernier admet des solutions périodiques.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

t

x

proie
predateur

Fig.3: Modèle de Lotka-Volterra

Les valeurs des paramètres utilisées dans la simulation sont :

a = 0:5; b = 1; c = 1; e = 0:4 avec la condition initiale (x (0) ; y (0)) = (1; 1).

2.2.2 Modèle proie-prédateur de Holling

La forme assez générale, d�un modèle proie-prédateur est la suivante :8>><>>:
_x = f(x)� h(x; y)

_y = g(y) + eh(x; y)

où le signe négatif devant la fonction h(x; y) indique que l�interaction avec les

prédateurs a un e¤et négatif sur la croissance des proies.
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Le paramètre e > 0 est le taux de conversion de la biomasse des proies en biomasse

des prédateurs. Il est usuel de considérer le nombre de proies tuées par un seul prédateur

par unité de temps qui est aussi appelé la fonction réponse du modèle proie-prédateur.

Dans le modèle de Lotka-Voltera présente précédemment, la fonction réponse '(x; y) est la

suivante:

'(x; y) =
h(x; y)

y

Dans le cas particulier du modèle de Lotka-Volterra, la fonction h(x; y) = axy et il vient

donc :

'(x; y) = ax

Cependant, il est évident que cette fonction réponse est irréaliste. En e¤et, ' est propor-

tionnelle à x, cela veut dire que le nombre de proies ingurgitées par un seul prédateur peut

être très grand si x est grand. On doit plutôt s�attendre à une limitation du nombre de

proies tuées et ingurgitées par un prédateur même si la densité des proies est grande. Les

capacités physiologiques d�absorption de proies par un prédateur sont limitées, et même si

un grand nombre de proies est disponible, un prédateur ne pourra pas absorber un nombre

de proies supérieur à cette limite. Il est donc plus réaliste de concevoir une fonction réponse

présentant un e¤et de saturation avec la densité des proies.

Une telle fonction réponse présentant un plateau pour les grandes densités de proies

est dite fonction réponse de type II, en opposition à la fonction réponse de Lotka-Volterra

appelée de type I. La fonction de type II dite de Holling est la suivante :

'(x; y) =
ax

x+D
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Où D est une constante positive. Le modèle du prédateur-proie de Holling est le suivant:8>><>>:
_x = rx(1� x

k
)� ax

x+D

_y = �my + e ax

x+D

Pour l�analyse mathématique de ce modèle, nous renvoyons le lecteur à [5].

2.2.3 Modèle ratio-dépendant

En 1989, Roger Arditi et Lev R. Ginzburg ont proposé un modèle appelé ratio-

dependent, c�est-à-dire le ratio entre le nombre de proies et le nombre de prédateurs.

La réponse fonctionnelle ratio-dépendant s�écrire sous la forme suivante :

P

�
x

y

�
=

c

�
x

y

�
m+

�
x

y

� = cx

my + x

Le modèle ratio-dépendant est le suivant :

8>><>>:
_x = x (a� bx)� cxy

my + x

_y = �dy + fxy

my + x

Pour plus de détails sur ce modèle, nous renvoyons le lecteur à [2].
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Chapitre 3

Modèle ratio-dépendant proie

prédateur

Dans ce chapitre nous étudions la dynamique d�un système continu de dimension

trois, Nous analysons la bornitude des solutions positives, la stabilité locale et globale des

points d�équilibres positifs.

3.1 Présentation du modèle

Nous intéressons à un modèle de type proie-prédateur ratio-dépendant structuré

en stade 8>>>>>>><>>>>>>>:

_x1 (t) = ax2 (t)� r1x1 (t)� bx1 (t)

_x2 (t) = bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

_y (t) = y (t)

�
�r + a2x2 (t)

my (t) + x2 (t)

� (3.1)
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avec les conditions initiales

x1 (0) > 0; x2 (0) > 0; y (0) > 0 (3.2)

Où x1(t); x2(t) et y(t) sont les densités respectives de la proie juvénile , du proie

adulte et du prédateur au temps t . et les constantes r; r1; b; b1; a; a1; a2;m sont des para-

mètres supposés strictement positifs.

3.2 Persistance uniforme

Lemme 5 les solutions du système (3.1) avec les conditions initiales (3.2) sont asymp-

totiquement bornées

Preuve. Soit(x1 (t) ; x2 (t) ; y (t)) la solution du système (3.1) avec les conditions initiales

(3.2)

Considérons la fonction

� (t) = x1 (t) + x2 (t) +
a1
a2
y (t)

la dérivée de � (t) par rapport au temps t

_� (t) = _x1 (t) + _x2 (t) +
a1r

a2
_y (t)

A partir du système (3.1) nous avons

_� (t) = ax2 (t)� rx1 (t)� b1x22 (t)�
a1r

a2
y (t)

Notons par A = min fr; r1g

_� (t) � ax2 (t)�Ax1 (t)� b1x22 (t)�
a1A

a2
y (t)
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d�où

_� (t) � ax2 (t)�Ax1 (t)� b1x22 (t)�
a1A

a2
y (t) +Ax2 �Ax2 (t)

_� (t) � �Ax1 (t)�Ax2 (t)�
a1A

a2
y (t) + ax2 (t) +Ax2 (t)� b1x22 (t)

_� (t) � �A� (t) + (a+A)x2 (t)� b1x22 (t)

De plus, on véri�e facilement que

max
x2R+

[(a+A)x2 (t)� b1x22 (t)] =
(a+A)

4b1

2

on obtient alors l�inégalité suivante :

_� (t) � �A� (t) + (a+A)
4b1

2

alors

_� (t) +A� (t) � (a+A)2

4b1

multiplions les deux membres par exp (At)

( _� (t) +A� (t)) exp (At) � (a+A)2

4b1
exp (At)

C�est-à-dire

d

dt
(� (t) exp (At)) � (a+A)2

4b1
exp (At)
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integrant entre 0 et t

Z t

0
(
d

ds
(� (s) exp (As)))ds �

Z t

0

(a+A)2

4b1
exp (As) ds

� (t) exp (At)� � (0) � (a+A)2

4b1

�
1

A
exp (As)

�t
0

� (t) exp (At)� � (0) � (a+A)2

4b1

�
1

A
exp (At)� 1

A

�
� (t) exp (At) � (a+A)2

4Ab1
exp (At)� (a+A)

2

4Ab1
+ � (0)

� (t) � (a+A)2

4Ab1
� (a+A)

2

4Ab1
exp (�At) + � (0) exp (�At)

On trouve

lim sup
t!1

� (t) � (a+A)2

4Ab1
:=M�

donc il existe une constant positive M� < M et T1 > 0 telque si t > T1 ;

� (t) � M� < M; ceci implique que les solutions sont dé�nies pour tout t � 0 et

sont bornées i.e. le système (3.1) est dissipatif.

Théorème 6 si les conditions suivantes sont véri�ées:

(H1) a1 > r ;

(H2)
ab

r1 + b
>
a1
m
:

alors le système (3.1) est uniformément persistant.

Preuve. La preuve est donnée en plusieurs étapes

Considérons les solutions positives (x1 (t) ; x2 (t) ; y (t)) du système (3.1) avec les

conditions initiales (x1 (0) ; x2 (0) ; y (0))

-1) écrire la seconde équation du système (3.1) sous la forme suivante :

_x2 (t) � bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1
m
x2 (t)
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on a

_x2 (t) = bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

d�où

_x2 (t) = bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1x2 (t)

m

0B@ y (t)

y (t) +
x2 (t)

m

1CA

comme

y (t)

y (t) +
x2 (t)

m

� 1

Multiplions l�inégalité par
�
�a1x2 (t)

m

�

�a1x2 (t)
m

0B@ y (t)

y (t) +
x2 (t)

m

1CA � �a1x2 (t)
m

On ajoute bx1 (t)� b1x22 (t)

bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1x2 (t)

m

0B@ y (t)

y (t) +
x2 (t)

m

1CA � bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1
m
x2 (t)

Alors on obtient

_x2 (t) � bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1
m
x2 (t)

on trouve le système 8>><>>:
_x1 (t) = ax2 (t)� rx1 (t)� bx1 (t)

_x2 (t) � bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1
m
x2 (t)

-2) Etude de la stabilité:
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Considérons le système suivant8>><>>:
_u1 (t) = au2 (t)� r1u1 (t)� bu1 (t)

_u2 (t) = bu1 (t)� b1u22 (t)�
a1
m
u2 (t)

(3.3)

Le système (3.3) a deux points d�équilibres : E0 (0; 0) ; E�1 (u
�
1; u

�
2)

où u�1 =
au�2
r1 + b

;

u�2 =
1

b1

�
ab

r1 + b
� a1
m

�
La matrice jacobienne du système (3.3) au point E0 (0; 0) est:

JE0 =

0BB@�(r1 + b) a

b �a1
m

1CCA
Le déterminant est donné par:

det JE0 = (r1 + b)
a1
m
� ab

on à
ab

r1 + b
>
a1
m

=) (r + b)
a1
m
� ab < 0

donc det JE0 < 0

et la trace vaut:

trJE0 = �(r + b)�
a1
m
< 0

Alors le point E0 (0; 0) est un point-selle.

La matrice jacobienne du système (3.3) au point E�1 (u
�
1; u

�
2) est:

JE�1 =

0BB@�(r1 + b) a

b �2
�

ab

r1 + b
� a1
m

�
� a1
m

1CCA
Le déterminant est donné par:

det JE�1 = 2(r1 + b)(
ab

r1 + b
� a1
m
) +

a1
m

= 2ab� 2(r1 + b)a1
m

+
(r1 + b)a1

m
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= 2ab� (r1 + b)a1
m

> 0

et la trace vaut:

trJE�1 = �(r1 + b)� 2
�

ab

r1 + b
� a1
m

�
� a1
m
< 0

Alors le point E�1 (u
�
1; u

�
2) est stable

-3) écrire le système (3.3) sous la forme suivante :8>>><>>>:
_u1 (t) =

a

u�1
[�u2 (t) (u1 (t)� u�1) + u1 (t) (u2 (t)� u�2)]

_u2 (t) =
b

u�2
[�u1 (t) (u2 (t)� u�2) + u2 (t) (u1 (t)� u�1)]� b1u2 (t) (u2 (t)� u�2)

(3.4)

La première équation du système (3.3) donne:

_u1 = au2 (t)� r1u1 (t)� bu1 (t)

_u1 = au2 (t)� (r1 + b)u1 (t)

_u1 = a

�
u2 (t)�

(r1 + b)

a
u1 (t)

�

De plus on a u�1 =
au�2
r1 + b

=) r1 + b

a
=
u�2
u�1

_u1 (t) = a

�
u2 (t)�

u�2
u�1
u1 (t)

�
_u1 (t) =

a

u�1
[u2 (t)u

�
1 � u�2u1 (t)]

d�où

_u1 (t) =
a

u�1
[u2 (t)u

�
1 � u�2u1 (t) + u2 (t)u1 (t)� u2 (t)u1 (t)]

On obtient

_u1 (t) =
a

u�1
[�u2 (t) (u1 (t)� u�1) + u1 (t) (u2 (t)� u�2)]
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La deuxième équation du système (3.3) donne:

_u2 (t) = bu1 (t)� b1u22 (t)�
a1
m
u2 (t)

_u2 (t) = bu1 (t)� b1u2 (t)
�
u2 (t) +

a1
b1m

�

On a u�2 =
1

b1

�
ab

r1 + b
� a1
m

�
=) a1

b1m
= �u�2 +

ab

b1(r1 + b)

_u2 (t) = bu1 (t)� b1u2 (t)
�
u2 (t)� u�2 +

ab

(r1 + b)b1

�
(3.5)

or u�1 =
au�2
r1 + b

=) a

r1 + b
=
u�1
u�2

On remplace dans l�équation (3.5)

_u2 (t) = bu1 (t)� b1u2 (t)
�
u2 (t)� u�2 +

bu�1
b1u�2

�
_u2 (t) = bu1 (t)� b1u22(t) + b1u2 (t)u�2 �

bu�1u2 (t)

u�2

_u2 (t) = bu1 (t)�
bu�1u2 (t)

u�2
� b1u22(t) + b1u2 (t)u�2

_u2 (t) =
bu�2u1 (t)� bu�1u2 (t)

u�2
� b1u2 (t) (u2 (t)� u�2)

d�où

_u2 (t) =
b

u�2
(u�2u1 (t)� u�1u2 (t) + u1u2 � u1u2)� b1u2 (t) (u2 (t)� u�2)

On obtient

_u2 (t) =
b

u�2
[�u1 (t) (u2 (t)� u�2) + u2 (t) (u1 (t)� u�1)]� b1u2 (t) (u2 (t)� u�2)

Le système (3.3) se réécrit sous la forme suivante:8>>><>>>:
_u1 (t) =

a

u�1
[�u2 (t) (u1 (t)� u�1) + u1 (t) (u2 (t)� u�2)]

_u2 (t) =
b

u�2
[�u1 (t) (u2 (t)� u�2) + u2 (t) (u1 (t)� u�1)]� b1u2 (t) (u2 (t)� u�2)
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-4) Considérons la fonction de Lyapunov

V1 (t) = c1

�
u1 � u�1 � u�1 ln

u1
u�1

�
+ c2

�
u2 � u�2 � u�2 ln

u2
u�2

�

où c1et c2 sont des constant à determiner

La dérivé de V1 (t) le long des trajectoires de (3.4) est donnée par:

dV1 (t)

dt
=

2X
i=1

ci (ui (t)� u�i )
_ui (t)

ui (t)

=
c1a (u1 (t)� u�1)

u�1u1 (t)
[�u2 (t) (u1 (t)� u�1) + u1 (t) (u2 (t)� u�2)]

+
c2b (u2 (t)� u�2)

u2 (t)u�2
[�u1 (t) (u2 (t)� u�2) + u2 (t) (u1 (t)� u�1)]

�c2b (u2 (t)� u�2)
2

On pose c1 =
bu�1
au�2

; c2 = 1

dV1 (t)

dt
= � b1

u�2

"s
u2 (t)

u1 (t)
(u1 (t)� u�1) +

s
u1 (t)

u2 (t)
(u2 (t)� u�2)

#2
� b1 (u2 (t)� u�2)

2

On observe que

� b1
u�2

"s
u2 (t)

u1 (t)
(u1 (t)� u�1) +

s
u1 (t)

u2 (t)
(u2 (t)� u�2)

#2
< 0

Cela conduit à l�inégalité

dV1 (t)

dt
� �b1 (u2 (t)� u�2)

2

intégrant entre 0 et t

V1 (t) + b1

tZ
0

(u2 (s)� u�2)
2 ds � 0

ceci implique que (u2 (t)� u�2)
2 2 L1]0;1); les solutions (u1 (t) ; u2 (t)) du système (3.3)

sont bornées; on démontre que u2 (t)� u�2 et _u2 (t) sont uniformément continue; et d�après

lemme de Barbalat (page 7)
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on conclut que lim
t!1

(u2 (t)� u�2)
2 = 0; lim

t!1
_u2 (t) = 0;

ceci implique que

lim
t!1

u2 (t) = u
�
2; lim

t!1
u1 (t) = u

�
1

Pour " > 0 assez petit, il existe T2 � T1 telque t � T2

Nous avons donc u1 (t) � u�1 �
"

2
; u2 (t) � u�2 �

"

2
;

en utilisant le principe de comparaison,

on trouve alors que lim inf
t!1

x1 (t) � u�1 �
"

2
; lim inf

t!1
x2 (t) � u�2 �

"

2

Pour " > 0 assez petit il existe T2 � T1 telque t � T2 ;

x1 (t) � u�1 � "; x2 (t) � u�2 � " x2 (t) � u�2 � "

-5) montrons que lim inf
t!1

y (t) =
u�2(a2 � r)
2mr

On a x2 (t) >
x2 (t)

2

et pour " > 0; x2 (t) > u�2 � " =)
x2 (t)

2
>
u�2
2
� "

La troisième équation du modèle (3.1) donne

_y (t) = y (t)

�
�r + a2x2 (t)

my (t) + x2 (t)

�

D�autre part:
x2 (t)

2
>
u�2
2
� "



25

Alors

_y (t) > y (t)

0B@�r + a2
u�2
2

my (t) +
u�2
2

1CA

_y (t) > y (t)

0BB@�r
�
my (t) +

u�2
2

�
+ a2

u�2
2

my (t) +
u�2
2

1CCA
_y (t) >

y (t)

my (t) +
u�2
2

�
�r
�
my (t) +

u�2
2

�
+ a2

u�2
2

�

_y (t) >
y (t)

m

�
y (t) +

u�2
2m

� ��r�my (t) + u�2
2

�
+ a2

u�2
2

�

_y (t) >
y (t)�

y (t) +
u�2
2m

�
2664�r

�
my (t) +

u�2
2

�
+ a2

u�2
2

m

3775
on a

y (t)

y (t) +
u�2
2m

� 1

2664�r
�
my (t) +

u�2
2

�
+ a2

u�2
2

m

3775
264 y (t)

y (t) +
u�2
2m

375 �
�r
�
my (t) +

u�2
2

�
+ a2

u�2
2

m

_y (t) �
�r
�
my (t) +

u�2
2

�
+ a2

u�2
2

m

_y (t) �
�rmy (t) + (a2 � r)

u�2
2

m

_y (t) � �ry (t) + (a2 � r)u
�
2

2m

_y (t) + ry (t) � (a2 � r)u�2
2m

En résolvant l�équation suivante

_y (t) + ry (t) � (a2 � r)u�2
2m
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On trouve

y(t) � (a2 � r)u�2
2mr

+ y (0) exp(�rt)

Nous obtenons:

lim inf
t!1

y (t) � (a2 � r)u�2
2mr

Conclusion : le système (3.1) est uniformément persistent.

Théorème 7 si a2 < r

ou r1 > r et
a1

m� a > r;

alors le système (3.1) est impermanent

Preuve. Pour montrer que le système (3.1) est impermanence on distingue deux cas:

Le premier cas: si a2 < r alors lim
t!+1

y (t) = 0

La troisième équation du modèle (3.1) donne

_y (t) = �ry (t) + a2y (t)
x2 (t)

my (t) + x2 (t)

comme

x2 (t)

x2 (t) +my (t)
� 1

a2y (t)
x2 (t)

x2 (t) +my (t)
� a2y (t)

�ry (t) + a2y (t)
x2 (t)

x2 (t) +my (t)
� �ry (t) + a2y (t)

Nous obtenons l�inégalité suivante:

_y (t) � (a2 � r) y (t)

_y (t)� (a2 � r) y (t) � 0
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La solution est donnée par

y (t) = y (0) exp (a2 � r) t

puisque a2 < r alors lim
t!+1

y (t) = 0; dans ce cas le prédateur va vers l�extinction.

Deuxième cas: si r1 > r et
a

m� a > r

La preuve se fera par l�absurde

Supposons qu�il existe t1 > 0 tel que
x1(t1) + x2(t1)

y(t1)
= � ;

et pour t 2 [0; t1)
x1(t) + x2(t)

y(t)
< �

La somme de la première et la deuxième équation du système (3.1) donne:

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) = ax2 (t)� r1x1 (t)� b1x22 (t)�

a1x2 (t) y(t)

my(t) + x2 (t)

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) � ax2 (t)� r1x1 (t)�

a1x2 (t) y(t)

my(t) + x2 (t)

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) � ax2 (t)� r1x1 (t)�

a1x2 (t) y(t)

y(t)

�
m+

x2 (t)

y(t)

�
� ax2 (t)� r1x1 (t)�

a1x2 (t)

m+
x2 (t)

y(t)

� �r1x1 (t) + x2 (t)

2664a� a1

m+
x2 (t)

y(t)

3775
on pose � =

x2 (t)

y(t)

d�où

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) � �r1x1 (t) + x2 (t)

�
a� a1

m+ �

�
or

a1
(m+ �)

= a+ r =) a� a1
(m+ �)

= r
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alors l�inégalité devient

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) � �rx1 (t)� rx2 (t)

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) � �r((x1 (t) + x2 (t))

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) + r (x1 (t) + x2 (t)) � 0

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) exp rt+ r (x1 (t) + x2 (t)) exp rt � 0

d

dt
(x1 (t) + x2 (t)) exp rt � 0Z s

0
(
d

ds
(x1 (s) + x2 (s)) exp rs)ds � 0

x1 (t) + x2 (t) � (x1 (0) + x2 (0)) exp(�rt)

De plus

y (t) � y (0) exp(�rt)

donc exp(�rt) � y (t)

y (0)

d�où

x1 (t) + x2 (t) � (x1 (0) + x2 (0))
y (t)

y (0)

x1 (t) + x2 (t)

y (t)
� x1 (0) + x2 (0)

y (0)

et on a posé

� =
x1 (0) + x2 (0)

y (0)
< �

x1 (t) + x2 (t)

y (t)
� x1 (0) + x2 (0)

y (0)
= � < �

alors
x1 (t) + x2 (t)

y (t)
< � pour tout t 2 [0; t1) ; donc contradiction.

puisque x1 (t) + x2 (t) � (x1 (0) + x2 (0)) exp(�rt) pour t � 0

on trouve lim
t�!+1

(x1 (t) + x2 (t)) = 0
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donc lim
t�!+1

x1 (t) = lim
t�!+1

x2 (t) = 0

Théorème 8 si r1 > r et
a1

m� a; alors il existe une solution positive (x1 (t) ; x2 (t) ; y (t)) du

système (3.1) véri�ant lim
t!+1

(x1 (t) ; x2 (t) ; y (t)) = (0; 0; 0)

Preuve. D�après la démonstration du théorème (7):

lim
t�!+1

x1 (t) = lim
t�!+1

x2 (t) = 0

et Puisque y (t) est positive et bornée alors:

0 � lim inf
t!+1

y (t) � lim sup
t!+1

y (t) = s < +1

La preuve se fera par l�absurde

Supposons qu�il existe t � T4 tel que x2 (t) <
mrs

2a2

D�autre part qu�il existe t1 � T4 tel que y (t1) >
s

2
et _y (t1) > 0

on a

_y (t1) > 0

�ry (t1) +
a2x2 (t1) y (t1)

my (t1) + x2 (t1)
> 0

�ry (t1) +
a2x2 (t1) y (t1)

m

�
y (t1) +

x2 (t1)

m

� > 0

du faite que

y (t1)

y (t1) +
x2 (t1)

m

� 1

nous obtenons l�inégalité suivante:

_y (t1) �
a2x2 (t1)

m
� ry (t1) (3.8)

puisque _y (t1) > 0 alors
a2x2 (t1)

m
> ry (t1) =) x2 (t1) >

rmy (t1)

a2
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et on a y (t1) >
s

2
donc x2 (t1) >

rm

a2
y (t1) >

rms

2a2

contradiction

Conclusion : si s = 0 alors lim
t�!+1

y (t) = 0:

Exemple : Considérons le système suivant:8>>>>>>><>>>>>>>:

_x1 (t) = 3x2 (t)� x1 (t)� 2x1 (t)

_x2 (t) = 2x1 (t)� 2x22 (t)�
6x2 (t) y (t)

y (t) + x2 (t)

_y (t) = y (t)

�
�0:5 + 1:5x2 (t)

my (t) + x2 (t)

�
Avec les paramètres r1 = 1; r = 0:5;

a1
m
= 6; a + r = 3:5; m = 1; b = 2; r1 =

1; b1 = 2; r = 0:5; a1 = 6; a2 = 1:5 l�inégalité
�
x1 (0) + x2 (0)

y(0)

�
< � =

1

3
est satisfait

avec la condition initiale (x1 (0) ; x2 (0) ; y (0)) = (0:25; 0:25; 2). Les hypothèses de théorème

(8) sont véri�ées alors lim
t!+1

x1 (t) = lim
t!+1

x2 (t) = lim
t!+1

y (t) = 0; La simulation e¤ectué à

l�aide du Matlab est représenté sur la �gure 4, dans ce cas les trois espèces disparaitre.

0 5 10 15 20 25
0.5

0

0.5

1

1.5

2

time t

so
lut

ion

x1
x2
x3

Fig.4: Trajectoires des solutions
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3.3 Stabilité globale

Le système (3.1) à deux point d�équilibres E0 (0; 0; 0) ; E1 (�x1; �x2; 0)

�x1 =
a2b

b1 (r1 + b)
2 ; �x2 =

ab

b1 (r1 + b)

x�1 =
ax�2
r1 + b

; x�2 =
ab

b1 (r1 + b)
� a1(a2 � r)

ma2b1
; y� =

x�2(a2 � r)
mr

:

La matrice jacobienne du système (3.1) au point E1 (�x1; �x2; 0) est donnée par

JE1 =

0BBBBBB@
�r1 � b a 0

b �2b1�x2 �a1

0 0 a2 � r

1CCCCCCA
(i) Si a < r; alors E1 est localement asymptotiquement stable.

(ii) Si a > r; alors E1 est instable.

La matrice jacobienne du système (3.1) au point E� (x�1; x
�
2; y

�) est donnée par

JE� =

0BBBBBBB@
�r1 � b a 0

b �2b1x�2 �
ma1 (y

�)2

(my� + x�2)
2

�a1 (x�2)
2

(my� + x�2)
2

0
ma2 (y

�)2

(my� + x�2)
2

�ma2x�2y�

(my� + x�2)
2

1CCCCCCCA
Nous allons, maintenant, montrer que, sous certaines conditions, le point d�équilibre

E� (x�1; x
�
2; y

�) est globalement asymptotiquement stable.

Théorème 10 Supposons que les l�hypothèses suivantes sont véri�ées

1) a2 > r

2)
ab

>
2a1

(r1 + b) m

Alors, le point d�équilibre E� (x�1; x�2; y�) est globalement asymptotiquement

stable.
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Preuve. La preuve est donnée en plusieurs étapes

-1) écrire le système (3.1) sous la forme suivante :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

_x1 (t) =
a

x�1
[�x2 (t) (x1 (t)� x�1) + x1 (t) (x2 (t)� x�2)]

_x2 (t) =
b

x�2
[�x1 (x2 � x�2) + x2 (x1 � x�1)]

+x2 (t)

�
�b1(x2 (t)� x�2) +

a1ry
�(my (t) + x2 (t))� a1y (t) a2x�2
a2x�2(my (t) + x2 (t))

�
_y (t) = y (t)

ma2 [y
�(x2 (t)� x�2)� x�2(y (t)� y�)]

(my� + x�2) (my (t) + x2 (t))

La première équation du système (3.1) donne:

_x1 (t) = ax2 (t)� rx1 (t)� bx1 (t)

_x1 (t) = ax2 (t)� (r + b)x1 (t)

_x1 (t) = a

�
x2 (t)�

(r + b)

a
x1 (t)

�

De plus on a x�1 =
ax�2
r1 + b

=) r1 + b

a
=
x�2
x�1

_x1 (t) = a

�
x2 (t)�

x�2
x�1
x1 (t)

�
_x1 (t) =

a

x�1
[x2 (t)x

�
1 � x�2x1 (t)]

D�où

_x1 (t) =
a

x�1
[x2 (t)x

�
1 � x�2x1 (t) + x2 (t)x1 (t)� x2 (t)x1 (t)]

On obtient

_x1 (t) =
a

x�1
[�x2 (t) (x1 (t)� x�1) + x1 (t) (x2 (t)� x�2)] (3.9)

La deuxième équation du système (3.1):

_x2 (t) = bx1 (t)� b1x22 (t)�
a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)
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D�où

_x2 (t) = bx1 (t) +

�
ab

r1 + b
x2 (t)�

ab

r1 + b
x2 (t)

�
� b1x22 (t)

+ (b1x2 (t)x
�
2 � b1x2 (t)x�2)�

a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

_x2 (t) = b

�
x1 (t)�

a

r1 + b
x2 (t)

�
+

ab

r1 + b
x2 (t)� b1x22 (t)� b1x2 (t)x�2

+b1x2 (t)x
�
2 �

a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

De plus on a y� =
x�2(a2 � r)

mr
et x�1 =

ax�2
r1 + b

=) a

r1 + b
=
x�1
x�2

On remplace dans l�équation et on ajoute (x1x2 � x1x2)

_x2 (t) = b

�
x1 (t)�

x�1
x�2
x2 (t) + (x1x2 � x1x2)

�
+

ab

r1 + b
x2 (t)

�b1x22 (t)� b1x2 (t)x�2 + b1x2 (t)x�2 �
a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

_x2 (t) =
b

x�2
[x�2x1 (t)� x�1x2 (t) + x1x2 � x1x2] +

ab

r1 + b
x2 (t)

�b1x22 (t)� b1x2 (t)x�2 + b1x2 (t)x�2 �
a1x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

_x2 (t) =
b

x�2
[�x1 (x2 � x�2) + x2 (x1 � x�1)]

+x2 (t)

�
�b1(x2 (t)� x�2) +

ab

r1 + b
� b1x�2 �

a1y (t)

my (t) + x2 (t)

�

On a x�2 =
ab

b1 (r1 + b)
� a1(a2 � r)

ma2b1
=) b1x

�
2 =

ab

(r1 + b)
� a1(a2 � r)

a2m

) ab

(r1 + b)
� b1x�2 =

a1(a2 � r)
a2m
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D�où

_x2 (t) =
b

x�2
[�x1 (x2 � x�2) + x2 (x1 � x�1)]

+x2 (t)

�
�b1(x2 (t)� x�2) +

a1(a2 � r)
a2m

� a1y (t)

my (t) + x2 (t)

�
On a y� =

x�2(a2 � r)
mr

=) ry�

x�2
=
(a2 � r)
m

_x2 (t) =
b

x�2
[�x1 (x2 � x�2) + x2 (x1 � x�1)] (3.10)

+x2 (t)

�
�b1(x2 (t)� x�2) +

a1ry
�

a2x�2
� a1y (t)

my (t) + x2 (t)

�
(3.11)

_x2 (t) =
b

x�2
[�x1 (x2 � x�2) + x2 (x1 � x�1)]

+x2 (t)

�
�b1(x2 (t)� x�2) +

a1ry
�(my (t) + x2 (t))� a1y (t) a2x�2
a2x�2(my (t) + x2 (t))

�
y� =

x�2(a2 � r)
mr

=) a2x
�
2 = r(my

� + x�2)

_x2 (t) =
b

x�2
[�x1 (x2 � x�2) + x2 (x1 � x�1)]

+x2 (t)

�
�b1(x2 (t)� x�2) +

a1ry
�(my (t) + x2 (t))� a1y (t) r(my� + x�2)
r(my� + x�2)(my (t) + x2 (t))

�

_x2 (t) =
b

x�2
[�x1 (x2 � x�2) + x2 (x1 � x�1)]

+x2 (t)

�
�b1(x2 (t)� x�2) +

a1ry
�my (t) + a1ry�x2 (t)� a1y (t) r(my� + x�2)

r(my� + x�2)(my (t) + x2 (t))

�
La troisième équation du modèle (3.1) donne:

_y (t) = y (t)

�
�r + a2x2 (t)

my (t) + x2 (t)

�
_y (t) = y (t)

�
�rmy (t) + (a2 � r)x2 (t)

my (t) + x2 (t)

�

_y (t) = rmy (t)

0B@�y (t) + (a2 � r)rm
x2 (t)

my (t) + x2 (t)

1CA
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y� =
x�2(a2 � r)

mr
=) y�

x�2
=
(a2 � r)
mr

_y (t) = rmy (t)

0BB@�y (t) +
y�

x�2
x2 (t)

my (t) + x2 (t)

1CCA
_y (t) = rmy (t)

�
�x�2y (t) + y�x2 (t)
x�2(my (t) + x2 (t))

�
_y (t) = rmy (t)

a2
a2

�
�x�2y (t) + y�x2 (t)
x�2(my (t) + x2 (t))

�

On a y� =
x�2(a2 � r)

mr
=) mry� = a2x�2 � rx�2

=) a2x
�
2 = mry

� + rx�2

=) a2x
�
2 = r (my

� + x�2)

_y (t) = a2rmy (t)

�
�x�2y (t) + y�x2 (t)
a2x�2(my (t) + x2 (t))

�
On ajoute (+x�2y

� � x�2y�)

_y (t) = a2rmy (t)

�
�x�2y (t) + y�x2 (t) + (x�2y� � x�2y�)

a2x�2(my (t) + x2 (t))

�
_y (t) = a2rmy (t)

�
y�(x2 (t)� x�2)� x�2(y (t)� y�)
r (my� + x�2) (my (t) + x2 (t))

�

On trouve

_y (t) = y (t)
ma2 [y

�(x2 (t)� x�2)� x�2(y (t)� y�)]
(my� + x�2) (my (t) + x2 (t))

-2 Considérons la fonction de Lyapunov

V (t) =
2X
i=1

ci

�
xi � x�i � x�i ln

xi
x�i

�
+ c3

�
y � y� � y� ln y

y�

�

ou ci et c3 sont des constant à determiner
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La dérivée de V1 (t) le long des trajectoires de (3.10) est donnée par :

dV (t)

dt
=

2X
i=1

ci (xi (t)� x�i )
_xi (t)

x�i
+ c3 (y (t)� y�)

_y (t)

y�

=
c1a (x1 (t)� x�1)

x�1x1 (t)
[�x2 (t) (x1 (t)� x�1) + x1 (t) (x2 (t)� x�2)]

+
c2b (x2 (t)� x�2)

x�2x2 (t)
[�x1 (t) (x2 (t)� x�2) + x2 (t) (x1 (t)� x�1)]

+c2 (x2 (t)� x�2)
�
�b1 (x2 (t)� x�2) +

a1y
� (x2 (t)� x�2)� a1x�2 (y (t)� y�)
(my (t) + x2 (t)) (my� + x�2)

�
+c3ma2 (y (t)� y�)

y� (x2 (t)� x�2)� x�2 (y (t)� y�)
(my (t) + x2 (t)) (my� + x�2)

c1 =
b1x

�
1

a1x�2
; c2 = 1; c3 =

a1x
�
2

ma2y�

dV (t)

dt
= � b

x�2

"s
x2 (t)

x1 (t)
(x1 (t)� x�1) +

s
x1 (t)

x2 (t)
(x2 (t)� x�2)

#2
� b1(x2 (t)� x�2)

+
a1y

�(x2 (t)� x�2)2
(my (t) + x2 (t)) (my� + x�2)

� a1 (x2)
2 (y (t)� y�)2

y� (my (t) + x2 (t)) (my� + x�2)

On observe que

� b

x�2

"s
x2 (t)

x1 (t)
(x1 (t)� x�1) +

s
x1 (t)

x2 (t)
(x2 (t)� x�2)

#2
< 0

=) 9 " > 0 telque " ab

(r1 + b)
� 2a1
m

� b1" > 0 ; d�après la théorème (7),

il existe T � 0 telque si t � T alors x2 (t) > u�2� "

dV (t)

dt
� �

�
b1 �

a1
m (u�2 � ")

�
(x2 (t)� x�2)2 �

a1 (x
�
2)
2 (y (t)� y�)2

y�y (t) (m+
x2 (t)

y (t)
) (my� + x�2)

on pose � =
x2 (t)

y (t)
= 1

Cela conduit à :

dV (t)

dt
� �

�
b1 �

a1
m (u�2 � ")

�
(x2 (t)� x�2)2 �

a1 (x
�
2)
2 (y (t)� y�)2

y�M (m+ 1) (my� + x�2)
(3.12)
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On trouve la solution:

V (t)+

�
b1 �

a1
m (u�2 � ")

� tZ
0

(x2 (s)�x�2)2ds+
a (x�2)

2

y�M (m+ 1) (my� + x�2)

tZ
0

(y (t)�y�)2 � V (0)

(x2 (t)� x�2)2; (y (t)� y�)2 2 L1]0;1 )

Les solutions (x2 (t) ; y (t)) du système (3.1) sont bornées; on démontre que x2 (t)�

x�2; y (t)� y� et _x2 (t) sont uniformément continue; et d�après lemme de Barbalat (page 7)

on conclut

lim
t!+1

(x2 (t)� x�2)2 = 0; lim
t!+1

_x2 (t) = 0; lim
t!+1

(y (t)� y�)2 = 0;

lim
t!+1

x2 (t) = x
�
2; lim

t!+1
x1 (t) = x

�
1; lim

t!+1
y (t) = y�

Nous allons, maintenant, montrer que, sous certaines conditions, le point d�équilibre 

est globalement asymptotiquement stable.

Théorème 11 Supposons que les l�hypothèses suivantes sont véri�ées ,

1)
ab

r1 + b
>
a1
m

2) a2 < r

alors E1 (x�1; x�2; 0) du problème (3.1) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Considérons une solution (x1 (t) ; x2 (t) ; y (t)) de (3.1) avec une condition initiale

(x1 (0) ; x2 (0) ; y (0))

d�après la démonstration du théorème (7), il existe T �3 � 0 telque si t � T3�; alors

x2 (t) >
u�2
2
et par la preuve du théorème (7) on a lim y (t) = 0:

Soit " 2 0;
ab

r1 + b

� � t!1

il existe T5 � T3� telque si t � T3� alors
a1y(t)

my (t) + x2 (t)
< "
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Considérons les deus système suivantes :

_u1 (t) = au2 (t)� r1u1 (t)� bu1 (t)

_u2 (t) = bu1 (t)� b1u22 (t)� "u2 (t)

et

_v1 (t) = av2 (t)� r1v1 (t)� bv1 (t) (3.13)

_v2 (t) = bv1 (t)� b1v22 (t)

On utilise la même preuve du théorème (7) on obtient:

lim
t!+1

u1 (t) = �x1 �
a"

b1 (r + b)
; lim

t!+1
u2 (t) = �x2 �

"

b1
;

lim
t!+1

v1 (t) = �x1; lim
t!+1

v2 (t) = �x1

à l�aide du principe de comparaison nous obtenons:

�x1 �
a"

b1 (r + b)
� lim
t!+1

x1 (t) � �x1; �x2 �
"

b1
� lim
t!+1

x2 (t) � �x2:

pour "! 0 alors lim
t!+1

x1 (t) = �x1; lim
t!+1

x2 (t) = �x:
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3.4 Simulations numériques

exemple 1: Considérons le système suivant:

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1

2

3

4

5

6

7

time t

so
lut

ion

x1
x2
x3

Fig.5: Le système (3.14) est uniformément persistance

8>>>>>>><>>>>>>>:

x_ 1 (t) = 4x2 (t)� 0:1x1 (t)� 2x1 (t)

x_ 2 (t) = 2x1 (t)� x22 (t)�
x2 (t) y (t)�xmy (t) + 2 (t)�

a2x2 (t)

(3.14)

y_ (t) = y (t) �r + 
my (t) + x2 (t)

avec la condition initiale (x1 (0) ; x2 (0) ; y (0)) = (1; 1; 1) ; et les paramètres a2 = 1:5; r = 0:5; 

a = 4; r1 = 0:1; b = 2; b1 = 1; m = 2; r = 0:5; le système (3.14) admet

2940

441

73

21
un unique point d�équilibre positif E3( ; ;

73

21
); les hypothèses des théorèmes (6) et

2940

441

73

21
(10) sont donc véri�ées, c�est-à-dire le point d�équilibre E3( ; ;

73

21
) est globalement

asymptotiquement stable et le système (3.14) est uniformément persistance. Ce résultat est

illustré par la simulation dans la �gure 5
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Exemple 2

Considérons le système suivant:8>>>>>>><>>>>>>>:

_x1 (t) = 6x2 (t)� x1 (t)� 3x1 (t)

_x2 (t) = 3x1 (t)� 2x22 (t)�
x2 (t) y (t)

my (t) + x2 (t)

_y (t) = y (t)

�
�2 + x2 (t)

my (t) + x2 (t)

� (3.15)

avec la condition initial (x1 (0) ; x2 (0) ; y (0)) = (1; 1; 1) ; et les paramètres a2 = 1; 

r = 2; a1 = 1; a = 6; r1 = 1; b = 3; b1 = 2; m = 1 les hypothèses du théorèmes (11) sont

véri�ées, c�est-à-dire le point d�équilibre positif E3(
27

8
;
9

4
; 0) est globalement asymptotique-

ment et le système ( 3.15) est impermanent. Ce résultat est illustré par simulation dans la

�gure 6

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

time t

so
lut

ion

x1
x2
x3

Fig.6: Le système (3.15) est impermanent.
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3.5 Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un modèle de type proie-prédateur ratio-dépendant

structuré en stade, on a démontré que les solutions du système sont asymptotiquement

bornées. En utilisant une fonction de Lyapunov, on a démontré la stabilité globale du point

d�équilibre , ensuite on a donné des conditions sous lesquelles le modèle est uniformément

persistance. Pour illustrer les résultats théoriques, des simulations numériques ont été

proposée à la �n de ce mémoire.
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Résumé : 

Dans ce mémoire, nous étudions un modèle proie-prédateur ratio-dépendant 
structuré en stade. Tout d'abord, Nous montrons la stabilité globale du point 

d’équilibre par la fonction de Lyapunov, Ensuite on donne des conditions sous 
lesquelles le modèle est uniformément persistance et nous terminons notre étude 

par des simulations numériques pour illustrer nos résultats théorique.

Mots clés 

modèle proie-prédateur, ratio-dépendance, Persistance uniforme, Stabilité 
globale.  

Abstract 

    A ratio-dependent predator–prey model with stage structure for prey is 

investigated. First, sufficient conditions are derived for the uniform persistence of the 

model. Next, by constructing appropriate Lyapunov functions, a set of easily verifiable 

sufficient conditions are obtained for the global asymptotic stability of nonnegative 

equilibria of the model. Numerical simulations are presented to illustrate the validity 

of our main results.

Keywords 

Predator–prey model; Ratio-dependence; Uniform persistence; Global 
stability.
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