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0.1 Introduction

Les mathématiques sont de plus en plus présentes dans diverses disciplines et not-
amment en biologie. La modélisation en biologie a commencée & étre utilisée en dynamique
de population afin de modéliser non seulement la croissance des populations mais aussi les
différentes interactions qui peuvent exister entre elles. Dans ce mémoire nous étudions la
dynamique d’un systéme de dimension trois, ce modeéle décrit une population proie juvénile,
proie adulte et prédateur, il est basé sur le modele de Lotka-Volterra et le ratio dépendant
[1,2,3,6].

Nous intéressons a un modéle de type proie-prédateur ratio-dépendant

.’j?l (t) = axry (t) — 7T (t) — bml (t)

(D) y ()
my (t) + 2 (t)

i =y (-2l )

avec les conditions initiales

z1(0) >0, x2(0)>0, y(0)>0

Ou z1(t), z2(t) et y(t) sont les densités respectives de la proie juvénile, du proie
adulte et du prédateur au temps ¢, et les constantes r, 1, b, b1, a, a1, as, m sont les parameétres
du modeéle donné que nous supposons strictement positifs.

Ce travail est composé en trois chapitres:

Le premier chapitre, nous regroupons quelques outils mathématiques utilisés dans
notre travail, en particulier, la notion de la stabilité au sens de Lyapunov. Nous introduisons

aussi, le lemme de comparaison et les différentes définitions de la persistance.



Dans le second chapitre, nous rappelons les modeéles classiques de Malthus, de
Verhulst, et de Lokta Volterra.

Le dernier chapitre est consacré & I’étude du probléme proie prédateur ratio-
dépendant, nous montrons que les solutions du systéme sont asymptotiquement bornées.
Nous étudions la stabilité locale et globale des points d’équilibre en construisant une fonc-
tion de Lyapunov appropriée. Nous donnons aussi des conditions sous lesquelles le modeéle
est uniformément persistance et nous terminons notre étude par des simulations numériques

qui illustrent les résultats.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Définition de la stabilité

Considérons un systéme continu autonome décrit par une équation différentielle

du premier ordre :

= f(x) x €R" (1.1)
x* est appelé point d’équilibre pour le systéme (1.1) s‘il est vérifie I’équation
fz)=0 (1.2)
le point d’équilibre x*est stable : si Ve > 0,3 n > 0 tel que:
|lz(0) —z*||<n = |lz(t)—2z"|| <e Vt>0 (1.3)

sinon 1l est instable.



Le point d’équilibre x* est asymptotiquement stable s’il est stable et il existe r > 0

tel que pour toute solution x (¢) de (1.1) on a
|z (0) —2*||<r = lim |la(t)—2"| =0 (1.4)
t——+o0
Définition 1 (stabilité globale)

L’équilibre z* est dit globalement asymptotiquement stable, s’il est stable asymp-

totiquement pour n’importe quelle condition initiale dans R™.

1.2 Fonction de Lyapunov

Soit V : © — R une fonction continue, Ou € : désigne un ouvert non vide
de R™ (n € N*) contenant ’équilibre z*. On dira que V' () est définie positive (respective-

ment définie négative) si et seulement si :

2.V (z) >0 (respectivement V (z) < 0) Va € O\ {z*},
Elle est dite semi-définie positive (respectivement semi-définie négative) si et seule-

ment si :

2.V (z) >0 (respectivement V (z) <0), Vz € Q



1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit x (t) solution de & = f (x) et V une fonction de classe C! définie positive sur
Q) un voisinage de z* =0

(1) Si V est semi-définie négative alors z*est stable pour le systéme (1.1)

(ii) Si V est définie négative alors z*est un point d’équilibre asymptotiquement
stable pour le systéme (1.1).

Dans le cas (i) V' (z) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii)

V (x) est dite fonction de Lyapunov stricte [19].

Lemme 2 (lemme de comparaison) considérons le probléme de Cauchy

= f(t,z) , x(0)=umg (1.5)

f:RT x R — R une fonction continue de classe C'! et supposons que sa solution
x (t) est définie pour tout ¢ > 0.

Soit inégalité différentielle
ugf(tvu) ) U(O):Uo

avec ug < .
Alors la solution w (¢) de l'inégalité différentielle est définie pour tout ¢ > 0 et

vérifie



Proposition 3 On considére un systéme d'équations différentielles sur R™

&= F(t,x) (1.6)

x(t) = (21 (t), ... v Zn (1), F(t,z) = (F1(t,x), ..., F(t, x)) ,ou F(t,z) est définie
pour tout £ > 0, = € R™ supposons que F' a la propriété que les solutions des problémes
aux conditions initiales x (tg) = x¢ sont unique pour zy € [0,00)", ty > 0, que pour tout
j=1l...n,t>0,ona Fj(t,z) >0 pour z€[0,00)" ,z;=0 t>0

alors z (t) € [0,00)™ pour tout ¢ > ¢ty > 0 pour laquelle elle est définie pour tout
x (to) € [0,00)™.

L’autre notion & définir est celle de la persistance.

Considérons pour cela un systéme d’équations différentielles ordinaires modélisant

linteraction de deux (ou plusieurs) espéces biologiques i.e (z; > 0)
& =i fi (x1,22), 1= 1,2. (L.7)

On suppose que le systéme (1.7 ) a la propriété d’existence et d’unicité des solutions
et que ces solutions sont définies pour tout ¢ > 0. Soit (x; (¢),z2 (t)) une solution de (1.7)
de condition initiale strictement positive (z1(0), z2(0)).

Le systéeme (1.7) est dit :

Faiblement persistant si

limsup w; (t) > 0, pour tout ¢ =1,2.

t——+o0

Faiblement uniformément persistant s’il existe un € > 0 tel que, pour toute condi-

tion initiale (z1(0), z2(0))

limsup z; (t) > e, pour tout i = 1,2.

t——+oo



Persistant si

liminf z; (t) > 0, pour tout i = 1,2.

t—+o00
Uniformément persistant s’il existe un €y > 0 tel que, pour toute condition initiale

(21(0), 22(0))

liminf x; (t) > ep , pour tout i = 1, 2.

t——+o0

Dissipatif s’il existe une constante M; > 0 telle que

limsup z; (t) < M; , pour tout ¢ = 1,2.

t—+o00
Le systéme (1.7) est dit permanent s’il est uniformément persistant et dissipatif [22].

Le systéme (1.7) est dit impermanent si

min {ltlinﬁ&f T (t)} =0

Pour plus de détails sur les différentes définitions de la persistance, nous nous référons a

Freedman et Moson [8] et Thieme [20].
Lemme 4 (lemme de Barbalat )[10]

Soit f une fonction positif définie sur [0, c0)

(i) Si f est intégrable et uniformément continue alorst lilJrrn f@)=0
——+00

(ii) Si f est intégrable et f est uniformément continue alorst liin ft)=o.
—T 00



Chapitre 2

Quelques modéles de la dynamique

des populations

2.1 Modéles avec une seule population

2.1.1 Modéle de Malthus

Ce modele a été proposé par Thomas Malthus en 1798 [11,16,7]. Il suppose que la
population posséde un taux de croissance r constant, simple différence du taux de natalité
et du taux de mortalité car la population est supposé isolée c’est-a-dire aucune migration
n’est envisagée. En désignant par N(t) la taille de la population a étudiée a 'instant t.

La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante :
N (t) = rN (t)

avec la condition initiale N (0) = Ny

La solution de cette équation différentielle : N () = Nyexprt
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r>0
<0
=0

12+

10 B

solution

s L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
time t

Fig.1: Modéle de malthus

On voit que :

Sir > 01l y a croissance exponentielle de la population.

Si r < 0 il y a décroissance exponentielle de la population qui tend vers une
extinction.

Si r = 0 la population reste constante.



10
2.1.2 Modéle de croissance logistique de Verhulst

C’est suite aux considérations précédentes, que le biologiste belge Pierre-Francgois-
Verhulst [7,18,21] propose en 1838 un modéle amélioré tenant compte de la limitation im-
posée par 'effectif croissant de la population. Il suppose que le taux d’accroissement par

capita de la population est donné par:

N (t) =N (1) (1 _ N}@)

avec la condition initiale N (0) = Ny
K : la capacité limite du milieu

La solution est donnée par :

Kexprt

N (t) = N
®) 0K+N0(exprt -1)

20

N(0)=k
N(0)>k
N(O)<k |]

18

16 m

141 ,

12 m

10

solution

time t

Fig.2: Modéle Logistique ,»=0.1, k= 10.
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On voit que :

Si N(0) < k La population croit et s’approche asymptotiquement de k
quand t — 400

Si N(0) > k la population décroit et elle s’approche asymptotiquement de k
quand t — +o0

Et dans le cas ou N (0) = k la population reste constante pour tout (¢ > 0).

2.2 Modéles avec deux populations

2.2.1 Modéle de Lotka Volterra

Le systéme proies-prédateur a été imaginé par Volterra en 1925 pour modéliser
I’évolution de sardines et des requins dans la mer Adriatique. Un modéle similaire a été
développé par Lotka, un scientifique américain a la méme époque. Ce modeéle se présente

sous la forme deux équations différentielles.

dx

— =ax — bxy

dt (2.1)
&y _ —cy + ebx

Ou
x : densité de proies
y : densité de prédateur
a: le taux de croissance des proies

b: le taux de prédation
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¢ : le taux de mortalité des prédateurs

e : le taux de conversion.

le modeéle de Lotka-Volterra prévoit des centres, qui sont structurellement instables.

Cela veut dire que ce dernier admet des solutions périodiques.

proie
18 T T T T T T T T T

11— predatet

Fig.3: Modéle de Lotka-Volterra
Les valeurs des paramétres utilisées dans la simulation sont :

a=0.5; b=1; ¢=1; e=0.4 avec la condition initiale (z (0),y (0)) = (1,1).

2.2.2 Modéle proie-prédateur de Holling

La forme assez générale, d’'un modéle proie-prédateur est la suivante :
&= f(z) = h(z,y)

v =9g(y) +eh(z,y)

ou le signe négatif devant la fonction h(z,y) indique que l'interaction avec les

prédateurs a un effet négatif sur la croissance des proies.
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Le parameétre e > 0 est le taux de conversion de la biomasse des proies en biomasse
des prédateurs. Il est usuel de considérer le nombre de proies tuées par un seul prédateur
par unité de temps qui est aussi appelé la fonction réponse du modeéle proie-prédateur.
Dans le modele de Lotka-Voltera présente précédemment, la fonction réponse ¢(z,y) est la

suivante:

h(z,y)
y

o(z,y) =

Dans le cas particulier du modeéle de Lotka-Volterra, la fonction h(z,y) = azy et il vient

donc :
p(z,y) = ax

Cependant, il est évident que cette fonction réponse est irréaliste. En effet, ¢ est propor-
tionnelle & z, cela veut dire que le nombre de proies ingurgitées par un seul prédateur peut
étre tres grand si x est grand. On doit plutot s’attendre & une limitation du nombre de
proies tuées et ingurgitées par un prédateur méme si la densité des proies est grande. Les
capacités physiologiques d’absorption de proies par un prédateur sont limitées, et méme si
un grand nombre de proies est disponible, un prédateur ne pourra pas absorber un nombre
de proies supérieur a cette limite. Il est donc plus réaliste de concevoir une fonction réponse
présentant un effet de saturation avec la densité des proies.

Une telle fonction réponse présentant un plateau pour les grandes densités de proies
est dite fonction réponse de type II, en opposition & la fonction réponse de Lotka-Volterra

appelée de type 1. La fonction de type II dite de Holling est la suivante :

ax
T+ D

o(r,y) =
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Ou D est une constante positive. Le modéle du prédateur-proie de Holling est le suivant:

x ax
- 1_ 2%
T =rz( k) 7D
. n ax
=—-m e
Y Y z+ D

Pour 'analyse mathématique de ce modeéle, nous renvoyons le lecteur a [5].

2.2.3 Modéle ratio-dépendant

En 1989, Roger Arditi et Lev R. Ginzburg ont proposé un modéle appelé ratio-
dependent, c’est-a-dire le ratio entre le nombre de proies et le nombre de prédateurs.
La réponse fonctionnelle ratio-dépendant s’écrire sous la forme suivante :

R
9- -

Y

Le modéle ratio-dépendant est le suivant :

t=x(a—bzx)— Y
my +x
J = —dy + fry
my + T

Pour plus de détails sur ce modele, nous renvoyons le lecteur a [2].



Chapitre 3
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Modéle ratio-dépendant proie

prédateur

Dans ce chapitre nous étudions la dynamique d’un systéme continu de dimension

trois, Nous analysons la bornitude des solutions positives, la stabilité locale et globale des

points d’équilibres positifs.

3.1 Présentation du modéle

Nous intéressons & un modeéle de type proie-prédateur ratio-dépendant structuré

en stade

.’j?l (t) = axry (t) — T (t) — bl‘l (t)

a1zg (1) y (1)

"y (6) + a2 (1) (3.)

agx9 (t) )
my (t) + 3 (t)
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avec les conditions initiales
z1(0) >0, 22(0)>0, y(0)>0 (3.2)

Ou z1(t), x2(t) et y(t) sont les densités respectives de la proie juvénile , du proie
adulte et du prédateur au temps t . et les constantes 7,71, b, b1, a, a1, as, m sont des para-

meétres supposés strictement positifs.

3.2 Persistance uniforme

Lemme 5 les solutions du systéme (3.1) avec les conditions initiales (3.2) sont asymp-

totiquement bornées

Preuve. Soit(z1 (t),z2(t),y(t)) la solution du systeme (3.1) avec les conditions initiales

(3.2)

Considérons la fonction

p(t) =21 (t) + a2 (1) + j—;y (t)

la dérivée de p (t) par rapport au temps ¢

A partir du systeme (3.1) nous avons

p(t) = azs (t) — 21 (£) — brad (t) — 20

Notons par A = min {r,r1}

p(t) < axa (t) — Awy () — bixj (1) — ——y (1)



d’ou

IN

IN

IN

azy (t) — Az (t) — blm% (t) — a;:ly (t) + Azg — Az (1)

— Az (t) — Azo (t) — a;fy (t) + axy (t) + Azo (t) — byal (t)

—Ap(t) + (a+ A) xo (t) — b3 (2)

De plus, on vérifie facilement que

on obtient alors I'inégalité suivante :

alors

multiplions les deux membres par exp (At)

C’est-a-dire

2
maxl(a-+ A)zs (1)~ biad ()] = 220
(a+ A) 2
plo) < —Ap () +
. (a+ A)?
p(t)+Ap(t) < T
2
(56 + 4p () exp (1) < T exp (a0
2
0o (a) < A e (a1



18

integrant entre 0 et ¢

td t(a+ A)?
[ G w@entms <[5 ap g as

ds
p(t)exp (A1) = p(0) < Q;f‘) o <As>];
pBe (4t o) < LA e an - g
p(t)exp(At) < %exp <At>—m+p<o>
o) < AT @A )4 p 0 exp (-
On trouve
limsup p (t) < (“4;;?2 — M

donc il existe une constant positive M* < M et 171 > 0 telquesit > 1T ;
p(t) < M* < M, ceci implique que les solutions sont définies pour tout ¢ > 0 et

sont bornées i.e. le systéme (3.1) est dissipatif. m

Théoréme 6 si les conditions suivantes sont vérifiées:

(Hl) a >r,

ab a1
H2 —.
( )r1+b> m

alors le systéme (3.1) est uniformément persistant.

Preuve. La preuve est donnée en plusieurs étapes

Considérons les solutions positives (z1 (t),z2 (t),y (t)) du systéme (3.1) avec les
conditions initiales (z1 (0),z2(0),y (0))

-1) écrire la seconde équation du systéme (3.1) sous la forme suivante :

da (£) > by (£) — bra2 (t) — %@ (t)



on a

.’tg (t) = b:El (t) — bl.’L'% (t) —

:iig (t) = b331 (t) — bliL‘% (t) —

a172 (t) y (t)

my (1) + 2 (t)

m

comine

a172 (t) ( y (1)

xT9 (t)

y(t)+ o

On ajoute bxy (t) — b3 (t)

by (1) — by () — 2220 y(®) I ECICELEI0
y (t)

Alors on obtient

on trouve le systéme

-2) Etude de la stabilité:

|

19
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Considérons le systéme suivant

111 (t) = ausg (t) — riul (t) — bu1 (t)
(3.3)

s (£) = buy (t) — brud (£) — %ug (t)

Le systéme (3.3) a deux points d’équilibres : Ey (0,0) , Ef (u},u3)

*
au

o wuj = 2

r1+b

B (L
2_51 rn+b m

La matrice jacobienne du systéme (3.3) au point Ey (0,0) est:

—(r1+b) a
JE, =
a
b _a
m
Le déterminant est donné par:
det Jg, = (r1 + )2 — ab
m
b
ona—2 >ﬂ:>(r+b)$—ab<0
rr+b m m

donc det Jg, < 0
et la trace vaut:
a
trJg, = —(r+0b) — poo <0
Alors le point Ey (0,0) est un point-selle.

La matrice jacobienne du systéme (3.3) au point Ej (uj, u3) est:

—(r1 +b) a
p oo _a)_ .
rnm+b m m

Le déterminant est donné par:

Jp: =

ab ai ai

detJET:2(Tl+b)(’r‘l—|—b m)+E
2(7‘1 + b)al n (’I“l + b)a1

m m

= 2ab —
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(r1 +b)a;
m

= 2ab — >0

et la trace vaut:

— - — <0
rm+b m m

b
tI"JEI——(Tl—i-b)—Q( a a1> al

Alors le point Ef (uf, ub) est stable

-3) écrire le systéme (3.3) sous la forme suivante :

uy (t) = % [—ug (1) (w1 (1) —u}) +ua (t) (uz (t) —u3)]
bl (3.4)
ug (t) = " [—u (t) (ug () — u3) +uz () (ur (t) — ui)] — bruz (¢) (u2 () — u3)

La premiére équation du systéme (3.3) donne:

’111 = aug (t) — Triul (t) — bu1 (t)
iLl = auz (t) - (7‘1 + b)ul (t)
. rr+0b
U = a [uQ (t) — (la)ul (t)]
aus r1+b ub
De plus on a u] = — =2
r1+b a uj
()
U (t) = a|ug(t) — —Fuy (1)
Uy
a * *
w(t) = 5 [uz (t)ui —uyur ()]
1

d’ou

On obtient
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La deuxiéme équation du systéme (3.3) donne:

Gs () = bug () — bru (t)—%uz (t)

U (t) = bug () — brua (t) [UZ )+ bcllin}

0 . 1 ab al ai - ab
a = — _ : —_— = —U _—
ma by \r1+b m bim 2 (ri+0b)

. N ab
U9 (t) = buy (t) — biug (t) |:'LL2 (t) — Uy + (T‘l—f—b)bl:| (35)
. aus a u;{
or ul_T1+b:>T1+b u§
On remplace dans 1'équation (3.5)
. ., byl
us (t) = bul (t) — b]_’LLQ (t) u9 (t) — Uy + o
1Uy
bu? t
Gs () = buy () — biud(t) + brus (£) ul — M
2
bu* t
Ug (t) = bu (t) — ulz*z() — blu%(t) + biusg (t) u;
2
. busuy (t) — bujus (¢ N
i () = PO PRy ) G (1) - )
2
d’ou
b *
ug (t) = = (uyuq (t) — ujug (t) + uiug — urug) — brue (t) (us (t) — u3)
2
On obtient
dz () = 5 [~un () (u2 () — ug) +uz (¢) (ur () — up)] = bruz (t) (u2 (t) — u3)
2

Le systéme (3.3) se réécrit sous la forme suivante:

i () = 77 [~z (t) (ur () — uf) +wr (£) (uz () — u3)]
g (t) = 5; [—u1 (t) (uz () — ub) +ua (t) (u1 (t) — ui)] — brug (t) (uz () — u3)
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-4) Considérons la fonction de Lyapunov

Uy U
Vl(t):q(ul—ul—ulln )—i—@(@—u%—uélni)
u} u}

ol ciet co sont des constant & determiner

La dérivé de V; (t) le long des trajectoires de (3.4) est donnée par:

di(t) _ o i (1)
i SLICIURE b

_ aa (Sgu(lt)(t— uy) [—ug () (u1 (t) — ul) + uq () (ug (t) — ud)]
| cab Sfét))u_; 2) [y (8 (s (8) — 3) + iz () (s (8) — )

*

bu
On pose ¢1 = 1, co =1
au

2
2
i) b fuat) fuw .
7 ‘_usl ar (@ 0 )+ (e ) UQ)] bl ) =)

On observe que

2

= [ 2 () — ) 4 2 (1) —u;>] <0
Cela conduit a I'inégalité
T < by (1) - 3)?
intégrant entre 0 et ¢ t
)+ b1/ — u3) 2ds <0

0
ceci implique que (ug () — u3)? € L')0,00), les solutions (up (£),us (t)) du systéme (3.3)
sont bornées; on démontre que us (t) — u3 et ug () sont uniformément continue; et d’apres

lemme de Barbalat (page 7)



on conclut que tlim (ug () —ul)? =0, tlim ug (t) =0,
—00
ceci implique que

lim wg (t) = w3,  lim u; (t) = uf
t—o00 t—o00

Pour € > 0 assez petit, il existe To > 17 telque t > T5

£ £
Nous avons donc uy (t) > uj — o0 2 (t) > ub — 3

en utilisant le principe de comparaison,

o 9 o 3
on trouve alors que liminfx; (t) > uj — =, liminfay (¢) > ul — =
t—o00 2 t—o0 2

Pour € > 0 assez petit il existe To > T} telque t > T5 ,

1 (t) >uf —e, ma(t) >uj—e xzo(t) >ub—e

-5) montrons que liminfy (t) = up(a2 1)
t—o0 2mr
t
On a x5 (t) > 3:22”
t *
et pour € >0, z2 (t) > uj —e = $22() > %—5

La troisieme équation du modele (3.1) donne

g(t) =yt <—T+nm>

D’autre part:

24



Alors
agﬁ
g >y | -r+—2—
my(t)—i-?2
—r (my () + L) + a2
i® > v ( 22* -
my (t) + 22
] y(®) —r|m 15 a uj
v my<t>+“2’5[ <y(t)+ >+ 2}
(t) uj 2
y(t) > J |y () + 5 ) Fae
m(y<t)+2;l)|: ( 2) 2]
4 Y
o - ) (o0 +) +or}
(y(tH;Q) "
y(t)U* <1
y(t)+ 5>
—r <my(t)—|—u2;>+a2u2; y (1) N -r (my(t)+2;)+a uj
" y(lf/)Jr;2 B "
—r my(if)+i —i—a—;
TORE ( m2> :
—rmy (£) + (02 — ) 2
y(t) = -
i) > ey @20
B0+ > @00
En résolvant I’équation suivante
(ag —r)uj

25
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On trouve

(ag —r)us

5o TY (0) exp(—rt)

y(t) >

Nous obtenons:

o (ag — 1) uj
| fy(t) > ——=——~2"2
152%2 y( ) - 2mr

Conclusion : le systéme (3.1) est uniformément persistent.

Théoréme 7 sias <7

ou r;1 >ret >,

alors le systéme (3.1) est impermanent

Preuve. Pour montrer que le systéme (3.1) est impermanence on distingue deux cas: ®
Le premier cas: si ag <r alors lim y(t) =0

t——+00

La troisieme équation du modele (3.1) donne

v (t) = —ry(t) + agy (1) nw(f)zf?pg(t)

comime

) (t)
@ty @ -
agy (t) - (tfi(zy 0 < agy (1)
x9 (1)

—ry (t) + azy (t) < —ry(t) + a2y (?)

Nous obtenons 'inégalité suivante:

<.
—~

-
~—
IN

(a2 =)y (t)

<
—~
~
~—
|
—~
<
[\
|
<
~—
<
—~
~
~—
IN
=)



La solution est donnée par

y(t) =y (0)exp(az —r)t

puisque as < r alors tliin y (t) = 0; dans ce cas le prédateur va vers Iextinction.
——400

Deuxiéme cas: sir; >1r et

>r
m-—a

La preuve se fera par I’absurde

Supposons qu’il existe t; > 0 tel que

l’l(t) + l’g(t)
y(t)

La somme de la premiére et la deuxiéme équation du systéme (3.1) donne:

et pour ¢ € [0,¢1)

z1(t1) + za(t1)

y(t1) =0

<p

. - a173 (1) y(t)
GO+ e ®) = ) -ne @) -had @) - S
p a1z (1) y(t)

g @) +a2(t)) < aza () —ma (f) - m
%(171 () +o2(t) < awa(t) =iz (t) - — “ zit()t)
v®) <m+ y(1) )
aj o (t)
< awmg (t) —rizy (t) — m—li—;(t)
y(t)
< —rizg (t) + 22 () |a— - ;2 (t)
y(t)
11 pose - 2 (t)
oo =)
d’ou
i(m (t) +22(1) < —rz1 (t) + 22 (1) [a_ - }
5 (0 2 (1)) & —T121 2 m+
a1 =a+r a— “ =r
or m+B) Tr = (m+p)

27



alors I'inégalité devient

d

7 (@1 (8) + 22 (2))

S0 +220)

0+ a2 (1) + 71 (1) + 22 1)

% (@1 () + 2 (t)) exprt + 7 (x1 () + 22 (t)) exprt

% (1 (t) + z2 (t)) exprt

/S(CZS (21 (8) + 22 (s)) exprs)ds
0

x1 () + 22 (t)

De plus

y () =y (0)exp(—rt)

y(t)

t
donc exp(—rt) < =—=
) y (0

~—

d’ou

28

IN

—rxy (t) — rzg (t)

IN

—r((z1(t) + 22 (1))

0

IN

0

IA

0

IN

0

IN

IN

(21 (0) + 2 (0)) exp(—r?)

y ()

z1(t) +22(t) < (21(0) +22(0)) ==

y (0)

x1 () + 22 (1) < - (0) + 22 (0)

y(t) - y(0)

et on a posé

5 @1(0)+2(0)
y (0)

<pB

x1(0) 4 22 (0)

y(0)
x1 (t) + z2 (t)
y(t)

alors

=0<p

< B pour tout t € [0,t1) ; donc contradiction.

puisque 1 (t) + z2 (t) < (x1 (0) + 22 (0)) exp(—rt) pour t >0

on trouve lim (z (t)+22(t)) =0

——+400
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donc lim z;(t)= lim x2(t)=0

t—4o00 t—4o00

Théoréme 8 siry > et , alors il existe une solution positive (x1 (t) ,x2 (t),y (1)) du

systéme (3.1) vérifiant . 1ir+n (x1(t),z2(t),y(t)) =(0,0,0)

Preuve. D’apres la démonstration du théoréeme (7): m

lim z(t)= lim z2(t)=0

t—-+4o00 t——4o00

et Puisque y (t) est positive et bornée alors:

0 <liminf y (¢t) <limsupy (t) = s < 400

t—+oo t—00

La preuve se fera par I’absurde

Supposons qu'’il existe t > Ty tel que x2 () < ?
a2
D’autre part qu’il existe t; > Ty tel que y (1) > g et y(t1) >0
on a
Y (tl) > 0
agxs (t1) y (1)
—ry (t1) + 0
y(t) my (t1) + z2 (t1)
azx2 (T t
ey (t) + 222 (t1) y (t1) > 0
2 (t1)
m(y(t)+——
m
du faite que
y (t1) W <1
T
y () + 22
m
nous obtenons 'inégalité suivante:
. azx3 (t1
gt < 220 ) (38)
t t
puisque g (t1) > 0 alors %(1) >ry(t) = xa(ty) > %(1)
m a2
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s rm rms
etonavy(t;) > = donc zo (1) > —y(t1) > —
y (t1) 5 2 (t1) a2y(1) 2y

contradiction

Conclusion : si s = 0 alors . hrfrl y (t) = 0.

Exemple : Considérons le systéme suivant:

i’l (t) = 3:112 (t) — T (t) — 21’1 (t)
62 (t) y (1)
y(t) + 2 (1)

1.5z (t) )

my (t) + z2 (t)

i () = 221 (t) — 223 (t) —

y(t) =y(t) (—0.5 +

Avec les paramétres 1 = 1, r = 0.5, N 6, a+r=35 m=1 b=2, r =
m
z1 (0) + z2 (0)
y(0)

avec la condition initiale (z1 (0), 22 (0),y (0)) = (0.25,0.25,2). Les hypotheses de théoréme

1
1, by =2, r =0.5, a1 = 6, ag = 1.5 Dinégalité ( ) < p = 3 est satisfait

(8) sont vérifiées alors lim z; (t) = lim x5 (¢) = lim y(¢) =0, La simulation effectué a
t—+o0 t—+o0 t—+o0

I’aide du Matlab est représenté sur la figure 4, dans ce cas les trois espéces disparaitre.

solution

time t

Fig.4: Trajectoires des solutions
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3.3 Stabilité globale

Le systéme (3.1) a deux point d’équilibres Ej (0,0,0), Ey (Z1, Z2,0)

— a’b I ab
! by (T’l + b)2’ 2 b1 (Tl + b)
. ary ab ai(ag —r) , x3(ag—r)
‘Tl = ’ SU2 = - Yy =
r+b b1 (7“1 + b) magby mr

La matrice jacobienne du systéme (3.1) au point E; (Z1,Z2,0) est donnée par

—r1—b a 0
JEl = b —2b1Z9 —aq
0 0 as —r

(i) Sia <, alors E; est localement asymptotiquement stable.
14) Si a > r, alors E7 est instable.
(47)

La matrice jacobienne du systéme (3.1) au point E* (x7, 25, y*) est donnée par

-ry — b a 0
Jpe = b —2byx5 — i (y*)22 —1 (363)2 2
(my* +a3)”  (my* + 23)
0 mas (y*)2 —magxyy*
(my* + x3)° (my* + 23)?

Nous allons, maintenant, montrer que, sous certaines conditions, le point d’équilibre

E* (z7,25,y*) est globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 10 Supposons que les I’hypothéses suivantes sont vérifiées

stable.

1) ag>r

ab 2a1

2 mEnm

Alors, le point d’ équilibreE* (z*, ¥4, ¥*) est globalement asymptotiquement
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Preuve. La preuve est donnée en plusieurs étapes

-1) écrire le systéme (3.1) sous la forme suivante :

() = ::1 (=22 (t) (21 (£) — 27) + 21 (t) (22 () — 23)]
To (1) = % [—z1 (22 — 23) + 22 (21 — 27)]

(
o, ary (my (t) + z2 (1) — ary (t) aows
o2 ) (o ) o)+ SR )
. (2 () — ) — a3y (1) — ")
\ (my +3) (my () + 22 (8)

La premiére équation du systéme (3.1) donne:

z1(t) = axo(t) —rxzy (t) — bxy (1)
T1(t) = awxa(t)— (r+b)z(t)
() = a [xg 0 - ", (t)}

*
ax rn+b x
De plus on a z] = 2 = =2
r1+0b a x]

i1 (t) = a[mg(t)—ﬁxl (t)]
b1t = o lea ()2 — w5 (1)
D’ou
1 () = o o2 (621 — o (8) + 22 (621 (8) = 22 (1) 21 (1)
On obtient
1) = o (=22 (1) (01 (1) = 2) + 21 (¢) (22 (¢) — 3)] (3.9)

La deuxiéme équation du systéme (3.1):

a172 (1) y (1)

i (£) = b (£) = g () — Lo mae o



D’ou

De plus on a y* =

X

*
2

Ba(t) = bu(t)+ <

+ (b1zo (t) x5 — bixa () x5) —

+bixo () x5 —

x5(ag — )

ab

mr

71 —|—b$2(

xr
ri+0b 2

] +

a172 (¢) y (t)

r1+0b

ab

my (t) + @2 (t)

[0

a122 (1) y (1)
my (t) + x2 (t)

*
“1

r1+b:x§

On remplace dans I’équation et on ajoute (x1z9 — z172)

!

$.2 (t) = b I (t) — 7.%’2

)

(t) + (122 — T122) | +

—blxg (t) — bixo (t) JZ; + b1xo (t) a;§ —

a
T
r1+b 2
arzs (t)y

(t)
(t)

my (t) + z2 (t)

b b
B (1) = o leben () = wiea (0 + o122 = wra] = 1)
a2 (1) y (1)

—bl:L‘g (t) — byxo (t) a:§ + b1xo (t) .73; —

my (t) + 2 (t)

x9 (t) — blm% (t) — byxa (t) x5

22() = —[-a1(z2 —23) + 22 (21 - 27)]
2
ab ary (t)
) (=i (a (8) — 23) + — 2 pyat — I
ran () (<baloa(t) —25) + - by - A
ab ai(az — 1) ab ay(ag — )
by (r1+b) masby — 017 (ri+0) asm
ab but ay(ag — )

33
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D’ou
) b X «
io(t) = = [—21 (2 — 23) + 22 (21 — 27)]
% al(az - 7“) a1y (t)
+x2 (t) <—b1(x2 (t) —x3) + aam - my (t) + =2 (t))
Ona y* = 2pla2 =) = g = (az—r)
mr $2 m
9 (t) = ;,5 [—z1 (2 — x3) + z2 (x1 — 27)] (3.10)
o ary* ary (t)
#a0) (o) - a5) + 0 - GRS )
(3.11)
Ba(t) = (oo (a =) 4 o (o1 — o)
o, a1y (my () +z2 () — ary (t) agas
s 0) (s (0 4 U0t )
y* = W = agxd = r(my* + )
i t) = *’2 [—1 (w2 — a3) + w2 (21 — 2}

+ (t) (—bl (22 (t) — 23) + arry* (my (t) + 2 () — a1y (£) r(my* + x;))

r(my* + x3)(my () + 2 ()

i (t) = b2 [—1 (22— 3) + @2 (21 — )]
b (s o arry*my (t) + ayry*za (t) — a1y (t) r(my* + x3)
+a2 (1) < bi(wg (t) —x3) + r(my* + 23)(my (t) + 22 () )

La troisiéme équation du modele (3.1) donne:

CLQ.’I}Q
—|— T2 (t)

o = y@(—rmag;g 1)

)+ 2 )
i) = rmy() [ — m

y () +z2 (1)



y = (a2 — ) N y;: (ag —7)
mr ) mr
—y (t) + %:352 (t)
_ B 2
y@) = rmy(t) my () + x2 (t)
y(t) = rmy(t) (xiizy ":_y;; t;)
. = rm a (—25y(t) +y'zs (¢
y() = y(t) s <x2(my( t) + a2 (t))>

= agry = mry* + rz}

= agxy =71 (my* + z¥)

' B —x5y () + y*z2 (1)
¥ (t) = agrmy (t) <a233§2(my (t) + 2o (t))>

On ajoute (+z3y* — z5y*)

y(t) = agrmy(t) <_x§y (t) + ya2 (t) + 51:3323(3/*)— x§y*))

asxh(my (t) + t)

o v (2 (1) — 23) — 23y (1) — )
b () me(t)(f(my*wz)z iy (8) + 22 1)

On trouve

)

")l

o man (e (1) — w3) — () —y
9O =y 0 28) (my (D) + 22 ()

-2 Considérons la fonction de Lyapunov

2
V(t):Zci<a:Z—q: —xlnm>+63< y*—y*lny{)

i=1 g

ou ¢; et cg sont des constant & determiner
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La dérivée de Vi (t) le long des trajectoires de (3.10) est donnée par :

2 ‘ |
i LeEmo- T raw - B
— cm( (t)<t— 1) [—ao (t) (21 (t) — %) + 21 (¢) (22 (t) — 3]
cab (xo (1) — 23) [—21 (t) (22 (t) — x5) + 29 () (21 () — 27)]
522 (1)

v (22 (1) — 3) — axes (y (1) — v")
ooz (0= 23) | b oz (0 = 23) + AL O S

oY (@2 () —ah) — a2 (y(t) —y)
Fesmoz 0 =) o @)+ v @) (my +23)

o = blxz, ey =1, 3= alxg*
a1%y mazy
v _ b [ 0 2
T % X1 *
G - = [ P a0 = o)+ | 2 D 0) - x2>] by ()~ 3)
ary* (a2 (t) — 23)° 3 ay (z2)° (y (t) — y*)?
(my (t) + 2 (t)) (my* +23)  y* (my () + 22 (1)) (my* + 23)
On observe que
ANEX ® 2
X2 * Z1 *
= [ 20 a1 0 - 21) + | 2D a0 - m] <0
= de >0 telque ¢ (aj)_b) _fa bie > 0, d’apres la théoréme (7),
1
il existe T' > 0 telque si ¢t > T" alors w2 (t) > ub— ¢
av (t) < — (b — ai (22 (t) _ ZL‘;)Q _ a1 (373)2 (y (t) - y*)2
a <) ) m o+ Z2) o+ )
x2 (1)
on pose = y (0 =1
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On trouve la solution:

t

V(t)+<b1—m(ua§1_€)) /t(xg(s)—:z:;)2ds—l—y*M(m+( T / 2 <V (0)
0

0

(x2 (t) - CU;)2, (y (t) - y*)2 S Ll]ov o0 )
Les solutions (z2 (t) ,y (t)) du systéme (3.1) sont bornées; on démontre que z2 (t) —

x4, y(t) —y* et @2 (t) sont uniformément continue; et d’apres lemme de Barbalat (page 7)

on conclut
: _ p*\2 : d — *\2 _
Jm (22(t) —23)° =0,  lim #3(t)=0,  lim (y(¢)-y*)* =0,
. . . . .
M=% I et =ag, e v0=y

Nous allons, maintenant, montrer que, sous certaines conditions, le point d’ équilibre

E; (Z1,72,0) est globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 11 Supposons que les I’hypothéses suivantes sont vérifiées ,

ab ai
r1+b

)

2) ag <r

alors Ey (Z1,%2,0) du probléme (3.1) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Considérons une solution (z; (t),z2 (t),y (t)) de (3.1) avec une condition initiale

(21(0),22(0),y(0)) m

d’apres la démonstration du théoreme (7), il existe 75 > 0 telque si ¢t > Ty, alors

*

xo (t) > % et par la preuve du théoréme (7) on a tlim y(t) =0.
—00

b t
b> il existe T5 > T3 telque si t > Ty alors % <€

Soit € € | 0,
< 1 my (t) + x2 (t)
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Considérons les deus systéme suivantes :

iLl (t) = aug (t) — Triul (t) — bu1 (t)
Ylg (t) = bu1 (t) — blu% (t) — EUQ (t)
1')1 (t) = avy (t) — U1 (t) — b’l)1 (t) (3.13)

1'}2 (t) = bUl (t) — bl’U% (t)

On utilise la méme preuve du théoréme (7) on obtient:

li (t)=1z S limu(t)—:i’—i
t—g-noo “ -n by (r + b)’ totoo -2 by’

o
i v @)= i w0 =

a l'aide du principe de comparaison nous obtenons:

ag €
T — — < i )< 7T To — — < lim z9(t) < Zo.
Z1 b1(7"+b)7t—}+moo$1()7xh To py < m 2 (t) < o

pour & — 0 alors tilerooa:l (t) = 71, tlg»noo x9 (t) = .
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3.4 Simulations numériques

exemple 1: Considérons le systéme suivant:

j?l (t) = 41‘2 (t) - 0.1%1 (t) - 21‘1 (t)

o a0y

B9 () = 221 (t) — 23 (1) oy (O 1 22 0 (3.14)
. _ asx2 (T

| v O=y(-rt )

avec la condition initiale (1 (0) , z2 (0) ,y (0)) = (1, 1, 1) , et les parameétres ag = 1.5, r = 0.5,

a=4,r1=0.1,0=2,b1=1,m=2,r=0.5, le systéme (3.14) admet

2940 73 73
un unique point d’équilibre positif Fs( —), les hypotheses des théoremes (6) et

4417217 21
2940 73 73

10) sont d érifices, c’est-a-dire 1 int d’équilibre E3(——, —, —
(10) sont donc vérifiées, c’est-a-dire le point d’équilibre E3( VIRETAET

) est globalement
asymptotiquement stable et le systéme (3.14) est uniformément persistance. Ce résultat est

illustré par la simulation dans la figure 5

w2

solution
N
|

! ! ! ! ! ! ! ! !
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time t

Fig.5: Le systéme (3.14) est uniformément persistance



Exemple 2
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Considérons le systéme suivant:

%1 (t) = 6z (t) — z1 (t) — 321 (2)

B (8) = 3y () — 223 (t) — nm (3.15)

g (t) =y (t) <—2+rrzy(;2+%>

avec la condition initial (x (0) , 22 (0),y (0)) = (1,1, 1) , et les parameétres ay = 1,

r=2,a1=1,a=6,r1=1,b=3,b;=2, m =1 les hypothéses du théorémes (11) sont

27
vérifiées, c’est-a-dire le point d’équilibre positif Eg(g,

7 0) est globalement asymptotique-

ment et le systéme ( 3.15) est impermanent. Ce résultat est illustré par simulation dans la

figure 6

solution

0.5

time t

Fig.6: Le systeéme (3.15) est impermanent.
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3.5 Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un modele de type proie-prédateur ratio-dépendant
structuré en stade, on a démontré que les solutions du systéme sont asymptotiquement
bornées. En utilisant une fonction de Lyapunov, on a démontré la stabilité globale du point
d’équilibre , ensuite on a donné des conditions sous lesquelles le modeéle est uniformément
persistance. Pour illustrer les résultats théoriques, des simulations numériques ont été

proposée a la fin de ce mémoire.



42

Bibliographie

[1] R. Arditi, H. Saiah, Empirical evidence of the role of heterogeneity in ratio- dependent
consumption, Ecology 73 (1992) 1544— 1551
[2] R. Arditi, L.R. Ginzburg, H.R. Akcakaya, Variation in plankton densities among

lakes: a case for ratio-dependent models, American Nat. 138 (1991) 1287 1296.

[3] R. Arditi, L .R. Ginzburg, Coupling in prey dynamics ratio-dependence,

J .Theor.Biol. 139 ( 1989) 311 326.

[4] R. Arditi, N. Perrin, H. Saiah, Functional response and heterogeneities: an experiment

test with cladocerans, OIKOS 60 (1991) 69— 75.

[5] P. Auger, C. Lett, J.C. Poggiale, Modélisation Mathématique en écologie (2006)

[6] F. Brauer, Z. Ma, Stability of stage-structured population models, J. Math. Anal. Appl.

126 (1987) 301 315.

[7] H.I. FREEDMAN;,"Deterministic Mathématical Models in Population Ecology"

1987

[8] H.I. Freedman, J. Wu, Persistence and global asymptotic stability of single species
dispersal models with stage structure, Quart. Appl. Math. 49 (1991) 351 371.

[9] H. I. Freedman and P. Moson, Persistence and definitionsand their connections,
Proc.Amer.Math.Soc.109, pp 1025-1033, 1990.

[10] K. Gopalsamy, Stability and Oscillations in Delay Differential Equations of Population
Dynamics, Kluwer Academic, Dordrecht/ Norwell, MA, 1992.

[11] A.P. Gutierrez, The physiological basis of ratio-dependent predator— preyhe- ory: a

methbolic pool model of Nicholsons blowfl ieas an example, Ecology 73 (1992)



43

1552-1563.

[12] I. Hanski, The functional response of predator: worries bout scale, TREE 6 (1991)
141- 142.

[13] S.B. Hsu, T.W. Hwang, Y. Kuang, Rich dynamics of a ratio-dependent one prey two
predator model, J. Math. Biol. 43 (2001) 377— 396.

[14] V. S. Ivlev, Experimental Ecology of the feeding of fishes. Yale University Press,
NewHaven, CT 1961.

[15] C. Jost, O. Arino, R. Arditi, About deterministic extinction in ratio-dependent
predator— preymodels, Bull. Math. Biol. 61 (1999) 19— 32.

[16] Y. Kuang, E. Beretta, Global qualitative analysis of a ratio-dependent predator— prey
system, J. Math. Biol. 36 (1998) 389— 406.

[17] T.R.Malthus. An Essay on the Principale of Population,and A Summary View ofthe
Principale of Population. Penguin, Harmondswork,England.(1798).

[18] J.D. Murray, Mathematical Biology: I. An Introduction. Third Edition, 2001,Springer
[19] H. Reinhard, Equation différentielles Fondement et applications, 1982, BOR-

DAS.

[20] H. R. Thieme, Uniform persistence and permanence for non-autonomous semi- fl ows
inpopulation biology, Math. Biosci. 166, pp 173-201, 2000.

[21] Verhulst, P.F.138. Notice sur la loi que la population suit dans un accroisse- ment.

correspondances Mathématiques et physiques 10:113-121.

[22] W. Wang, G. Mulone, F. Salemi, V. Salone, Permanence and stability of a



44

stage-structured predator-prey model, J. Math. Anal. Appl. 262 (2001) 499-528.
[23] D. Xiao, S. Ruan, Global dynamics of a ratio-dependent predator— preysystem, J. Math.

Biol. 43 (2001) 268— 290.



Résumé :

Dans ce mémoire, nous étudions un modele proie-prédateur ratio-dépendant
structuré en stade. Tout d'abord, Nous montrons la stabilité globale du point
d’équilibre par la fonction de Lyapunov, Ensuite on donne des conditions sous
lesquelles le modele est uniformément persistance et nous terminons notre étude
par des simulations numériques pour illustrer nos résultats théorique.

Mots clés

modele proie-prédateur, ratio-dépendance, Persistance uniforme, Stabilité
globale.

Abstract

A ratio-dependent predator—prey model with stage structure for prey is
investigated. First, sufficient conditions are derived for the uniform persistence of the
model. Next, by constructing appropriate Lyapunov functions, a set of easily verifiable
sufficient conditions are obtained for the global asymptotic stability of nonnegative
equilibria of the model. Numerical simulations are presented to illustrate the validity
of our main results.

Keywords

Predator—prey model; Ratio-dependence; Uniform persistence; Global
stability.
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