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Introduction

Ce mémoire est consacré a ’étude d’'un modele mathématique pour une population
humaine atteinte d’une maladie infectieuse, pour cela on considere un modele SIR, o .S
désigne les individus susceptibles, I les individus infectés et R les individus immunisés
[3, 6, [7, 12].

L’épidémiologie consiste en 1’étude des rapports existants entre les maladies ou tout
autre phénomene biologique, et divers facteurs (mode de vie, milieu ambiant ou social,
particularités individuelles) susceptibles d’exercer une influence sur leur fréquence, leur
distribution, leur évolution et a la gravité des états pathologiques.

L’épidémiologie théorique des maladies transmissibles est devenue une discipline a part
entiere, distincte de la démographie théorique et de 1’écologie théorique, et offre un
terrain fertile en applications et en problemes pour les mathématiques.

La modélisation épidémiologique a pour but essentiel de comprendre et controler, dans
la mesure du possible, la propagation d’une maladie infectieuse transmissible. Elle
consiste en gros a construire des modeles mathématiques qui permettent de rendre
compte la dynamique des maladies en question [7].

Une maladie est dite épidémique si elle apparait pendant une période relativement
courte dans une population.

Voici quelques termes qui seront fréquemment utilisés au cours de ce mémoire

Maladie infectieuse : maladie provoquée par la transmission d'un agent pathogene :
virus, bactérie, parasite,...etc [23].

Epidémie : augmentation rapide de l'incidence d’une pathologie. Bien que souvent
utilisée dans un contexte de maladies infectieuses [23].

Seuil épidémique : seuil théorique présent dans les modeles mathématiques au dessus
duquel il y aura (ou pourra y avoir) une épidémie [25].

Vaccination : un procédé consistant a introduire un agent extérieur (le vaccin) dans
un organisme vivant afin de créer une réaction immunitaire positive contre une
maladie infectieuse [1].
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Les individus susceptibles : cette catégorie comprend les personnes qui ne sont pas
malades et peuvent étre infectées.

Les individus infectés : ce sont des personnes qui sont atteintes d’'une maladie et
peuvent la tansmettre aux autres.

Les individus immunisés : cette catégorie est formée par les personnes qui ont été
infectées et sont maintenant immunisées.

Un modele mathématique peut se construire a partir de quelques éléments permettant
d’aborder son étude, I’équation générale d’'un modele décrivant la dynamique a temps
continu, peut s’écrire comme suit :

dz i
- = fl®), teR" (1)
2(0) = . (2)

ou, f : U — R", est une application, assez réguliere, avec U un ouvert de R", et la
condition initiale z(0) € U.

L’analyse des propriétés des équilibres du modele étudié fait apparaitre un résultat
d’une portée pratique importante, le théoreme du seuil ( pour qu'une épidémie puisse
avoir lieu, il faut que la communauté susceptible soit de taille supérieure a un seuil
déterminé par deux termes : 'infectiosité et la durée de la phase infectieuse).

Dans ce cas la, le modele épidémiologique possede une quantité seuil appelée le taux
de reproduction de base noté Ry, tel que I’équilibre sans maladie est asymptotiquement
stable quand Ry < 1, et instable quand Ry > 1.

Tel que dit précédemment, 1’épidémiologie cherche entre autre, a comprendre la dy-
namique régissant la propagation de la maladie infectieuse afin d’établir des stratégies
de prévention et d’intervention permettant de diminuer leur impact sur la santé pu-
blique [3}, [7, {].

Dans ce travail, on considere le modele SIR défini par le diagramme suivant :

nouveaux nés

transfert

déces décés décés

FI1GURE 1 — Diagramme de transfert du modele SIR
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Dans ce cas la, la population est divisée en trois compartiments S, I et R.
Un individu dans le compartiment S est completement susceptible, c¢’est-a-dire il peut
devenir infecté, et donc transféré au compartiment I, a la fin de sa période d’infectio-
sité, qui dépend de la maladie, il peut rejoindre le compartiment R des individus ayant
acquis une immunité contre la maladie en question.

Le cadre général est celui des modeles continus, construits a partir de systemes d’équations
différentielles ordinaires et autonomes, ceci implique que les différents parametres du
modele considéré restent constants au cours du temps.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux résultats préliminaires et quelques définitions
utilisées dans le mémoire, dans le deuxieme chapitre, on analyse un exemple de modele
épidémiologique SIR, en introduisant un taux de natalité et un taux de mortalité. Le
troisieme chapitre est divisé en deux parties, dans la premiere, on considere le cas de la
vaccination constante d’un modele SIR, et dans la deuxieme, on considere le cas de la
vaccination impulsive.

Des conclusions et des perspectives sont données a la fin du mémoire, qui se termine
par une bibliographie.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on expose les outils mathématiques et on définit quelques notions
dont on aura besoin par la suite.

Définition 1.0.1 /2, [11)
La fonction x € CH(U) est dite solution de et (@ st x vérifie les équations et

@

Définition 1.0.2 [11)
L’application f est localement Lipschitzienne par rapport a x sur U si :

Voy,zy €U, VE>0, 3K eRY,  |[f(x1) = flz)]| < K llzy — o

Théoréme 1.0.1 (Cauchy-Lipschitz)[11)]
Si f est une fonction continue sur U et localement Lipschitzienne par rappport a x,
alors le probleme admet une solution globale (ie : pour toutt > 0) et elle est unique.

Définition 1.0.3 [3, 17/
Un point x* est dit point stationnaire (ou équilibre) de st f(z*) =0.

Remarque 1 Sur le plan technique, un équilibre est une solution particuliére de [’équation
, sur le plan pratique, la recherche des équilibres permet de détecter les états parti-
culiers du systéeme pour lesquels les forces qui gouvernent son évolution se compensent,
de telle sorte que sa dynamique soit constante.

Définition 1.0.4 [19, 20/
Une application f a un point fize s’il existe x* tel que f(z*) = x*.

Pour montrer qu'une fonction f admet un point fixe, on peut utiliser des théoremes de
points fixes [].
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Définition 1.0.5 (fonction contractante) [19]
f est dite contractante (ou une contraction) s’il exite une constante k tel que,

ke [0, 1ftq || f(z1) = f(@2)|| < K flay — 22|

Théoreme 1.0.2 (Théoréme de point fize) [19]
Toute application contractante d’un espace de Banach dans lui méme admet un unique
point fize.

1.1 Linéarisation au voisinage d’un équilibre

On se donne I’équation differentielle suivante

dx
1) = flalt), (1)

ol, f : U C R®" — R", est une fonction de classe C'.
Soient z* € U un point d’équilibre de (1.1)) et z € C(U) tel que u(t) = z(t) — z*,

on a d—?:f(x*%—u).

du
En faisant un développement de Taylor au voisinage de x*, on aura pri Au+O(||u?]])

ou A est la matrice jacobienne de f au point z*.

Dans le cas de dimension deux, on obtient le systeme suivant

{ ui(t) = z1(t) — 2%

us(t) = zo(t) — x5

D’ou le développement de Taylor suivant

dul _ afl 3f1 9
TR LU L O([[ (w1, u2) 1),

du2 . af? 8f2 )
dt o T Oy 2 + O((| (w1, u2)[|%).

D’ou
o of:
8131 8:62
A=
of of:

81‘1 8x2
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1.2 Stabilité des équilibres

Définition 1.2.1 [17]
Un équilibre x* de est dit stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour
toute solution x(t) de on a

|x(0) —2*|| <n=Vt>0, |z(t)—2a*| <e.

Définition 1.2.2 [77]
Un équilibre x* de est dit instable, sl existe € > 0, pour tout n > 0, tel qu’il existe

une solution x(t) de on a

[2(0) ="l <n =Vt >0, [a(t) — 2" > &

Définition 1.2.3 [/

Soit ¥ un point d’équilibre de l’équation . On dit que x* est asymptotiquement
stable si est seulement si pour tout € positif, il existe n positif tel que pour toute condi-
tion initiale x(0) vérifiant ||z(0) — z*|| < n, la solution issue de x(0) vérifie

Vit >0 |z(t) — 2*| < e.

1.2.1 Cas d’un systeme linéaire

Soit le systeme linéaire suivant

dx

—=A 1.2
ol A est une matrice carrée d’ordre n. Soient A1, Aa...\s, (s < n), les valeurs propres de
la matrice A, et z* le point d’équilibre du systeme (|1.2)).

La condition de stabilité du point d’équilibre dépend du signe des parties réelles des
valeurs propres Aj, Aa...As (s < n) de la matrice A [9] [16].

Théoréeme 1.2.1 [16]

1. Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou négatives
alors l’équilibre est stable.

2. Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives
alors l’équilibre est asymptotiquement stable.

3. St l'une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors [’équilibre est
instable.
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1.2.2 Cas d’un systeme non linéaire

0
Soit le systeme 1} on note par Jp(z*) = a—f(:c*), la matrice jacobienne de f
x
évaluée au point z*.
Le systeme linéaire
dz
—=A 1.3

ou, A = Js(x) s’appelle le linéarisé, ou bien I'approximation linéaire du systéme non

linéaire ((1.1)) en x*.

Remarque 2 L’étude de stabilité de l’origine pour le linéarisé permet dans certain cas
de caractériser la stabilité de l’équilibre x* de [16, (14, [6].
Théoréme 1.2.2 [10]

1. Si x = 0 est asymptotiquement stable (c’est-a-dire si toutes les valeurs propres
sont de parties réelles strictement négatives) pour alors x* l’est pour .

2. Stz =0 est instable (c’est-a-dire qu’il existe au moins une valeur propre positive

alors x* est instable pour .

3. Dans tous les autres cas, on ne peut rien dire sur la stabilité de x*.

1.3 Critere de Routh-Hurwitz

Soit le systeme linéaire (1.2)).
La matrice A admet n valeurs propres distincts au maximum, qui sont solutions de
I'équation caractéristique det(A — M) = 0, qui est un polynéme de degré n qu’on peut
mettre sous la forme suivante

AN+ a NP a2+ 4 a, N+ a, =0.

Counsidérons les n déterminants suivants :

Hl = aq,
et
a1 as das
1 Ao Qg
0 a1 a3

Hy = 0 1 a --- |

0 0 - a

avec k € [2,n], et a; =0, pour j > n.
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On a

Critere 1.3.1 (Routh Hurwitz [])])
Iéquilibre est asymptotiquement stable si, est seulement si Yk € [1,n|, H, > 0.

Il faut donc vérifier que les déterminants Hj sont strictement positifs, ¢’est une condi-
tion nécessaire et suffisante de la stabilité asymptotique locale de (1.2)) en (0, 0).

Dans le cas de dimension deux, ’équation caractéristique est la suivante,
A —trAXN + detA =0,

on a donc a; = —trA, as = detA et az = 0.

Les critéres de Routh-Hurwitz sont alors
lealz—trA>0<:>trA<0,

Hy = ajay — a3 = —trA x detA > 0 < detA > 0.

Ces conditions coincident avec celles trouvées dans le cas planaire.
I est parfois plus facile de vérifier ces criteres que de calculer explicitement les valeurs
propres.

Un résultat fondamental di & Hartmann Grobman [I6] affirme que dans le cas hy-
perbolique ou la matrice A n’a pas de valeurs propres nulles les deux systemes, linéaire
et non linéaire, sont topologiquement équivalents.

Théoréme 1.3.1 (Hartmann Grobman [16])
Si les valeurs propres sont non nulles, le systéme lincaire et le systéme non linéaire
sont topologiquement équivalents.
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1.4 Portrait de phase

foyer stable

noeud stable

noeud instable

point selle \

FIGURE 1.1 — Cas planaire

1.5 Le modele de base SIR

Les modeles classiques en épidémiologuie [12] utilisent des équations differentielles
qui mettent en jeu trois types d’individus, classés selon leur état vis-a-vie de la maladie
considérée, il s’agit des modeles SIR.

Le modele SIR divise la population en trois catégories : les individus susceptibles d’étre
infectés, les individus infectés et contagieux, et les individus ne pouvant plus trans-
mettre la maladie (guérison, immunité,..). On note S(t), I(t) et R(t) la fraction de la
population faisant partie de chacune de ces trois catégories respectivement.
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Le modele fondateur est celui de Kermack et MacKendrick [23], donné par

ds

I
% = plS—vl (1.5)
% = vl. (1.6)

ou 'infectiosité p > 0, et 'immunisation v > 0, et les conditions initiales S(0) = Sy > 0,

I(O):[0>OetR(0):R0>O

La population totale est supposée constante, ie S(¢) + I(t) + R(t) = 1, donc on peut en

déduire de et.

Les équations ([1.4]) et(|1.5)) sont nécessaires pour décrire la dynamique du systeme.

Ce modele est généralement utilisé pour décrire des maladies a propagation rapide
auxquelles les malades développent éventuellement une immunité.

Dans ce modele, les processus de naissance et de mort naturels sont négligés. Ce qui
signifie qu’apres un contact avec un individu infecté, I'individu sain devient infecté. La
dynamique suppose également qu’une fraction v des infectés devient immunisée.

En divisant ((1.5)) par vI, on obtient le nombre d’individus qui seront infectés direc-

tement par un individu malade, ie (pour I =0), on a
1dl uS
il e 1.7
I duvt v (1.7)

(0

v
individu susceptible et la maladie se propagera a un nombre toujours grandissant d’in-
dividus, il en sera ainsi jusqu’a ce que le nombre des individus susceptibles S(t), soit

pS(t)

v
L’équation (|1.7]) permet donc de mettre en évidence I'importance des conditions initiales

Alinsi, pour > 1, chaque individu contagieux contaminera en moyenne plus d’un

tel que < 1, et que la propagation s’arréte eventuellement par elle-méme.

dans le modele SIR puisque pour H20 > 1, il y aura assurément une épidémie tandis
v
S
que pour il < 1, seul quelques individus seront infectés avant que la propagation ne
v
S,
s’éteigne par elle-méme. Le seuil épidémiologique est donc défini par il > 1 [12] 23].
v

Le théoreme du seuil a été reformulé par la notion de taux de reproduction de I’épidémie,
noté Ry, dont l'interprétation usuelle est le nombre de cas directement infectés par un
unique sujet infecté dans une population entierement susceptible [12] 23].
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On montre que lorsque Ry est plus grand que 1, on aura une épidémie, et non pas
lorsque Ry sera inférieur a 1 [12].



Chapitre 2
Un modele épidémiologique SIR

La motivation des travaux de Kermack et McKendrick, est leur constat que la ca-
ractéristique la plus notable dans 1’étude des épidémies est la difficulté de trouver un
facteur causal qui expliquerait la diversité des magnitudes des épidémies. Les modeles
correspondants, a cette étude sont connus sous le nom du modele SIR [7].

2.1 Interprétation du modele

Le modéle épidémiologique SIR qu’on va étudier est donné par le systeme d’équations
differentielles suivant :

s

o = m- (B +m)S, (2.1)
d

d—i = BIS—(m+g)l, (2.2)
% = gl —mR, (2.3)

ou

S(t) : représente la densité des individus susceptibles d’étre infectés par la maladie
a un instant ¢.

I(t) : représente la densité des individus infectés par la maladie et infectieux & un ins-
tant t.

R(t) : représente la densité des individus récupérés.

Les parametres m, 3 et g sont des quantités positives telles que :

m : le taux de natalité et de mortalité des individus (chaque classe d’individus possede
le méme taux de mortalité naturelle et que les individus naissent sains).

15
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B : le coefficient de contact entre les susceptibles et les infectés (taux d’infection),
g : taux de récupération.

La question de savoir si la maladie risque de proliférer peut alors étre cerné par 1’étude
de la stabilité de cet équilibre.

Intuitivement, une maladie peut proliférer dans une population si en moyenne un in-
dividu infectieux en infecte plus qu'un. Ceci permet de définir le taux de reproduction
de base Ry, comme étant le nombre moyen d’infections causées quand un individu in-
fectieux est introduit dans une population completement susceptible durant toute sa
période d’infectiosité [8, [7].

Ici RQ: i
m-g

est le produit du taux de contact 5 par unité de temps par la période

moyenne d’infection .
m-+g

Pour qu’une épidémie puisse avoir lieu, il faut une communauté susceptible de taille
supérieure a un seuil déterminé par deux termes : 'infectiosité et la durée de la phase
infectieuse.

2.1.1 Le diagramme du modele

Dans ce modele SIR, un individu nait sain susceptible, et peut devenir infecté puis
se remettre de sa maladie avec une immunisation.
Le terme —(B1S +mS) exprime qu’un individu infectieux infecte en moyenne f indivi-
dus sains et ces individus nouvellement infectés avec ceux qui sont morts sont supprimés
du compartiment S, et g la proportion d’individus infectieux retirés de la population,
ce qui signifie que le nombre des individus infectieux augmente avec ceux nouvellement
infectés et diminue avec ceux retirés et morts. Enfin tous les individus guéris sont d’an-
ciens individus infectieux en supprimant les guéris qui sont morts [21].



2.1. INTERPRETATION DU MODELE

La population est supposée de densité constante, i.e,

S+ 1+ R = cste.

Do,
L (S+I+R)=0
dt -
Donc
ds  dI  dR _
dt  dt dt

dS dI  dR
En substituant les dérivées Tl et ' par leurs expressions dans 1}

on trouve m — BIS —mS+ IS —ml —gl +gl —mR =0,
d’ou

m = 0,ou bien
1-S—-I—R=0.

Comme m est non nul, on a

S+I1+R=1

17

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Etant donné que les deux équations (2.1)) et (2.2]) sont découplées de 1’équation (2.3)).
On peut résoudre I’équation linéaire non homogene ([2.3)) si on peut résoudre les deux

premieres équations (2.1)) et (2.2)).
De (2.7), on obtient R=1—-S5—1.

D’ou I'étude du systeme formé par (2.1), (2.2]) et (2.3) est réduite a ’étude de

as
dl
=pIS —(m+g)l.

dt



18 CHAPITRE 2. UN MODELE EPIDEMIOLOGIQUE SIR

2.2 Détermination des points d’équilibre de (2.8

D’apres le systeme

dsS
— =0
dt ’
dl
pri

on a

{ m— (I +m)S =0, (2.9)

BIS —(m+g)I=0.
De la deuxieme équation du systeme (2.9)), on a,
IS —(m+g)] =0.

Ce qui implique :

{ I =0,
BS —(m+g) =0.

Si I =0, ca veut dire le cas sans épidémie, on aura S; = 1.
Cela revient a trouver un équilibre sans maladie (un équilibre trivial)

(S5, 15) = (1,0)
Donc pour I = 0, Sj représente toute la population qui est une population saine.

Par contre, dans le cas ou la population représente une épidémie, ie : I # 0,

m
on trouve S = ﬂ

B

m—+ N .
En posant S = mry dans la premiere équation de ([2.9)),

m-+g

on trouve  m — (81 +m) 0,

d’ont Bm — BIm — Ig —m? —mg =0, ie. BIf(m+g)=pm—mg—m?

_ Bm—mg —m?

Par suite I = m
B(m + g)

8

, donc I; =

m+g m(Ry—1)
g g

).

Par conséquent, le point d’équilibre épidémique est donné par (ST, IT) = (
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2.3 Etude de la stabilité des équilibres

La matrice jacobienne du systeme ((2.8) est donnée par

—BI —m —pBS
Jisn =
pI BS—m-—g

2.3.1 Stabilité de I’équilibre sans maladie (trivial)
Pour le point d’équilibre (S§, 1), on a

Bl —m  —BS;

I(s5.05) = * * 7
5[0 ﬁso —m-—-g

_(—m =B
- 0 B—-m—g )’

Les valeurs propres de J( s5.13) sont
0770

)\1 = —m,
)\2 = B —m—g.
Comme A\; < 0, I’étude de la stabilité dépend du signe de As. De plus,

1
ona/\gzﬁ(l—ﬁo).

On a les cas suivants
1¢" cas :
SiR0<1, on a Ay < 0.

Dans ce cas les deux valeurs propres A; et Ay sont de signe négatifs, d’ou le point
d’équilibre (S§, I) est asymptotiquement stable.

2¢M€ cas

Si Ry >1, ona b—m—g>0, dou Ay > 0.

Alors le point d’équilibre (S, 1)) est instable.
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3¢™M€ cas :

Si Rg=1, ona A <0et A =0, comme le systeme est non linéaire on ne peut
rien dire.

2.3.2 Stabilité de I’équilibre épidémique

On a I’équilibre épidémique si Ry > 0, au point (S}, I7), on a

5 —pI; —m —B5]
N e astem—g )
Bm(Rg—n m BWTH
i B B —m =g
On obtient
—mRy -m—g

Tl an o) =
(si.11) m(Ry — 1) 0

Dans ce cas, I’étude de la stabilité du point d’équilibre se fait suivant la trace et le

déterminant de la matrice jacobienne noté J( SpI)
171

avec
tr‘](Sf,If) = A + Ao,
detj(Si‘,If) = )\1)\2,
on obtient
tTJ(Sf,If) = —TTLR(),
detJ(s;,I;) =m(Ry —1)(m+ g).
Ainsi on a
trA <0,
detA > 0.

On en déduit que les deux valeurs propres sont du méme signe négatif, ie le point
d’équilibre (ST, IT) est asymptotiquement stable.
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2.3.3 Résolution du systeme (2.8) pour / =0

Le systeme ([2.8))
as

dl
& 15— I.
7 BIS — (m+ g)

est non linéaire, donc on a pas une méthode générale pour résoudre le systeme. On
considere généralement le cas d’absence d’individus infectés, i.e. 1(0) = 0,

d'olt I(t) = 0, Vt > 0.

Donc on a, ﬁzm—mS,
dt
ds
d — =m(1-=2.9).
onc o m(1—.5)

Par la méthode de séparation des variables, on obtient,

s(t) t
/ ﬁzm/ .
s 1—295 0

d’ou . 0
In — 5(0) = mt,
1—s(t)
ce qui implique
1 —5(0)
= t
s exp(mt),

dott
1= s(t) = (1 = 5(0)) exp(—mt),

donc la solution est donnée par

s(t) = 1 — (1 — (0)) exp(—mt),

On fait tendre ¢ vers U'infini, on aura S(t) — S5 = 1 quand t — +o0,
on a

R(t) = 1-5()—I(¢)
= 1-5(t)
= 1-(1—=(1—-s5(0))exp(—mt))
Donc la solution R s’écrit sous la forme suivante

R(t) = (1 — s(0)) exp(—mt).



Chapitre 3

Le modele épidémiologique SIR
avec vaccination

3.1 Stratégie de la vaccination constante

Du point de vue d’un individu, il semble que la prévention de la maladie passe tou-
jours par la vaccination. Cette stratégie consiste a vacciner une proportion désignée p
des nouveaux née de la population.

Cela est formalisé conventionnellement dans le modele SIR, en réduisant le taux de

naissance des susceptibles de m a (1 — p)m. On s’inspire ici trés largement du travail
de L. Stone et al. [21].

Le systeme (2.8)) devient

as
— = A =p)m— (Bl +m)5,
(3.1)
dl
— =pIS — I
o = PIS—(m+g)l,
3.1.1 Les points d’équilibres
Les points d’équilibres sont obtenus en résolvant le systeme
s
@~
dl
— =0.
dt
d’on
(1—=p)m—(BI+m)S =0,
(3.2)

BIS —(m+g)I=0.

22
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Ce dernier admet deux points d’équilibres, I'un trivial et ’autre épidémique.
Le cas ou la population ne représente pas de maladie, ce qui signifie I = 0.

Alors,  pour Igl =0, on a a" =1-—np.

En conséquence, le point d’équilibre trivial est

(S5'.1) = (1 =p,0).

Par contre, si la maladie apparait dans la population, ie I # 0,
s m+g .
on trouve ST = = S7.

B
m+g o, .
En remplacant S = T dans la premiere équation de (3.2]), on trouve

m-—+g

—m? —mg +mf — fmp
alors 1= ,
p(m+g)
donc I:If—Lm.
m+g

Pour qu’il y ait une existence de ce point d’équilibre, il faut que I soit positif.

I>0, ie : I > .

m+g
m(Ry — 1) m

En introduisant la valeur de I, on trouve P,
g m+g
Co m +
ce qui signifie, p < 3 g(Rg - 1),
1 <1 L
alors - —.

1
En posant p.=1— T on obtient, p < p..
0

Par conséquent, le point d’équilibre est de la forme

p
m—+ g

(Sflvjfl) = (Sik7[ik - m)

qui est un point d’équilibre épidémique.
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3.1.2 Etude de la stabilité des équilibres
La matrice jacobienne du systeme (3.1)) s’écrit de la maniére suivante :

-6 —m —BS
Jisn =
BI BS—m—g

Stabilité de 1’équilibre sans maladie :
Au point (S{;’, I(’f/), la matrice est donnée par :

—m —B(1—p)
Tt st iy =
G\ 0 B —m—g

Vu que la matrice est triangulaire supérieure, alors les valeurs propres sont les éléments
diagonaux de cette matrice.

D’ou
{ AL =—m <0,
A=p—pFp—m—yg.
. S m+ g
Sidg >0, ona f—m—g> p,cequiimplique, 1— 3 >p
+9g 1 : : : : "
En remplacant par —, et en faisant introduire le point critique p., on ob-

Ry
tient p < pe.

Vu que les deux valeurs propres sont de signes opposés, alors le point d’équilibre trivial
(S{j’, I;') est un noeud instable.

D’autre part, si Ay <0, on a D > Pe.

Puisque les deux valeurs propres sont de signe négatif, on conclut que, le point (Sa‘/, 1'3/)
est un noeud asymptotiquement stable.

Stabilité de 1’équilibre épidémique
Au point (Sik/, If/), la linéarisation donne

O = m) —m =8
j(sik/,lik/) =
B = o Em) —m G5] —m g
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En effet, on peut déduire la stabilité suivant la trace et le déterminant de la matrice
jacobienne :

trA = /\1+>\2
= —BI +

m—+g

Bp

m +

m—m+ ST —m—g
g

La trace de A est toujours négative (trA < 0).

detA = [-B(I] - ijLgm —m)|[BST —m — gl + BST[B(T - migm)]
= BI;(m+g)+m(m+g)—mB(p+ S])
= (m+g)(BE; +m) —mp+ ")
= PBI(m+g)—mpBp
B mfB —m? —mg
= B(m+g) Bm+ ) — mpp
= m[(B—m—g) - Bpl.
D > De,
Pour { detA < 0.

Le point d’équilibre (Sf/, ]f/) est instable, il représente un noeud instable.

3.1.3 Recherche de la solution pour I =0

as
T — (1= p)m—mS.
o (I =p)m —mS

La solution de cette équation sans second membre entre 0 et ¢ est donnée par :

S(t) = S(0) exp(—mt).

Et par la méthode de la variation de la constante, la solution particuliere est de la forme

S(t) = (1 —p)exp(mt).
Donc la solution générale est donnée par S(t) = S(0) exp(—mt) + (1 — p) exp(mt).
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3.2 Stratégie de la vaccination impulsive

La vaccination impulsive est basée sur la théorie de la dynamique des populations
dans un environnement perturbé, on prend comme hypothese une maladie qui confere
une immunité de longue durée, on modélise ainsi le développement d’une épidémie dans
une population par

(ds
R ——
7 m — (B +m)S,
dI
Y _BIS —(m+g) 1, (3.3)
di
| S(t) = (1-p)SE), toss =ty + T

Avec :

T la période de vaccination, et

t, le temps ou nous appliquons la n
cation de la n**™¢ impulsion.

ieme

impulsion, et, ¢, le temps juste avant l'appli-

3.2.1 La solution périodique du modeéle sans infection (I = 0)

On a
% = m—mS. (3.4)
La formule des impulsions est donnée par

En utilisant la méthode de séparation des variables, on trouve

S(t) =1 — Cexp(—mt), by <t <tpi1.

Ona S(t,) = (1—p)S(t,), et pour t =t,, on a
S(t,) =1 — Cexp(—mt,).

Cela nous ramene a définir la constante C,

C=[1-(1-p)S(t,)]exp(mty).
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Ce qui nous donne,

S(t) = 1-[(1—(1—p)S(ta))exp(mt,)] exp(—mt),
on obtient

S(t) = 14 (S(tn) — 1)exp(—m(t —t,)) == (1).

De plus, S(tp41) = (1 —p)S(t,,,), qui s’exprime aussi par,

Sltnr) = (1=p)S(tn).

Finalement, a chaque instant t avec t,, <t < t,41, les équations (3.4)) et (3.5 ont pour
solution

©<t)7 tn S < tn-l—la
S(t) =
(1 —p)(t), t=tni1.
Notons que S(t,) est le nombre des susceptibles S immediatement apres la n’*™¢ im-

pulsion de la vaccination, donc nous pouvons la considérer comme étant la condition
initiale de ’équation ([3.4]) dans Uintervalle [t,, t,+1).

La condition initiale peut passer d’un intervalle de pulsation a un autre.
Posons S, = S(t,) et Spp1 = F(Sy)
On obtient S,11 = F(S,) = (1 —p)[1 + (S, — 1) exp(—mT)].

Pour que F' admette un point fixe, d’apres le théoreme de Banach, il faut vérifier
que F' est une fonction contractante.

On a

/

|F(s.) - F(s1)

_ H(1 — )1+ (S, — 1) exp(—mT)] — (1 —p)[1 + (S, — 1) eXp(—mT)]H
= [[@ =1+ (Su = Dexp(=mT)) = (14 (S, = Vexp(-mD))]|
= (1 —p)exp(—mT) ‘

g(umw&—y

!

Sy — S

n

n

Comme exp(—mT') appartient a l'intervalle ]0,1[, car mT est toujours positif quelque
soit t positif, alors F' définit une fonction contractante, donc F' admet un point fixe
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unique, c’est-a-dire qu’il existe un unique S* tel que S* = F/(S*).

Par suite, on a

S = (1 =p)[1+ (5" = 1) exp(—mT)],

d’out S*(1 — exp(—mT) + pexp(—mT)) = (1 — p)(1 — exp(—mT)).
Donc, S*(exp(mT) — 14 p) = (1 — p)(exp(mT) — 1).

Par conséquent,

(1 = p)exp(mT) — 1)

S* =
p— 1+ exp(mT)

(3.6)

L’état d’équilibre pour les modeles discrets correspond a la solution de ’équation
S* = F(S*) (état stationnaire).

De ce qui précede, on définit la solution périodique du systeme (3.3) sans infection
par :
pexp(mT)

B 1+ exp(—m(t —t,)), ty <t <tpi1,
S(t) = 1 —exp(mT)—p (3.7)

S*, t:tn—i-la

) = o.

3.2.2 Stabilité de la solution périodique

On a
dS
Ezm—(ﬁi%—m)s,
(3.8)
dl

Considérons le changement de variable suivant

S(t) = S(t)+s(),

I(t) = I(t)+i(t),
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ol s est une perturbation des susceptibles et i est une perturbation des infectés.

On a
s(t) = S(t) — S(t). (3.9)
D’ou
ds_dS_dS
dt — dt dt
S est une solution, donc elle vérifie le systeme (3.8, on a
ds _ -
% = m— (B +m)S —m+ (BT +m)S.
on obtient
ds ) - -
S = (B m)(S + )+ m)S,
d’ou
% = —BiS —ms.
De la second équation de (3.8), on a
di i
d — dt
= piS—(m—g)l.

Apres substitution, on obtient

di -
d_jf = [Bi(S +s)— (m+ g)i.
= [iS + Bis —mi — gi.

Puisque i et s sont des perturbations donc le produit (is) est négligeable devant s et i,
d’ou

di

5 = BS —m—g).
Le systeme (3.8) devient
% = —f3iS — ms,
i
=i(BS —m —g).

dt
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On a
S(tn) = (1 =p)S(t,), (3.10)
d’apres (3.9)) , on obtient

Ce qui implique s(t,) = S(t,) — S(tn).

La substitution de I'expréssion de S(t,) dans (3.10) conduit a
s(ta) = (1 = p)S(t;) = S(ta).
Puisque S(t,) vérifie , on a
s(tn) = (1 =p)(S(t,) — S(t,)).

On obtient s(t,) = (1 —p)s(t;,) tp1=t, +T.

n

D’ou di =i(BS —m —g),

dt
et
i(tn+1) d _ tn+1
[ es-meg [T
i(tn) t tn

(tass) = i(ta) exp / " BS(t) —m — g)t.

ce qui implique

Le nombre des infectés diminue si :
tn+1 _
[ s - m - gt <o
tn

1.e.

tn+1 . tn+1
B/ S(t)dt—(m—l—g)/ dt <0,
tn tn

ou encore

tni1 _
/ S(tydt < 29
t B

Le nombre des infectés diminue si

1 [t m+g
= S(t)dt < .
T/ (1) 5
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Comme S(t) est une solution périodique, on a :

/t o S(t)dt < /0 ' S(t)dt.

1 [T - m+g
T/o S(t)dt<—5 , (3.11)

D’ou on trouve

qui est la condition de stabilité, que I'on note par S..

En combinant (3.7)) et (3.6)), on obtient
pexp(mT)
1 —exp(mT)—p

(1 —p)(exp(mT) —1)
p—1+exp(mT)

1+ exp(—m(t —t,)), tn <t <tpi1,

S(t) =

) L =1nt1.

La condition de stabilité (3.11)) peut completement étre spécifiée en substituant I'ex-
pression exacte de S.

Calculons l'intégrale de S(t) entre 0 et T. On aura

/0 Syt = /0 1+ 1_pei};p(;:?;)_pexp(—m(t—tn))dt,

d’ou on trouve,

?

T 4 pexp(mt,) — pexp(mt,ii)
[ st = T
(

_ p_bexp mt,)(1 — exp(mT))

m(1 — exp(mT) — p)

Par suite

T _ (p—=mT)(1 —exp(mT)) + mpT
/0 St = ) T exp(mT) — )
De , on a
(p—mT)(1 —exp(mT)) +mpl m-+g
mT (p+ exp(mT) — 1) 6]

(3.12)
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Ainsi la solution périodique (S, I') est localement stable si (3.12)) est vérifiée.

Cette condition de stabillité permet d’obtenir une expression de la période de l'im-
pulsion maximale T},,., pour laquelle la solution soit stable.

3.2.3 Calcul de l'intervalle maximal de vaccination
On a

(p —mT)(1 —exp(mT)) +mpT . m +g
mT (p+ exp(mT) — 1) - B8

Apres un développement de Taylor a 'orde 1 de la fonction exponentielle,

(p—mT)(1—1—mT)+mpT <Mty

t
on promve mT(p+1+ml—1)  — B
—mT(p —mT T
d’olt mT(p = mT) + mp Sm%—g’
mT(p+mT) p
T
par suite, = < mx g
p+ml B
on obtient, mT (1 — mt g) < m gp,
g g
Donc, mT < m——l—gp.
f—m—g

Ce qui nous permet d’écrire,

m—+ g

exp(mT) <1+ —p.
(mT) E—

Il en résulte que

1
r< Ly _mre
m B—m—g

p)



Conlusions et perspectives

Dans ce travail on a étudié un modele épidémiologique SIR.

Dans le chapitre deux on a étudié le cas d’'une maladie infectieuse décrite par un modele
SIR sans vaccination. Dans le chapitre trois ’étude a été faite sur le méme modele avec
deux types de vaccination (constante puis impulsive), dont 1'objectif est de définir la
stabilité des solutions sans infections pour diminuer le nombre des infectés.

Dans le futur, on prévoit I’étude de modeles épidémiologiques plus généraux, par exemple
le cas des impulsions non constantes ou en cas de retard.
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