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Résume

La vibration non-linéaire d’une plaque annulaire sectorielle épaisse a gradient
fonctionnel dans un environnement thermique est formulée en fonction des
équations de Von Karman et la méthode des éléments finis hiérarchiques. L'épaisseur
de la plaque est constante et les propriétés du matériau sont supposées varier
continuellement selon une loi de puissance de la fraction du volume des constituants.
Les équations non-linéaires du mouvement sont transformées du domaine temporel
au domaine fréquentiel par la méthode d’équilibrage harmonique. Les équations
non-linéaires résultantes sont résolues itérativement par la méthode du mode
linéarisé actualisé. Les fréquences linéaires et non-linéaires sont déterminées. Les
résultats numériques sont comparés avec les résultats publiés les effets de la
composition du matériau et de la température sur les caractéristique vibratoires de la

plaque sont examinés.

Mots clés : effet de 'amplitude et température ; la version-p de la méthode des éléments
finis ; matériau a gradient fonctionnel ; plaque annulaire sectorielle épaisse ; équations

de Von Karman ; vibration libre linéaires et non-linaires.




Abstract

The non-linear vibration of thick functionally graded annular sector plate in a
thermal environment is formulated in terms of Von Karman dynamic equations and
the hierarchical finite element method. The plate thickness is constant and the
properties of the material are assumed to vary continuously according to a power law
of the volume fraction of the components. The non-linear equations of motion are
transformed from the time domain to the frequency domain by the harmonic balance
method. The resulting non-linear equations are solved iteratively by the method of
linearized fashion updated. Linear and nonlinear frequencies are determined. The
numerical results are compared with the published results of the effects of material
composition and temperatures on the vibration characteristic of the plate are

examined.

Key words: effect of amplitude and temperature; p-version of the finite element
method; functionally gradient material, thick annular sector plate; Von Karman

equations, linear free vibration and non-linear.
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INTRODUCTION

INTRODUCTION GENERALE

L'industrie moderne dans la mécanique de construction, |’aéronautique, le
génie civil et plus généralement le domaine des transports sont ala recherche de
matériaux possédant des avantages fonctionnels comme la légereté, une bonne
résistance mécanique et chimique, une durée de vie élevée, une maintenance réduite, un
temps de fabrication le plus court possible. Un matériau simple ne permet de combiner
ces caractéristiques mécaniques, et pour atteindre cet objectif, il faut nécessairement

utiliser des matériaux composites.

Les matériaux composites multicouches sont largement utilisés dans diverses
structures d'ingénierie grace a leur performances dominantes. Par exemple, une couche
élastigue homogene en céramique peut étre collée sur la surface d'une structure
métallique et agit en tant que barriere thermique dans un environnement a hautes
températures. Cependant, en raison d'une interface distincte entre les deux
matériaux (céramique et métallique), les propriétés matérielles a travers l'interface
subissent un changement soudain, qui produit le saut d'effort et peut plus loin provoquer

le décollement ou la rupture de l'interface.

Une solution envisageable pour ce probleme est l'utilisation de matériaux a
gradient fonctionnel FGM (Functionally Graded Materials) pour lesquels des propriétés
matérielles, tel que module de Young, masse volumique et coefficient de poisson
varient continuellement, conférant un avantage considérable par rapport aux
matériaux homogenes et feuilletés dans le maintien de I'intégrité de la structure. Un tel
fonctionnement leur permet d'étre fabriqués comme des structures différentes dans

I'accord aux exigences de services divers.

L'analyse des structures composites a connu un essor avec |‘apparition des
méthodes numériques notamment la méthode des éléments finis qui est la méthode Ila
plus répandue dans le domaine de calcul en site industriel. Parmi les phénomenes
physiques qui agissent sur les structures pendant leur durée de vie le phénomene des
vibrations et les conditions d’environnement. Donc le comportement vibratoire non
linéaire des plaques dans un environnement thermique mérite bien d’étre étudié puisque

aucune des solutions exactes obtenues ne considere tous les états frontiéres possibles,
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les facteurs géométriques, les différents types de matériaux, les effets de déformation
dus au cisaillement et [I'effet thermique. Par conséquent, cette insuffisance

d’informations nous poussé d’investir dans ce domaine.

L'objectif de ce mémoire est I'analyse des effets de I'amplitude et température sur
le comportement vibratoire non linéaires d’'une plaque annulaire sectorielle a gradient
fonctionnel en utilisant la méthode des éléments finis hiérarchique, avec la prise en
compte des effet de cisaillement transversal, inertie de rotation, non-linéarité

géométrique et parametres physiques et géométriques.

Plan de mémoire

Ce mémoire de magister comprend essentiellement six chapitres en plus d’une

introduction, une étude bibliographique et une conclusion.

Dans le premier chapitre, nous présentons la théorie des matériaux a gradient
fonctionnel, par une description détaillée d’'une microstructure graduée.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons les diverses théories des plaques (mince et
épaisse) et leur hypothéses fondamentales (hypotheses de Kirchhoff et Mindlin).

Le troisieme chapitre est consacré a une présentation de la méthode des éléments finis
hiérarchiques ces particularités, avantages, inconvénient et les fonctions de formes
utilisées dans la version.

Le quatrieme chapitre concerne la modélisation d’une plaque annulaire sectorielle a
gradient fonctionnel dans un environnement thermique par la méthode des éléments
finis hiérarchiques.

Le cinquieme chapitre est réservé a |‘organisation de la programmation, ainsi un
organigramme général du code développé est décrit.

Le sixieme chapitre est consacré a la validation numérique du modele de plaque, et
une étude de l'influence des caractéristiques géométriques, physiques et conditions aux

limites sur le modele étudié.
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Les vibrations des plaques a gradient fonctionnel dans un environnement thermique
ont été largement étudiées. Praveen et Reddy (1998) ont étudié la réponse thermo-élastique
statiqgue et dynamique des plaques rectangulaires a gradient fonctionnels par la MEF.
Cependant, ils ont considéré que les propriétés des matériaux sont indépendantes de la
température. Noda (1999) a fait une discussion sur les contraintes thermiques
dans un matériau FGM soumis a un champ continu de température ou de choc thermique.
Fuchiyama et Noda (1995) ont étudié le transfert de chaleur par conduction transitoire et la
contrainte thermique par la MEF avec des propriétés du matériau qui varient graduellement.
Yang et Shen (2002) ont étudié les caractéristiques de vibration et de réponse transitoire des
plagues FGM rectangulaires dans un environnement thermique et ont considéré que les
propriétés des matériaux dépendent de la température. Huang et Shen (2004) ont traité la
vibration et dynamique non linéaire des plagues rectangulaires FGM dans un environnement
thermique en se basant sur une théorie d'ordre supérieur. Kim (2005) a étudié la vibration
des plagues FGM rectangulaires dans un environnement thermique par la méthode de
Rayleigh- Ritz basée sur la théorie du troisieme ordre et a examiné |'effet de la composition
des matériaux, géométrie de la plaque, et champs de température sur la vibration de la
plaque. Li et al. (2009) ont obtenus les fréquences naturelles de plaques FGM rectangulaires
dépendantes de la température en utilisant la théorie de I'élasticité tridimensionnelle et la
méthode de Chebyshev-Ritz. Sur la base de la théorie des plaques du premier ordre (FSDT),
Zhao et al.(2009) ont fait une analyse des vibrations des plagues FGM en utilisant la
méthode KP-Ritz. Dans cette étude, I'effet des contraintes thermiques initiales n'a pas été
considéré. Malekzadeh (2009) a étudié la vibration libre 3D des plaques épaisses a gradient
fonctionnel sur des fondations élastiques. Malekzadeh et Alibeygi Beni (2010) ont étudié la
vibration libre des plagues FGM quadrangulaires a bord droit et arbitraires dans un

environnement thermique en se basant sur la théorie des plaques du premier ordre.

Les recherches sur les plaques circulaires et annulaires dans un environnement
thermique sont trés limitées. Efraim et Eisenberger(2007) ont étudié la vibration des plaques
annulaires isotropes et FGM avec une épaisseur variable. Nie et Zhong (2007) ont étudié les

vibrations 3D des plaques circulaires a gradient fonctionnel en utilisant la méthode semi-
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analytique. Dong (2008) a étudié les vibrations libres 3D des plaques a gradient fonctionnel
circulaires et annulaires en utilisant la méthode de Chebyshev-Ritz. Prakash et Ganapathi
(2006) ont fait une analyse des vibrations flexionnelles asymétriques et la stabilité thermo-
élastique des plaques circulaires FGM en utilisant la MEF. Récemment, Malekzadeh et al.
(2010) ont utilisé la méthode de quadrature différentielle (DQM) pour étudier les vibrations
3D des plaques annulaires épaisses a gradient fonctionnel dans un environnement
thermique. Dans un autre travail, Malekzadeh et al. (2011) ont utilisé la théorie du premier
ordre pour I'analyse de la vibration libre des plaques annulaires minces et modérément
épaisses avec des propriétés du matériau qui dépendent de la température. Sepahi et al.
(2010) ont étudié I'effet des fondations élastiques a trois paramétres, charge
thermomécanique, et grandes déformations sur les plagues annulaires FGM simplement

appuyées.

Par ailleurs, la revue de la littérature prouve que peu d’études ont été faites sur le
comportement vibratoire non linéaire des plaques a gradient fonctionnel. Praveen et
Reddy(1998), Woo et Meguid (2001) ont étudié la vibration non linéairedes plaques et
coques peu profondes a gradient fonctionnel. Woo et al. (2006) présentent une solution
analytique du comportement vibratoire libre non linéaire des plaques minces rectangulaires
a gradient fonctionnel. Kitipornchai et al. (2004) ont présenté une solution semi-analytique
pour la vibration non linéaire des plagues FGM stratifiés avec imperfections géométriques et
ont montré que les fréquences de vibration sont tres dépendantes de |'amplitude de
vibration et du mode d'imperfection. Yang et al. (2003) ont présenté des vibrations a grande
amplitude des plaques FGM stratifiées qui sont composées de la couche a gradient
fonctionnel et deux couches d'actionneurs piézo-électriques montés en surface.
Allahverdizadeh et al. (2008 a-c) ont étudié les vibrations non-linéaires libres et forcées des
plagues minces circulaires a gradient fonctionnel en se basant sur la théorie classique des
plaques. Les travaux cités ont supposé que les propriétés des matériaux sont indépendantes

de la température.

Plus récemment, Chorfi et Houmat (2010) ont étudié les vibrations libres non
linéaires des coques elliptiques a double courbure et a gradient fonctionnel par un élément-

p de forme arbitraire. Belalia et Houmat (2012) ont fait une étude sur les vibrations non
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linéaires des plaques sectorielles a gradient fonctionnel par un élément p triangulaire

courbé.

La recherche bibliographique menée révele qu’aucun travail n’existe sur I'analyse des
effets de I'amplitude et température sur le comportement vibratoire non linéaire des

plagues annulaires sectorielles a gradient fonctionnel. Ce travail tente de combler ce vide.
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CHAPITRE 1

MATERIAUX A GRADIENT FONCTIONNEL FGM

1.1- Introduction

Le développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés
spécifiqgues a différents matériaux au sein d'une méme piece. L'optimisation locale de
ces propriétés, par association d’'un matériau de haute dureté a la surface d’un matériau
tenace, par exemple, pose alors le probleme de l'interface. Cette transition brutale de
compositions peut générer localement de fortes concentrations de contraintes. La
solution d’'une transition continue des propriétés recherchées, par un gradient de
composition, permet d’atténuer cette singularité par I'utilisation des matériaux a gradient de
propriétés (en anglais : Functionally Graded Material " F.G.M "). Les matériaux a gradient
de propriétés (FGM); un type de matériaux composites produit en changeant sans
interruption les fractions de volume dans la direction d’épaisseur pour obtenir un profil bien
déterminé. Ces types de matériaux, ont suscité beaucoup d’attention récemment en
raison des avantages de diminuer la disparité dans les propriétés matérielles et de

réduire les contraintes thermiques .
1.2- Concept des matériaux FGM

Le matériau a gradient fonctionnel a été introduit la premiére fois dans le laboratoire
national d’aérospatial du Japon en 1984 par M. Niino et ses collegues a Sendai. L'idée est
de réaliser des matériaux utilisés comme barriére thermique dans les structures spatiales et
les réacteurs a fusion. Les FGM peuvent étre utilisés pour différentes applications, telles
qgue les enduits des barrieres thermiques pour les moteurs en céramique, turbines a gaz,

couches minces optiques, etc.

Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs couches
contenant des composants différents tels que les céramiques et les métaux. lIs sont donc
des composites présentant des caractéristiques macroscopiquement hétérogénes. Le
changement continu dans la composition et donc dans la microstructure du matériau
distingue les FGM des matériaux composites conventionnels. Il en résulte un gradient

qui déterminera les propriétés des FGM dans certains cas.
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En conséquence, les FGM possedent un certain nombre d'avantages excédant que les
composés stratifiés, y compris une réduction potentielle de contraintes membranaires et
transversales a travers |'épaisseur, tendance d'efforts, absente ou séverement réduite de
décollement, un effort résiduel amélioré , propriétés thermiques augmentées, une dureté
plus élevée de rupture, et réduit facteurs d'intensité d'effort. Un certain nombre de revues

/////

Miyamoto et autres 1999 ; Birman et Byrd 2007).

1.3- Idée générale

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé " la recherche sur
la technologie de base pour développement de matériaux a Gradient fonctionnel et
I'’étude de la relaxation des contraintes thermiques".L'intérét du projet est de développer
des matériaux présentant des structures utilisées comme barriere thermique dans les
programmes aérospatiaux. Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux sont
appelés a travailler a des températures de surface de 1800°C ainsi qu’a un gradient de
température de I'ordre de 1300°C. A cette année-la, aucun matériau industriel n’était connu

pour supporter de telles sollicitations thermomécaniques.
Trois caractéristiques sont a considérer pour la conception de tels matériaux :

» Résistance thermique et résistance a I'oxydation a haute température de la couche
superficielle du matériau ;
» Ténacité du matériau coté basse température ;

» Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

Pour répondre a un tel cahier de charges, I'idée originale des FGM a été
proposée pour élaborer un nouveau composite profitant a la fois des propriétés des

céramiques (Coté haute températures) et des métaux (Coté basse température).

A la fin de la premiére étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer
des petites pieces expérimentales (1-10 mm d’épaisseur et 30 mm de diameétre)
pouvant résister a des températures maximales de 2000 K (Température de surface) et a

un gradient de température de 1000 K. Quatre techniques ont été utilisées pour fabriquer
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les matériaux présentant un gradient de composition et de structure ; les techniques

utilisées dans la fabrication de tels matériaux sont les suivantes :

s Le systeme SIC/C par C.V.D (Chemical Vapor Deposition ou dépét chimique en
phase vapeur) ;

s Le systeme PSZ/Mo par la technique de la compaction séche des poudres ;

%  Lesysteme TIB2/Cu par synthése par auto-propagation a haute température ;

s Et enfin le systeme (Ni-Cr-Al-Y)/ (zro2-Y203) par projection plasma a double

torches.

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des piéces de tailles plus
grandes et de forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiere étape.
Pendant les années 90, non seulement les champs d’application des FGM s’est développé
pour les matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s’est aussi

élargi a d’autres applications : biomécaniques, technologie de capteur, optique, etc....

On trouve une littérature tres importante sur 'utilisation de ce matériau. Cependant,
['utilisation des structures en FGM dans les environnements avec de grands changements de

température exige la connaissance des déformations.

Phase B particules
avec
phase A matrice

Zone de transition

Phase A particules
avec
phase B matrice

Figure 1.1 : Matériaux FGM avec des fractions volumiques des phases constitutives

graduées [Yin et al (2004)].
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1.4- Propriétés effectives des matériaux a gradient fonctionnel

Généralement les FGM sont fabriqués par deux phases de matériaux avec différents
propriétés classés par leur microstructure variable dans ['’espace; concue pour optimiser
I’exécution des éléments de structures par la distribution de propriétés correspondantes.
Une description détaillée d’'une microstructure graduée réelle et généralement non
disponible, sauf peut-étre pour des informations sur la distribution de la fraction volumique.
Tandis que la fraction volumique de chaque phase varie graduellement dans la direction de

gradation, les propriétés effectives des FGM changent le long de cette direction.
Par conséquent, nous avons deux approches possibles pour les modeles FGM :

1. Une variation par morceaux de la fraction volumique de la céramique ou du métal est
assumée, et le FGM est pris pour étre posé avec la méme fraction volumique dans
chaque région, c- a-d couche quasi-homogéne de céramique-métal (figure 1.2 —a) ;

2. Une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal est
assumé (figure 1.2 — b), et la fraction volumique du métal peut étre représentée comme

une fonction de coordonnées suivant I'épaisseur (z).

(a) (b)

Figure 1.2 : Modele analytique pour une couche d’un matériau a gradient

fonctionnel.
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L’expression de fraction volumique est donné par :
v (22 + h)N
= (1.1
m 2h

OU h est I'épaisseur de la plaque et N (0 < N < o) est un exposant de la fraction volumique

qui régle la variation du profil du matériau a travers |’épaisseur de la couche FGM.

La figure 1.3 représente la variation de I'exposant de la loi de mélange N génére un

nombre infini de la distribution de la composition.

1.00
N=0.1
0.75 + N=0.2
N=05
0.50 N=10
N=20
; N=30
0.25 I N=50
N=10.0
N=100
0.00 . L
-0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50

Figure 1.3 : Fraction volumique du matériau le long de I’épaisseur.

Une simple regle de mélange de matériaux composites (modele de Voigt). Les
propriétés effectives des matériaux P; de la couche de FGM, comme module de Young Ef,

peuvent alors étre exprimées comme suit :
Vf = Z P]ij 1.2)
j=1

Ou P; et ijsont respectivement les propriétés du matériau et la fraction volumique du

matériau constitutifj.

10



CHAPITRE 1 Matériaux a gradient fonctionnel FGM

La somme des fractions volumiques de tous les matériaux constituants est :

Zij =1 (1.3)
j=1

Puisque les structures FGM sont employées dans les environnements a hautes
températures ou des changements importants des propriétés mécaniques des matériaux
constitutifs doivent étre prévus [Reddy et Chin (1998)], il est essentiel de prendre en compte
cette dépendance de la température pour la prévision précise de la réponse mécanique.
Ainsi, le module de Young Er, le coefficient de Poissonvg, le coefficient de dilatation
thermique, et la conductivité thermique K sont supposés étre dépendants.

La température et peuvent étre exprimés comme fonction non linéaire de la

température [Touloukian (1967)] :

P = Py(P_sT™* + 1+ P,T 4+ P,T? 4+ P;T?) (1.4)

Ou Py, P_;, P, P, et P; sont les fonctions de température T(enK) et sont propres aux
matériaux constitutifs.les valeurs typiques pour le module de Young Er, coefficient de
Poisson vg, le coefficient de dilatation thermique ar et le conductivité thermique k des
céramiques et des métaux sont donnés dans les tableaux 1 — 4 [Reddy et Chin (1998)]. Des

équations 1.1 a 1.3, nous avons (Gibson et autres 1995) :

N

2z+h
B T) = (Ee(T) = En (D) (3= + Bn(D) (5
2z+h\"
) = (D) = v () (55 ) + v (1.6
2z + h\"
a2, 1) = (1) = am(D) (=) +an(T) (17)
2z + h\"
ke (2. T) = (€cT) = (D) (=) + k(D) (18
2z + h\"
pr(z,T) = (pc(T) —pm(T))( h ) + pm(T) (1.9)

11



CHAPITRE 1

Matériaux a gradient fonctionnel FGM

Tableau 1.1 : Module d’élasticité de la céramique et du métal en Pa.

Matériaux P, P, P, P, P;
Zircone 244.27°+9 0 -1.371%-3 1.21456  -3.681%-10
Oxyde d’aluminium 349.555+9 0 -3.853f-4 4.027%-7  -1.673"-10
Nitrite de silicone 348.43°+9 0 -3.070%-4 2.160°-7  -8.946°-11
Ti-6Al-4V 348.43+9 0 -4.586°5-4 0 0
Acier inoxydable 201.04°+9 0 3.079%-4 -6.5345-7 0
Nickel 223.95°+9 0 -2.794%5-4  -3.998-9 0
Tableau 1.2 : Coefficient de dilatation thermique de la céramique et du métal en K ™.
Matériaux Py P P; P, Ps
Zircone 12.766%-6 0 -1.491%-3 1.006°-5  -6.778-11
Oxyde d’aluminium 6.8269°-6 0 1.838%-4 0 0
Nitrite de silicone 5.8723"-6 0 9.095%-4 0 0
Ti-6Al-4V 7.5788-6 0 6.63%-4 -3.147°-6 0
Acier inoxydable 12.330 0 8.086-4 0 0
Nickel 9.9209°-6 0 8.705%-4 0 0
Tableau 1.3 : Conductivité thermique de la céramique et du métalen Wm K ™.
Matériaux Py P P; P, Ps
Zircone 1.7000 0 1.276%-4 6.648"-8 0
Oxyde d’aluminium -14.087 -1123.6 -6.2275-3 0 0
Nitrite de silicone 13.723 0 -1.032°-3 5.466%-7  -7.876°-11
Ti-6Al-4V 1.0000 0 1.7045-2 0 0
Acier inoxydable 15.379 0 -1.2645-3 2.09256  -7.223%10
Nickel a 187.66 0 -2.869°-3 4.005°-6  -1.983"-9
Nickel b 58.754 0 -4.614-3 6.670°-7  -1.523%-10
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Tableau 1.4 : Coefficient de poisson de poisson de la céramique.

Matériaux Py P, P, P, P;
Zircone 0.2882 0 1.133%-4 0 0
Oxyde d’aluminium 0.2600 0 0 0 0
Nitrite de silicone 0.2400 0 0 0 0
Ti-6Al-4V 0.2884 0 1.12154 0 0
Acier inoxydable 0.3262 0 -2.002"-4 3.797%-7 0
Nickel a 0.3100 0 0 0 0

1.5- Analyse thermique

Dans la plupart des applications des structures FGM dans un environnement a hautes
températures la phase avec un petit coefficient de conductivité thermique domine la région
qui supporte les charges thermiques. Par exemple, en structure FGM (céramique-métal) les
particules en céramique (phase en céramique) sont concentrées pres de la surface exposée,
tandis que la fraction de volume de la phase en métal augmente graduellement vers la

surface la plus froide.

Nous supposons que la variation de température se produit dans la direction
d'épaisseur seulement, et on assume que le champ de température est constant dans le plan
de la plague. Dans un tel cas, si les fractions de volume des phases constitutives changent
seulement dans la direction d'épaisseur, l'acceptation d'un transfert thermique
unidimensionnel est justifiée, la distribution de la température le long de I'épaisseur peut

étre obtenue par:
d [ ( )dT] —0 110
az |zl T (1.10)

Cette équation est résolue en imposant les conditions au limitesT =Ty aZ = h/2 et
T =T, aZ = —h/2.La solution de cette équation, au moyen d’une série de polynémes, est

(Javaheri et Eslami 2002) :

T(z) =Ty + (T, — Ty)n(2) (1.11)
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CHAPITRE 1
Ou Ty et Ty, sont les températures aux extrémités de la plaque, et
1z 1 K z 1\"*! K2 z 1,
-2 )
Cl{\n 2/ (m+ Dk, \h 2 @2n+Dki\h 2
K3 7 1\t Kk T
_#(_J_) +$4<_+_)
Bn+Dr2\h 2 (4n+ Drz\h 2
5 5n+1
Kic ( z 1)
———— =+ 1.12
(it Drs \5h T2 l (1.12)
Et
_ Kmc Krznc K13nc K;}nc Krsnc
C=1+-— 5= 2 i = (1.13)
(m+ DK 2n+Dk2 @Bn+Dkd @Gn+Dk: (n+ Dk
(1.14)

Kmc = Km — K¢
Les figures 1.4 et 1.5 montrent la distribution de la température dans la direction de

I’épaisseur d’'une plaque FGM Aluminium — Alumina pour différentes valeurs de la

température T et la fraction volumique N.
0.6 T
! . - - -
! ol S i o~
04 - / v PR s .
Irfj '/'/ /./"'. 4 ///_ -" = n=0.5
] VA A L T =300(K)
0.2 + ! -~ ,/’ // -~ =
;lf (-/ // - /' F— TC:SOO(K]
] . -~
c { f LA == T=400(K)
| 0t ) 57 f{,--"/.r- 2 s T=500(K) | 1
IJ ," (' // /7 7
L -
0.2 ;:.-'_,-_’/;';./ - T=700(K) |
- = TeB00K)
0.4 %*;;‘" —=-=—=-T=900(K) | |
0 5 10 15 20 25
T(Zz)/ Ty

Figure 1.4 : Distribution de la température suivant I’épaisseur pour différentes
valeurs de T de la céramique.

14




CHAPITRE 1 Matériaux a gradient fonctionnel FGM

05 F 7
04 .
0.3 |
0.2 -
0.1 T=300(K) 1
g T.=900(K)
~ 0 1
n=0
0.1 -- n=0.5
D2y W #leE 0 [FE= n=0.8 i
n=2
0.3 } ——— n=5 .
------ n=10
04 f 7 —-=-n=100 1
05 L2 : : : . ]
0 5 10 15 20 25

T@Z)/ Ty

Figure 1.5 : Distribution de la température dans I’épaisseur pour différentes valeurs
de la fraction volumique N.
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CHAPITRE 2 Théories des plagues

CHAPITRE >

THEORIES DES PLAQUES

2.1- Introduction

La théorie des plaques permet de calculer les déformations et les contraintes
dans une plaque soumise a des charges, elle s'inspire de la théorie des poutres. Quatre
classes d'équations dans un modeéle de mécanique des solides, y compris la théorie des

plaques, comportant :

= Les équations du mouvement ;
= Relations déformations-déplacements (et rotations) ;
= Loi de comportement les relations de contrainte-déformations ;

= Etles équations de compatibilité.

Dans ce chapitre nous allons présenter les principales hypothéses de théories des

plagues utilisées dans cette étude.
2.2- Historique

En 1888, Love utilise les hypotheses de Gustav Kirchhoff, elles-mémes inspirées
des hypothéses d'Euler Bernoulli pour les poutres, pour fonder une théorie des plaques
minces. La théorie des plaques épaisses a été consolidée par Mindlin a partir des travaux de

Rayleigh (1877), Timoshenko (1921), Reissner (1945) et Uflyand (1948).

2.3-Définitions et Hypothéses

Une plaque est un solide tridimensionnel dont une des dimensions, appelée
«épaisseur», est petite par rapport aux autres dimensions caractéristiques. Ce solide
particulier comporte généralement un plan de symétrie en z=0 (plan Oxy) appelé

«surface de référence» ou «surface moyenne» de la plaque.
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"]E 1‘ . ‘j / q | /_/' Surface moyenne (2=0)
1 .
Z., _I.

Figure 2.1 : Géométrie d’une plaque.

2.3.1- Théorie de Kirchhoff

La théorie classique des plaques [Kirchhoff 1850], est basée essentiellement sur les

hypotheses suivantes (figure 2.2) :
Hypothese 1 : Aucune déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque.
Hypothese 2 : La contrainte normale g,est négligeable devant les autres composantes.

Hypotheése 3 : Une normale au plan moyen avant déformation reste normale au plan aprés

déformation.

Hypothese 4 : U'effet de I'inertie de rotation est négligeable.

X, u

|
)

Wo

Figure 2.2 : Modeéle de Kirchhoff.
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La principale limitation de la théorie classique de Kirchhoff et que I'on néglige les
effets dus aux efforts tranchants et a l'inertie de rotation, or dans la pratique les plaques ont
des épaisseurs significatives et il devient nécessaire de tenir compte de ces effets pour

décrire leur comportement dynamique.
2.3.2- Théorie de Reissner-Mindlin

La théorie des plaques qui permet la prise en compte du cisaillement transversal est
connue sous le nom de Reissner-Mindlin, dans ce cas, il faut prendre en compte les
déformations de cisaillement transversal et alors les fibres normales a la surface moyenne

avant déformation ne le restent pas au cours de la déformation (figure 2.3).

Pour les plagues homogenes isotropes, la validité de la théorie des plaques

retenue dépend des caractéristiques géométriques. Nous admettons généralement :

Les hypothéses de Mindlin si :
1/20<H/L<1/4
Et celle de Kirchhoff si :
H/L <1/20
Ou L : est une longueur caractéristique dans le plan (x-y).

H : est I'épaisseur de la plaque.

Figure 2.3 : Déformations dans le plan (XZ) selon la théorie du premier ordre

[Reissner-Mindlin].
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Les déformations dues au cisaillement transversal sont 'un des intéréts principaux
des plaques épaisses composites. Il existe plusieurs théories des plaques stratifiées, qui
incluent des contraintes de cisaillement transversales ; la théorie bien connue est le modele
de Reissner, connue comme la théorie du premier ordre de déformation de cisaillement

(FSDT).
2.4- Relations cinématiques

2.4.1- Le champ de déplacements

Dans la théorie de Reissner-Mindlin (prise en compte du cisaillement transversal), on
se donne un modéle de déplacements basé sur trois variables indépendants : le

déplacement transversal w(x, y) et les deux rotations ¢, et @g.

Dans la théorie du premier ordre des plaques, le champ de déplacement est exprimé

sous la forme [Mindlin 1951] :

u(x,y,z,t) =ulx,y,t) + z0,(x,y,t) (2.1)
v(x,y,z,t) =v(x,y,t) —z0,(x,y,t) (2.2)
w(x,y,zt) =w(x,y,z) (2.3)

Ou : u, v sont les déplacements membranaires,
w est le déplacement flexionnel,

et 6, sont les rotations.

2.4.2- Relations déformations-déplacements

Les déformations sont des dérivées partielles des déplacements selon |'approche de
Lagrange ou d'Euler. Le tenseur de déformations de Lagrange se rapporte également au
tenseur de déformation de Green. Dans le contraire, le tenseur de déformation d’Euler est
présenté dans le systéme des coordonnées du corps déformé (ce tenseur s'appelle parfois le
tenseur de déformation de Cauchy. En termes de déplacements les tenseur déformations de

Green-Lagrange sont données par (Fung 1994) :
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3
1({0u; OJu, ouy, duy
Ej =5\ a5 -_— (2.5)
2 ax] axi ax] axi
k=1
Ou:(i,j=123),uy =uU U, =V, U3 =W, X; =X, X, =Yy etxs =2z

A partir des déplacements u, v et w de Reissner-Mindlin nous déterminons les
déformations de Von Karman. Les hypotheses de Von Karman disent que lorsque les

déplacements dans le plan (u, v) sont infinitésimaux par rapport au déplacement transversal

w, les termes non linéaires dépendent de u et v peuvent étre négligés.

Dans ces conditions,

déformations de Von Karman :

1 aui_l_@uj +1 ow dw
gij B 2 ax] axi 2 ax] axi

les déformations de Green-Lagrange se réduisent aux

(2.6)

Ou les composantes de tenseur de déformations sont :

B ou N 1 <6W>2
&x = 9x T2 \ox
B ov N 1 <6W)2
Eyy_ay 2\dy
B 6u+6v+awaw
Yoy =5y " 9x " or a6
ow
Vxz _a-l'(py
ow
Vyz =E_(px
_99y
X ox
0y

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Les expressions des composantes de vecteur de déformation peuvent étre écrites sous

forme vectorielle en respectant la forme suivante :

Eij = gij + Z)(ij (2.15)
(ou 1 <aw>2 )
—_— _I_ —_— —
or 2\or ( % )
c v 1 <6W>2 0x
— + —_— —
{g’yci\ dy ' 2\a0 _ %,
9] 9] ow 0 9]
!nylz ML IR 2y Y (2.16)
i oy " ox " or 06 (% ai)
Vyz ow 0 dy  ox
ox y 0
ow \ 0 J
\ oy x J

2.4.3- Efforts résultants et moments

Les efforts résultants et les moments agissant sur un élément de plaque (figures 2.4 —
6) :

Ny (x,y) % ox(x,y,t)
(N} ={N} = Ny(xy) p = j oy(x,y,t) tdz (2.17)
ny (x' Y) _% Txy (x, Y, t)

ON,, / \ ONy

4 1_‘!’

Y dy N, +
oy : oy

Figure 2.4 : Efforts agissant dans le plan de la plaque.
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h
M, (x,y) 2 (0, (x,y,t)

M}y={M;}={ M,(xy) ;= f oy(x,y,t) +zdz (2.18)
M,y (x,y) _% Ty (X, 3, 1)

Figure 2.5 : Moments agissant sur un élément de plaque.

h
2
_ Qx (x, y) sz Xy, t)
Q1 ={0;} = Qy(x y) jh (XY, t) dz (2.19)
2
0.+ F_\Q_'\ dx
/ CX
00,
* ("1- b

Figure 2.6 : Efforts tranchants dans un élément de plaque.

Le champ de déplacement est basé sur la théorie du premier ordre, les
auteurs considerent que les contraintes et les déformations de cisaillement sont
constantes a travers I'épaisseur d’une structure. Dans le cas réel, ceci n’est pas vrai. En effet,
les contraintes de cisaillement sont quadratiques a travers |'épaisseur (Figure.2.7). Pour
corriger les contraintes de cisaillement transversal, dont I'expression est issue de la

théories du premier ordre, des facteurs de corrections doivent étre introduits (2.20) :
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A
Tz /Théorie du premier ordre
Approximation quadratique \\ Txz CONStant en z
(représentation réelle de t,) > Z
S

Figure.2.7 : Approximations de la contrainte du CT : constante (théorie du premier
ordre) et quadratique (ordre supérieur).

Les expressions de des efforts tranchants aprés une correction par un facteur k appelé
facteur de correction de cisaillement transversal sont :

Qx(x,y)} —k

() = (0 = {Qy(x’ ) {sz(x, Y, t)}dz

ey, 0) (2.20)

|
NI:\ N

2.4.4- Facteur de correction transversal

k est un facteur corrigeant I'hypothese de contraintes de cisaillement Q,,et Q,,
constantes sur I'épaisseur de la plague dans la théorie de Mindlin, en contradiction avec la

condition de contrainte de cisaillement nulles sur les surfaces libres.

Pour déterminer k, Mindlin considere le probléme de la propagation des ondes dans
une plaque infinie, probleme pour lequel on connait une solution exacte par la théorie

de I'élasticité tridimensionnelle.

Mindlin trouve ce facteur dépendant du coefficient de poissonv et les valeurs les
plus généralement admises pour k varient linéairement de k = 0,76 pourv=0ak = 0,91

pour v = 0,5 dans le cas d’'un matériau isotrope.

En suivant cette observation et en choisissant k de facon a égaler la fréquence du premier
mode antisymétrique de cisaillement d’une plaque isotrope infinie déterminée par la théorie
de I'élasticité et la théorie de Mindlin, nous pouvons montrer que le facteur k est solution

d’une équation polynomiale d’ordre 3 telle que :
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82-vk 8

k® —8k? +
1—v 1—v

=0 (2.21)

k =0,86,siv=0,3k=n%/12siv =0,176

Wittrick en 1987 propose une approximation de k dans le cas d’'une plaque simplement
supportée :

_8(2—-v)k

k 6—v

(2.22)

Les résultats de Reissner-Mindlin qui supposent une variation parabolique de |la

distribution des contraintes de cisaillement, donnent:

k = (2.23)

A ce jour le facteur k, lorsqu’il est utilisé, est toujours sujet a discussion. L’ensemble des

auteurs s’accordent cependant pour juger son influence sur les résultats.

2.4.5- Relations contraintes-déformations

Un solide élastique est souvent caractérisé par une relation linéaire entre les
tenseurs contraintes et déformations. Cette dépendance est appelée loi de Hooke :

{o} = [Cl{} (2.24)
Sous forme matricielle :
011y [C1 Ciz Gz O 0 0 7 /€11
022 Cyu Cyy Gy O 0 8 €22
033\ _|C31 C3 C33 0 0 €33
— > .

Vos (| 28 22 %2 00 0 17 (2.25)
T13 0 0 0 0 Cs5 O Y13
T2/ Lo 0 0 0 0 Ceel\ri2/

Dans le cas de la théorie de Reissner-Mindlin (FSDT), nous avons un état de

contraintes planes et le systeme est réduit a :

{0-11\ C]_]_ ClZ 0 0
!022 [621 C,y, 0 0
Tzp=10 0 GCe O
Cy
0

l723J | 0 0 0
T13 l 0 0 0
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Ou [C] est la matrice d’élasticité avec :

E
C11=622=m
C. = vE
2=7_72
E
C44=Css=cee=m

2.5- Energie de déformation

(2.27)

(2.28)

(2.29)

L’expression de I'énergie de déformation U,d’un solide élastique isotrope en

coordonnées cartésiennes est écrite comme suit :
1 T
U, = > {o} {e}dV

1
Up = Ef(axxgxx + OxxEyy + TayYay + TaaVaz + Tyz¥yz) AV

La substitution de (2.26) dans (2.30) donne :

(2.30)

(2.31)

1
Up = EJ- {(Cllgxxz + Cp28yy% + 2C128xxEyy + CosVay®)

+ Z(Cllgxx)(x + Ci26xxXy + Cr28yyXx + Co28yy Xy + CeeryXxy)
+ (611Xx2 + sz)(yz + 2C12xx Xy + Cee)(xyz) + K(C44Vx22

+ Css]/yzz)} av

2.6- Energie cinétique

(2.32)

L’expression de I’énergie cinétique T d’une plaque épaisse d’'un matériau isotrope

donnée par:

P3G+ G e G+ Co)

Ou p est la masse volumique de la plaque.

dv (2.33)

g\’
ot
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2.7- Plaque circulaire

Les plaques circulaires sont des structures tres utilisées dans le domaine d’ingénierie
telles que les couvertures de becs, des fermetures d'extrémité dans les navires de pression,
les diaphragmes de pompe, des disques de turbine ...etc. Cette importance de ces types de

plague nous conduit a faire cette étude sur le comportement de tel type de plaques.

2.7.1- Relations cinématiques d’une plaque circulaire

En général, dans les structures circulaires il est plus commode d’utiliser les
coordonnées cylindriques r, 8, z. En coordonnées polaires la position d’un point est définie
généralement par sa distance a 'origine ou rayon (r) et par I'angle (8) que fait avec I'un des

axes du repere cartésien (figure 2.8) :

Figure.2.8 : Relation entre les coordonnées cartésiennes et polaires.

Les coordonnées polaires et cartésiennes sont reliées par les équations :

X =rcosf (2.34)
y = rsinf (2.35)
r=x2+y? (2.36)
0 = tan_1% (2.37)

26



CHAPITRE 2 Théories des plagues

Les dérivées partielles sont exprimées en fonction de coordonnées cartésiennes :

ar_x_ 0 2.38
ax—r—cos (2.38)
ar_y_ in o 2.39
6y_r_sm (2.39)
0 y  sinf 240
ox 12 r (2.40)
69_x_co.90 241
ox 12  r (241)

Les dérivées par rapport a x et y dans le systeme cartésien peuvent étre transformées en

fonction de r et 8 comme suit :

6_66r+669_ 96 sinf 0 242

ax orox 96ox > Car r 00 (2:42)
6_66r+660_ _96+c0596 243

oy oray agay “Uoar' r a6 (243)
Les composantes du vecteur déplacement par rapport au systeme cartésien sont :

U, = U,.C0SO — vgsing (2.44)
vy = U,sind + vgcoso (2.45)
W, =W, (2.46)

2.7.2- Relations déformations-déplacements

En utilisant I'’équation (2.16) et en injectant les équations (2.44 — 46) dans les
équations(2.42 — 43), les relations déformations-déplacements et courbures déplacements

d’une plaque circulaire épaisse en fonction de coordonnées polaires sont :

( du 10w\ )
i
or 2 \or ( 99, \
¢ 1dv u 1<6w>2 or
r — -t —|=
{g%\ rod r 2r*\oo lgo _l@(pr
)
{Vre}=<l@+@_l’+la_wa_w>+z< Jh Toe b @4
Y,y rd8 Or r r dr 00 lﬁ_l_l(p _&
b’ezJ ow rod r' " Oor
E"“pe 0
1 ow \ 0 J
\ rag 'r y
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2.8- Effet de la température sur les relations constitutives et constantes
matérielles

Les conditions d’environnement, telles que la température et I'humidité influent sur
I'analyse des structures de deux manieres. Premierement, les relations constitutives
contrainte-déformations incluant les effets thermiques contribuent aux contraintes. En
conséquence, les équations du mouvement une fois écrites en fonction des déplacements,
sont dépendantes des relations constitutives. Le deuxieme effet est parfois négligé ou oublié
mais il peut étre aussi important que des limites dépendantes de I'environnement explicite
dans les relations constitutives. C'est l'effet de I'environnement sur les constantes
matérielles, telles que les modules d'élasticité et cisaillement, le coefficient de Poisson, le

coefficient de dilatation thermique.

D'ailleurs, le probleme du transfert thermique qui prévoit la distribution de Ila
température dans toute la structure dépend de |'effet de la température sur la conductivité

thermique et les conditions aux limites.

Les relations contraintes-déformations sont modifiées en incluant I'effet thermique

sur une plague modérément épaisse (modéle de Reissner-Mindlin) :

{o} = [Cl({e} — a(z, T)AT) (2.48)
Ox Ci1 C2 O &x a(z,T)
Oy =[621 Cyr O]X €y —{a(z,T)}AT (2.49)
Txy 0 0 Cg Vxy 0
sz C 0 )/XZ
(=15 ol *ls) (250)

Les expressions exprimant les forces et les moments internes en présence d’un effet

thermique sont obtenues par :
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[C(T)]dz
- e —a(T)AT
{ Y } (2.51)

[C(T)]dz

|
|
I:\:Nm
NI:‘\M:

h
2

[C(T)]zdz f [C(T)]z?dz

2

r
|
NI:\M:N

Lorsque nous avons une variation de température et des propriétés de matériau

suivant I’épaisseur, les relations constitutives seront en fonction de z :

[C(T,z)]dz [C(T,z)]zdz

1
|
Ik%z\u:
|
= — N>

O-tn ew

[C(T,z)]zdz [C(T,z)]z%dz

|l
|
|
NI:\:MB-N

Ou:
7
{11\\;} = ] [C(T, 2)] {i} (T, 2)AT(2)dz (2.53)
h

2.9- Plaque a gradient fonctionnel

Comme nous avons cité dans le chapitre N° 1 les matériaux composites produit en
changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction d’épaisseur. Cela veut

dire que la variation des propriétés de FGM suivant I'épaisseur influe sur les énergies.

2.9.1- Energie de déformation d’une plaque a gradient fonctionnel

L’expression de I'énergie de déformation d’une plaque épaisse a gradient fonctionnel

est de la forme :

29




CHAPITRE 2 Théories des plagues

1
U = EJ:]- {(Allgxxz + AZZEyyZ + 2A12€xx8yy + A66ny2)

+ Z(Bllgxx)(x + Blzgxx)(y + Blzgyy)(x + Bzzgyy)(y + B66ny)(xy)
+ (D11)(x2 + Dzz)(yz + 2Dy XXy + Dee)(xyz) + K(A44szz

+ Assyyzz)} dxdy (2.54)

Avec :

h/2
A;ji = C;; dz (i,j =1,2,6) (2.55)

j j

—h/2

h/2
By = j Cij z dz (i,j =1,2,6) (2.56)

—h/2

h/2
D;; = Ci; z%dz (i,j =1,2,6) 2.57

j j

—h/2

h/2

-h/2
Et:

EF(Z, T)
Ci,=0Cpp =——— 2.59
Ci2 = vp(2)Cyy (2.60)
Er(z,T)

Cyq = Cs5 = Co6 = (2.61)

2(1 +ve(2))

2.9.1- Energie de déformation d’une plaque a gradient fonctionnel

L’expression de I’énergie cinétique d’une plaque a gradient fonctionnel est :

] A e A IR L A 23 ) PP
) o\at o\at o\ at 2\ ot 2\ ot xey (262)
Oou:
h/2
Iy =f p(z,T) dz (2.63)
—h/2
h/2
I, =f p(z,T) z*dz (2.64)
—h/2
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2.10- Equations du mouvement

L’équation du mouvement vibratoire libre s’écrit en fonction des dérivées de

I’équation de Lagrange. Soit L la fonction de Lagrange définie a partir de I'énergie cinétique

T (2.54) et I'énergie de déformation U (2.62):

L=T-U (2.65)

La drivée de cette fonction par rapport aux vecteurs des coordonnées généralisées q et

vitesses généralisée g donne les équations du mouvement vibratoire libre de la plaque :

M) (.66)
ot\ oq aq

Avec :

o(oT i}

(%)t @67
oU

- [KJia} (2.68)

Et M est la matrice masse, et K est la matrice de rigidité.
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CHAPITRE 3

VERSION-p DE LA MEF

3.1- Introduction

La modélisation physique des systemes mécaniques résulte généralement des équations
différentielles partielles qui ne peuvent pas étre résolues analytiquement ou qui n’ont pas
une solution exacte, pour raisons de complexité du domaine discrétisé du probléme ou des
conditions aux limites. Ainsi, une méthode numérique doit étre employée pour la solution
approchée du probléme physique. La Méthode des Eléments Finis (MEF) est souvent

considérée comme la méthode la plus appropriée pour des études de cette nature.

L'objectif du calcul numérique est de combiner les techniques d’évaluation et
d’amélioration de la qualité de la solution. La méthode-p désigne une stratégie de controle
de l'erreur qui consiste a faire varier le degré d’interpolation des éléments tout en
conservant leur taille. Elle s'oppose a la méthode-h qui consiste a faire varier la taille des
éléments tout en conservant leur degré d’interpolation. On parlera également de version-h

ou -p de la méthode des éléments finis.

Le but de ce chapitre est d’étudier les particularités de la version-p de la méthode des
éléments finis afin de les utiliser pour contréler I’erreur sur la solution et ainsi automatiser
les calculs. Cette procédure a deux objectifs : réduire les temps de calcul et minimiser
I'intervention de l'utilisateur qui ne doit réaliser que les taches ou il est indispensable
(modélisation du probleme physique, définition d’une discrétisation de base et

interprétation des résultats).
3.2- Domaines d’application

La méthode des éléments finis est appliguée dans la majorité des domaines de la
physique figure 3.1. Cela va de la mécanique a I'électronique, en passant par la thermique et
la météorologie. Dans tous ces cas, la formulation reste quasiment identique, mais la nature

des champs et les lois de comportement sont adaptées au domaine d’application.
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Applications des méthodes des éléments finis

Transfert de la
chaleur T, u™, e”, ™ ?

Mécanique du solide Réaction chimique

u,g,0? ®?

Electromagnétisme

Pizzo-électrique

Mécanique du sol

Mécanique des
fluides p, ® ?

u,g0?

Biomécanique

Electrostatique

Acoustique ®?

®?

Figure 3.1 : Domaines d’application de la MEF.

3.3- Types de problemes MEF

La méthode des éléments finis permet la résolution de trois types de problemes

principaux :
e Problemes d’équilibre stationnaire

Dans ce type de problemes, le comportement est défini en fonction de [I'état du
systeme, de la géométrie, du chargement et des conditions aux limites, sous forme d’un
systeme d’équations linéaires en fonction des variables nodales. On trouve dans cette

catégorie, I'équilibre statique et les régimes stationnaires d’écoulement, de transfert de

chaleur et d’électromagnétisme.
e Problémes aux valeurs propres

Il s’agit des phénomenes de vibration ou d’instabilité d’un état stationnaire. Les modes
propres de vibration, le flambage des structures ou l'instabilité des flux laminaires font

partie de cette catégorie.
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e Probléemes dépendant du temps

Lorsque I'état du systeme dépend de son histoire ou bien des parameétres de sortie, le
systéme devient interdépendant et la résolution directe n’est plus possibles. Ce cas inclus le
comportement non linéaire (matériaux et géométrie), la dynamique non linéaire

(amortissement, rigidité,...), les régimes transitoires et la fissuration des piéces.

Résolution des problémes physiques par la
méthode des éléments finis

|

Equilibre stationnaire Valeurs propres Valeurs propres
-Mécanique du solide -dynamique, vibration -non linéarité
-Mécanique du fluide -stabilité des structures -dynamique (cas général)
-transfert de la chaleur flux laminaire -thermique transitoire
-Champ magnétique -Acoustique -propagation

Figure 3.2 : Différents types des problémes physiques en éléments finis.

3.4- Fondements de la méthode-p

Dés l'apparition de la méthode des éléments finis, beaucoup de chercheurs ont testé
des éléments finis de degré d'approximation élevé. Ces éléments sont de formulation totale,
c’est-a-dire que chaque fonction de forme est physiquement rattachée a un nceud, ce qui ne
permet pas d'en tirer un profit maximum [Beckers 1970] & [Fraeijs de Veubeke & al.1972]. Il
faut attendre l'introduction de la formulation hiérarchique [Peano 1975] pour réellement

voir la naissance d’une méthode-p efficace. Une approximation par éléments finis

{u} = Z N;a; (3.1)
i=1

est dite hiérarchique si le passage de n a n+1 n’altére pas les fonctions de forme

N; (i=1 a n). Cette formulation présente certains avantages [Zienkiewicz & al. 1983].
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e La génération d’une discrétisation initiale peut étre mise a profit pour le calcul des
solutions raffinées;
e Le systéeme d’équations est mieux conditionné;

e Les solutions obtenues sont moins sensibles aux imprécisions numériques.

3.5- Avantages de la méthode-p

La méthode-p présente de nombreux attraits [Babuska & Szabo 1982], [Babuska & Suri
1990], [Szabo & Babuska 1991] & [Szabo 1991].

1. Elle est plus précise et sa convergence est plus rapide que celle de la méthode-h. En
effet, pour différentes catégories de problémes, on observe les caractéristiques
suivantes. Lorsque la solution exacte est partout analytique (problémes de Catégorie A),
le taux de convergence est exponentiel, alors que celui de la méthode-h n'est
qu'algébrique. Pour des problemes dont la solution exacte contient un nombre fini de
points singuliers (problemes de Catégorie B), le taux de convergence est algébrique,
mais il est deux fois plus élevé que celui de la méthode-h lorsque ces points singuliers
sont aussi des noeuds-sommets du maillage. Notons que la plupart des problémes de

statique linéaire rencontrés dans la pratique appartiennent a cette catégorie.

La qualité des solutions est peu sensible aux distorsions des éléments, ce qui permet
['utilisation d'éléments aplatis ou de grand rapport de cOtés sans trop pénaliser la

précision.

Aucun verrouillage numérique di au quasi incompressibilité de certains matériaux n'est
observé. Cependant, lorsque le coefficient de Poisson est plus proche de 0.5, la

convergence asymptotique de la méthode-p s'obtient a partir d'un degré plus élevé.

2. Comme une formulation hiérarchique est adoptée pour la représentation des
déplacements, la matrice de raideur relative a un degré donné imbrique celles de degrés
inférieurs. Ceci permet d'obtenir de maniére économique une séquence de solutions au

lieu d'une seule solution comme c'est le cas de la méthode-h. Il est donc possible
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d’utiliser des techniques d’extrapolation pour le contréle de la qualité des analyses : les
solutions convergent de maniére striccement monotone, ce qui permet d'estimer
I'énergie potentielle totale exacte du probleme a partir de trois solutions consécutives
en utilisant une procédure d’extrapolation de Richardson. L'erreur globale peut ainsi

étre estimée.

Il est également possible d’observer la convergence de toute grandeur physique autre
que l'énergie, ce qui permet d’évaluer la qualité locale des solutions obtenues et
d’éventuellement détecter certaines erreurs liées aux données de modélisation en

vérifiant si les solutions convergent ou non.

La géométrie peut étre représentée de maniére exacte, ce qui évite les erreurs liées a

sa modélisation.

La tache de modélisation est réduit car le maillage contient peu d'éléments et peut
étre directement obtenu par division des volumes, définis par les outils de la C.A.O., en

macroéléments (maillages structurés).

3.6- Inconvénients de la méthode-p

La méthode-p présente toutefois certaines limitations.

1.

Tout d'abord, la méthode-p convient bien pour une analyse détaillée des composantes
d'une structure complexe. En effet, dans ce cas le nombre de points singuliers est
souvent réduit et 'on bénéfice pleinement de la vitesse de convergence élevée de la
méthode. Un champ de contrainte de qualité supérieure est obtenu avec peu de degrés
de liberté, ce qui permet une analyse locale précise. Par contre, la méthode-h semble
plus adéquate pour obtenir une solution globale car le maillage structuré d’une piece
mécanique comportant plusieurs niveaux de détails est tres difficile a réaliser et aboutit

souvent a un grand nombre d’éléments.

Pour des probléemes dont la solution contient un nombre infini de points singuliers

(problemes de Catégorie C), la méthode-p n'est pas meilleure que la méthode-h du
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point de vue de la convergence. A noter que les structures composées de plusieurs
matériaux et les structures en régime élasto-plastique font partie des problemes de la

Catégorie C.

3. Pour un méme nombre de degrés de liberté, la matrice de raideur relative a la méthode-
p est plus dense. Ceci signifie que, pour le méme nombre de degrés de liberté, les
demandes en mémoire centrale et en temps de calcul seront plus importantes. Mais en
choisissant des méthodes de résolution appropriées, le gain de précision I'emporte sur

['augmentation du temps de calcul [Carnevali & al. 1993].

4. Enfin, la méthode — p n'est pas facile a intégrer dans un code existant parce que celui-ci
ne prévoit généralement pas d'outils de pré - et post — traitement pour des éléments

de degré élevé.

3.7- Mise en ceuvre de la méthode-p

3.5-1. Polyndmes de Legendre

Les polyndmes de Legendre orthogonaux P;(¢) pour un domaine défini

entre[—1,1] sont définis par :
P(§) =1 (3.2)
n

2! dén

B,(§) = [(E2-1D" n=123.. (3.3)

lIs sont les solutions de I’équation différentielle :
1—x?)y" —=2xy'+n(n+ 1y =0 n=0,12,.. (3.4)

3.5-1.1. Propriétés des polyn6mes de Legendre

e Orthogonalité :

+1 0 Sii#]
(P B) = f 1 Pi@)l’,-(f)df:{mi _ sii) (3.6)
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e Symétrie :
Py(=x) = (=1D)"F,(x) (3.7)
e formule de récurrence :
Pa(©) = SR - —— Py (© G9)
e Normalisation :
P(1) =1 (3.9)

3.5-1.2. Polynomes de Legendre déplacés

Contrairement aux polyndmes de Legendre définis dans lintervalle[—1,1], les
polyndmes de Legendre déplacés sont définis dans[0,1].la forme de polyndmes de Legendre

est donnée par:
P/ (§) =P(2§-1) (3.10)
Les polyndmes de Legendre déplacés possedent les propriétés suivantes :

e Orthogonalité :

1 0 Sii#j
(&M=]ﬁ®ﬁ@&={1 o (3.11)
0 2i+1 ttTY
e Formule de récurrence :
1
Pia(® = —=[(-2n -1+ Un+ DOF QO —nP O] n=12.. (312)
e Normalisation :
Pr(1) =1 (3.13)
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3.5-2. Fonctions de formes hiérarchiques

3.5-2.1. Elément unidimensionnel

Les fonctions de forme sont dérivées sur la base d'un élément fini hiérarchique
unidimensionnel (figure3.1). Pour les problémes C° continus les deux premiéres fonctions
linéaires de formes utilisées dans la méthode — h sont maintenues. Les fonctions de forme
d’ordre plus supérieur s’annulent en chaque extrémité de [|'élément. L'ensemble de
fonctions hiérarchiques d’un élément unidimensionnel est produites en utilisant la formule

récurrente des polynémes de Legendre déplacés sont :

Figure 3.3 : Elément unidimensionnel.

N =1-¢ (3.14)
N,(§) =¢ (3.15)
Ni1() = ¢;(8) (3.16)

Avec :

¢}‘ sont les modes-bulles construisent a partir de polynémes de Legendre, ces modes sont

donnés par la formule suivante :

'3
1) =2~ 1 fo P (Q)dg 3.17)

Ces fonctions possedent les propriétés suivant :
e La nullité aux bornes de l'intervalle

¢;(0) =¢;(1) =0 j=23,.. (3.18)
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e Orthogonalité des dérivées premieres

Yo ()9 (0 sii#j
o dfé  dé df_{l sii=j

e La nullité des intégrales de degré impair :

1
f G (E)dE=0 j=3,57,..
0

Les fonctions ¢; (§) (J =2, 3, ..., 7) sont tracée explicitement sur la figure 3.4 :

é;(2)
0.5

04 -

Figure 3.4 : Modes bulle ¢; ($)(j = 2,3,...7) .

(3.19)

(3.20)
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3.5-2.2. Elément bidimensionnel

3.5-2.2.1. Espaces polynOmiaux

Pour un domaine carré Q={(&n)/0<¢&n <1}, il existe trois espaces

polynomiaux bidimensionnels couramment utilisés.

a) Famille Serendipity ou espace SP(Q) (figure 3.5)
Il correspond a lI'ensemble de tous les mon6mes finjavec i,j=01,..,pet
i+j=01,..,p.enplus, sip=1, le monbme §,n et, sip =2 , les mondmes
&EPn et &nP. Ces mondmes supplémentaires n'augmentent pas le degré sur les

cotés de I'élément de référence.

Figure 3.5 : Famille « Serendipity ».

b) Famille Lagrange ou espace SP1(Q) (figure 3.6)

Il correspond a lI'ensemble des monémes &'n/ avec i =0,1,...,p et

j=01,..,q.
s (Q
SELIC R
g3 n3
g4 & &n® n?

5 &h  ERZTER® &t S

Figure 3.6 : Famille de « Lagrange ».

41



CHAPITRE 3

Version - p de la méthode des élémentsfinis

c) Famille mixte ou espace $§P1(Q)

Il est composé de I'ensemble des mondémes communs SP(Q) et a SP1(Q);

formellement : §P1(Q) = SP(Q) N SP9(Q).

3.5-2.2.2. Elément 2-D quadrangulaires

L'intersection de quatre éléments unidimensionnels de directions différentes forme

un élément carré (figure 3.7) qui contient quatre nceuds, quatre cotés et une face. Donc un

élément quadrilatéral possede trois groupes de fonctions de formes :

Coté 3
n=1
0<¢<1
Ol
Face
Coté 4
§=0 {0<¢n<1}
0<n<1
v +
—»> Coté 1
n=20
¢ 0<¢<1
Figure 3.7 : Elément 2-D quadrangulaire.

v’ Fonctions de formes nodales :
Neeud 1 :
Neceud 2 :
Neeud 3 :

Neceud 4 :

N’“(f,n) = N1(SC)N1(77)
an(f: 77) = Nz(f)N1(77)
Nn3(f; 77) = Nz(f)Nz(Tl)

Nn4(f; 77) = N1(5)N2 (TI)

O,

Coté 2
§=1
0<n<1

@

(3.21)
(3.22)
(3.23)

(3.24)
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v’ Fonctions de formes des cotés :

Il existe (p — 1) fonctions de formes pour chaque coté de I'élément :

Coté 1: N(&n) = Ny(n)N;441(8) (3.25)
Coté 2: N°2(&n) = Ny()Nip1(m) (3.26)
Coté 3: N(&n) = Ny(n)N;y,(8) (3.27)
Coté 4: N(§,m) = Ny (N1 (n) (3.28)

Avec : i=1,...,,p
v’ Fonctions de formes internes :

Il existe (p — 1)(p — 1) fonctions de formes internes correspondantes a la face de
I'élément :

Face: N™(&n) = Ni2(E)N;4,(n) (3.29)

Avec : i, j=1,...,p ;i+j=2,...,p.
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CHAPITRE 4

MODELISATION PAR LA VERSION-P DE LA MEF

4.1- Formulation par élément-p

Considérons dans figure 4.1 un élément-p d’une plaque annulaire sectorielle, ayant
un rayon intérieur a, un rayon extérieur b, une épaisseur uniforme h et un angle de
secteur ¢, par rapport a un systeme de coordonnées polaires (r,6) et coordonnées

adimensionnelles(¢, n).

Figure 4.1 : Elément annulaire sectorielle de référence.

Le systeme de coordonnées adimensionnelles (§,1) est relié au systeme de

coordonnées polaires (7, @) par les relations :

( r—a
$=7"a (4.1)
) 6
=% (4.2)
fr=(b-a)+a (4.3)
6 = ¢n (4.4)
{dr =(b-a)dé (4.5)
do = ¢dn (4.6)
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En utilisant la version-p de la méthode des éléments finis, les déplacements et les

rotations d’un point peuvent étre exprimés par :

p+1p+1

0= Tp (OO (4.7)

k=11=1

p+1p+1

v = Z Z G2p (091 () g, (n) (4.8)

p+1p+1

W=D a3p-2(09)gi () (49)

k=11=1

p+1p+1

e =) ) G2 (OGO (4.10)

p+1p+1

00 =) D 43pOg©gm (411)

k=11=1

OuU p est le degré du polyndme d’interpolationet § =1+ (k — 1)(p + 1).

25 (t) et 51 (t) sont les vecteurs des déplacements généralisés relatifs aux déplacements

membranaires u et v, respectivement.

q35(t), q3p-1(t) et q3p_,(t) sont les vecteurs des déplacements généralisés relatifs au

déplacement flexionnel w et aux deux rotations ¢, et @g, respectivement.

Les dérivées partielles des déplacements et des rotations (4.7 — 11) par rapport aux

coordonnées locales donnent :

p+1p+1 99, (6) p+1lp+1 gl(n)
ZZng 02 0w ZZqZﬁ {(Dge(©) (412.1-2)
p+1p+1 p+1p+1
0

ag ZZng(t) ‘g'}(agz( )i o ZZng( )9k (§) gl(n) (4.13.1-2)
p+1p+1 (f) ow p+1p+1 ( )

af ZZ q3p-2(t) gk 9.5 ZZQ3E 2(t )gk(f)—gl 1 (4141-2)

=11=1
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p+1lp+1 p+1p+1
o
5 ZZ o520 28 g 2 qugﬁ 0L @as1-2)
3 p+1p+1 (f) 5 p+1p+1 ( )
<p9 ZZ Gap(t) —— ‘g" 9101 — P Zqug(t)gk(f) 99:(n (4.16.1 - 2)
k=

4.2- L’énergie de déformation

L'expression de I'énergie de déformation totale d’une plaque épaisse a gradient

fonctionnel sous I'effet d’'un gradient de température donné par:
U=0U,+U, (4.17)

Ou U, est I'énergie de déformation due aux déformations vibratoires, et U, est I'énergie de

déformation de flambement du a la variation de température.

Les expressions de U,, et U, sont données par :

1
Up = EJ- {(A1160+2 + Agz€09” + 241261699 + AssVra”)
+ 2(B11&Xr + B12&rXo + B128goXr + B22800 X0 + BesVroXro)
+ (D11Xr% + Dyaxe® + 2D12Xr X + Desxro?) + K(Aga¥rs”
+ Assyp,2)}rdr do (4.18)
1
U, = Ef {orer}rdrdo (4.19)
Ou:

o7 : La contrainte due a variation de la température.

er : La déformation due au flambement.

En injectant les expressions des déformations-déplacements et courbures-

déplacements (2.7-14) dans I'équation (4.18), nous obtenons :
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4.2.1- L’énergie de déformation due aux efforts vibratoires

La forme développée de I'expression (4.18) est donnée par :

S E3E ) (o2 )
or 06 r  2r*\o6
du 1/om\3\[10v u 1 9w\?

”Alz(ar*z(a))(;w;*ﬁ(%))
lou ov v 16W6W>)

44 (-—+——- “qwaw
6\r30 " or r roroe

2o 530 () 0 (35 )1

+B 16v+u 1( ) (aqo)
2\r00  r ' 2r2 or
10v u 1 1 10¢p
tn(sg e+ 52 (50) ) oo 7 3g)
22( 00 r 2r? >r r 06
v 10wodw

10, 1 dp
4B (2 T, -——)(-—9+- - )
6\ra90 "or r rorae)\r a6 r(pr ar

do 1 10¢ 2 do 1 10¢p
+<Dn (52) #2700 354) +222(50) (590 =3 54)

2

ow 10w 2
+xc( A, <E+ %) + Ass (—%— o ) rdr do (4.20)

L’expression de I'énergie de deformation U, peut étre écrite sous forme d’une
somme de plusieurs termes :

~

Uy=U+0+0+0+0+Us+U, (4.21)
ou

U : Energie de déformation due aux déplacements membranaires (u et v).
_ 1 c')u 2 10v\? 10v\ su uy 2
[ {an (G) )22 (G5) +2Go) O+ )
du\ /1 0dv Ju\ ,u
(35 G O)
10u\> 10w\ /dv v\ 2 10u\ /v av\ (v
waa|3) 2G5+ 5 -2 (G O+ )

+ (g)zl}r dr do (4.22)
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U : Energie de déformation due aux déplacements membranaires et flexionnelle (u, v et w).
o= [[an (G )+ ((2) ) C2) - () ®)
ST ><z¢><zz>2+<1>< E) 3O
e |-2((2) G BEICE)
()0 G >< >l}rdrde o2

U : Energie de déformation due au déplacement flexionnelle (w).

0= s () 22 (GG ) 20 (62 )
e (3G i) Jfreree

U : Energie de déformation due aux déplacements-rotations (u, v, ¢, et @q).

1k {Bn( )G+ w((” )~ (%))

v (5 (5 + O ()

73) () (rz)(Z—)(a%)“;‘ 2-065)
=) ) G2)+ G3) (9 - G50 )+ O G ()
)-GE)-C)6 :

—))} rdr d@ (4.25)
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=l

: Energie de déformation due aux déplacements flexion-rotations (w, ¢, et @g ).
2 9, 1 /ow\? ®y 1 /0w\? 109,

2o GG) G+ (56 €26 C56)
2\0r r 2\0r r 06

>@w

QR

w%éﬂ

(o) () (2)- () ) ()

w@ﬂ)W%W%%%
(O G) () raras 420

Us : Energie de déformation due aux rotations (¢,, ¢g).

=0 =3 [ (o (222) 2 (2 -2(20) () + (2)(22) )
a0 () (%) - (29) (222))
0 ((2222) 2 (25) (%) (%) -2 (222) (3) - 2(2) ()
+ (2":)2)} rdr d6 (4.27)

U, : Energie de déformation due au cisaillement transversal.

ov=v =3 [efon (5 2 ) )+ )
s (3) ) -2 5) )+ 0 rav 429
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4.2.2- L’énergie de déformation de flambement du a la température

Par la supposition que la variation de température se produit dans la direction
d'épaisseur seulement, donc le champ de la température est constant dans le plan de la
plague.

Une plaque a gradient fonctionnel sous I'effet de la température se déforme. La loi

régissant ce comportement est :

1 v(2) 0

Oy 1
_ E@ v 1 0 r
{4;0;} T 1-v2(2) 0 0 1-v(2) X {?Za} (4.29)
2
Avec :
& = &g = a(z)AT(2) (4.30)

& et gg : Les déformations dues aux variations de température.

Et :

Yro =0

Apreés le développement de I'équation (4.29) on obtient :

_ E@®@
0, = m [Sr + V(Z)Sg] (431)
E
Og = % [eg +Vv(2)e,] (4.32)

En substituant I'équation (4.30) dans (4.31) et (4.32) :

E(z)

0, = 1_—1/(Z)(1(Z)AT(Z) (433)
E

O0g = 1_(—52Z)CZ(Z)AT(Z) (434)

Donc I'expression de la contrainte due a la température est :

E(2)

T “OAT@) (4-35)

Or = 0y = 09 =

Avec :

AT(z) = Ty + (T — Tn)n(2) (4.36)
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Et
1[/z 1 K z 1\"*! K3 z  1),""!
n(z) == <—+—>—L(—+—) +¢2(—+—>
C|\h 2/ ((m+Dk.\h 2 2n+ Dr:\h 2
K 7 1 3n+1 K 7z 1 4in+1
_Lg(_Jr_) +¢4(_+_)
Bn+ k2 \h 2 (4n+ Drz\h 2
5 5n+1
Kimc (z 1)
™ (= 4= 4.37
(n+ Dr2 \5h 2 l (437)
2 3 4 5
K K K K K
C=14— me__ mc - - mc . mc - mc - (4.38)
(m+ DK 2n+ 1Dk Gn+Dkr2 @An+1DK: (n+ DK
Ko = Ky — Kq (4.39)

L’effort de membranaire induit par la charge thermique par unité de longueur peut

étre calculé comme :

h
2
NT = jO-TdZ (4‘4‘0)
h
2
Donc I'expression de |'effort N est:
E(2)
NT = O'Th = 1_—1/(Z)Q(Z)AT(Z)}'L (441)
Donc:
Nr
or = T (4.42)

Pour obtenir I'expression de I'énergie Ugen remplagant les équations (2.7-8) et (4.42)
dans (4.19) et en négligeant les déformations dans le plan (u et v), I'énergie Ugest écrite

comme suit :

_— [(;<g_f)z)+ B2 s 449
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4.3- L’énergie de cinétique

L’expression de I'énergie cinétique T d’une plaque épaisse a gradient fonctionnel est

donnée par I'équation :

r=2[: (au)z o (av)z o (OW)Z ol (f’%)z ol (0%)2 drde 444

2 o\ ot o\ ot o\ ot 2\ ot 2\ ot rar (4.44)
h/2

I =f p(z,T) dz (4.45)
—h/2
h/2

I, =f p(z,T) z*dz (4.46)
—h/2

Ou p(z,T) est la densité.
4.4- Equations du mouvement

Les équations de Lagrange permettent d’obtenir les équations du mouvement de la
plaque. Soit L la fonction de Lagrange définie par I'énergie cinétique T et I'énergie de

déformation U :

L=T-U (4.47)

Ou L est une fonction des coordonnés généralisées q, des vitesses généralisées g et du
temps t.

La fonctionnelle intégrale de la fonction de Lagrange entre deux instants tyet t;,

appelée action est définie par :

ty

H = j L(g,q,t)dt (4.48)

to
Qui doit étre extrémale si H = 0 (théoreme de Hamilton) [Dare(1967)]. L’équation
régissante du mouvement vibratoire libre peut étre dérivée de I'équation de Lagrange qui

exige que :

d ( oT ) oT au _ 0 (4.49)

dt\a(aq}) ~ 9lal " otal)
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En introduisant les expressions des coordonnées locales (4.1-6) avec les expressions
des dérivées partielles obtenues par les équations (4.12-16), et en les injectant dans les
équations des énergies (4.22-28) pour obtenir de nouvelles expressions des énergies en
fonction des composantes des vecteurs de déplacements généralisés ({g},{q}) et en

fonction des coordonnées locales (&, 7).

Apres la substitution des relations des énergies, les équations de Lagrange donnent

les équations du mouvement :

_d¥fgp _ -
M(x,ﬁ _dtz + Ka,ﬁ‘lﬁ + [Ka,ﬁ + Ka,ﬁ]‘lﬁ =0 (450)
d*qp = o o
Mp—m+ [Kap + Ky o+ Kap + Rop|ap + [2Rep +Repl@p=0 (451
ou
M. = Mm—1,2ﬁ—1 0 (452)
“p 0 ﬂZZalﬂ .

Msa—2,3ﬁ—2 0 0

Maﬁ = 0 M3a—1,3ﬁ—1 0 (4.53)
0 0 M3q 35

M, g et M, g sont les matrices masse membranaires et flexionnel respectivement, ces

matrices peuvent étre obtenues par :

& (or M 4.54
de2\dgq,) (4.4
& (or M 4.55
dt?\dq,, - ek (4.25)
= 1?2 -1,26-1 1?2 -1,2
Kop = [ I?“ g K“ k (4.56)
2a,2-1 2a,2f
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Kaﬁ : est le matrice de rigidité linéaire extensionnelle, les composantes de cette matrice

peuvent étre obtenues :

o0 _
0q,

I?Za—1,3/3—2 00
Kza3p-2 0 0

~

af =

=

K¢ s : est le matrice de rigidité non linéaire de couplage extension — flexion :

oU _R

0q.
_ K3a—2,3ﬁ—2 0 0
Kop = 0 0 0

0 0 0

~

K¢ g : est la matrice de rigidité non linéaire flexionnelle :

o
0q, “F

o . 0 RZa—1,3ﬁ—1 KZa—lBﬁ

Kyp = o o
“p 0 KZa,3ﬁ—1 KZa,3ﬁ

—

K, p : est la matrice de rigidite linaire de couplage extension — rotation :

o
Ta.
K3a-23p-2 Kza-23p-1 Kza-23p
Kop = K3q-13p-2 Kza-13p8-1 0
K3a,3[?—2 0 K3a,3/3

K¢ p : est la matrice de rigidite linaire due au cisaillement transversal :

oUs _
oq, *

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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0 0 0
Kep = 0 Ksg-138-1 Kza-13p (4.66)
0 K3a,3ﬁ—1 K3a,3/3

K¢ g : est la matrice de rigidite linaire flexionnelle due aux rotations :

Vs _ g 4.67
aqa - a,B ( . )
930-23B8-2 00
Kgoup = 0 0 0 (4.68)
0 0 0
Kgaﬁ : est la matrice de rigidité de flambement du a la variation de la température :
s _ K 4.69
aqa B ga,/g ( . )
_ d2p-1
dpg = Q2p } (4.70)
q35-2
qp = *q3ﬂ—1} (4.71)
qsp
a=i+(G-DpE+1) (i,j=12,.... ,p+1)

Les expressions (4.72-74) sont utilités pour réduire la taille des expressions des

composantes des matrices masses et de rigidité :

1
a
10 = [ (s+Goms) 9a]ds (472)
0
1
T
5,7,
1D = [ (6 + Gems) 900]otds (473)
0
1
1@ = [ (6+5—) abalaiotas (4.74)
0

Ou 68,7, A, u : sont les dégrées de dérivation (6,7, 4, u = 0,1).
T : est un constante(t = —3,-2,—1,0,1).
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Les coefficients non nuls des matrices M, M, K, Ky, K, K K, K sont obtenues, les expressions

de ces composantes sont données dans I'annexe A et B.

En appliquant les conditions aux limites aux systémes (4.50) et (4.51), et en ignorant
les lignes et les colonnes correspondantes aux degrés de libertés restreints, nous obtenons

les équations régissantes du mouvement libre :

_d’q . o

MF+Kq+[K+K]q=o (4.75)
dzq = =~ = =1—
MF+[K+K9+K+K]q+[2K+K]q=0 (4.76)

Dans le cas ou les cotés de la plaque sont fixés, les déplacements membranaires
deviennent beaucoup plus petits par rapport aux déplacements flexionnels. Dans ce cas,
I'inertie membranaire peut étre négligée [Han. Petyt (1997)]. Les équations du mouvement

deviennent :
q=-K![K+K]q (4.77)

En injectant I’équation (4.77) dans I’équation (4.76), nous obtenons :

d2

q BTR-1
M— +|K+K, - KK

+K+ K- 2R"R'R - 2R"R 'K - K"K 'R| q = 0 (4.78)

A

Les matrices K, Ky, KTK 1K, et K sont des fonctions linaires de q, tandis que les

matrices les matrices K, K"K ™K sont des fonctions quadratiques de q.
Nous supposons que le mouvement est périodique, donc I'expression de q sera :
q = Qcos(wt) (4.79)
Ou Q est 'amplitude, et w est la pulsation.
L'insertion de (4.77) dans (4.78) donne une équation de la forme :

F(w,t) =0 (4.80)
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En appliguant la méthode d’équilibrage harmonique et en intégrant sur la période,

nous obtenons :

w Zn/w
—J- F(w,t) cos(wt) dt
T Jo

DT

_ 3_ 3___
= |-@’M + K+ K, — K"K 'K+ K-S K'K'K|Q =0 (4.81)

Le probleme non linéaire généralisé de valeurs propres (4.81) est résolu
itérativement en utilisant la méthode de linéarisation des modes. Dans la premiére itération,
nous imposons Q = 0. Dans les itérations successives, les matrices de rigidités non linéaire K
et K sont évaluées a partir des vecteurs propres correspondants a une amplitude spécifique
au point qui a la plus grande amplitude. Des valeurs précises pour les coordonnées non
dimensionnelles &, et n, du point de I'amplitude maximum peuvent étre trouvées en

utilisant la méthode de Newton-Raphson.

L'amplitude maximale W, atteinte pendant un cycle est donnée par :

p+1p+1

Z Z Qs5-29(£0)9,(mo) (4.82)

k=1

Le probléeme généralisé linéaire résultant de valeur propre résultant est résolu pour
les fréquences et les modes associés en utilisant n'importe quelle technique connue. Le
procédé d'itération est continué jusqu'a ce qu'une valeur convergée pour la fréquence dans

I'exactitude prescrite (par exemple 10°) soit obtenue.
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CHAPITRE 5

TECHNIQUES DE PROGRAMMATION

5.1- Introduction

Dans les chapitres précédents, une formulation théorique concernant la version — p des
éléments finis a été présentée. Un code de calcul basé sur cette méthode pour résoudre
un probleme de vibration non linéaire des plaques annulaires sectorielles a gradient
fonctionnels dans un environnement a haute température, en tenant compte de I'effet du

cisaillement transversal a été développé.
5.2- Logiciels et matériel utilisés

Pour la résolution du probléme en utilisant le FORTRAN 90 pour la programmation, le
MATLAB 7.6 pour le calcul des fonctions de forme et les intégrales, et Origin 8 pour le
tracage des courbes et les graphes. Le matériel utilisé pour la programmation est PC avec un

processeur Core2 Duo (2.0 GHz) et 2 Go de RAM.

5.3- Organigramme du programme principal

{ Début }

Lire les données

Calcul des points et poids de Gauss
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®
!

Calcul des valeurs des intégrales

\ 4

Calcul des propriétés des matériaux
pour un matériau FGM

'

Elimination des degrés de liberté restreints

Iter=1

Calcul des matrices linéaires élémentaires

K, KL, K,K,KG,M

Calcul des matrices globales

[K], [K™*], [K], [K], [KG], [M]

Résoudre le probleme généralisé de valeurs propres

[-w?*M + K+ KG—-K'K'K|]Q=0

A 4
Calcul de valeur propre et vecteur propre du mode
considéré
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Calcul des coordonnées du point de I'amplitude

maximale Woa(o,M0)

Iter>Maxlter

Normalisation du vecteur propre

généralisé

y

Calcul des matrices non linéaires élémentaires

KetK

A4

Calcul des matrices non linéaires globales

[R] et [K]

Iter= Iter+1

A
A

Résoudre le probléeme généralisé de valeurs propres
o 3.

e 3
[—w2M+K+KG K'K K + K—EKT 1K]Q—O

O o ®
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® ¢ o

Calcul de la valeur propre et le vecteur propre du mode
considéré

€ = |(Qz - Q1)/Qz|

v Ql — QZ
/ Ecrire Iter, (1, / !
/ Ecrire lIter, )4 /L
Rap == Qz/Q3

‘ |
v

Pas de solution
nombre d’itérations Ecrire Rap

dépasse le maximum

autorisé

Figure 5.1 : Organigramme du programme principal.
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5.4-

Description des sous — programme

Les sous programmes (SUBROUTINES) sont des séquences d’instruction appelables

d'un point quelconque du programme. Elle peut étre appelée depuis le programme principal

ou depuis un autre sous programme ou fonction.

Notre programme contient les sous programme suivants :

S/P INPUT
S/P GAUSS
S/P INTEG
S/P CONSTS

S/P BOUNDC

S/P STIFF1
S/P INVERT
S/P STIFF2
S/P STIFFG
S/P STIFF3
S/P MASS
S/P STIFF4
S/P JACOBI

S/P MAXAMP

S/P MODE
S/P STIFF5
S/P STIFF6
S/P STIFF7
S/P STIFF
S/P SORT

5.4-1. S/P INPUT

Le S/P INPUT est un module d'entrée des données. Il doit transmettre suffisamment

d'informations aux autres modules pour pouvoir résoudre

peuvent étre divisées en deux catégories :

le probleme. Les données
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e Les données nécessaires pour définir la géométrie de la structure et la fagon dont elle
est fixée dans |'espace (connections des noeuds et cotés, dimensions des éléments,
conditions aux limites).

e Lesinformations concernant les propriétés des matériaux qui doivent étre prescrites.

5.4-1.1. Parametre des éléments

NN : Nombre total de nceuds.

NE : Nombre total de cotés.

NRN : Nombre de nceuds restreints.
NRE : Nombre de cotés restreints.

NMODE : Numéro de mode spécifique.
IP : Degré du polyndme de I’ é ément-p.

5.4-1.2. Parameétre physiques

DTC : Température de la céramique.
DTM : Température du métal.

SC : Facteur de correction transversal.
PLI : Exposant de la fraction volumique.
WS : Amplitude spécifique.

5.4-1.3. Parameétre géométriques

A : Rapport du diameétre intérieur du diametre extérieur (a/ b).
H : Epaisseur de la plague.
PHI : Angle de secteur de la plague.

5.4-2. S/P GAUSS

C'est un sous — programme qui calcule les abscisses des points et les poids

correspondants de Gauss nécessaires pour |'intégration numérique.
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5.4-3.S/P INTEG

Les fonctions de forme sont calculées symboliquement par un programme MATLAB.
Les intégrales données dans les expressions des matrices de rigidité et de masse

élémentaires sont calculées par le sous — programme INTEG.

5.4-4.S/P CONSTS

En se basant sur la regle de mélange citée dans le chapitre 1, le sous — programme
CONSTS permet de calculer les propriétés effectives d’un matériau FGM et effort dus a la

température.

5.4-5.S/P BOUNDC

Pour la résolution du probleme généralisé de valeurs propres les conditions aux
limites doivent étre prises en compte. Dans ce sous — programme une boucle avec un test
d’élimination des degrés de liberté restreints existe. La valeur 1 est introduite lorsque le

degré de liberté est fixe et s’il est libre la valeur correspondante est 0.

5.4-6. Construction des matrices linéaires: K, K1, K,KG,K, M

Les composantes des matrices de rigidités et de masse linéaires calculées dans le

chapitre 3 sont calculées a partir des sous programmes suivants :

.......

= S/PSTIFF1 : Calcul de la matrice de rigidité linéaire membranaireK .

= S/PINVERT : Calcul de la matrice de rigidité linéaire membranaire inverseK ~1,

.......

= S/P STIFF2 : Calcul de la matrice de rigidité linéaire flexionnelleK.

= S/PSTIFFG : Calcul de la matrice de rigidité géométriqung.

= S/PSTIFF3 : Calcul de la matrice de rigidité de couplagek.
= S/P MASS : Calcul de la matrice masseM.

5.4-7. S/P STIFF4

Ce sous — programme permet de calculer la somme des matrices linéaires dans :

[K + KG — KTK K]
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5.4-8. S/P JACOBI

C'est un sous programme qui permet le calcul des valeurs et vecteurs propres. |l

utilise I’algorithme de JACOBI pour résoudre :
[-w*M + K+ KG — K"K~'K]Q = 0

5.4-9. S/P MAXAMP

Pour calculer les valeurs précises des coordonnées non dimensionnelles &, et 1, du
point de I'amplitude maximale Wy (£9,70) nous utilisons le sous — programme MAXAMP

qui utilise la méthode de Newton-Raphson.

5.4-10. S/P MODE

Apres la détermination des coordonnées de I'amplitude maximale. Le sous —
programme MODE fait la normalisation des vecteurs propres a chaque itération en utilisant

le rapport des amplitudes W/ Wpay.
5.4-11. Construction des matrices non linéaires :K, K

Les composantes des matrices de rigidité non linéaires calculées dans le chapitre 3

sont calculées a partir de sous programmes suivants :

= S/PSTIFF5 :Calcul de la matrice de rigidité non linéaire membranaireK.

= S/PSTIFF6 : Calcul de la matrice de rigidité non linéaire erxionneIIeE.

5.4-12. S/P STIFF7

L'assemblage des matrices de rigidité non linéaire se fait en appliquant les conditions
aux limites en ignorant les lignes et les colonnes liées aux degrés de liberté restreints dans

les matrices globales par le sous — programme STIFF7.

~ 3
[K—EKTK_lK
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5.4-13. S/P STIFF

Ce sous — programme permet de calculer la somme des matrices de rigidité linéaires
et non linéaire pour permettre de résolue :

e o 3o 3.
—wZM+K+KG—KTK_1K+ZK—EKTK_1K Q=0

5.4-14. S/P SORT

Le sous programme SORT permet de classer les valeurs propres et vecteurs propres

associés par ordre croissant.
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CHAPITRE 6

RESULTATS ET VALIDATION NUMERIQUE

6.1. Introduction

L'élément fini version-p de plaque annulaire sectorielle a gradient fonctionnel
développé dans ce travail devra étre validé par comparaison des résultats avec la littérature

(figure 6.1).

///f “h}.\
4 ’/ \ﬁ\\\3
4 I
Z - o~
- (r,0) \
P I N
T s A Y

N

Yo

]

1

]

|

o

]
—--—:3..—-——

Figure 6.1 : Plaque annulaire sectorielle.

Dans ce chapitre, nous considérons les modeéles isotropes et FGM avec quelques
tests standards connus dans la littérature. Il s’agit essentiellement de faire une étude
paramétrique sur les performances, en précision sur les déplacements en variant
plusieurs parametres. Le tableau 6.3 donne les différentes propriétés de trois types de
matériaux a gradient fonctionnel utilisé dans ce travail. Les résultats sont donnés pour le

parametre de fréquence (2; exprimé en fonction de la fréquence propre de vibration, par :

Matériau isotrope : 0, =wb./p/E (6.1)
Matériau a gradient fonctionnel : 2, = Wb/ p,,/Emm (6.2)
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6.2. Plaque isotrope

6.2.1. Convergence et validation

Dans cette partie, une étude de convergence de parameétres de fréquence d’une
plaque annulaire sectorielle mince (h/b=0.0035, 0.1) encastrée et simplement appuyée avec
un rapport de rayon interne/externe (a/b=o0.5), des angles de secteur (¢=45%90°) et un
coefficient de Poisson (v=0.3). Les résultats obtenus du mode fondamental en fonction du
degré du polynéme d’interpolation p sont mentionnées et comparés avec d’autres résultats

dans les tableaux 6.1-2 et figures 6.1-3.

Tableau.6.1 : Convergence des cinq premiers paramétres de fréquences linéaire ; d’une

plaque annulaire sectorielle encastrée avec, ¢ = 90°, a/b = 0,5, h/b = 0,005, v = 0,3.

Mode z 5 6 Z P Liew et Lui (2000)
1 0.152 0.145 0.144 0.144 0.144 0.144
2 1.798 0.175 0.174 0.174 0.174 0.174
3 4.128 0.398 0.231 0.231 0.228 0.227
4 4.318 0.444 0.388 0.319 0.319 0.305
5 4.554 2.769 0.421 0.383 0.383 0.382

Tableau.6.2 : Convergence des cinq premiers parametres de fréquences linéaire (; d’'une
plagque annulaire sectorielle simplement appuyée avec, ¢ = 45°, a/b=0,5, h/b =

0,005, v =0,3.

Mode : 5 G 7 3 Liew et Lui (2000)
1 0.104 0.103 0.103 0.103 0.103 0.103
2 0.269 0.229 0.229 0.228 0.228 0.228
3 0.352 0.291 0.288 0.287 0.287 0.287
4 0.516 0.442 0.426 0.426 0.421 0.421
5 0.572 0.564 0.430 0.429 0.429 0.428
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5.0 -
T —— Mode 1
4,0\ —— Mode 2
1\ —— Mode 3
3549 \ Mode 4
3.0 \ Mode 5
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Figure 6.2 : Convergence des cinq premiers paramétres de fréquences linéaire 2,

d’une plaque isotrope mince encastrée (h/b=0.005).
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Figure 6.3 : Convergence des cinqg premiers paramétres de fréquences linéaire (2,

d’une plaque isotrope mince simplement appuyée (h/b=0.005).
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6.5 - —— Mode 1
I —— Mode 2
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Figure 6.4 : Convergence des cinq premiers paramétres de fréquences linéaire 2,

d’une plaque isotrope modérément épaisse encastrée (h/b=0.1).

Les figures 6.2-4 représentent les résultats obtenus des parameétres de fréquence
linéaires de deux types de plaques isotropes mince (h/b=0.005) et modérément épaisse
(h/b=0.1) respectivement, avec des conditions aux limites différentes. Les allures montrent
la convergence rapide des résultats lorsque nous augmentons le degré du polynome
d’interpolation p (p=4,...,8), et que la convergence est plus stable dans le cas des conditions

aux limites simplement appuyée.

Les graphes 6.5-7 représentent graphes de contours des trois premieres modes d’une
plague annulaire sectorielle encastrée avec (a/b = 0.5, 0.001) pour différents angles de
secteur (¢ = 30°, 60° et 90°). Les contours montrent un changement clair des modes de

vibrations lorsque a/b et ¢ changent.
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Figure 6.6 : Contours des trois premieres modes d’une plaque annulaire sectorielle
encastrée avec ¢ =60°:a)a/b=1/2;b)a/b=0.001.

72



CHAPITRE 6

Résultats et validation numérique

0

" 1420
7
v 1,110
10,8550
[1]
; -0,.8550
-2.565
-3420

0

10

“00 02 04 06 08 10
X
0 02 04 06 08
X

3840 g 2520
2,908 - 1,700
1975 0,8800
1.043 0,05000
0,100 £,7600
08225 4,580
1,755 2400
2688 3220
3620 4040

X
(a) (b)

Figure 6.7

: Contours des trois premieres modes d’une plaque annulaire sectorielle

encastrée avec ¢ =90°:a)a/b=1/2,;b)a/b=0.001.

73



CHAPITRE 6 Résultats et validation numérique

6.3. Plaque a gradient fonctionnel

Dans cette section, une étude de la convergence et l'influence de plusieurs
parametres sur la vibration linéaire et non linéaire et le flambement du a la variation de la
température d’une plaque annulaire sectorielle a gradient fonctionnel est présentée.
L'exemple de trois types de matériaux FGM est considéré (tableau 6.3) dans cette étude

avec différents mélanges en variant I’exposant n.

Les effets des conditions aux limites, indice de la loi de mélange, épaisseur de la
plaque, angle de secteur, rapport de rayons interne/externe, type de matériau, et variation

de la température dans sont discutés en détail.

Tableau.6.3 : Propriétés de mélange pour 3 types d'un FGM [Zhao et al. (2009)].

Propriétés
Constituants Ey/Ec Y /Ve Pm/Pc Ky /K¢ ay/ac
(GPa) (Kg/m?) (W/mK) (1/C)
Aluminium(Al)/Alumina(ALO,) 70/380 0.3/0.3  2707/3800  204/10.4 23x10°/7.4x10°
Aluminium(Al)/Zirconia(ZrO,) 70/151 0.3/0.3  2707/3000  204/2.09 23x10°/10x10°
Ti-6Al-4V/Aluminium oxide 105.7/320.2 0.298/0.26 4429/3750 6.112/64.99 6.9x10°/7.2x10°

e FGM 1: Aluminium (Al) / Alumina (Al,O3).
e FGM 2: Aluminium (Al)/ Zirconia (ZrO2).
e FGM 3: Ti-6Al-4V / Aluminium oxide.

6.3.1 Etude des vibrations linéaires

6.3.1.1 Validation

L'étude de la convergence d’une plague a gradient fonctionnel
Aluminium(Al)/Alumina(Al,03) est faite dans cette section pour des plagues minces
(h/b=0.005) et modérément épaisses (h/b=0.05) encastrées et simplement appuyées. Les
résultats dans les tableaux 6.4 et 6.5 montrent la convergence des cing premiers modes de

parameétres de fréquences linéaires.
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En comparant les résultats obtenus (tableau 6.4) avec ceux de [Belalia et Houmat
(2012)], nous remarquons que les résultats sont presque les mémes pour différentes valeurs
de I'exposant n avec une erreur qui varie entre (0 et 4,67%). Ainsi, la variation de la valeur

de I'exposant n a une influence remarquable sur les valeurs de parametres de fréquence.

Tableau.6.4: Paramétres de fréquence linéaire (2; pour une plaque a gradient
fonctionnel encastrée avec, ¢ = 90°% a/b = 0,5, h/b =0,005,v=0,3,AT = 0°C.

! P Belali
Mode 4 > 6 7 Hounlr;t (2012)
Céramique 1 0299 0284 0283 0283 0283 0.283
n=0 2 3535 0343 0342 0342 0342 0.341
3 8117 0783 0454 0453  0.448 0.447
4 8491 0873 0764 0628  0.628 0.600
5 8955 5444 0827 0753  0.752 0.752
0.5 1 0255 0241 0240 0240 0240 0.241
2 3171 0291 0290 0289  0.289 0.289
3 7282 0665 0384 0384 0379 0.379
4 7619 0744 0647 0532  0.532 0.512
5 8034 4882 0701 0637 0637  0.640
1 1 0230 0217 0216 0216 0216 0.221
2 2938 0262 0261 0261  0.261 0.264
3 6748 0600 0346 0346  0.342 0.345
4 7060 0673 0583 0479  0.479 0.468
5 7444 4523 0632 0574 0574 0.589
10 1 0189 0181 0180 0180  0.180 0.183
2 2092 0219 0218 0218  0.218 0.219
3 4803 0498 0289 0289  0.285 0.287
4 5023 0552 048 0400  0.400 0.388
5 5299 3224 0526 0479  0.479 0.487
Métal 1 0152 0145 0144 0144  0.144 0.144
n=100 2 1798 0175 0174 0174 0174 0.174
3 4128 0398 0231 0231  0.228 0.228
4 4318 0444 0388 0319 0319 0.305
5 4554 2769 0421 038  0.383 0.382
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Figure 6.8 : Convergence des cinq premiers paramétres de fréquences linéaires d’une
plaque annulaire sectorielle mince a gradient fonctionnel encastrée
(h/b=0.005).

Tableau.6.5 : Parameétres de fréquence linéaire (2; pour une plaque annulaire sectorielle

a gradient fonctionnel encastrée avec, ¢ = 60°, a/b = 0,5, h/b = 0,05, v=03,n=1.

p
a1 Mode = 5 6 7 8

0°c 1 2,254 2,249 2,247 2,247 2,247
2 5,206 3,323 3,317 3,305 3,305
3 7,822 5,288 5,057 5,024 4,945
4 9,388 6,288 5,253 5,223 5,22
5 10,711 8,812 6,213 6,179 6,178

300°C 1 2,249 2,243 2,241 2,241 2,241
2 5,201 3,316 3,309 3,298 3,297
3 7,817 5,282 5,049 5,015 4,936
4 9,382 6,225 5,247 5,216 5,213
5 10,706 8,117 6,205 6,172 6,170
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Figure 6.9 : Convergence des cinq premiers paramétres de fréquences linéaires d’une

plague modérément épaisse a gradient fonctionnel encastrée (h/b=0.05, AT=0°C).
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Figure 6.10 : Convergence des cinqg premiers paramétres de fréquences linéaires
d’une plaque a gradient fonctionnel encastrée (h/b=0.05, AT=300°C).

Les graphes (6.8-10) montrent que l'augmentation du degré p du polyndme

d’interpolation est nécessaire pour la stabilité de convergence pour la plague mince

(h/b=0.005) et modérément épaisse (h/b=0.05) notamment pour les modes > 2. Une
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remarque générale concernant les résultats obtenus est que la convergence est toujours
atteinte pour des différents rapports géométriques. Et ceci implique que la méthode utilisée

donne des bons résultats.
6.3.2. Etude paramétrique

Une étude paramétrique sur les parameétres de fréquences linéaires d’une plaque
annulaires sectorielle épaisse avec différents angles de secteur, rapports de rayon

interne/externe, températures, et types de matériaux FGM est présentée dans cette partie.

Les valeurs de I'angle de secteur, rapport de rayon interner/externe, et température
sont égales a (¢p = 30°,45°,60° 75° et), (a/b = 0.2, 0.4, 0.5, 0.6), (AT=300°C, 400°C,
500°C, 600°C). Les résultats dans les tableaux montrent la convergence jusqu’a trois chiffres
significatifs. Basé sur les résultats dans ces tableaux les remarques suivantes peuvent étre

faites
6.3.2.1 Influence du rapport a/b

Pour une plaque a gradient fonctionnel encastrée, la convergence des parametres de
fréquence de la plaque avec trois différents rapports de rayon interne/externe pour deux

différentes températures est montrée dans le tableau 6.6.

Tableau.6.6 : Parameétres de fréquence linéaire (2; pour une plaque annulaire sectorielle

a gradient fonctionnel encastrée avec :¢p = 60°, h/b = 0,05,v=0,3 ,n=1.

p
AT a/b T3 5 6 7 8
0°C 02 1,716 1,643 1,638 1,636 1,636
04 1,836 1,833 1,831 1,831 1,830
0.6 3138 3,131 3,127 3,127 3,127
300°C 0.2 1,712 1,639 1,634 1,632 1,632
04 1,831 1,827 1,826 1,825 1,825
0.6 3,133 3,125 3,122 3,122 3,121

78



CHAPITRE 6 Résultats et validation numérique

4.0 4 ——a/b=02
] ——ab =04
3,5 - ——alb=0.6
3,0 4
Q{q 2,54
204
15 < R
1,0 T T T T X T . I
4 5 6 7 8
P

Figure 6.11: Convergence des paramétres de fréquence linéaires d’une plaque a
gradient fonctionnel avec différents rapports de rayons

(h/b=0.05, AT=0°C, FGM1).
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Figure 6.12: Convergence des paramétres de fréquence linéaires d’une plaque a
gradient fonctionnel avec différents rapports de rayons

(h/b=0.05, AT=300°C, FGM1).
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Les graphes 6.11 et 6.12 montrent que 'augmentation du rapport a/b de 0.2 a 0.6
augmente les parametres de fréquences indépendamment de I'angle de secteur, donc I'effet
du rapport a/b de sur le paramétre de fréquence n'est pas significatif dans le cas ou a/b varie
entre 0.2 et 0.5. L'effet devient signifiant lorsque de a/b > 0.5, et dans cette gamme, les

parameétres de fréquence pour la plupart des modes de vibration augmentent.

6.3.2.2 Influence de I'angle de secteur

Pour une plague a gradient fonctionnel encastrée, et pour différents angles ¢ les
résultats des parameétres de fréquences pour le mode fondamental (tableau 6.7) montrent

une convergence rapide lorsque p augmente.

Tableau.6.7 : Paramétres de fréquence linéaires ; pour une plaque annulaire sectorielle

a gradient fonctionnel avec, a/b = 0.5, h/b = 0.05,v =03 ,n= 1.

p

AT ¢ T3 5 6 7 8
o°c 30° 3,920 3,894 3,888 3,887 3,887
45° 2,640 2,637 2,634 2,634 2,634
60° 2,254 2,249 2,247 2,247 2,247
75° 2,106 2,098 2,096 2,096 2,096
300°C 30° 3,913 3,887 3,882 3,881 3,880
45° 2,633 2,631 2,628 2,628 2,627
60° 2,249 2,243 2,241 2,241 2,241
75° 2,101 2,093 2,091 2,091 2,090

Les graphes 6.13 et 6.14 montrent la convergence des parametres de fréquences
linéaires d’une plaque (h/b=0.05, n=1,k = w?/12) avec (AT=0°C, 300°C) et I'angle
¢ = 30°,45°,60°, 75°. D’apres les allures des courbes, nous remarquons que les parameétres
de fréquences augmentent lorsque I'angle ¢ diminue, et qu’il n y a pas une grande influence

de la température sur les résultats.
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Figure 6.13: Convergence des paramétres de fréquence linéaires d’une plaque a
gradient fonctionnel avec différents angles de secteurs

(h/b=0.05, AT=0°C, FGM1).
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Figure 6.14: Convergence des paramétres de fréquence linéaires d’une plaque a
gradient fonctionnel avec différents angles de secteurs

(h/b=0.05, AT=300°C, FGM1).
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6.3.2.3 Influence des conditions aux limites

Pour une plaque annulaire sectorielle a gradient fonctionnel, avec différentes
conditions aux limites, nous notons par SSSS une plaque simplement appuyée et CCCC pour
une plague encastrée. Les résultats des parametres de fréquences pour le mode

fondamental sont montrés dans le tableau 6.8 en fonction de I'exposant n.

Tableau.6.8 : Paramétres de fréquence linéaires (2; pour une plaque annulaire sectorielle

a gradient fonctionnel avec, a/b = 0.5, h/b = 0.05, ¢ = 60°, v = 0.3.

n
aT 0 0.5 1 10 100
0°C 5555 1.623 1.410 1.313 1.077 0.872
ccee 2.913 2.485 2.247 1.836 1.557
300°C 5555 1.616 1.403 1.305 1.068 0.862
ccee 2.908 2.480 2.241 1.829 1.551
3.5+
—— SS55S
3,0 —— CCCC
I\
254 \
~J \‘H‘- ~——
S —
2,0 4 e ——
154\
110 L 1 ¥ 1 T 1 T 1 T 1
0 2 4 6 8 10

Figure 6.15: Comparaison des parameétres de fréquence linéaire d’une plaque a
gradient fonctionnel avec différentes conditions aux limites

(h/b=0.05, AT=0°C, FGM1).
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Figure 6.16: Comparaison des paramétres de fréquence linéaires d’une plaque a

gradient fonctionnel avec différentes conditions aux limites

(h/b=0.05, AT=300°C, FGM1).

Les courbes 6.15 et 6.16 représentent la variation de parametres de fréquences en

fonction de I'exposant n pour différents conditions aux limites. D’aprés ces figures nous

remarquons la grande influence des conditions aux limites sur la vibration des plaques

annulaires sectorielles.

6.3.2.4 Influence de nuance FGM

Dans cette partie, une étude des parametres de fréquences linéaires d’une plaque

annulaire sectorielle encastrée pour différents types de matériaux FGM est présentée. Les

résultats obtenus (tableau 6.9) montrent la variation des parameétres de fréquences linéaires

en fonction de I'exposant n (n =0, 0.01, 0.1, 1, 10) et avec la température AT (AT = 0°C et

300°C).
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Tableau.6.9 : Paramétres de fréquence linéaires (2; pour une plaque annulaire sectorielle

a gradient fonctionnel encastée avec :a/b = 0.5, h/b = 0.1, ¢ = 60°,v = 0.3.

n
AT 0 0,01 0,1 1 10
o0°C FGM 1 4,89 4,873 4,727 3,842 3,029
FGM 2 3,469 3,459 3,381 2,998 2,674
FGM 3 4,693 4,67 4,482 3,565 2,828
300°C FGM 1 4,885 4,868 4,722 3,836 3,022
FGM 2 3,464 3,455 3,377 2,993 2,667
FGM 3 4,689 4,666 4,478 3,564 2,828
5,0~
—— FGM1
— FGM2
TN —— FGM3
4,0
~J 354 T - T —— s
Q 1 S o -
[ e —
3,0 T —
2.5
20 T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10
n

Figure 6.17: Paramétres de fréquence linéaires du mode fondamental pour différents

types de matériaux FGM (h/b=0.1, AT=0°C).
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Figure 6.18: Paramétres de fréquence linéaires du mode fondamental pour différents

types de matériaux FGM (h/b=0.1, AT=300°).

Les graphes 6.17 et 6.18 montrent que les courbes présentent les mémes allures
pour les deux températures. Les fréquences relatives aux matériaux FGM1 et FGM3 sont
proches par rapport au matériau FGM2. Les parametres de fréquence diminuent lorsque n
augmente. C'est I'effet de la densité du céramique qui explique I'approche entre les résultats

relatifs aux matériaux FGM1 et FGM3.

6.3.2.5 Influence de la température

Le tableau 6.10 présente la variation des parameétres de fréquence du premier mode
pour différentes valeurs de la température (AT = 300°C, 400°C, 500°C, 600°C) en fonction
de I'exposant n pour une plaque annulaire sectorielle encastrée avec (h/b = 0.1, a/b = 0.5,
¢ = 60) et pour deux types de matériaux FGM. Les valeurs de AT sont en fonction de T¢

(Température de la céramique) et Tr, (Température du métal).

A partir de tableau 6.10 et les figures 6.19 et 6.20 nous remarquons la faible
influence de la température sur les parametres de fréquence. Les courbes sont confondues

pour les deux types de matériaux FGM1 et FGM2 avec n =0, 0.01, 0.1, 1 et 10.
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Tableau.6.10: Paramétres de fréquence linéaires (; pour une plaque annulaire

sectorielle a gradient fonctionnel avec encastrée avec : a/b = 0.5 h/b = 0.1, ¢ = 60°.

n
AT 0 0,01 0,1 1 10
FGM 1 300°C 4,885 4,868 4,722 3,836 3,022
400°C 4,883 4,866 4,720 3,834 3,020
500°C 4,882 4,865 4,719 3,832 3,017
600°C 4,881 4,863 4,717 3,830 3,015
FGM 2 300°C 3,464 3,455 3,377 2,993 2,667
400°C 3,463 3,454 3,375 2,992 2,665
500°C 3,462 3,452 3,374 2,991 2,664
600°C 3,460 3,451 3,372 2,989 2,662
5.0
I\ — AT=300°C
EEAN AT=400°C
™ -—- AT=500°C
i) N AT=600°C
\-H“"'-H_
o 35- -‘R“‘““-H—«-—-._ﬂ_
Q ————
3,0 5
2.5 4
2,0 LN R R N A B R B R A L D |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Figure 6.19: Parametres de fréquences linéaires du mode fondamental d’une plaque
a gradient fonctionnel encastrée pour différentes températures (h/b=0.1, FGM 1).
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Figure 6.20: Parametres de fréquences linéaires du mode fondamental d’une plaque
a gradient fonctionnel encastrée pour différentes températures (h/b=0.1, FGM 2).

6.3.3. Etude de vibration non linéaire

La convergence des fréquences non-linéaires dépend de la convergence des
fréquences linéaires. Dans la premiere partie, nous constatons une bonne convergence des
résultats de la vibration linéaire de la plaque. Dans cette section, une étude de la
convergence des vibrations non-linéaires est présentée. Par la méme occasion, une étude
paramétrique avec l'influence de plusieurs parametres sur les fréquences non-linéaires est
abordée. Les mémes caractéristiques géométriques de la plaque utilisée dans la section

précédente sont maintenues.

Le tableau 6.11 donne les rapports des parametres de fréquences non-linéaires aux
fréquences linéaires 2y, /2; en fonction de I'amplitude maximale adimensionnelle
| W max| /h pour le mode fondamental des plaques annulaires sectorielles encastrées. Quatre
rapports d’épaisseur h/b = 0.001, 0.005, 0.05 et 0.1 et deux angles de secteur

¢ = 60° et 90° sont considérés pour le mélange FGM2.
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Tableau.6.11: Rapports des paramétres de fréquence non-linéaires aux fréquences

linéaires Ny, /0, pour le mode fondamental des plaques annulaires sectorielles a gradient

fonctionnel avec : a/b = 0.5, v = 0.3.

¢ h/b |W maxl/h
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
60° 0.001 1.00817 1.03232 1.07142 1.12397 1.18827
0.005 1.00817 1.03231 1.07137 1.12385 1.18800
0.05 1.00891 1.03150 1.07733 1.13362 1.20193
0.1 1.01142 1.04484 1.09813 1.16854 1.25332
90° 0.001 1.00795 1.03165 1.07066 1.12423 1.19124
0.005 1.00795 1.03165 1.07068 1.12425 1.19124
0.05 1.00856 1.03403 1.07581 1.13291 1.20386
0.1 1.01076 1.04273 1.09506 1.16632 1.25440
1,3 5
—o—h/b = 0.001
—o—h/b =0.005
h/b=0.05
12 h/b=0.1 5
_,'./" -
c‘_‘ :;.-/'.
= 1,1 /
G =
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0,0 0,2 0,4 06 0,8 1,0
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max

Figure 6.21: Courbes d'épine dorsale pour le mode fondamental d’une plaque

annulaire sectorielle a gradient fonctionnel encastrée

(FGM2, a/b=0.5, AT=0°C, n=1, ¢ = 60°).
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Figure 6.22: Courbes d'épine dorsale pour le mode fondamental d’une plaque
annulaire sectorielle a gradient fonctionnel encastré
(FGM2, a/b=0.5, AT=0°C, n=1, ¢ = 90°).

Dans le domaine des vibrations non linéaires des structures ces courbes sont connues
sous le nom de « courbes d’épine dorsale ». Dans ces courbes, I'amplitude de la vibration est
dépendante de la fréquence. Le comportement de durcissement qui caractérisé par des

fréquences croissantes est clairement vu dans les figures (6.21 et 6.22).

Les effets des conditions aux limites, angle de secteur, rapport de rayons
interne/externe, rapport épaisseur/rayon externe, du type de matériaux FGM, et de
I'augmentation de la température sur les courbes d'épine dorsale sont alors étudiés. Les
rapports de parametres de fréquences non-linéaires aux fréquences linéaires 0y, /£, sont
calculés en fonction de I'amplitude maximale adimensionnelle |W p.x|/h pour les modes
fondamentaux des plaques annulaires sectorielle a gradient fonctionnel encastrées avec

différents parametres géométriques et physiques.

Les valeurs des parameétres géométriques (h/b = 0.001, 0.005,0.05, 0.1), (¢ = 30°,
45°, 60°, 75° 90°), (a/b = 0.2, 0.4, 0.5, 0.6), température (AT = 300°C, 400°C, 500°,
600°C) et trois types de matériaux FGM sont choisis. Les courbes résultantes d'épine dorsale

sont montrées dans les figues 6.23 - 27.
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6.3.3.1. Influence des conditions aux limites

La figure 6.23 représente le rapport amplitude maximale/épaisseur (|W max|/h) en
fonction du rapport de parameétre de fréquence non linéaire sur le parametre de fréquence

linéaire (Qnp./€1). Deux conditions aux limites sont considérées, encastrées et simplement

appuyée.
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Figure 6.23: Courbes d'épine dorsale du mode fondamental d’une plaque annulaire
sectorielle a gradient fonctionnel (FGM2, h/b=0.05, AT=0°C, n=1, ¢ = 60°).

6.3.3.2. Influence du rapport de rayons

La figure 6.24 représente la variation de rapport de parametre de fréquence du mode
fondamental en fonction de I'amplitude maximale d’une plaque annulaire sectorielle a
gradient fonctionnel (FGM2) pour différents rapports de rayons a/b. les courbes montrent
que l'augmentation du rapport de rayons conduit a une augmentation de l'effet de

durcissement.
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Figure 6.24: Courbes d'épine dorsale du mode fondamental d’une plaque annulaire
sectorielle a gradient fonctionnel encastré (FGM2, h/b=0.05, AT=0°C, n=1, ¢ = 90°).

6.3.3.3. Influence de I'angle de secteur

Un autre parameétre géométrique est étudié, il s’agit de I'angle de secteur da la
plaque. La figure 6.25 montre l'influence de ce parametre sur les courbes d’épines dorsale,

les allures montrent une légere influence sur le comportement de durcissement.

@ =30°
o D =45°
—o P =60°

—o— @ =75°

0,0 0,2 04 06 0.8 1,0

W, axl/h

max

Figure 6.25: Courbes d'épine dorsale du mode fondamental d’une plaque annulaire
sectorielle a gradient fonctionnel encastré (FGM2, h/b=0.05, AT=0°C, a/b=0.5, n=1).
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6.3.3.4. Influence de nuance

Dans la figure 6.26 nous remarquons que le comportement de durcissement est plus
important dans le cas de FGM1. Pour les cas de FGM2 et FGM3, le durcissement est presque
le méme pour des variations similaires des parametres. Ce comportement des matériaux a
gradient fonctionnels provient principalement de la variation des parametres physiques de

ces matériaux et la loi de mélange.
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Figure 6.26: Courbes d'épine dorsale du mode fondamental d’une plaque
annulaire sectorielle a gradient fonctionnel encastré
(h/b=0.05, AT=0°C, a/b=0.5, n=1,¢p = 60°).

6.3.3.5. Influence de la température

Considérons maintenant |'effet de la température sur les courbes d’épine dorsale
(figure 6.27). Le graphe montre une légere variation avec |I'augmentation de température et
les courbes sont presque les mémes pour les quatre températures. Donc nous pouvons dire
gu’il n’y a pas une grande influence de la température sur le comportement non linéaire des

plaques annulaires sectorielles a gradient fonctionnel.
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Figure 6.27: Courbes d'épine dorsale pour le mode fondamental d’une plaque
annulaire sectorielle a gradient fonctionnel encastré
(h/b=0.05, a/b=0.5, n=1, AT=0°C, ¢p = 60°).

Donc le comportement de durcissement pour une plaque annulaire sectorielle a
gradient fonctionnel peut augmenter ou diminuer en fonction des parametres géométriques

et physiques.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail de recherche, le comportement vibratoire non linéaire des plaques
annulaires sectorielles a gradient fonctionnel dans un environnement thermique est étudié
en se basant sur la théorie du premier ordre des plaques. Les effets de cisaillement
transversal, inertie de rotation, et non-linéarité géométrique sont prises en compte. Les
propriétés des matériaux sont supposées étre indépendantes de la température et varient
continuellement selon une loi de puissance de la fraction du volume des constituants. En se
basant sur la théorie non linéaire des plaques de Von Karman et la méthode des éléments
finis hiérarchique, les équations du mouvement sont obtenues. Les équations non-linéaires
du mouvement sont transformées du domaine temporel au domaine fréquentiel par la
méthode d’équilibrage harmonique. Les équations non-linéaires résultantes sont résolues

itérativement par la méthode du mode linéarisé actualisé.

Les fréquences linéaires et non-linéaires sont déterminées. Une série de plaques
annulaires sectorielles FGM sont traitées. Le cas d'une plaque isotrope a également été
montré. Les résultats pour les fréquences linéaires ont illustré la convergence rapide et la

haute précision de la méthode utilisée.

Des comparaisons sont faites avec d'autres méthodes et montrent un trés bon
accord. Ces résultats peuvent servir a valider d'autres méthodes. Une étude paramétrique
en fonction des parametres géométriques, type de matériau, constante de matériau n,
température, conditions aux limites, et épaisseur de la plaque est menée. Quelques

conclusions générales peuvent étre citées :

e Les parametres géométriques des plaques annulaires sectorielles (rapport des rayons,
angle de secteur, épaisseur, et conditions aux limites influent sur le comportement
vibratoire linéaire.

e Les types de matériaux a gradient fonctionnel traités dans ce travail montrent une
grande influence sur les parametres de fréquence linéaires lorsque I'exposant de la
fraction volumique varie.

o L'effet de l'augmentation de la température montre une faible influence sur les

comportements vibratoires linéaires et non linéaires de la plaque a gradient fonctionnel.

94



CONCLUSION

e L|’étude paramétrique non linéaire en termes de la géométrie, conditions aux limites, et
propriétés des matériaux FGM montrent que le comportement de durcissement d’'une
plaque annulaire sectorielle a gradient fonctionnel augmente ou diminue en fonction de

ces parametres.
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ANNEXFE A

e  Calcul de la matrice de rigidité extensionnelle

Dans cette annexe nous allons montrer le développement de la matrice de rigidité
extensionnel K lorsque nous injectons toute les inconnues, dans I’équation (4.22) on
remplace les coordonnées polaires (r, 0) par les coordonnées adimensionnelles (¢,7) en

respectant les équations (4.1-6), I'expression de I'énergie devient :

_ u z
7=|| {Aﬂ ((m> )
1 v \2 1 1 /0v
¥4z <<[(b —geraisen) *EG—arr s o) @
u 2
+ ([(b Y a]) )
u 1 ov
241 (((b = a)éf) ([(b 2 + dl ¢an)

() (o)

1 ou \* 1 u ov
([(b “ i + 4] ¢an) 2 ([(b “i +a] gbar]) ((b _ a)@f)
v z
* ((b _ a)éf)
1 Jdu v
2 <<[(b — Wt +dl ¢an> ([(b o+ a])

+ ((b fZ)OE) ([(b — ;)f + a])) + ([(b _ av)f n a]>2]} [(b—a)¢
+ a] (b — a)dé ¢pdn

Aprés la substitution des coordonnées polaires par les coordonnées
adimensionnelles, on remplace maintenant les et les déplacements et les rotations par les

équations (4.7-11), nous obtenons :
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En utilisant I'équation de Lagrange (4.48) on dérive U par rapport au vecteur
déplacement (4.69) :

au
0G20-1
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Pour une forme réduite nous remplacons les intégrales dans les expressions des
composantes de la matrice de rigidité extensionnel par les expressions des intégrales

suivantes :

10 = [ (s+goms) oba]es

1
5,v,A
1(1); ] = f<f+ gl gl gidg
0

1
5,v.A,
I(T)i,]?,/k,lu f gz g] gkgl [ dg
0

Ou
6,v, A, i : sont les dégrées de dérivation(8,y,4,u = 0 ou 1).

T : est un constante (t = —3,-2,-1,0,1)

Donc les composantes de la matrice de rigidité extensionnels dans une forme plus

lisibles sont écrites comme suit :
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ANNEXE B

1. Matrice de rigidité (K]
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5. Matrice de rigidité flexionnelle [K]
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6. Matrice de rigidité due @ la variation de température [K ;|
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e Exemple d’un fichier de donnée
PLAQUE ANNULAIRE SECTORIELLE MATERIAU FGM (E-E-E-E)

8441 .05.575. 1.300. 30. .05 .8225

111111

211111

311111

411111

111111

211111

311111

411111

e Exemple d’un fichier de sortie

PLAQUE ANNULAIRE SECTORIELLE MATERIAU FGM (E-E-E-E)

BASIC PARAMETERS

IP NRN NRE NMODE

8 4 4

RESTRAINED NODES

NODE R1 R2 R3 R4 R5

1 1 1
2 1 1
3 1 1
4 1 1

1

1

1

1

1

1
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PLI
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RESTRAINED EDGES
EDGE R1 R2 R3 R4 R5

1 1 1 1 1 1

NUMBER OF EQUATIONS = 147

LINEAR FREQUENCY PARAMETER

2.090

X10 ETAO

484 .500

ITER NONLINEAR TO LINEAR FREQUENCY RATIO

9 1.22514

NONLINEAR TO LINEAR FREQUENCY RATIO

1.22514
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Abstract

The non-linear vibration of thick functionally graded annular sector plate in a thermal environment is
formulated in terms of Von Karman dynamic equations and the hierarchical finite element method. The plate
thickness is constant and the properties of the material are assumed to vary continuously according to a
power law of the volume fraction of the components. The non-linear equations of motion are transformed
from the time domain to the frequency domain by the harmonic balance method. The resulting non-linear
equations are solved iteratively by the method of linearized fashion updated. Linear and nonlinear frequencies
are determined. The numerical results are compared with the published results of the effects of material

composition and temperatures on the vibration characteristic of the plate are examined.

Key words: effect of amplitude and temperature; p-version of the finite element method; functionally

gradient material, thick annular sector plate; Von Karman equations, linear free vibration and non-linear.

Résumé

La vibration non-linéaire d’'une plaque annulaire sectorielle épaisse a gradient fonctionnel dans un
environnement thermique est formulée en fonction des équations de Von Karman et la méthode des
éléments finis hiérarchiques. L’épaisseur de la plaque est constante et les propriétés du matériau sont
supposées varier continuellement selon une loi de puissance de la fraction du volume des constituants. Les
équations non-linéaires du mouvement sont transformées du domaine temporel au domaine fréquentiel par
la méthode d’équilibrage harmonique. Les équations non-linéaires résultantes sont résolues itérativement par
la méthode du mode linéarisé actualisé. Les fréquences linéaires et non-linéaires sont déterminées. Les
résultats numériques sont comparés avec les résultats publiés les effets de la composition du matériau et de la

température sur les caractéristique vibratoires de la plaque sont examinés.

Mots clés : effet de l'amplitude et température ; la version-p de la méthode des éléments finis ; matériau a
gradient fonctionnel ; plaque annulaire sectorielle épaisse ; équations de Von Karman ; vibration libre

linéaires et non-linaires.




