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Introduction

La théorie des groupes de Lie et algebres de Lie infinis a été développée par H.Omori,J.Milnor
et autres, et récemment par A. Kriegel et P. Michor en appliquant le concept des groupes de
Lie régulier qui est plus simple et plus général que celui introduit par Omori.Ces idées ont étés
utiliseés par le Professeur Andrzej Zajtz dans ses articles (cf:[19] [20] [21] [22] [23] [24] [25] )
pour développer les calculs sur les groupes de difféomorphismes & un parameétre dans les espaces
de Fréchet de dimension infinie .

L’inversibilité de la fonction exponentielle a été étudiée par N.Kopell (1970) et M.I.Bryn
(1974) qui ont donné des résultats négatifs et par J.Palis ,S.Smale (1969) ,J.Grabowski (1988)
et A.Zajtz (2001) qui ont donné des résultats positifs.

Nous allons prolonger ces résultats pour des X —flots qui opérent doucement sur un espace
de Fréchet.

Dans 'espace de Banach des fonctions continues,muni de la norme de la convergence uni-
forme l'opérateur adjoint et en général les opérateurs de la dérivée de Lie, ne sont pas continus
(bornés). Pour cette raison nos résultats sont formulés dans les espaces de Fréchet.

Soient M une variété compacte Riemannienne,x(M) = I'(T'M) lespace des champs de
vecteurs de classe C™ sur M . Le groupe Dif f(M) de tous les diffeomorphismes sur M de
classe C™° posséde la structure d’un groupe de Fréchet de dimension infinie.

On pose

D =D(M) C Dif f*(M)

le groupe des difféomorphismes f de classe C*° de M ,telles que f — id et toutes ses
dérivées sont globalement bornées .

Le champ de vecteurs X € x(M) génere un flot



¢, =exptX,t€R

de classe C*° qui opére doucement sur D tel que:

¢ =D¢-X =Xog,

Probléme: On cherche pour tout f dans D ,lexistence de X dans x (M) tel que

f=expX

Voici 'essentiel du contenu des différents chapitres:

Dans le premier chapitre,on a donné des rappels sur les espaces de Fréchet et leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre on définit les propriétés de la fonction exponentielle d’un champ
de vecteurs en particulier :

1) Sa X-dérivation,

2) Son développement en série entiére au voisinage de zéro,

3) Le développement en série de Fourier.

Dans le troisiéme chapitre on applique le Théoréme de Nash-Moser des fonctions implicites
pour définir I'inversibilité de la fonction exponentielle.

Enfin dans le quatriéme chapitre, les caractéristiques des opérateurs adjoints permettent de
définir la stabilité douce de degré r et de base b dans les espaces de Fréchet de certains systémes

dynamiques.



Notations

||| la norme euclidienne sur R™.

x=4¢X = Z a; () =— tel que les a; sont des fonctions de classe C*° sur R" }
Z

D (M) ={f diffécomorphisme de classe C*°sur M dans R"/(f —id)est globalement bornée et ses dérivées}

adx (Y) = [X,Y] pour tous champs de vecteurs X,Y dans y.

En coordonnées pour

za,
Y = Zb axz

alors

adx (V)= (aj (z) 31;96(;7) — b; (z) 8‘;;;)) 6?%

ij=1
(x,[,]) est une algebre de Lie des champs de vecteurs sur R".

k la sous-algebre de Lie de Fréchet de x des germes k-plats a l'origine.

X € x vérifions Vm = (my,...,my) € N, 36, > 0, IM,, > 0 tel que V||z| < ., on ait
= ID™X (@) < My || Vim| =0,k —1
ID"X (@) < My Vm] > k

o

Vr € R"

Xxg° la sous-algébre de Lie de x des germes infiniments plats a ’origine



- X € x vérifions Ym = (mq,...,my) € N* 30,,, > 0, IM,;, >0
Xo —
tel que V ||z|| < 6y, on ait |[D™X (z)|| < My, |z|* , Vk >0

¢, = exptX désigne le groupe a un parametre ¢ engendré par un champ de vecteurs X alors
son systéme dynamique sera
d
&qﬁt (z) = X 0oy ()
$o(z) =12

et ses difféeomorphismes adjoints pour un champ de vecteurs Y seront:

(¢0),Y (2) = (DoY) (7" (2))
(6)"Y () = (Daty) ™" (2).Y (¢ (w))

o (L) le spectre de 'opérateur L.
o (L) ={X € C tel que (AI — L) n’est pas inversibe}
p (L) Vensenble résolvant de 'opérateur L.
p(L) ={X € C tel que (A — L) est inversibe}
R (X : L) c’est la résolvante de 'opérateur L.
R\:L)= (M—L)" ,vaep(L)

¥ (B)l’espace des suites exponentiellement décroissantes dans un espace de Banach B

SB)=S () / fr: ICRSR freBet Y e | fillp < +o0
k>0

sur lequel on définit une famille de semi normes :

KAt =D ™ I fill s

k>0



Chapitre 1

Espace de Fréchet doux et

propriétés.

1.1 Espace de Fréchet gradué

1.1.1 Espace de Fréchet
Définitions

Définition 1.1 (cf : [11] ) i) Un espace vectoriel topologique localement convexe E est un
espace vectoriel dont la topologie est définie par une famille filtrante de semi-normes (||.||;,i €
I ) ou I est une famille filtrante .

i1) Cette topologie est séparée si et seulement si :

i11) Elle est métrisable si et seulement si elle est définie par une collection dénombrable

I de semi-normes (||.||; ,i€ 1)

Définition 1.2 (cf : [11] ) Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique, localle-

ment convexe,séparé métrisable et complet



Exemples

Exemple 1.1 (cf : [11] ) Tout espace de Banach est un espace de Fréchet (la collection de

semi- normes contient une seule norme).

Exemple 1.2 (cf : [11] ) Soit R*™ [’espace vectoriel des suites {a;} de nombres réels; si on

pose
n

Hagbll, = lagl » n=0,1,2..

=0

alors R>® muni de cette graduation de semi-normes |.||, , est un espace de Fréchet.

n ’

Exemple 1.3 (cf : [11]) Soit C* ([a,b]) ’espace vectoriel des fonctions de classes C*° sur
[a, b].

Si on pose
n

— J
£, ;aiggb\D f (@)

alors C* ([a,b]) muni de cette collection de semi-normes est un espace de Fréchet.

Exemple 1.4 (cf : [11] ) Soit G [’espace de Schwartz, qui est l’espace vectoriel des fonctions

de classe C*° sur R vérifiants:

G = {f € C® (R) Mp > 0,Vz € R" Yo € N 3C, > 0 vérifiant |D°f (z)] (1 + ||xH2>p < cp}

(1.1)
G est aussi Uespace des fonctions infiniment plates, de méme c’est un espace ot la transformée
de Fourier existe ainsi que son inverse.

On définit sur G une graduation de semi-normes comme suit:
k
3

= D° 1+ =) 1.2
171, = sup mas 10 (@) (1 + lal?) (1:2)

G muni de cette graduation de semi-normes |.||,. , est un espace de Fréchet.



Exemple 1.5 (cf : [11])Soit E ’espace des champs de vecteurs X de classe C™ sur R"vérifiant

Vrke N, VreR"?
k
2

E={X tel que "= (a1, an) €EN" gy~ g vérifiant | DX || (1 + |\:13||2> <M,

n
la] = Z a;
i=1

(1.3)
st on définit sur E une collection de semi- normes
k
2\ 2
IX1, = sup max [D°X (@) (1+jz]?) (1.4)
zeRn |al+k<r

alors (E,||.||,) est un espace de Fréchet.

Exemple 1.6 (cf : [11] ) Soit G = Dif f(M) le groupe des difféomorphismes de classes C* sur
une variété riemanniene compacte M [’espace G modellé sur [’espace des champs de vecteurs

a une structure d’espace de Fréchet.

Contre exemple

Soit C. (R) 'espace vectoriel des fonctions continues sur R, a support compact.
Pour toute fonction strictement positive p : R+ RT™ | on définit la collection des

semi-normes comme suit:

Ifll, =supp(@)[f (z)|
z€R
C. (R) est un espace vectoriel topologique complet, locallement convexe, séparé, mais n’est
pas un espace de Fréchet car cette collection de semi-normes n’est pas dénombrable et donc
lespace C. (R) n’est pas métrisable (cf : [11] ).
1.1.2 Propriétés des espaces de Fréchet
Propriétés

1. Siun espace de Fréchet admet une norme, alors toutes les semi-normes de la collection
qui définissent sa topologie, peuvent étre considérées comme normes (en ajoutant cette

norme aux semi-normes).

10



2. Un sous-espace fermé d'un espace de Fréchet est aussi un espace de Fréchet.

3. La somme directe de deux espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.

4. Si un espace de Fréchet admet une norme, alors tout sous-espace fermé admet une

norme aussi.

5. L’espace dual d’un espace de Fréchet n’est pas un espace de Fréchet, s’il n’est pas

lui méme un espace de Banach.
Preuve: : (cf:[11]) m

Formules d’interpolation de Hamilton

1. Soit M est une variété Riemannienne compacte et soient f , g € C* (M) alors:

1)

Il < ellFIl =A™ t<m <n

2)Si (4,7) verifient (i,75) =t (k,l) + (1 —t) (m,n) pour 0 <¢ <1 alors

LAl Nglly < eCLFllx gl + 111l )

1f-gll, < e (l£1 llgllo + 11/ 1lo lgll,.)

4) pour tout n > 1

D™ (£ 2 9)lo < enllglly™" (1l Nglly + 1£11 gll,)

(1.5)

(1.7)

(1.8)

5)Notons B, = B (O, r) la boule de rayon r fermée dans R".Soit f un difféomorphisme

de classe C*™ de B, dans B,, et soit € > 0 tel que ||f(z) — z||; < e, pour tout = € B;,

alors f~! est de classe C* de B,, dans B,, et on a I’estimation suivante

12, < en(Ifll,+1) , ¥n>1

11



6 )VBCM
B B
[P x| < el (1 i W0+ 1M 170) T NXIE® .10y
Preuve: : (c¢f:[11]) m

1.1.3 Espace de Fréchet gradué

Définition 1.3 Soit (E ,|.||,,) un espace de Fréchet ou {||.||,,,n € J}est une famille dénom-

brable de semi-normes

i)Une graduation sur un espace de Fréchet E est une collection de semi-normes {||.|, , n € N}qui

n
est croissante , c’est a dire ||f|l, < |[fll; <N flly < -ons
it)Un espace de Fréchet gradué est un espace muni d’une graduation de semi-normes

qui définie sa topologie.

Exemple 1.7 (cf : [11] )Soit ¥ (B) l'espace des suites exponentiellement décroissantes

dans un espace de Banach B,c’est a dire limy,_o €™ || fu|lg = 0; Vk € N
S(B) =S (fry /fx: ICR-R freBet Y ™| filz < +oo
k>0

On définit sur ¥ (B) une famille de semi normes :

I{fetl, =D ™ I fill s

k>0

On montre que cette collection est une graduation et induit une topologie sur 3 (B) .Donc

Z (B) est un espace de Fréchet gradué.

12



1.2 Espace de Fréchet doux

1.2.1 Equivalence douce de deux graduations

Définition 1.4 On dit que deux graduations {||.||,},{|.|l,} sont doucement équivalentes

de degré r et de base b si pour tout n > b

1l < Cullf 1l 4 o et 11 < Cullflly 4
ot Cy, et C’;L des constantes qui peuvent dépendre de n.

1.2.2 Applications douces
Application linéaire douce

Définition 1.5 i) Soient F' et G deux espaces gradués .On dit que 'application linéaire
L:UCF—G
satisfait une estimation douce de degré r et de base b si et seulement si pour tout f € U

Vr>0,3b>0,3C, >0/Yn >0

on ait:

1L (Pl < Crllflly 4 (1.11)

ii) On dit que L est application linéaire douce si elle satisfait o une estimation douce.

Exemple 1.8 Soit L une application définie comme suit

L:Y (B)—)Y (B)

telle que
L(fi)e = (Lfi)x = (exp (k) fi )i

13



et

Akl = D™ il

k>0
L est douce

ISkl < NCFe) gl

En effet

ILf)el, = [Hexp (k) fill, = > exp (nk) [I(L i)kl 5

k>o
= Zexp (nk) - llexp (r k) fl 5
k>o
< STUF #llp - expln+r )k
k>o

ISkl < x40

Application non linéaire douce

Définition 1.6 SoientF et G deux espaces de Fréchet gradués, et L : U C F — G une
application non linéaire.
i) On dit que L satisfait o une estimation douce de degré r et de base b
St pour tout f € U
Vr>0,3b>0,3C, >0,/Vn>b

on ait

1L (A < Co (U NF L 1)

it) On dit que L est une application non linéaire douce si L satisfait o une estimation

douce.

Exemple 1.9 Soit f un difféomorphisme de classe C*° sur une variété compacte M , on définit

lopérateur adjoint f. sur l’espace des champs de vecteurs sur M par :

FX=(Df . X)of

14



L opérateur adjoint f,. est doux de degré 0 et de base 0 sur l’espace des champs de vecteurs
sur M.

En effet : en utulisant les formules d’interpolations de Hamilton et en vertus de (1.7)
,(1.8),(1.9) , et comme f est un difféeomorphisme de classe C*° sur une variété M compacte

AIfll, < €, et comme c’est une graduation ,on obtient:

IfXIl, = (D f.X)of 7Y,
< D s X M 1D X )
< Hf‘lH’lH [AD £ 1, 1X Mo + 1D £ o IXI) 17+ AP 11Xl + 1D £ o X1 1F7H],]
< @ADL S Ny 1X Mo A+ 1L 11X 1) (DD + A F o 15X M + 1L 1 1X 1) (1 (1]
< @AD" S N IX M CE D)+ 1 D Xy (L (1 £1L)]
< @AD" @ g 11,
< @A) 1 F s 1T,

Donc il existe une constante C' telle que
£ X < Ol X,

Exemple 1.10 (cf : [11] ) Les fonctions continues sur un espace de Banach dans un espace

de Banach de dimension finie sont douces

1.2.3 Isomorphisme doux

Définition 1.7 On dit que L est un isomorphisme doux si L est un isomorphisme linéaire

et L est douz ainsi que L™

Proposition 1.1 La composition des applications linéaires douces est douce, c’est-a-dire st
L1 satisfait une estimation douce de degré r et de base b et Lo satisfait une estimation douce
de degré s et de base d = b+ r alors L1 o Losatisfait une estimation douce de degré r + s et

de base b pour tout n > b
(L1 o La) fll, < CNflln 47 4

15



Preuve: Pour tout fe€U ona

Vr>0,3b>0,3¢ >0,/ >b,|Lifll, < Crllfl, o

et
Vs > 0,3d > 0,3cs > 0,/ Vm > b, ||Laf|],, < Cs ||f||m+s
si on pose
d=b+r m=r+set C=0C, -Cs
alors on aura les estimations suivantes:
(L1 o La) fll, < CrlLa fll, 4,

S CT' : CS ”f”n —+r +s

S C ||f||n +r +s
]

1.2.4 Espace de Fréchet doux
Définition

Définition 1.8 Soient F' et G deux espaces de Fréchet gradués.

i) On dit que F' est un sommant direct doux de G si on trouve deux applications linéaires
doucesl: F — G et m : G — F telles que la composition mol: F — F soit l'identité ,c’est o
dire

mol =1idp (1.12)

it) On dit qu’un espace de Fréchet gradué est doux s’il est sommant direct de l’espace

> (B) des suites exponentiellement décroissantes dans un Banach B.

ESS(B)BE oumol=idg

16



Exemples

Exemple 1.11 (cf : [11] ) Soit M une variété compacte avec bord alors l’espace
Xoo (M) ={f € C°(M) tel que j"f |onr = 0,¥Yr >0} (1.13)

est un espace de Fréchet doux

o0

Exemple 1.12 (cf : [11] )L’espace vectoriel »2° des champs de vecteurs a support compact

fixé dans R™qui sont infiniment plats est un espace de Fréchet doux
1.2.5 Résolvante et spectre
Définitions

Soit L un générateur infinitésimal du groupe & un parametre «y, sur ’espace de Fréchet E.c’est
N . d
a dire L = %W‘t:o

i) On définit le spectre de l'opérateur L par:
o(L)={A€C: (A — L) n’est pas inversible}
ii) On définit 'ensemble résolvant de 'opérateur L par:
p(L)y={Ae€C: (A — L) est inversible}

iii) Soit A € p (L) on définit la résolvante de Popérateur L par

R\L) =W\ -L)!
Proposition 1.2 Soit D le domaine de convergence de l’intégrale impropre :

—+00

Ry (X) = /exp(—)\t)'yt(X)dt (1.14)
0

Alors pour tout A € D on a :
Ry (LX) = L(R\ (X))

17



R\(M -L)X (M —L)Ry(X)=X (1.15)
Ry(X) = (M—-L)'X=R\L)X

RO\ L)(LX) = L[R(\ L)X]

Preuve: 1) Montrons:

Ry (LX) = L (Rx (X))

“+o00

Ry (LX) = /exp()\t)"/t(LX)dt
0
+oo

— /exp(—At)'yt <§975 (X)
0

) dt
s=0

+oo
puisque on pour Re(A) > 0 on a la convergence simple de l'intégrale / exp (—At) v,dt et

0
+oo

convergence uniforme de l'intégrale / exp (—At) (%’73 (X)) v (X)dt ona

) dt
s=0

>dt ouTt=t+s

0

+0o0
4

i (1%) = [ e 30 (e (0
0

»

“+oo

= [ e (400
0

T=t

_ /<> ()

+o0o

= [ 0], [ e xy ()d
0
+o00

= —X+X\[ exp(=\t)~,(X)dt
/
= AR\(X)-X

18



2) Montrons que
Ry(M[—L)X = (M — L) Ry (X) = X

Soit X € E, k> 0,0na

+oo
IR = [ = Dew (a0 () de
0
N
= 5 [ e Gn - Dyl
0
7
= 5 [ e (30 (e (0 = (X
0
N 7
= 5 [ e A G (Xt = 4 [ e (a0, () de
0 0
On pose s=t+h dou
I N 17
TR = [ ew (A= m)y, (N ds = [ exp(-As), (X)ds
' \h +00 10+oo
= SB[ xp (-as)y, (X)ds = - [ exp(-As), (X) ds
h 0
_ =P (AR) J]ooexp (=As)v4 (X)ds — il ()\h)/hexp(—)\s)'y (X)ds
h 0 S 0 S
+oo
—/exp(—)\s)'ys (X)ds
[()Ah) v () [
exp — exp
_ exp (—As) 7, (X) ds exp (~As) 7, (X) ds
ot ]
d’ou
.y exp (M) =1 [
tim V= Ry () = i SRV [ exp (<a), () ds

19



donc on a d’une part:

et si on pose n = 7 on aura

exp

lim

h—0 h

Et donc

C’est a dire

Donc

h
(Ah)
exp (~As) 7, (X) ds
/

LRy (X) = AR, (X)

Ah
tim PO L oy (), (2X) b

lim exp (Ah)

lim exp (—Anh) vy, (X) dn

O\H D\H

1

lim [ exp (1 = m)AR) vy (X) di
0

1
[ e (1= AR ()

0

1
/an
0
X

h—0 h

dt |,
LRy (X)

LRy (X) = AR, (X) — X = Ry (LX)

Ry (AX) — Ry (LX)
Ry (M — L) (X)
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ce qui donne

Ry\(X) = M-L)'X
+oo

= [ en a0y (0
0

Par la méme méthode Pazy a montrer la proposition suivante.(cf : [17] ) m

Proposition 1.3 Soit

t
By (t) X = /e(ts)*’ys (X)ds (1.16)
0
pour tout A € C et X € x (M) alors :
(M —L)B\(t) X = By (t) (M — L) X = eMX — 5, (X)

Preuve:

t t
(M — L) / et-Ny (X)ds = / el Py (M — L) X)ds
0 0

t
d
= AB)\(t) X — /e(t—s)“ys < ks > Xds
dr 7=0
0
/ d
= AB)(t) X — /e(f—s)* Nrts Xds
T lr=0
0
/ d
= AB, (t)X—/e(fSM%de
ds
0

t
= AB\(t) X — [e(ffs)*’ysX}g + A/e“sﬂfysts
0

— AB\(t) X — [7T(X) - e’\tX} By (H) X

= eAtX - A/T(X)
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1.3 Opérateur d’onde

1.3.1 Générateur infinitésimal
Définition

Définition 1.9 Soit E un espace de Fréchet, on définit une famille d’opérateurs (vy,), linéaires
continus sur E.
La famille (v;), est un semi-groupe (resp: un groupe ) si elle vérifie les propriétés

sutvantes :

i) vo =1 (I c’est lopérateur identité sur E )

i) Ysit = ViYs pour tout t,s >0 (resp t,s € R)
7 (X) - X _ d™y, (X)

iti) LX = lim, o+ . .
t=0t

existe et est finie pour tout X € B
(1.17)

Loopérateur linéaire L : E — E ainsi défini est le générateur infinitésimal associé a ce

semi-groupe (), sur l’espace de Fréchet E.
Proposition 1.4 1) Lv, =~,L 2) %% = L,

Preuve: Pour tout x € R" on a:

1
) = |
- S
s=0
= % )|
= v L(=)
2)
) = )
= d;_T(a:)-Z:T:t ouT=s5+t1

22



donc

Exemples

Exemple 1.13 ad_x est un générateur infinitésimal sur E du semi-groupe (¢,), a un paramétre

t ,ou ¢, (x) = (exptX) (z) est solution du systéme dynamique

{ o@D =X 0 (@) | e s (1.18)
Po(z) =2
et
(¢,),Y = (D¢, -Y)oop;t VY € E, Vt >0 (1.19)
En effet:
L (00.1)@) = L[Dé, (6-1(@)]-Y (6 @) + Dy (6 @) - = [¥ (6, ()]
dt t/)x dt t —t —t t —t dt —t
= DX (¢t °op_y (93)) Dy (gf),t (@) Y (ﬁbft (-’13)) -
Do, (¢7t($)) -DyY (st (CL‘)) - Xo¢_(x)
= D.X(z)(D¢y-Y) (¢4 (x)) = (Dgy - DY - X) (¢4 ()
% ((#0).Y)(z) = D X(2) ((¢),Y)(x) = (&), X) () - DyY (y)
= [(¢), - ad—x(Y)] (z)
donc

at ((¢0),Y) (z) = (DX(x) (D¢, -Y) (¢7t (x)) — (D¢, - DY - X) (qb,t (93))) }t:[)'*‘
= Y(x) DX(z)— X(x)- DY (z)

— [¥,X] () = ad_x(Y)(a)
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Par le méme raisonnement on montre que adx est un générateur infinitésimal du semi-

groupe (¢,)* a un paramétre t sur E, ot
(0)"Y = (Dgy) ' - (Yogy) , VY €E, ¥t >0

Exemple 1.14 Soit G = Dif f(M) le groupe des difféomorphismes de classes C* sur une
variété compacte riemannienne M , d’aprés Hamilton (cf : [11]), il a la structure d’un groupe
de Fréchet de dimension infinie .

Soit p € Diff (M) et Y € E, on définit les opérateurs adjoints:

Ady Y — Ady (Y) = (¢, — )Y 0 ¢ (1.20)
ot
¢ = (Dp-Y)og™! (1.21)
et pour tout f € G
Ap:f—=As(f)=f""-0of (1.22)

Alors Adg (Y') est un générateur infinitésimal du groupe a un paramétre t , (Ay (exp (tY))),
En effet:
Soit 1, = exp (tY) le groupe a un paramétre associé au champ de vecteurs Y solution du

systéme dynamique

op, (x) =Y o1 ()

Vo e R",Vt >0
Py (z) =
on a
dA _ 4y =-Y D¢-Y
i ¢(¢t>t:0+ = @(% '¢°¢t)t:0+—_ o¢p+ Do
= (D¢p-Y)op ' =Y)og
= (6, —1)Y o0
= Ady (Y)
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d’ot on déduit:

1.3.2 Opérateur d’onde

Définition

Soient X et Y = X + Z deux champs de vecteurs, Z étant une perturbation associée au champ

de vecteurs X.

On associe respectivement leurs groupes & un paramétre ¢

o (z) = (exptX) (x)
Yy (z) = (expt (X + Z)) (v)

qui sont solutions des systémes dynamiques

d
&Qﬁt () = X 0 ¢, ()
Po(x) =2

d
ﬁwt(l’) =X oty (z) + Z oty (2)
Yo (@) =x
Par la méthode de la résolvante, le systéme (1.23) admet pour solution :

b (&) = expt (X + 2) () = () + Ot Bus 0 Z (b, (x)) ds

D’ou
bovm=ot [0, (Zov,(w)ds
On pose:
fi(a) = 640, (2)
D’ou

t
Jt=1d+ ¢7s (ZOQ}Z)S)dS
0
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Définition 1.10 On définit ’opérateur d’ondes par:

t—+o0

“+oo
@)= lim fua)=z+ /0 b\ (Z (1, (x))) ds (1.30)
Exemple 1.15 Soient

n
0
X; = g a;xi— et Y1 = X1+ Z1 avec Z1 une perturbation.
i=1 O

on associe respectivement leurs groupes a un paramétre q# =exptX; et 1/)% = exptY] solutions

des systémes dynamique (1.22) et (1.23) d’ou

1 — epat agt ant
x) = ze™ = (r1e*’, ... z,e
wtl (x) = xe + fo et=s) 7, (wi (m)) ds
donc
t
fi@) =0l oul @) =at [ e Zyoul(a)ds (1.32)
0
St Uintégrale impropre f0+°° e s (Zl (1/12 (:L‘))) ds converge , alors Uopérateur d’onde
+oo
f(z) = lim ¢l ov;(x) =2 +/ e - Zyotpy (z)ds (1.33)
— o0 0
1.3.3 Propriétés des opérateurs d’ondes
Proposition 1 Soient les opérateurs d’ondes
ft = ¢_,o0, avec f = 1tlier ft (1.34)
g = Y40¢ avec g= lim g
alors
1)
p_yofopy,=f e p_,o0g0¢, =g (1.35)
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2) Si de plus f est inversible, alors

X=f(X+2)
3)
fl = (Dé_p.2) oty
4)
fi(z) = (6 - Z)(fil=))
fo(z) =z
{ gi(x) = — (Wy, - Z) 0 gy(2)
go(z) ==
5)

Jtogt=gio [t

fi et g sont inversibles et (fi)~" = g;
6)
t
ft= Id+/ (Dexp(—sX).Z)oexp(s(X + Z))ds
0

gt = Id—/o (Dexp(—s(X 4+ Z2)).Z) oexp (sX)ds

7) Si ces intégrales convergent lorsque t tend vers +o00, alors

+oo
f:Id—|—/0 (Dexp(—sX).Z)oexp(s(X +Z))ds

+oo
g:Id—/O (Dexp(—s(X 4+ Z2)).Z) oexp (sX)ds

Preuve: 1) Ona

¢_toforpy = lim ¢, (d)fs © Tl)s) Yy = SEIEOO P (t15)0¥(t+s)

S$——+400

= lim ¢_ o, =f

T—+00
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et
Y_40g0¢, = ngfoow—t (w—s o ¢s) S SETOO ¢—(t+s) ° ¢(t+s) =g

2) Si f est inversible, comme

f=¢_rofory
donc
Fotiof ™ =d= D= Df (w0 ) DL (1)
et
d d _
X = %% Df (oo f7) wtto(f )
= DF(fY).(X+2)(f 1) =f(X+2)
d’ou
X =f(X+2)
3) Comme ¢, () = (exptX) () alors
djzf() Dl(exptX) (z)].X = D¢,.X = X o ¢, (1.45)
Soit = € R™
fr(@) =0 1ot (x) = ¢ (=1, 9 (t,2))
5, 0 d¢ 0
Dw) = -Ltvi, ”*aﬁ% oy =1 (1,7)
= —Xog(=t,¥(t,2)+ Dy (—t,y) . (X + Z)o¢(t,2)

Y (
= —Xoo¢_ towt@f)"‘Dyﬁb t oYy (x )Xowt(w)+Dy¢_t0¢t(w)-Zowt(x)
= —Xo¢ o0t (z)+ (Dp_y.X) 0thy () + (Dp_y.Z) 0 ¢y ()

= —Xod_ ot (z)+Xop_ 09 (z)+ (D¢—t'Z)°¢t(fC)

= (D¢_1.Z) oy (x)
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Donc

Afi

4) Soit x € R"

ot

Orona:

a(ﬁ):

Oty = -2

(ng,t.Z) ot (z) = ((Dgi),t.Z) o ¢t) ofi(z)=¢r Z(fi(z))

ge = V¢ (¢ (x)) = P (=1, ¢ (¢, 7))

oy 0z

~ar (=t, o (t,x)) + 5ot ou z = ¢ (t,x)

= —(X+2)op(—t,p(t,x)) + DY (—t,z). X od(t,x)
— (X +2)0t06,(x) + (DV_.X) 06, (2)

= —Dy_ (X +2Z)o¢ () +DY_; (X) o (z)

= —D¢_(Z)o¢,(z)

Yy = exp[-t(X +Y)]

dp_y
dt

— (X +2Z)ov_,(x) = Db . (X +2)

(1.46)

(X+Z)oyp 4 (v)=DY_4. (X +Z)= Xo_y(x)+Zo_4(z)=DyY_ . X +Dy_,.Z

On remplace dans 1’équation de g :

g
ot (z)

Donc

= —(X+2)ov_,0¢,(z) + (Dv_y.X) 06, ()

— (X +Z)op_yody () + (X +Z)op_yo ¢y (x) — (DY_y.Z) 0 ¢y (2)
—(Dyy.Z) 0 ¢, (x)

— (DY_y.2) o py 0 gi()

~(Y_te - Z)g1()
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gioft = Y_,0¢,00 0, =1Id
fiogr = ¢_,o0_,0¢, =1d

d’ou
fitogi=gio fr =1d

1.e: f; et g; sont inversibles et (ft)_1 = g; (respt f; = (gt)_l)

Par passage a la limite lim;_,, o f; = f donc f est inversiblei.e fl =get g7' = f

6) On integre les équations (1.44) et (1.45) sur Uinterval [0, ¢]
t
fi—Id= / (Dexp(—sX).Z)oexp(s(X + Z))ds
0
donc
t
fr = Id+/ (Dexp(—sX).Z)oexp(s(X + Z))ds
0

et
¢
gt =Id—/ Dexp(—s(X+ 2)).Zoexp(sX)ds
0

7) Comme ses intégrales convergent lorsque t tend vers 4o0o alors on passe a la limite d’ou :

f = lim ft:Id—i—/Jroo(Dexp(—sX).Z)oexp(s(X+Z))ds
t—+o00 0

+oo
g = thin gt:Id—/ (Dexp(—s(X + Z)).Z)oexp (sX)ds

1.3.4 Absorbant positif et négatif
Définition

Définition 1.11 Un sous ensemble fermé h C R™ est dit un absorbant positif du flot ¢, si
et seulement si pour tout compact K dans R™ il existe une constante tx > 0 tel que ¢, (K) C h

pour tout t > tx.
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Définition 1.12 Un sous ensemble fermé N C R" est un absorbant négatif du flot ¢, si
pour tout compact K dans R™ il existe une constante txg > 0 tel que ¢_, (K) C N pour tout
t>tg .

Exemples

Exemple 1.16 Soit le champ de vecteurs
- 0
X1 = Zalxz— (1.48)

avec tous les a; sont de méme signe alors le flot exp (tX1) admet un absorbant positif et un
absorbant négatif .

En effet

1)Soit K un compact et © € K alors il existe p > 0 tel que mingcg ||z|| = p

i) Si0<a<a;<bet hp={xecR"|z|]>p}

Le groupe o un parameétre gi)% associé au champ de vecteurs Xi.
o1 () = exp (tX1) (z) = ze (1.49)

dou Vt > 0

|67 (@)|| = llzll exp (at) > ||lz]| > p = ¢ (2) € hip

alors hp est un absorbant positif

i) a<a; <b<0
|¢2; (@)]| = llzexp (—at)|| > [lz| exp (—bt) > ||lz|| = p = ¢, (z) € Ap

alors hp est un absorbant négatif .
2)Soit K un compact et x € K alors il existe p > 0 tel que max ek ||z] = p

i) Soit 0 < a<a; <beth,={recR"|z|<p}

|61, (@)|| < llzll exp (—at) < |2l < p = ¢L4 (2) € 1,
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alors ﬁ;, est un absorbant négatif

i) a <a; <b<0
¢t (2)|| = lzexp (at)|| < |la]lexp (bt) < ||zl < p = ¢; () € T,

alors ﬁ;, est un absorbant positif

Exemple 1.17 Soit le champ de vecteurs

n

0 ) .
X3 = Z (aixi + Binml) e ot o; < 0,8; <0 et m; des entiers naturels paires.  (1.50)
i=1 ¢

d’ou
-1

0 e (12 B o) s

—T
«

par le méme raisonnement on montre que ¢°>, (x) admet un absorbant négatif (resp positif )
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Chapitre 2

Propriétés de la fonction exp d’un

champ de vecteurs

2.1 Fonction exponentielle d’un champ de vecteurs

Soit M une variété compacte, on note par Dif f (M) le groupe des difféomorphismes de classes
C> sur M et par x (M) Despace des champs de vecteurs de classes C* sur M.

Diff (M) et x (M) ont une structure d’espace de Fréchet doux et x (M) est isomorphe
a lalgebre de Lie Dif f (M) .(cf : [11] )

2.1.1 Définition

Définition 2.1 (cf : [19]) Tout champ de vecteurs X génére un groupe global & un paramétre

t— ¢, =exp(tX), t € R; solution du systéme dynamique

(2.1)

{ 46, (2) = X 0 ¢, ()
o (55) =

On définit la fonction exponentielle d’un champ de vecteurs X , notée exp X par Uapplication

F:  x(M)xR— Diff (M) (2.2)

(X,t) — F(X)=exptX
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telle que

exptX : M —R"

z o (exp (tX)) (z) = ¢ (2)

ot ¢, est le X-flot.

D’ou la fonction exponentielle d’un champ de vecteurs

expX : M-—->R"

z —  (exp(X))(2) = ¢ (z) = ¢ ()

2.1.2 Exemple

Exemple 2.1 1) Soit le champ de vecteurs

- 0
X = ;a,xlaxl

le groupe & un parameétre associé au champ de vecteurs X sera

¢, () = (exp(tX))(z) = ze™ = (acleo‘lt, - :Enea"t) eR"

n
0
exptX = Zmieait% € x (R")
i=1 '

pourt=1on a
(exp (X)) (z) = ze® = (z1€“, ..., Tpe™™)
2) Soit le champ de vecteurs

"9

le groupe & un paramétre associé au champ de vecteurs X sera

o () = (exp(tX))(z) =+ at = (1 + a1t,...,xp + ant) € R”

n

0
exptX = Z (x; + a4t) O € x (R")
i=1 v
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Pourt=1ona

(exp (X)) (z) =+ a=(x1+ a1,..., Ty + ) (2.10)

2.2 La X-dérivation de la fonction exp

2.2.1 Dérivée directionnelle
Definitions

Définition 2.2 (cf : [11] ) Soient F et G deuz espaces de Fréchet, U un ouvert de F et
P:UCF — G wune application continue .

On définie la dérivée de P en f € U, dans la direction h € F par:

DP(f)h:IimP(f+th>_P(f)

= — P th 2.11
lim t G| PUen (2.11)

lorsqu’elle existe et DP (f) € L(F,G)NVfeU.
On dit que P est différentiable en f dans la direction h

Définition 2.3 On dit que P est de classe C'sur U si et seulement si :
1) P est différentiable pour toute f dans U et h dans F
2)DP:UCF— L(F,G), DP est continue .

Exemples

Exemple 2.2 Soit f :[a,b] TR — F une courbe paramétrée ,alors
ff®)=Df ()1
Exemple 2.3 Soit L une application linéaire continue alors L est de classe C et
DL(f)h =L (h)
En effet, par linéarité on a

L(f+th)=L(f)+tL(h)
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et donc

DL = fiy =L

Propriétés de la dérivée directionnelle

1) Soit P:U C F — G de classe C! et soient f,h € U telqueVt € R (f +th) €U

on pose
o(t) = P (f + th) (2.12)

alors

i) ¢ est declasse C! sur R

o' (t)y= DP(f+th)-h (2.13)

i)
DP (f) h:di P(f+th) = ¢ (0) (2.14)

tli=o
iii)
1

P(f+h):P(f)+/DP(f+th)hdt (2.15)

0
C’est la formule de Taylor d’ordre un, avec un reste sous forme intégrale.

En effet :

cp'(t):%P(th):Dp(th)h (2.16)
don(2.12)
Et en intégrant
AP (f+1 h) = DP(f +1 h) h (2.17)
on aura 1
P(f+h)—P(f):/DP(f+th)hdt (2.18)

0

36



et
d

S| P(f+th)=DP (f) h (2.19)

t=0

2.2.2 La X-dérivation de la fonction exp X = ¢

Lemme 2.1 La X-dérivation de ¢ dans la direction Y € x (M) définie par:

Dexp(tX)Y = exp (t(X +sY)) (2.20)

ds
est équivalente a

t
Dexp (tX)Y = D (exp (tX)) / exp (sX))" Yds
0

et

¢
Dexp(tX)Y = / exp (sX)), Ydsoexp (tX) (2.21)
0
Preuve: On remarque que:

exp (7 (X + sY))

d
Dexp(—7X)Dexp(tX)Y = Dexp(—TX)£
s=0

_ % ~ O/ d (exp (—X) o exp (E(X + sY))
= di /c(iit [exp (—tX ) oexpt(X + sY)| dt

Comme

Diexp (tX)=Xoexp(tX) = (DexptX)- - X
exp (0) = idyy

On déduit que:

% [exp (—tX ) oexpt(X + sY)] = (Dyexp (—tX))oexpt (X + sY)+Dexp (—tX)-Dyexpt (X + sY)]
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Donc % [exp (—tX)oexpt(X + sY)| =

= —(Dexp(—tX))-Xoexpt (X+sY)+ Dexp(—tX) - (X +sY)oexpt (X + sY)]

= sDexp(—tX)-Yoexpt (X + sY)]

T

d
Dexp(—7X)Dexp(7X)Y = /ds sDexp(—tX)-Yoexpt (X +sY)dt

0
= /Dexp —tX)-Yoexp(tX)d :/eXp (tX))*Ydt
0

D’ou

Dexp(7X)Y = Dexp (7X) [ (exp(tX))*Y dt

o\

Par un méme raisonnement on déduit la formule (2.21) m
Opérateurs moyens adjoints

On pose

A 0 Y A (V) = [ (6,),Y ds (2.22)

o O~

B : Y B (Y) (6,)"Y ds

D’ou
Dexp(tX)Y = A (V) - exp (tX) (2.23)

Pour X fixé et t = 1, on introduit des opérateurs moyens adjoints A et D définis sur y (M)

par:

1
:/(¢S)*Y ds (2.24)
0



et

052

(V)= [ (6" Y ds (2.25)

o _

D’ou les propriétés suivantes

Proposition 2.1 1) La X- dérivation de la fonction exponentielle est formulée par:
D(expX) Y =AY oexp X (2.26)

2) Si ¢ =expX est inversible alors la dérivée logarithmique de ¢ = exp X est formulée par:

Y —» AY = (D¢ .Y)op! (2.27)
3)
ad_x oA (Y)=Ajoad_x (V) =1 - (¢,),)Y (2.28)
et pourt =1, (2.27) s’écrit
ad_x oA=Aoad_x =1—¢, (2.29)

Preuve: 1) et 2) Déduction évidente

3) Comme ad_yx est un générateur infinitésimal du groupe & un parametre ¢,(¢,), alors

L 160, Y] = ad_x 0 [(8), Y] = (8), 0ad_x (V)

On intégre

d((¢,),-Y) = [ad_x o[(¢,), Y]ds =

(95), 0 ad_x (Y)ds

o
o
o _
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D’ou

[(¢2), Yy = ad-xo [[(¢,), Y]ds (@), cad_x (Y)ds

o
|
—

0
L(Y) = Ayoad_x (Y)

AN

—(I=(®),)Y = adxo

Remarque 2.1 Les propriétés de l'injectivité et de la surjectivité de la dérivée D¢ coincident

avec celles des opérateurs ad _xet I — ¢,.

2.3 Série entiére de la fonction exp X

2.3.1 Formule de Taylor de exp X

Soit X un champ de vecteurs sur M , qui admet un X-flot global ¢, = exp (tX) , solution du

systéme dynamique

Dyexp (tX) =X oexp(tX)=(DexptX) - X

(2.30)
exp (0) = idys
Lemme 2.2 Vk € N, VX, Y des champs de vecteurs de classes C*° sur M alors
DF (Y o exp (X)) = (XUW) o exp (£X) (2.31)
Preuve: On fait un raisonnement par réccurence
Soit
¢t (:B) = (901 (ta :E)>(102 (tvl‘)v-'-,(pn (t,ZL')) (232)

Pour k£ = 0, c’est trivial
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.Pour k£ = 1, démontrons que :

Dy (Y oexp (tX)) = (X<1>Y) o exp (tX) (2.33)

Soient X Y deux champs de vecteurs tels que: X = Z a; ( 690 , Y = Zu]

6303
=1
on a d’une part
- 0
Yo =) u(6() g (2.34)
j=1
Qui s’écrit en coordonnées
Yooy () = (ur(dy (2)) o tin (¢4 (7)) (2.35)

Donc

Juy Op; Ouy, 0p;
S T

=<Zw%@@$@@Wme@@aw@(w
i=1 ¢ =1

Do,

Ce qui donne
n

D (Y oexp (tX)) Z (Zal &y (z 8uj> %
J

= I

D’autre part on a

XY = ( a; (z) 8255@) % (2.36)
j=1 \i=1 v J
d’ou . .
am%wwmzz( mmw%@umhg
j=1 \i=1 Pi J
On déduit

Dy (Y oexp (tX)) = (XY) o exp (£X) = (X<1>y) o exp (tX)

Généralisons ce résultat pour k£ € N jon a
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DM (Yoexp (tX)) = Dy (Df (Y o exp (tX)))
= Dy <(X(k)Y) o exp (tX))

_ [X. (X(k)Yﬂ o exp (£X)

(X(k+1)Y> oexp (tX)

Remarque 2.2 Pour k =1 l’équation (2.32) s’écrit de la facon suivante:

Dy (Y oexp (tX))|,_y = (X<1>Y) o exp (tX)‘t_O
XDy =x.vy
donc X se comporte comme une dérivation.
pour k € N on a:
k _ (k) ‘
DF (Y o exp (£X)) )t:O (X Y) oexp (tX)| (2.37)

= xWy

Théoréme 2.1 La formule de Taylor de la fonction F;(X,Y) =Y oexp (tX) au voisinage

de 0 a l'odre n avec un reste sous forme d’intégrale s’écrit:

t
t2 "
Yoexp(tX)=Y +tXVy + 5X<2>Y +o XY /
. n.
0

(t—s)"

(n+1)
— (X Y) oexp (sX)ds

(2.38)
pourt =1 On a la Formule de Taylor:

1
Y oexp (X) = Y+X(1)Y+1X(2)Y+...+1X(")Y+/(1 = 9) (X(”+1)Y)oexp (sX)ds (2.39)
2! n! n!
0
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Preuve: En appliquant la formule de taylor au voisinage de 0 , on a

Yoexp(tX) = 3 — Df(Y oexp (tX))‘ _+R, (2.40)

t—s)"
R, = /( n!) <X("+1)Y)oexp(sX)ds

n ok
Yoexp(tX) = Z %X(k)Y + R, (2.41)
k=0 "

|
Corollaire 2.1 1)Le developpement de Mac-Laurin de exptX a l'odre n sera:

t2 £ / (t—s)"
exptX =id+tX + 5X<1>X + ot —'X(”_l)X + /
: n.

0

(n)
— <X X)oexp(sX)ds (2.42)

2) pour t =1, on aura le developpement de Mac-Laurin de exptX a l'odre n

1
expX =id+ X + %X(l)X + ..+ i,XWUX + /(15) (X(”)X) oexp(sX)ds (2.43)
. .
0

n!
Preuve: D’apres la formule (2.30)

Diexp (tX) = Xoexp(tX)

DFexp(tX) = XWoexp(tX)

d’ou pour Y =X ona

t
2 n e\
Xoexp(tX) = X +tXDX ¢ %X(Q)X Fot t—'X(")X + /(tf) (X("H)X) oexp (sX)ds
0

Puisque X se comporte comme une dérivation on déduit :

t
2 n e\
exptX = id+tX + %XU)X ot %X(”_l)X + /(tnf) (X(”)X) oexp (sX)ds
! ! / !
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Pour ¢t =1on a

1

expX =id+ X + %X(l)X 4ot %XW—”X + /(17_1'8) (X(”)X> oexp (sX)ds
! ! / !

2.3.2 Série entiére de exp X

Si
lim R, =0

n—-+o00

alors la fonction exptX est analytique et son développement en série entiére au voisinage

de 0.

. t" _

exptX =id+ g HX(" Vx (2.44)

n>1

et pour t =1 on aura
XDy
expX =1id+ E — (2.45)
n!
n>1

2.4 Série de Fourier

2.4.1 Injectivité de la X-dérivation de la fonction X — exp X

Lemme 2.3 Les propriétés suivantes sont vraies
1) Si un espace fermé Q de x(M)est invariant par le groupe (¢,),alors il est aussi invariant
par les opérateurs ad_x et Ag

2) Siad_x et Ar sont inversibles alors I — (¢p), est aussi inversible.
T

3) ker (I — (¢p),) =1 Y telle que Yy, = %/exp (—iwks) (¢py), Yds et [Yi, X| = iwkYy, k € Z
0

C’est a dire:
Lemme 1 Y € ker (I — (¢7),) si et seulement si Yy, est un vecteur propre de ad_x ayant pour
valeur propre —iwk = A\

4)
ker (I — (¢7),) ={Y telle que (¢p),Y est de periode T'} (2.46)
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5) At est égale a lidentité sur ker (adx) et
ker (I — (¢7),) = ker (ad_x ) @ ker (A7) (2.47)

Preuve: 1) Soit Q2 un sous espace fermé de x (M) invariant par le groupe (¢, ), et soit Y € Q,

comie on a
T

d

. 1
ad_xY = lim (0. Y) et Ar¥ = 1 [ (6), Vs
0

alors les opérateurs ad_x et Ap restent invariants sur {2 et par conséquent {2 reste invariant
par ad_x et Ap.

2) C’est une conséquence directe de
ad_X o AT = AT oad_X =1- (¢T)*

3) Soient
T

Y € ker (I — (é7),) ety = ;/exp (—iwks) (¢,), Yds
0

Alors d’apreés la formule (1.16) on a :

t

B\(®)X = [et-¢,(X)ds
/
(M —L)B\() X = By(t)(\[— L)X

= MX — ¢, (X)

et puisque

eAkT — eTzkw _ esz - e2zk:7r =1
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on aura

T
(ikwl —ad_x)Y, = (ikwl —ad_x) % / exp (—iwks) (¢5), Yds
0
= (Wl —ad_x)By, (T)Y
= B)\k (T) ()\kf - ad_X) Y

= (I=(¢7),)Y

T
1
Ay =iwk et By, (T)(Y) = T/exp (—Ak$) (¢,), Yds
0
d’ou d’apres la propriéte (1.16) on a:

(ikw[ - ad_X) Yk = ()\kI - ad_X) B>\k (T) Y
= B)\k (T) (}\kI — ad_X) Y

= (I - (¢T)*)Y

Donc:
Y € ker (I — (¢p),) si et seulement si Y}, est un vecteur propre de ad_x ayant ikw pour

valeur propre

(I=(90))Y =0=(¢7), Y =Y

4)
(07), Y =Y = (), (07), Y = (), Y
(¢t)* (¢T)* Y = (¢t+T)* Y
d’ou

(¢t+T)* Y =(¢),Y ,VteR

Donc (¢;), Y est de période T
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5) Soit Y € kerad_x; [Y,X] =0 comme
(Arcad_x) (V)= (I = (¢7),) (Y) =0

d’ou
(¢7), (Y) =Y

qui veut dire que Y est un point fixe de I'isomorphisme (¢),, comme

T T

_ 1 _1 _1 T _
ATY_T/(¢S)*Yds_T/Yds—T Y|l =v
0 0

d’ott ArY =Y cest a dire Ar =1 kerad_x-

Soit Y € ker (I — (¢7),) comme (¢,), Y est de période T la série de Fourier est donnée

par:
(), Y = Z Y. exp (iwkt) (2.48)
k=—0c0
Avec
T
Y = ;/exp (—iwks) (¢,), Yds # 0 (2.49)
0
Or
. T
Yo = T/ (6,), Yds = ArY =TY, (2.50)
0

Donc Y € ker Ap si et seulement si Yy = 0,
d’autre part:

ad_x (Yo) = (I — (¢7),)Y =0 =Yy € ker (adx)

Donc

ker (I — (¢7),) =kerad_x @ ker Ap (%) (2.51)

Puisque ad_x et A sont des opérateurs linéaires fermés sur I' (7'M ) alors ker ad_ x et ker Ap sont

fermes et ils sont des sous -espaces disjoints donc (2.50) est une somme topologique. =
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2.4.2 Séries de Fourier
Définitions
Définition 2.4 Soit Y un champ de vecteurs dans l’espace de Fréchet E = x (M)

Soit

F : RxFE—Diff(M)

(t,Y) — F(,Y)=F(Y)

ot Fy (Y) est périodique par rapport at de périodeT: Fyir (Y) = F (Y), Vt € R,

alors

i) Dans le champ complexe , la série de Fourier associée a Fy(Y) est définie par

+oo
StRY)= Y Cp(F(Y))-exp (iwkt)

k=—o00
avec

1

T
Cy (Fr(Y)) = T/exp (—iwks) Fs (Y)ds
0

it) Dans le corps des réels , la série de Fourier est définie par:

St F(Y)) = AO(F;(Y)) + Z [Ay, (Fy (Y)) - cos (n wt) + By, (F (Y)) - sin (n wt)]
n>1
avec .
Ay (F(Y)) = %/FS (Y) cos (n ws)ds
OT ,VneN
B, (F(Y)) =2 / F, (Y)sin (n ws)ds
\ 0

Définition 2.5 Conditions de Dirichlet

(2.52)

VY € FE.

(2.53)

(2.54)

(2.55)

F; (Y) est une fonction qui vérifie les conditions de Dirichlet par rapport a t € R ,pour tout

Y € FE si et seulement si

a) Fy (Y) est périodique par rapport a t de période T: Fyip (Y)=F, (V) ,Vte R,VY € E.
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b) Ft (Y) a un nombre fini de discontinuité de premier espéce par rapport a t, Fiio(Y) et
F,_o (Y) existent et sont finies

¢) Fy (Y) est uniformément bornéeNY € E.

d) Fy (Y) est dérivable par morceaux par rapport a t , d%Ft (Y) et dti*Ft (Y') exizstent et

sont finies.

Exemple 2.4 Soit F;(Y) = (¢,),Y ,la série de Fourier associée a cette fonction sera:

1) Dans le champ des comlexes

+oo
St (¢),Y) = Y Yiexp(iwkt) (2.56)
k=—00
avec
. T
Y = T/exp (—iwks) (¢,), Yds (2.57)
0
2) Dans le corps des réels
S (t, (), Z (Ay, cos (n wt) + By sin (n wt)) (2.58)
n>1
avec
1 i 2 i
Ay = / Yds |, A, = / (¢5), Y cos(n ws)ds (2.59)
T T
0 0
T
2
B, = / L Ysin (n ws)ds
0

Théoréme de Dirichlet :Si Fy (Y') vérifie les conditions de Dirichlet alors les séries de Fourier

associées convergent
Froo(Y)+ Fio(Y)
2

= St F (V) (2.60)

2.4.3 Noyaux de la X- dérivation de la fonction X +— exp X

_ _ 2 _
Onprend w=2met T = 7 = 1.
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Théoréme 2.2 La dérivation D exp X est injective si et seulement si les équations suivantes

admettent pour solution seulement la solution triviale:

(6¢), Yi = Yy exp (iwkt)

Vk >0, , (2.61)
Y3, X] = iwkY;
+o00 A
Preuve: Comme Y = Z (1), Vi avec Yy = %/exp (—iwks) (¢,), Yds
k=—0o0 0
alors
1
ker (Dexp (X)) = <Y telle que /(exp (sX))«Ydsoexp(X)=0
0

= {0}

1

Si et seulement si D (exp (X))Y =0< Y, = /exp (—iwks) (¢,),Yds =0, Vk € Z. m
0

Remarque 2.3 Y}, garde la méme valeur sur tout intervale [a, o +T] ,¥V a > 0.
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En effet: par un changement de variable : s=714+1T on aura les égalitées suivantes,

T+T « .
% / exp (—iwks) (¢,), Yds = —% / exp (—iwks) (qﬁs)*Yder% / exp (—iwks) (¢5), Yds
(03 0 0
1 a+T1
b [ exp(-ivhs) (9,), Vs
T
17 Lf
= / exp (—iwks) (6,), Yds + - / exp (—iwks) (¢5), Yds
0 0

«

+;/exp (—iwk(T +T)) (¢y47), Ydr

0
a T
1
= —;/exp (—iwks) (¢5)* Yds + T/ €xXp (_iWkS) (¢5)* Yds
0 0

[0}

/exp (—iwkT) (¢,), Ydr

0

exp (—ikwT)
* T

exp (—ikwT) — 1

T
= T /exp (—iwks) (¢,), Yds + ;/exp (—iwks) (¢,), Yds
0 0

T

= [ e (iks) (6,), Yds = Vi
0

2.4.4 Relation de Plancherel et de Parseval
Relation de Plancherel

Proposition 2.2 1) Soit Y un champ de vecteurs dans l’espace de fréchet E = x (M)
Soient Iy (Y) et G¢(Y) deuz fonctions de période T qui vérifient les conditions de Dirichlet
par rapport a t € R ,pour tout Y € £

i) Dans le champ complexe , la formule de Plancherel est définie par:

T oo
z / F ()G (Wds = Y. Cu(F (V) Cr (G (V) (2.62)
0 n=-—00
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avec

T
Cn(Fr(Y)) = ;/exp(—iwns) Fs(Y)ds (2.63)
0
. T
GuGY) = / exp (—iwns) Gy (V) ds
0
ii) Dans le corps des réels , la formule de Plancherel est définie par:
) T
2 / F(Y) Gi(Y)dt (2.64)
0
Ag (Fy (Y)) - By (G¢ (Y
= Aol BolClYD) | S7 (4, (B (1) A0 (G (V) + Bo (B (V) - By (G (V)
n>1
avec .
Ay :%/Fs -cos (n ws)ds
0. ,Vn €N (2.65)
B, :%/Fs -sin (n ws) ds
( 0
et .
Ay (G (Y) =2 [ G5 (Y) - cos (n ws) ds
0. ,Vn eN (2.66)
B, (G¢(Y)) = %/GS (Y) -sin (n ws)ds

\

Relation de Parseval

0

Proposition 2.3 1) Soit Y un champ de vecteurs dans l’espace de Fréchet E = x (M)

Soit Fy (Y) une fonction de période T qui vérifie les conditions de Dirichlet par rapport a

t € R pour toutY € £

i) Dans le champ complexe ,

/|Ft

)2 dt = Z |Cy (Fy (Y

k=—o00
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avec

T
Cr (Fr(Y)) = 1{/ exp (—iwks) Fs (Y) ds
0

i1) Dans le corps des réels la formule de Parceval est définie par:

n>1

T
2 [imePa="5 4 3 [n (B ) + (B (B ) (268
0

Proposition 2.4 1)Soit D C Rt le domaine de convergence de l’intégrale impropre, soit ji € D

“+o0o
R(pad_x)Y = (ul —ad_x) 'Y = /exp(—,us) (¢5), Yds (2.69)

= > exp (niw — p)T) | exp(—ps) (b,), Yds

n>0

o\qo

T
— (e (i~ )T [ exp(-ps) (0,), Vs
0

2)

(¢t>* Y. = Ypexp (iwkzt) = [Yk,X] =wkY, , keZ (270)

<~ adX (Yk) = —iwk:Yk

3)

d
[(@0), Vi, X] = = (&), Vi (2.71)
= iwk (d)t)*yk , kelZ
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2.5 Applications

1)Soit le probléme de Cauchy suivant:

F, (V) =iwk - F, (Y
¢ () t( ), VY € E, Vt € R (2.72)
Fp(Y)=Y
qui admet pour solution
F; (Y) =Yy exp (iwkt) = (¢4), Yi (2.73)

2) Soit le probleme aux limites suivant:

E (Y)+ FE(Y) =G (Y)
Fur(Y) =F(Y) VWYEEVteR (2.74)
Frr (Y)=F (Y)

on pose
1 (T ,
C,, (F; (Y)):T / Fy (Y)e Mgt (2.75)
0
alors
, 1 (T, .
C, (Ft (Y)) - /0 F (V) e ™Mty
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d’autre part
00 '
Ge(Y) = > Cu(Gi(Y))em™!

_ f C, (F;’ (V) + F, (Y)) ginet

+00
-y [Cn(F;’ (V) + Co(F, (Y)] einet
+o00
— Z [—n2wW?Cp(Fy (V) + Cr(Fy (V)] et
roc
= > (1-nw?) Cu(F (V) ™!
Donc
Cr(Ge(Y)) = (1— n2w2) Cn(F (Y)
d’ou
_ Cn(Gt (Y))
Cn(Ft (Y)) - (1 — n2w2)

“+oo
F(Y) = > Cu(F(Y))expiwnt

(1= n2u?) exp wwnt

X CL(Gy (Y
S ( )

+o00 T .
B 1 inws exp wwnt
- EO:OT/O G ) e s T a

1 +oo 1 T uo(o—t)
— - Gs Y —tnw(s— d
T ;o 1 —n2w? /0 (Y)e s

finalement ,si on prend

+oo
G (Y)=(4,),Y = > Yiexp(iwkt) (2.76)
k=—o0
alors .
F(Y)=Y %‘ (((Z;:; }2/)) einwt (2.77)
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d’ou la solution du probléme aux limites

) 2.78
Y, = %/exp (—iwns) (¢,), Yds (278)
0
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Chapitre 3

Inversibilité de la fonction
exponentielle d’un champ de

vecteurs par le théoréme de

Nash-Moser

3.1 Flot borné et flot opérant doucement sur un espace de
Fréchet E.

3.1.1 Flot borné

Définition 3.1 On dit que le flot adjoint ¢; (t > 0) est uniformément borné (respectivement
intégrable) sur un champ de vecteurs X sur M si Xy = ¢; X est borné (respectivement inté-

grable).

Définition 3.2 On dira que ¢; est uniformément borné par rapport a t sur le sous-espace E

de x (M) s’il est uniformément borné par rapport o t sur tout champ de vecteurs X de E.
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3.1.2 Absorbant et flot conjugué

Proposition 3.1 Sile flot ¢, admet un absorbant A (positif ou négatif) et f est un difféomor-
phisme sur M alors f(A) est un absorbant pour le flot conjugué fo ¢, o f~1(cf : [23]

3.1.3 Flot opérant doucement sur un espace de Fréchet

Définition 3.3 £ = x (R") est muni d’un systéme dénombrable de semi-normes |||, , k>0

On dit que le flot adjoint ¢; = (exptX)*, X € E opére doucement sur l’espace de Fréchet
E, dans un ensemble ot  C R™ |, si pour tout entier k > 0 il existe un entier lp, > k et une
fonction vy (t ,x) continue, définie sur [0,00[x €  tel que pour tout x dans tout compact K

de Q0 on ait:
K
HDk ((exptX)*.Y) (x)H <vp(t,o)-|[Yll, Vt>0,¥Y€E YeeKCQ  (3.1)

avec

+o0
/vk (t ,x)dt converge uniformément par rapport o x dans tout compact de (3.2)
0

Remarque 3.1 (exptX)"peut étre remplacée par (exptX), = (exp (—tX))".
3.1.4 Exemples

n
0
Exemple 3.1 Soit un champ de vecteurs Xy = g aia— dans ’espace de Fréchet , il génére
. Ti
=1

un groupe a un parametre t
(exp (tXp)) () = x + at = (1 + a1ty ...,z + apt) € R (3.3)
Alors pour tout Y dans E on a

(exptXo)*Y () = Yoo (x)=Y (x1+ art,...,zn + ant) (3.4)

(exptXo),Y () = Yoo, (2)=Y (21— ait, ..., zp — ant)
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On pose
y = 0%, (x) = (exp (~tX0)) (x) et DJ (¢f),Y (¢) = DY (y) (3.5)

Soit K un compact de R"™ ,on a

K K
P2 ),y @|" = |pivw)|
0 (K) #° ,(K) 1
< GoIvI5" <oyttt veek
0 18] 1 |B]+2 1+ HyH2
comme
Iyl = [|(¢7), @)|| = llz — at|| = |1¢] llall — ||]||

K 0 1
500 60 (K)
[p2 ety @ < WIS =

comme pour ¢°, il existe un absorbant A on déduit ¢°, (K) C A,Vt > 0.

1
L+ (el = fl=])?

HDE (G/)?)*Y(x)HK < Ca[[YIIyys -

Co
L+ (t el = [|])?

A N
<vg(ta)- [V 00 vs(t,2) =

Donc

K
[D2(9),y @) <ws o) VI onts = 181+2

comme x est dans K alors il existe a € K tel que

+o0o +00 02
vg(t,x)dt = / dt
/o g (4,2) o T4 Tl —Tal?
+o0
< / Cs Sdt
o 1+ (Nl —Tal)

puisque l’intégrale impropre du premier espéce f0+°°

& ” +o0
Tl ezt converge , Uintegrale [)" vg (, x) dt

est normalement convergente et par suite elle est uniformément convergente pour tout x dans
K

Par le méme raisonnement on déduit:
D ()Y @) < v ha) IVIE outy = 18] +2 (3.6)
P t > Vg , L 123 ou B = .
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ot f0+oo v, (t,x)dt est uniformément convergente pour tout x dans K .

Exemple 3.2 Soit un champ de vecteurs X1 = z": aixiaii dans ’espace de Fréchet E :
i=1
[ ap O 0 11 T |
0 T2
Xi(z)=Czx = (3.7)
0
| O 0 an | | zn |

X1 génére un groupe a un parameétre t : exptX :

exptXy (z) = e = (xleo‘lt, e xneo‘"t) =g (3.8)

& 0
Soient K un compact dans R" et Y = Z u; ()

3 un champ de vecteurs dans E, ett > tg > 0.
, Ti
=1

Si o € [a,b] CR™ on a:

(exptX1).(Y) (z) = €'Y (exp—tX1) () (3.9)

(exptX 1) (V) (z) = e .Y (exptX)) (x)

posons y = exp (—tX1) (z) pour tout g = (54,...,5,) € N* ou || = 1 + ... + 5,, et Yv € R,
on a:

n
DB (exptX)), Yol = eCeh)t. D5Y (y) v® ot aff = Zalﬂi
=1
Dot
8 K 8 K
|2 exptxn),y @) < ewt-18l0)- DY )

< Crexpt(b—18|a)- HYHT;F(—txl)(K)
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Comme pour exp (—tX1) il existe un absorbant A ,exp (—tX1) (K) C A,Vt > 0.

K ox 1
D2 (exptxa), Y ()] < Coexpt(b—18la)- ||Y|||Bﬁktxl>‘K’-sg£”
(1 )
1 a
< Crexpt(b=18la) IV sup r k=8 [2] +1>0
(14 lzeer)?)®
< Cyexp () - IV 1.

donc

8 K A
HDm (exptXy), YH < Csexp (bt) - [Y[lig4x

posons vg (t,x) = Czexp (bt) on aura
3 K A
| P2 exptx0), ¥ @) < v (ta) - IV outs =181+ &
Comme b < 0 ,l’integrale

+o0 +o0
/ vi (t,x)dt = Cg/ exp (bt) dt
0 0

est convergente uniformément pour tout x dans K .

Par le méme raisonnement pour (exptX1)*(Y) (x) donne
3 * K / A \ g/ /
HDI (exptX1) Y(x)H <Vt YN ouly =18+ k (3.10)
et fo (t,z)dt est convergente uniformément pour tout x dans K

3.1.5 Propriétés usuelles

Lemme 3.1 Soit f; € D (M) ;c’est a dire toutes les dérivées de f; sont uniformément bornées
Vit ; telle que f; préserve E. si ¢; opére doucement sur E alors ¢} = fi o ¢} opére doucement

sur B

Preuve: Montrons que (¢, o f;)* opére doucement ,c’est a dire: ]0, +o0o[x
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Soit k> 0,, et K compact de € alors, Vt >0, ,VZ € ENx € K

* K K
Wi Zl < (@0 f)" ZIl), <wvi(t,2)|IZ],,

1ff o b} (Z)|I
£ 107 ()

(e 0 f)* ZIly

IN

IN

Posons Y () = ¢} (Z) et utilisons les estimations de Hamilton(1.4),(1.5),on obtient:

ID Y @1 = ID" (DAY (@) o 7

IS (I DAY @)l + 1D SY (8) 117 )
Coll 7 M (el ¥ @) llo + Al 1Y (2) 1)
sl e (Al () o + Ll 1Y ) 11 )
Call 7 I U b + 1 il fela) 1 €8

IN

IN

“1k—
Clet 1”1 !

IN

Puisque tous les || f¢|| sont indépendants de ¢ (d’apres (1.39-45)) et

1£7 e < CA+ | felle)

on a

ID* foY (1) % < CIIY (8) Il

Donc

i 2l < 17 67 (DM < Cllg; (2) e

Come ¢; opére doucement sur F il existe vy (¢ ,x) telle que

167 (2)ll5 < vie (8. 2) 121l
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Donc

(g0 f)* ZIE < Clot(2)],
Cvi (t,2) |1 2],

A

* K
Wi Zlly < vi(t,2) 2],

on +00
/ v}, (t ,z) dt converge uniformément pour tout z dans K C Q
0

]

Lemme 3.2 , Soient Z € E et 1), = expt (X + Z) tels que fr = ¢_, o0, € D (M) ,supposons

que ¢} opére doucement sur E et que f; préserve E, alors 1} opére doucement sur E.

Preuve: Conséquence directe du lemme précédent ,puisque f; = ¢_,01), entraine ¢, = ¢;0 fy, .

Lemme 3.3 Soient X et Y des champs de vecteurs dans £ ot ¢y, = exp(tX)s alors

(¢0.)" Y (2) = (9t) Y (2) = = (¢_pnt) Y (2), Ym €N (3.11)

Preuve: On fait un raisonnement par recurrence sur m
Pour m = 0,1 c’est trivial
Pour m = 2, posons :Z1 (z) = (¢,,) Y ()

On a d’une part:

(6.)°Y (@) = (¢0.) [(@)Y( )] = (¢1.) 21 (@)
= D¢y (¢4 (2))  Z1 (¢, ()
= D¢y (¢4 (2)) - Doy (¢_y0 ¢y (2)) - Y (p_4 0 ¢ (2))
= Do, (¢ (x)) - Doy (¢ (2)) Y (2 (2))
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D’autre part:

(62.) Y(@) = Doy (¢_5 () Y (65 (@)
= D06 (¢_o ()] - Y (65 (2))
= Doy [¢y0 (¢_o ()] - Dy (9o () - Y (¢_py (@)
= D¢y (¢_¢ (x)) - Doy ($_2 () - Y (¢34 ()

Donc
(6,.)° Y () = (620.) Y (2)

Supposons que la formule est vraie & 'ordre m et montrons qu’elle est vraie & I'odre m + 1

On a d’une part:

(6.)" " Y (@) = (o) [(67) Y (@)] = (61.) [(Sme.) Y ()]

) [(me.) Y (6, (2))]

= Dy (¢4 () - Dy (i 00—y () - Y (¢ e 0 oy ()
= Do (61 (2)) - Dyt (¢ (usrye @) -V (6 (@)

D’autre part:

(Geminn.) Y@ = Doy (6-mine @) Y (¢ miny (@)

= [¢t o <¢ (m+1t($))] ( (m+1)t(1‘))

= Dy [0 0 (e @) | Dt (6 unnye (@) Y (6_msnye ()
= DY, (6= (2)) - Dot (6 (umnye (@) Y (6_inye (2)

Donc pour tout m € N :

(60.)" Y (@) = (dpne.) ¥ ()

0
Exemple 3.3 Soit un champ de vecteurs: Xg = Zal dans l’espace de Fréchet , il génére
Z
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un groupe a un parametre t

oy () = (exp (tX0)) () = x + at = (1 + a1ty ..., xy + ant) € R” (3.12)

alors pour tout Y dans E on a

(@), Y(x)=Yoop_,(x)=Y (x—at) =Y (21 — ait,...,xp — apt) (3.13)
Posons
Zi(z) = (¢), Y (z) =Y (z —at) = Y (¢, (x))
donc
Zo(w) = ($)1Y (2) = (6,), Z1() = Y (¢ (¢4 ())) =Y (¢_g ()
de méme

Zy(w) = (@)Y (2) = (9)), Za(z) = Y (¢3¢ (¢ (2))) = Y (¢35 ()
Par réccurence on aura
Zin (@) = (67" Y (%) = (¢), Zm—1(2) =Y (¢ (7))

Donc

()" Y(2) =Y 0¢_y (2) = (b)) - Y (2) .pour tout m dans N

n
0
Exemple 3.4 Soit un champ de vecteurs : X1 = E aimia— dans l’espace de Fréchet , il
: Xy
=1

génere un groupe a un parametre t

¢ (2) = (exptX1)(z) = ze™ = (z1™, ..., zpe™) (3.14)
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n
0
alors pour tout champ de vecteurs Y = Z u; () e € E, et pour toutt > tg > 0,0n a
‘ T
i=1

(¢)«Y = Zl (e%'uj (6 (2))) 7z, (3.15)
et 0 0 uy (¢_y (2))
0
(¢)«(Y) () =
0
0 0 eont un, (¢_; (2))
posons
et 0 0
0
A(t) = , (3.16)
.0
0 0 et
et
Zi(z) = (¢):(Y) (2) = A(t) - Y (¢4 (2))
Donc

= A@t)- Z1 (¢_; (z))
= [A(t)]2 Y (¢—t (¢—t (x)))
= [AWP-Y (¢_g ()
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Z2 (:U)

de méme

Zg(:L’) =

ea1t 0

0 e?Oént

A(3t) Y (3 (2))

Galt 0

0 eant

Galt 0

0 eant
6304175 0
0 €30£nt

ealt 0

Y (92 (2) == A20) Y (¢ (2))

Z3 (¢—t (37))
[ 6204115 0 i
Y (457275 (@th (CU)))
0 62ant
Y (¢_3 (2))
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Par recurence on aura:

mait 0

(@)Y (2) = : Y (¢t (@)

0 emoznt

= A(mt)-Y (¢_p () = (;;Smt)* Y (z) pour tout m dans N

3.2 Propriétés de la fonction exponentielle d’un champ de vecteurs
Soit la fonction P définie comme suit:

P:ZceUCFE—P(Z)=exp(X+Z)oexp(—X) e GcC D(R") (3.17)

3.2.1 La fonction exponentielle d’'un champ de vecteurs est douce

Lemme 3.4 i) Si f; — id est uniformément bornée alors g_y — Id est uniformément bornée
i1) La fonction

P :Z—-PZ)=exp(X+Z)oexp(—X) (3.18)

est douce
Preuve: i)
g=() "= (o) =t ob = gu=(f0) =00,

d’apres la formule (1.37)

g = —(Dv_.2) 00,
QLt = (DYpZ)od_y = (DYp.Z)otp_og

th = ((¢4)x-Z) 0 g
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t
gi=1d+ [ (02)0g .ds
0
comme 1), opére doucement sur E il existe C3(t) > 0 telle que

1o - 2) 0 g2l < Ca(t) 12155,

du fait que g_; est uniformément bornée on a g_; (K) C A

I en découle il existe Cy(t) > 0 telle que

|(e- Z) 0 gall < Co) 12115

IN

+o0o
Ca(t) | Z]11,, tel que / Cy(t)dt converge
0

t
t
lg—s — Id|E < / (e 2) 0 g_sl|X ds < |1 Z]| 1, / Ci(s)ds
0 0
ii) Pour ¢ = 1 on écrit
(f-1)™' = Yoo l=exp(X+2Z)oexp(—X)=P(Z) =g
t
t
lgs — 15 < / |(e-Z) 0 9| ds < | 2|12, /03<t>dt
0 0
1 1
lgalX < cu+ / |(@h5e-2) 0 g5l ds < Cu+ |1 Z]1 1, /csos)dt
0 0
IP@IE < s (1+1214,,)

1P2)l, < G5 (1+ 121,

donc P est douce. m

69



3.2.2 Surjectivité de la dérivée de la fonction exponentielle
a) Calcul de (DzP)Y

La fonction X — exp X est de classe C*°, la dérivée de exp (X + Z) en Z pour X fixé dans la

direction de Y est donnée par
1
Dz(exp(X+2))-Y = Dexp(X+2)- / exp (t (X + 2))]" Ydt (3.19)
0

fexp (¢ (X + 2))], Yt o exp (X + Z)

Il
O\H

On a
P(Z)=vpo¢t=7 (3.20)
donc
1
DzPY = / (), Ydtopop™
01
= / (1), Ydto P(Z)
0
on pose
1
W= [ (), Ydte E
/
donc

DzPY = DP(Z).Y =W o P(Z)

b) Surjectivité de Dz P.Y

Lemme 3.5 l’application DP est surjective
Preuve: La dérivée de P par rapport & Z dans la direction de Y € F est définie par :

(DzP)Y = / LYdso (Yoo )GTEG (3.21)
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ot ¢, =expt(X + Z) et Ty,G est espace tangent de G au point g.

On pose
1
W= / (w,), Vs (3.22)
0
d’ou
DzPY =Wog_1=WoP(Z) (3.23)
On a

DzP:F—T,G=Foj CG tel que F =(DyP)Y =Wo3j

Si I — (3,), (resp I — (3p,)*)est inversible sur j&E alors la solution de 1’équation
(DZP)Y =Wo§ =f

est donnée par

~

Y =(DzP) N (f )= VP(Z [ ) = adxyz (I —,) ' W

respectivement.

Y =ad_(x1z (I -0 W

On doit résoudre I’équation suivante:

Dzexp(X + Z)exp(—X).Y =Woyg (3.24)
Comme
d
CldX+Z (¢t)* Y = (wt)* a’dX+ZY = _a (Tr[}t)* Y (325)

alors on integre

1

1 1 d
dxsz [ ).V~ [Cadxiz o, Yar=— [ w0 Vit = (1Y

donc

adx,7AY = Aadx, ;Y = (I —1,)Y = adx,zW
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Puisque (I — W,.) est inversible alors la solution de cette équation sera

Y =adxiz(I-9,)"'W (3.26)
car
Dyexp(X + Z)exp(—X).Y = AYoyg A(adx+z (I—w*)—lw) 07
- <AadX+Z> (I—¢) " Woy
= (I-¢)I—-¢,) ' Wog=Woy
||

3.2.3 Propriété de ’inverse a droite de la dérivée de la fonction exponentielle
a) Existence de l’inverse a droite VP(Y)

Lemme 3.6 Soient E un espace de Fréchet doux ;fy = ¢_, o 1, uniformément infiniment
bornée par rapport a t,
Si ¢f (resp (¢4)«) opére doucement sur E alors vy (resp 1) opére doucement sur E et

* — I est doucement inversible sur E

Preuve: Montrons que les séries suivantes convergent

I=¢)7'Y(2) = ) ¢ (@) (3.27)

m>0

= - Z (¢—mt

m>0

Supposons que ¢; (resp ¢, ) opére doucement sur 2 C R™ nous savons que si ¢;(resp (&;)«)

opére doucement sur € alors ¥} (resp 1) opére aussi doucement sur {2

72



Puisque f; est infiniment uniformément bornée sur 2 C R" alors ,soit K un compact de {2

IV 15 = [ (D)™ (@Y © fe|
= | fmi 0 OhY I < Coll(@iY) 0 fmtllfs

< O || ¢t Y|

Puisque ||f¢ (z) — z|| < e dans Q alors f; () C Q+ B. = E°, Vt > 0.
Donc

Q E*
[0meY e < Co lldmeY i

Comme ¢; opére doucement sur F ,on a

“+o00
[9YI < Ca oY I < Co(®) VI, tel aue [ Caft)a convere
0

et donc

400
|45, Y 17 < Ca(mt) Y|, tel que / Cs(mt)dt converge ,¥m >0
0

D’apres le critére de comparaison d’une série avec son intégrale,
g C3(mt) converge
m>0

or

S Y IR < 1YL, Y Cs(me)

m>0 m>0

et d’apres le critére de Weirestrass, on déduit que la série

Z .Y (z) converge normalement sur
m>0

par suite il existe une constante C] > 0 telle que

* Q Q
kY lly < CLIYIR,,

m>0
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donc

* —1 * Q Q
|wi=n7'y|| <3 Ieny IR < eI,

m2>0
D’ou ¢} — I est douce

D’un autre coté 1* — I est inversible car

W=D | D tmaY (@) | =D 5V (@) = ) Y (@) =Y(@) = | > ¢nY (@) | @ 1)
m>0 m>1 m>0 m>0

(3.32)

Par un méme raisonnement on montre que (¢,), — I est douce et inversible m

b) L’inverse & droite VP(Y) est doux

Lemme 3.7 La famille des inversesV P : j(’fE X G — F est une application réguliére

douce .

Preuve: on a

~ ~

Y = (DzP)"' (f) = VP(Z, [) = adx+z (I = 9,) ' W (3.33)

avec

f=Wog=W=7foy

comme g; = 1, © ¢_, alors (g;) " = ¢, 0¢h_, d'on

~

W=Ffog =fodot, (3.34)

et

~ ~

= (DzP) " (f) =adxiz(I—9,) " fodor_4 (3.35)

= (DzP)' (W) =adxsz(I—,) W

D’aprés les formules d’interpolations de Hamilton ,on déduit qu’il existe des constantes Cy > 0

telles que
K

VI = lodxz (= w07 W] <G —waytw

r+1
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H(I—ml?oa‘l

<o 60w ]f; (H(I—wl?

r+

/

H(I - ¢*)_1}

< (o <H(I — )"

+ [ -wa
0

r+l 0 f r+1>

r+1
Ja=v07| <@t =wl0)

d’ou

YIS = IVP(2) W) < CallWl,

donc VP :U x G — F est une application douce m

3.3 Inversibilité de la fonction exponentielle par le théoréme de

Nash-Moser

Théoréme 3.1 (cf : [11] )Soient F' et G deux espaces de Fréchet douzr et P: U C F — G une
application douce C*Supposons que DP est surjective et que la famille des inverses & droites
VP :U x G — F est douce et de classe C* ,alors P est locallement surjective, de plus dans

un voisinage de tout point , P admet un inverse & droite douz et de classe C™.

Corollaire 3.1 Soit Xo € E, et P: Zc€U CEC— P(Z)=exp(Xo+ Z)oexp(—Xp) €G
P est localement surjective

P admet un inverse & droite douz et de classe C°

Preuve: Appliquons les théoréme de Nash-Moser:
Toutes les hypothéses de Nash-Moser sont remplies par les propriétés de la fonction expo-

nentielle , alors P admet un inverse & droite doux et de classe C>* =
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Chapitre 4

Applications

4.1 Stabilité douce de degré r et de base b sur un espace de

Fréchet

Définition 4.1 Soit Y un champ de vecteurs dans Uespace de Fréchet E = x (M)
Soit

F . RxE— Diff(M) (4.1)

(t,Y) — F(,Y)=F(Y) tel que F;(0) =0

La fonction Fy (Y) est doucement stable de degré r et de base b, a l'origine O dans [’espace de
Fréchet E  si et seulement si VK C R, (0 € K), VY € E, Vn > b, il existe deux fonctions ©
et Z vérifions

- n+r

IEMIE <o = (V) (4.2)

ot 2 est une fonction définie continue monotone croissante sur [0,9] et telle que Z(0) = 0.
et © est une fonction définie continue monotone décroissante pour tout t > to et telle que

lim O(t) = 0.

t——+00
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Proposition 4.1 Soient les systémes dynamiques suivants:

% (04), Y = ad—x((¢,).Y)
(¢t)*y|t:o =Y

(4.3)

L(6)Y = adx((¢,)°Y)
(1) Y|, =Y

(4.4)

ou'Y est un champ de vecteurs dans l'espace de Fréchet E = x (M)et (¢,), opére doucement
sur E de degré r et de base b alors lorigine 0 est un point d’équilibre doucement stable de degré

r et de base b pour le flot ¢,.Y.

Preuve: Comme (¢,), opére doucement sur E de degré r et de base b, il existe alors un entier

lp =k+r >k et une fonction Cj (t,x) continue, positive définie sur |0, +oo[x € telle que
160, Y @2 < Ce (b, [V], . t>0.k>0pour tout Y € B, k>b  (45)

et
“+00

/ C (t, x) dt converge uniformément, Vz € Q
0

Pour z fixé dans €2, posons O(t) = Ci (t,x) et =(x) = z ,Vx > 0 alors = est une fonction

continue définie monotone croissante sur [0, 4] telle que =(0) = 0 et O(t) = Ck (¢, x) tel que
+oo

/ Ci (t,z) dt converge uniformement, Vz € €2 donc O(f) est une fonction définie continue
0

monotone décroissante pour tout ¢ > 0 et telle que . lir+n ©(t) = 0 (condition nécessaire pour la
—T 00

convergence des intégrales impropres du 1¢” espéce ).

D’apres la définition le systéme dynamique est stable au voisinage de 0

Le méme raisonnement pour le deuxiéme systéme =
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4.2 Surjectivité locale de l’opérateur ady par un difféomor-

phisme adjoint sur xg°

Soit un germe X localement lipschitzien sur U ayant pour flot ¢, et soit un autre germeZ sur

U,onpose Y= (¢), 2, Yo=2

alors
d
SV = (%, X] = adx (V) (46)
et par intégration on obtient
¢
Y, =7+ /sts,X (4.7)
0

Si la variable t varie sur tout I’ensemble R; alors on remplace le germe X par un autre germe

f+«X ou f est une fonction de classe C*° a support compact dans le voisinage U vérifiant

1 sur un voisinage de l'origine 0
flz) = (4.8)
0 sur U — {0}

Lemme 4.1 i) limY; = 0.

t—+00
+oo

it) Y(z) = /Yt(x)dt converge et Y est de classe C* au voisinage de 0
0
La solution' Y de ['équation Z = [X,Y| est donnée par

“+oo

Y= ~(adx) 2 = [ (60, 2d (4.9)

0

Preuve: On peut trouver ce résultat par la méthode de la résolvante dans ’espace

de Fréchet F :

R(\adx)Z = (M—adx) ' Z
—+00

:‘/wamZﬁ,VKZeEmVMA>O
0
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—+00

comme cette intégrale converge uniformément sur E et si l'intégrale / (¢;), Zdt converge

0
dans E alors en faisant tendre )\ vers 0 on obtient

+o00

Y= —(ad) " 2= [ (0, Zi

0

m

Exemple 4.1 Soit le champ de vecteurs X; = Zaia:ia%i qui engendre un groupe & umn

i=1
paramétre t

I:fl (.’l?) = (¢1,1 (t,.’l?) 3ty ¢1,n (t,.’lf))

= (a:lealt, e xne“”t)

Soit Z € X35° wun champ de vecteurs infiniment plat au voisinage de 0

i 0
Z = Zfi(w)ami

i=1
il existe un champ de vecteurs
n

9 _
Y = Zui(x)%eXo

(2

i=1
+oo
= —(adx,)" Z= | (%), Zdt
[

qui est solution de l’équation

Z = ady, (Y) = [X1,Y]

en coordonnées ,on écrit

+oo 400
Ui (X1, ey Ty) = / ((gbg)* Z)dt = /e_ait - fi (:L‘leo‘lt, ...,:L‘neo‘”t) dt
0 0
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n
Exemple 4.2 Soit le champ de vecteurs Xo = Zﬁzle—i_mla%z avec m; > 0 alors il engendre
i=1

un groupe a un parameétre t

(ﬁ% (J}) = (d)Q,l (t> w) IEREEY) ¢2,n (t7 $)) (4'15)

avec
1

o (t, ) = (7™ — Bymit) ™ (4.16)

soit Z un champ de vecteurs dans xg°,

= 0
Z = Zfi(x)ax.
i=1 !

il existe un champ de vecteurs

“+oo

- 0 _
Y =3 uio)g = —(adv) " (2) = [ (62), 2z (4.17)
=1 0
solution de l’équation
Z =adx, (V) =[X2,Y] (4.18)
en coordonnées s’écrit:
+oo +oo )
mi\1+5-
Ui (T1y ooy Ty) = /((cb?)*X)idt = / (1+ Bymit ™) T g, (¢2; (2)) dt (4.19)
0 0
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Résumé :

L'inversibilité de la fonction exponentielle a été étudiée par N.Kopell (1970) et M.I.Bryn
(1974) qui ont donné des résultats négatifs et par J.Palis ,S.Smale (1969) ,J.Grabowski (1988)
et A.Zajtz (2001) qui ont donné des résultats positifs. On a prolonge ces résultats pour des
X-flots qui operent doucement sur un espace de Fréchet.

Cette these est divisée en quatre chapitres. Dans le premier chapitre,on a donné des
rappels sur les espaces de Fréchet et leurs propriétés. Dans le deuxiéme chapitre on définit
les propriétés de la fonction exponentielle d'un champ de vecteurs ,en particulier : sa X-
dérivation, son développement en série entiére au voisinage de zéro, le développement en
série de Fourier. Dans le troisieme chapitre on applique le Théoréme de Nash-Moser des
fonctions implicites pour définir l'inversibilité de la fonction exponentielle.Enfin dans le
guatrieme chapitre, les caractéristiques des opérateurs adjoints permettent de définir:la
stabilité douce de degré r et de base b dans les espaces de Fréchet de certains systéemes
dynamiques. Les idéaux de codimensions finies dans les espaces de Fréchet ayant une
structure hyperbolique.

Motes clés : Espaces de Fréchet, champ de vecteurs, structure hyperbolique
Nash-Moser,X-dérivation,stabilité douce de degré r et de base b, systeme dynamique.
Abstract:

The invertibility of the exponential function was studied by N.Kopell (1970) and M.I.Bryn
(1974) which gave negative results and J.Palis, S.Smale (1969) J.Grabowski (1988) and A .
Zajtz (2001) which gave positive results. We extended these results to the X-Flows which
operate smoothly on a Fréchet space.

This thesis is divided into four chapters. In the first chapter, we gave reminders on Frechet
spaces and their properties. In the second chapter we define the properties of the
exponential function of a vector field , in particular: Its X-derivation ,its series expansion
around zero, its development in Fourier series. In the third chapter the Nash-Moser
theorem of implicit function is applied to define the invertibility of the exponential function.
Finally, in the fourth chapter, the characteristics of adjoint operators allow us to define:
Tame stability of degree r and base b in Frechet spaces of certain dynamical systems,The
ideals of finite codimension in Fréchet spaces having a hyperbolic structure.

Key words: Fréchet spaces, vector field, Nash-Moser, X-derivative, tame stability of degree
r and base b, dynamic system, hyperbolic structure.
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