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Introduction

La théorie des groupes de Lie et algèbres de Lie in�nis a été développée par H.Omori,J.Milnor

et autres, et récemment par A. Kriegel et P. Michor en appliquant le concept des groupes de

Lie régulier qui est plus simple et plus général que celui introduit par Omori.Ces idées ont étés

utiliseés par le Professeur Andrzej Zajtz dans ses articles (cf:[19] [20] [21] [22] [23] [24] [25] )

pour développer les calculs sur les groupes de di¤éomorphismes à un paramètre dans les espaces

de Frêchet de dimension in�nie .

L�inversibilité de la fonction exponentielle a été étudiée par N.Kopell (1970) et M.I.Bryn

(1974) qui ont donné des résultats négatifs et par J.Palis ,S.Smale (1969) ,J.Grabowski (1988)

et A.Zajtz (2001) qui ont donné des résultats positifs.

Nous allons prolonger ces résultats pour des X��ots qui opérent doucement sur un espace

de Frêchet.

Dans l�espace de Banach des fonctions continues,muni de la norme de la convergence uni-

forme l�opérateur adjoint et en général les opérateurs de la dérivée de Lie, ne sont pas continus

(bornés). Pour cette raison nos résultats sont formulés dans les espaces de Frêchet.

Soient M une variété compacte Riemannienne,�(M) = �(TM) l�espace des champs de

vecteurs de classe C1 sur M . Le groupe Diff(M) de tous les di¤éomorphismes sur M de

classe C1 posséde la structure d�un groupe de Frêchet de dimension in�nie.

On pose

D = D(M) � Diff1(M)

le groupe des di¤éomorphismes f de classe C1 de M ,telles que f � id et toutes ses

dérivées sont globalement bornées .

Le champ de vecteurs X 2 �(M) génère un �ot

4



�t = exp tX; t 2 R

de classe C1 qui opère doucement sur D tel que:

�
0

t = D� �X = X � �t

Problème: On cherche pour tout f dans D ,l�existence de X dans �(M) tel que

f = expX

Voici l�essentiel du contenu des di¤érents chapitres:

Dans le premier chapitre,on a donné des rappels sur les espaces de Frêchet et leurs propriétés.

Dans le deuxième chapitre on dé�nit les propriétés de la fonction exponentielle d�un champ

de vecteurs en particulier :

1) Sa X-dérivation,

2) Son développement en série entière au voisinage de zéro,

3) Le développement en série de Fourier.

Dans le troisième chapitre on applique le Théorème de Nash-Moser des fonctions implicites

pour dé�nir l�inversibilité de la fonction exponentielle.

En�n dans le quatrième chapitre, les caractéristiques des opérateurs adjoints permettent de

dé�nir la stabilité douce de degré r et de base b dans les espaces de Frêchet de certains systèmes

dynamiques.
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Notations

k:k la norme euclidienne sur Rn.

� =

(

X =
nX

i=1

ai (x)
@

@xi
tel que les ai sont des fonctions de classe C

1 sur Rn

)

D (M)= ff di¤éomorphisme de classe C1sur M dans Rn= (f � id) est globalement bornée et ses dérivéesg

adX (Y ) = [X;Y ] pour tous champs de vecteurs X;Y dans �:

En coordonnées pour 8
>>>><

>>>>:

X =
nX

i=1

ai (x)
@

@xi

Y =
nX

i=1

bi (x)
@

@xi

alors

adX (Y ) =

nX

i;j=1

�
aj (x)

@bi (x)

@xj
� bj (x)

@ai (x)

@xj

�
@

@xi

(�; [; ]) est une algèbre de Lie des champs de vecteurs sur Rn:

�k0 la sous-algèbre de Lie de Fréchet de � des germes k-plats à l�origine.

�k0 =

8
>>><

>>>:

X 2 � véri�ons 8m = (m1; :::;mn) 2 N
n;9�m > 0; 9Mm > 0 tel que 8 kxk � �m on ait8

<

:
kDmX (x)k �Mm kxk

k�m 8 jmj = 0; :::; k � 1

kDmX (x)k �Mm 8 jmj � k
8x 2 Rn

9
>>>=

>>>;

�10 la sous-algèbre de Lie de � des germes in�niments plats à l�origine
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�10 =

8
<

:
X 2 � véri�ons 8m = (m1; :::;mn) 2 N

n;9�m > 0; 9Mm > 0

tel que 8 kxk � �m on ait kD
mX (x)k �Mm kxk

k , 8k > 0

9
=

;

�t = exp tX désigne le groupe à un paramètre t engendré par un champ de vecteurs X alors

son système dynamique sera 8
<

:

d

dt
�t (x) = X � �t (x)

�0 (x) = x

et ses di¤éomorphismes adjoints pour un champ de vecteurs Y seront:

8
<

:
(�t)� Y (x) = (Dx�t:Y )

�
��1t (x)

�

(�t)
� Y (x) = (Dx�t)

�1 (x) :Y (�t (x))

� (L) le spectre de l�opérateur L:

� (L) = f� 2 C tel que (�I � L) n�est pas inversibeg

� (L) l�ensenble résolvant de l�opérateur L:

� (L) = f� 2 C tel que (�I � L) est inversibeg

R (� : L) c�est la résolvante de l�opérateur L:

R (� : L) = (�I � L)�1 , 8� 2 � (L)

� (B)l�espace des suites exponentiellement décroissantes dans un espace de Banach B

� (B) =

8
<

:
(fk)k / fk : I � R! R ,fk 2 B et

X

k�0

enk kfkkB < +1

9
=

;

sur lequel on dé�nit une famille de semi normes :

kffkgkn =
X

k�0

enk kfkkB
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Chapitre 1

Espace de Frêchet doux et

propriétés.

1.1 Espace de Frêchet gradué

1.1.1 Espace de Frêchet

Dé�nitions

Dé�nition 1.1 (cf : [11] ) i) Un espace vectoriel topologique localement convexe E est un

espace vectoriel dont la topologie est dé�nie par une famille �ltrante de semi-normes (k:ki ; i 2

I ) où I est une famille �ltrante .

ii) Cette topologie est séparée si et seulement si :

kfki = 0 ; 8i 2 I ) f = 0 ; 8f 2 E

iii) Elle est métrisable si et seulement si elle est dé�nie par une collection dénombrable

I de semi-normes (k:ki , i 2 I )

Dé�nition 1.2 (cf : [11] ) Un espace de Frêchet est un espace vectoriel topologique, localle-

ment convexe,séparé métrisable et complet
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Exemples

Exemple 1.1 (cf : [11] ) Tout espace de Banach est un espace de Frêchet (la collection de

semi- normes contient une seule norme).

Exemple 1.2 (cf : [11] ) Soit R1 l�espace vectoriel des suites fajg de nombres réels; si on

pose

kfajgkn =

nX

j=0

jaj j ; n = 0; 1; 2:::

alors R1 muni de cette graduation de semi-normes k:kn , est un espace de Frêchet.

Exemple 1.3 (cf : [11]) Soit C1 ([a; b]) l�espace vectoriel des fonctions de classes C1 sur

[a; b].

Si on pose

kfkn =

nX

j=0

sup
a�x�b

��Djf (x)
��

alors C1 ([a; b]) muni de cette collection de semi-normes est un espace de Frêchet.

Exemple 1.4 (cf : [11] ) Soit G l�espace de Schwartz, qui est l�espace vectoriel des fonctions

de classe C1 sur R véri�ants:

G =
n
f 2 C1 (R) /8p � 0;8x 2 Rn,8� 2 Nn 9Cp > 0 véri�ant kD

�f (x)k
�
1 + kxk2

�p
� Cp

o

(1.1)

G est aussi l�espace des fonctions in�niment plates, de même c�est un espace où la transformée

de Fourier existe ainsi que son inverse.

On dé�nit sur G une graduation de semi-normes comme suit:

kfkr = sup
x2Rn

max
k+j�j�r

kD�f(x)k
�
1 + kxk2

� k
2

(1.2)

G muni de cette graduation de semi-normes k:kr , est un espace de Frêchet.
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Exemple 1.5 (cf : [11])Soit E l�espace des champs de vecteurs X de classe C1sur Rnvéri�ant

E =

8
>>>>><

>>>>>:

X tel que

8r,k 2 N , 8x 2 Rn

8� = (�1; ::; �n) 2 N
n

j�j =
nX

i=1

�i

9Mr > 0 véri�ant kD
�Xk

�
1 + kxk2

� k
2
�Mr

9
>>>>>=

>>>>>;

(1.3)

si on dé�nit sur E une collection de semi- normes

kXkr = sup
x2Rn

max
j�j+k�r

kD�X (x)k
�
1 + kxk2

� k
2

(1.4)

alors (E; k:kr) est un espace de Frêchet.

Exemple 1.6 (cf : [11] ) Soit G = Diff(M) le groupe des di¤éomorphismes de classes C1sur

une variété riemanniene compacte M l�espace G modellé sur l�espace des champs de vecteurs

a une structure d�espace de Frêchet.

Contre exemple

Soit Cc (R) l�espace vectoriel des fonctions continues sur R; à support compact.

Pour toute fonction strictement positive � : R 7! R+� , on dé�nit la collection des

semi-normes comme suit:

kfk� = sup
x2R

� (x) jf (x)j

Cc (R) est un espace vectoriel topologique complet, locallement convexe, séparé, mais n�est

pas un espace de Frêchet car cette collection de semi-normes n�est pas dénombrable et donc

l�espace Cc (R) n�est pas métrisable (cf : [11] ).

1.1.2 Propriétés des espaces de Frêchet

Propriétés

1. Si un espace de Frêchet admet une norme, alors toutes les semi-normes de la collection

qui dé�nissent sa topologie, peuvent être considérées comme normes (en ajoutant cette

norme aux semi-normes).
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2. Un sous-espace fermé d�un espace de Frêchet est aussi un espace de Frêchet.

3. La somme directe de deux espaces de Frêchet est un espace de Frêchet.

4. Si un espace de Frêchet admet une norme, alors tout sous-espace fermé admet une

norme aussi.

5. L�espace dual d�un espace de Frêchet n�est pas un espace de Frêchet, s�il n�est pas

lui même un espace de Banach.

Preuve: : (cf : [11] )

Formules d�interpolation de Hamilton

1. Soit M est une variété Riemannienne compacte et soient f , g 2 C1 (M) alors:

1)

kfkn�1m � c kfkm�1n : kfkn�ml , l � m � n (1.5)

2)Si (i; j) véri�ent (i; j) = t (k; l) + (1� t) (m;n) pour 0 � t � 1 alors

kfki kgkj � c (kfkk kgkl + kfkm kgkn) (1.6)

3)

kf:gkn � c (kfkn kgk0 + kfk0 kgkn) (1.7)

4) pour tout n � 1

kDn (f � g)k0 � cn kgk
n�1
1 (kfkn kgk1 + kfk1 kgkn) (1.8)

5)Notons Br = B (O; r) la boule de rayon r fermée dans Rn:Soit f un di¤éomorphisme

de classe C1 de Br1dans Br2 et soit " > 0 tel que kf(x)� xk1 � " , pour tout x 2 Br1

alors f�1 est de classe C1 de Br2 dans Br1 et on a l�estimation suivante



f�1



n
� cn (kfkn + 1) , 8n � 1 (1.9)
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6 )8B �M




Dk(f�X)




B

� c kfkk�11

�

f�1



k+1

kfk1 +


f�1




2
kfkk

�B
kXk

f(B)
k (1.10)

Preuve: : (cf : [11] )

1.1.3 Espace de Frêchet gradué

Dé�nition 1.3 Soit (E ,k:kn) un espace de Frêchet où fk:kn ; n 2 Jgest une famille dénom-

brable de semi-normes

i)Une graduation sur un espace de Frêchet E est une collection de semi-normes fk:kn , n 2 Ngqui

est croissante , c�est à dire kfk0 � kfk1 � kfk2 � ::::;

ii)Un espace de Frêchet gradué est un espace muni d�une graduation de semi-normes

qui dé�nie sa topologie.

Exemple 1.7 (cf : [11] )Soit � (B) l�espace des suites exponentiellement décroissantes

dans un espace de Banach B,c�est à dire limn!0 e
nk kfnkB = 0; 8k 2 N

� (B) =

8
<

:
(fk)k / fk : I � R! R ,fk 2 B et

X

k�0

enk kfkkB < +1

9
=

;

On dé�nit sur � (B) une famille de semi normes :

kffkgkn =
X

k�0

enk kfkkB

On montre que cette collection est une graduation et induit une topologie sur � (B) .Donc
X

(B) est un espace de Frêchet gradué.
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1.2 Espace de Frêchet doux

1.2.1 Equivalence douce de deux graduations

Dé�nition 1.4 On dit que deux graduations fk:kng ;
�
k:k0n

	
sont doucement équivalentes

de degré r et de base b si pour tout n � b

kfkn � Cn kfk
0
n + r et kfk

0
n � C 0n kfkn +r

où Cn et C
0

n des constantes qui peuvent dépendre de n:

1.2.2 Applications douces

Application linéaire douce

Dé�nition 1.5 i) Soient F et G deux espaces gradués .On dit que l�application linéaire

L : U � F ! G

satisfait une estimation douce de degré r et de base b si et seulement si pour tout f 2 U

8r > 0;9b > 0;9Cr > 0�8n � b

on ait:

kL (f)kn � Cr kfkn +r (1.11)

ii) On dit que L est application linéaire douce si elle satisfait à une estimation douce.

Exemple 1.8 Soit L une application dé�nie comme suit

L :
X

(B)!
X

(B)

telle que

L(fk)k = (Lfk)k = (exp (rk) fk )k

13



et

kffkgkn =
X

k�0

enk kfkkB

L est douce

k(Lfk)kkn � k(fk)kkn+r

En e¤et

k(Lfk)kkn = kfexp (rk) fkgkn =
X

k�o

exp (nk) k(Lfk)kkB

=
X

k�o

exp (nk) � kexp (r k) fkkB

�
X

k�o

kf kkB � exp(n+ r )k

k(Lfk)kkn � kffkgkn +r

Application non linéaire douce

Dé�nition 1.6 SoientF et G deux espaces de Frêchet gradués, et L : U � F ! G une

application non linéaire.

i) On dit que L satisfait à une estimation douce de degré r et de base b

Si pour tout f 2 U

8r > 0;9 b > 0;9 Cr > 0�8n � b

on ait

kL (f)kn � Cr
�
1 + kfkn +r

�

ii) On dit que L est une application non linéaire douce si L satisfait à une estimation

douce.

Exemple 1.9 Soit f un di¤éomorphisme de classe C1 sur une variété compacteM , on dé�nit

l�opérateur adjoint f� sur l�espace des champs de vecteurs sur M par :

f�X = (D f :X) � f �1

14



L�opérateur adjoint f� est doux de degré 0 et de base 0 sur l�espace des champs de vecteurs

sur M:

En e¤et : en utulisant les formules d�interpolations de Hamilton et en vertus de (1.7)

,(1.8),(1.9) , et comme f est un di¤éomorphisme de classe C1 sur une variété M compacte

,kfkn � C , et comme c�est une graduation ,on obtient:

kf�Xkn =


(D f :X) � f �1




n

�


f�1



n�1
1

�
kD f :Xkn



f�1



1
+ kD f :Xk1 �



f�1



n

�

�


f�1



n�1
1

�
(kD f kn kXk0 + kD f k0 kXkn)



f�1



1
+ (kD f k1 kXk0 + kD f k0 kXk1)



f�1



n

�

� (1 + kfk1)
n�1 ��k f kn+1 kXk0 + kf k1 kXkn

�
(1 + kfk1) + (k f k2 kXk0 + kf k1 kXk1) (1 + kfk

� (1 + kfk1)
n�1 �k f kn+1 kXkn (1 + kfkn) + k f k2 kXk1 (1 + kfkn)

�

� (1 + kfk1)
n�1 (1 + kfkn) k f kn+1 kXkn

� (1 + kfkn)
n kfkn+1 kXkn

Donc il existe une constante C telle que

kf�Xk � C kXkn

Exemple 1.10 (cf : [11] ) Les fonctions continues sur un espace de Banach dans un espace

de Banach de dimension �nie sont douces

1.2.3 Isomorphisme doux

Dé�nition 1.7 On dit que L est un isomorphisme doux si L est un isomorphisme linéaire

et L est doux ainsi que L�1:

Proposition 1.1 La composition des applications linéaires douces est douce, c�est-à-dire si

L1 satisfait une estimation douce de degré r et de base b et L2 satisfait une estimation douce

de degré s et de base d = b+ r alors L1 � L2satisfait une estimation douce de degré r + s et

de base b pour tout n � b

k(L1 � L2) fkn � C kfkn +r +s
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Preuve: Pour tout f 2 U on a

8r > 0 ;9 b > 0;9 cr > 0�8n � b; kL1fkn � Cr kfkn +r

et

8s > 0;9d > 0;9cs > 0�8m � b; kL2fkm � Cs kfkm+s

si on pose

d = b+ r ;m = r + s et C = Cr � Cs

alors on aura les estimations suivantes:

k(L1 � L2) fkn � Cr kL2 fkn +r

� Cr � Cs kfkn +r +s

� C kfkn +r +s

1.2.4 Espace de Frêchet doux

Dé�nition

Dé�nition 1.8 Soient F et G deux espaces de Frêchet gradués.

i) On dit que F est un sommant direct doux de G si on trouve deux applications linéaires

douces l : F ! G et m : G! F telles que la composition m � l : F ! F soit l�identité ,c�est à

dire

m � l = idF (1.12)

ii) On dit qu�un espace de Frêchet gradué est doux s�il est sommant direct de l�espace
P
(B) des suites exponentiellement décroissantes dans un Banach B:

E
l
!
P
(B)

m
! E où m � l = idE

16



Exemples

Exemple 1.11 (cf : [11] ) Soit M une variété compacte avec bord alors l�espace

�10 (M) = ff 2 C
1(M) tel que jrf j@M = 0;8r � 0g (1.13)

est un espace de Frêchet doux

Exemple 1.12 (cf : [11] )L�espace vectoriel {1c des champs de vecteurs à support compact

�xé dans Rnqui sont in�niment plats est un espace de Frêchet doux

1.2.5 Résolvante et spectre

Dé�nitions

Soit L un générateur in�nitésimal du groupe à un paramètre 
t sur l�espace de Frêchet E:c�est

à dire L = d
ds

t

��
t=0

i) On dé�nit le spectre de l�opérateur L par:

� (L) = f� 2 C : (�I � L) n�est pas inversibleg

ii) On dé�nit l�ensemble résolvant de l�opérateur L par:

� (L) = f� 2 C : (�I � L) est inversibleg

iii) Soit � 2 � (L) on dé�nit la résolvante de l�opérateur L par

R (�; L) = (�I � L)�1

Proposition 1.2 Soit D le domaine de convergence de l�intégrale impropre :

R� (X) =

+1Z

0

exp (��t)
t (X) dt (1.14)

Alors pour tout � 2 D on a :

R� (LX) = L (R� (X))

17



R� (�I � L)X = (�I � L)R� (X) = X (1.15)

R� (X) = (�I � L)�1X = R(�; L)X

R(�; L)(LX) = L [R(�; L)X]

Preuve: 1) Montrons:

R� (LX) = L (R� (X))

R� (LX) =

+1Z

0

exp (��t)
t (LX) dt

=

+1Z

0

exp (��t)
t

�
d

ds

s (X)

����
s=0

�
dt

puisque on pour Re (�) > 0 on a la convergence simple de l�intégrale

+1Z

0

exp (��t)
tdt et

convergence uniforme de l�intégrale

+1Z

0

exp (��t)
�
d
ds

s (X)

�

t (X) dt on a

R� (LX) =

+1Z

0

exp (��t)

�
d

ds

t+s (X)

����
s=0

�
dt

=

+1Z

0

exp (��t)

�
d

d�

� (X)

����
�=t

�
dt où � = t+ s

=

+1Z

0

exp (��t)

�
d

dt

t (X)

�
dt

=
h
e��t
t (X)

i+1
0

+ �

+1Z

0

exp (��t)
t (X) dt

= �X + �

+1Z

0

exp (��t)
t (X) dt

= �R� (X)�X
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2) Montrons que

R� (�I � L)X = (�I � L)R� (X) = X

Soit X 2 E; k > 0; on a


h � I

h
R� (X) =

1

h

+1Z

0

(
h � I) exp (��t)
t (X) dt

=
1

h

+1Z

0

exp (��t) (
h � I)
t (X) dt

=
1

h

+1Z

0

exp (��t) (
h
t (X)� 
t(X)dt

=
1

h

+1Z

0

exp (��t) (
t+h (X))dt�
1

h

+1Z

0

exp (��t)
t (X) dt

On pose s = t+ h d�où


h � I

h
R� (X) =

1

h

+1Z

h

exp (��(s� h))
s (X) ds�
1

h

+1Z

0

exp (��s)
s (X) ds

=
exp (�h)

h

+1Z

h

exp (��s)
s (X) ds�
1

h

+1Z

0

exp (��s)
s (X) ds

=
exp (�h)

h

+1Z

0

exp (��s)
s (X) ds�
exp (�h)

h

hZ

0

exp (��s)
s (X) ds

�
1

h

+1Z

0

exp (��s)
s (X) ds

=
exp (�h)� 1

h

+1Z

0

exp (��s)
s (X) ds�
exp (�h)

h

hZ

0

exp (��s)
s (X) ds

d�où

lim
h!0


h � I

h
R� (X) = lim

h!0

exp (�h)� 1

h

+1Z

0

exp (��s)
s (X) ds
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donc on a d�une part:

LR� (X) = �R� (X)

et si on pose � = s
h
on aura

lim
h!0

exp(�h)

h

hZ

0

exp (��s)
s (X) ds = lim
h!0

exp (�h)

h

1Z

0

exp (���h)
�h (X)hd�

= lim
h!0

exp (�h)

1Z

0

exp (���h)
�h (X) d�

= lim
h!0

1Z

0

exp ((1� �)�h)
�h (X) d�

=

1Z

0

lim
h!0

exp ((1� �)�h)
�h (X) d�

=

1Z

0

Xd�

= X

Et donc

�R� (X)�X = lim
h!0


h � I

h
R� (X)

=
d
t
dt

����
t=0

R�(X)

= LR� (X)

C�est à dire

LR� (X) = �R� (X)�X = R� (LX)

Donc

X = R� (�X)�R� (LX)

= R� (�I � L) (X)
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ce qui donne

R� (X) = (�I � L)�1X

=

+1Z

0

exp (��t)
t (X) dt

Par la même méthode Pazy a montrer la proposition suivante.(cf : [17] )

Proposition 1.3 Soit

B� (t)X =

tZ

0

e(t�s)�
s (X) ds (1.16)

pour tout � 2 C et X 2 � (M) alors :

(�I � L)B� (t)X = B� (t) (�I � L)X = e�tX � 
t (X)

Preuve:

(�I � L)

tZ

0

e(t�s)�
s (X) ds =

tZ

0

e(t�s)�s 
s ((�I � L)X) ds

= �B� (t)X �

tZ

0

e(t�s)�
s

�
d
�
d�

����
�=0

�
Xds

= �B� (t)X �

tZ

0

e(t�s)�
d
�+s
d�

����
�=0

Xds

= �B� (t)X �

tZ

0

e(t�s)�
d
s
ds

Xds

= �B� (t)X � [e(t�s)�
sX]
t
0 + �

tZ

0

e(t�s)�
sXds

= �B� (t)X �
h

� (X)� e

�tX
i
� �B� (t)X

= e�tX � 
� (X)
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1.3 Opérateur d�onde

1.3.1 Générateur in�nitésimal

Dé�nition

Dé�nition 1.9 Soit E un espace de Frêchet, on dé�nit une famille d�opérateurs (
t)t linéaires

continus sur E.

La famille (
t)t est un semi-groupe (resp: un groupe ) si elle véri�e les propriétés

suivantes :

8
>>>><

>>>>:

i) 
0 = I (I c�est l�opérateur identité sur E )

ii) 
s+t = 
t
s pour tout t; s � 0 (resp t; s 2 R)

iii) LX = limt!0+

t (X)�X

t
=
d+
t (X)

dt

����
t=0+

existe et est �nie pour tout X 2 E

(1.17)

L�opérateur linéaire L : E ! E ainsi dé�ni est le générateur in�nitésimal associé à ce

semi-groupe (
t)t sur l�espace de Frêchet E.

Proposition 1.4 1) L
t = 
tL 2) d
dt

t = L
t

Preuve: Pour tout x 2 Rn on a:

1)

L
t(x) =
d
s
ds

����
s=0

� 
t(x)

=
d
s+t
dt

(x)

����
s=0

= 
t

d
s
ds
(x)

����
s=0

= 
t � L(x)

2 )

L
t(x) =
d
s+t
dt

(x)

����
s=0

=
d
�
d�
(x) �

d�

d�

����
�=t

où � = s+ t
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donc
d
�
d�
(x) = L
t(x)

Exemples

Exemple 1.13 ad�X est un générateur in�nitésimal sur E du semi-groupe (�t)�à un paramétre

t ;où �t (x) = (exp tX) (x) est solution du système dynamique

8
<

:

d
dt
�t (x) = X � �t (x)

�0 (x) = x
8x 2 Rn;8t � 0 (1.18)

et

(�t)� Y = (D�t � Y ) � �
�1
t , 8Y 2 E; 8t � 0 (1.19)

En e¤et:

d

dt
((�t)� Y ) (x) =

d

dt

�
D�t

�
��t (x)

��
� Y
�
��t (x)

�
+D�t

�
��t (x)

�
�
d

dt

�
Y
�
��t (x)

��

= DxX
�
�t � ��t (x)

�
�D�t

�
��t (x)

�
� Y
�
��t (x)

�
�

D�t
�
��t(x)

�
�DyY

�
��t (x)

�
�X � ��t(x)

= DxX(x) (D�t � Y )
�
��t (x)

�
� (D�t �DY �X)

�
��t (x)

�

d

dt
((�t)� Y ) (x) = DxX(x) � ((�t)� Y ) (x)� ((�t)�X) (x) �DyY (y)

= [(�t)� � ad�X(Y )] (x)

donc

d

dt
((�t)� Y ) (x)

����
t=0+

=
�
DX(x) (D�t � Y )

�
��t (x)

�
� (D�t �DY �X)

�
��t (x)

����
t=0+

= Y (x) �DX(x)�X(x) �DY (x)

= [Y;X] (x) = ad�X(Y )(x)
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Par le même raisonnement on montre que adX est un générateur in�nitésimal du semi-

groupe (�t)
� à un paramétre t sur E, où

(�t)
� Y = (D�t)

�1 � (Y � �t) , 8Y 2 E; 8t � 0

Exemple 1.14 Soit G = Diff(M) le groupe des di¤éomorphismes de classes C1 sur une

variété compacte riemannienne M , d�après Hamilton (cf : [11]), il a la structure d�un groupe

de Frêchet de dimension in�nie .

Soit � 2 Diff (M) et Y 2 E, on dé�nit les opérateurs adjoints:

Ad� : Y ! Ad� (Y ) = (�� � I)Y � � (1.20)

où

�� = (D� � Y ) � �
�1 (1.21)

et pour tout f 2 G

A� : f ! A� (f) = f�1 � � � f (1.22)

Alors Ad� (Y ) est un générateur in�nitésimal du groupe à un paramétre t , (A� (exp (tY )))t

En e¤et:

Soit  t = exp (tY ) le groupe à un paramètre associé au champ de vecteurs Y solution du

système dynamique 8
<

:

d
dt
 t (x) = Y �  t (x)

 0 (x) = x
8x 2 Rn;8t � 0

on a

d

dt
A� ( t)

����
t=0+

=
d

dt

�
 �1t � � �  t

�
����
t=0+

= �Y � �+D� � Y

=
�
(D� � Y ) � ��1 � Y

�
� �

= (�� � I)Y � �

= Ad� (Y )
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d�où on déduit:

Ad� (Y ) =
d

dt
A� ( t)

����
t=0+

1.3.2 Opérateur d�onde

Dé�nition

Soient X et Y = X+Z deux champs de vecteurs, Z étant une perturbation associée au champ

de vecteurs X:

On associe respectivement leurs groupes à un paramètre t

8
<

:
�t (x) = (exp tX) (x)

 t (x) = (exp t (X + Z)) (x)
(1.23)

qui sont solutions des systèmes dynamiques

8
<

:

d

dt
�t (x) = X � �t (x)

�0 (x) = x
(1.24)

et 8
<

:

d

dt
 t (x) = X �  t (x) + Z �  t (x)

 0 (x) = x
(1.25)

Par la méthode de la résolvante, le système (1:23) admet pour solution :

 t (x) = exp t (X + Z) (x) = �t (x) +

Z t

0
�t�s � Z ( s (x)) ds (1.26)

D�où

��t �  t (x) = x+

Z t

0
��s (Z �  s (x)) ds (1.27)

On pose:

ft (x) = ��t �  t (x) (1.28)

D�où

ft = id+

Z t

0
��s (Z �  s) ds (1.29)
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Dé�nition 1.10 On dé�nit l�opérateur d�ondes par:

f(x) = lim
t!+1

ft(x) = x+

Z +1

0
��s (Z ( s (x))) ds (1.30)

Exemple 1.15 Soient

X1 =
nX

i=1

�ixi
@

@xi
et Y1 = X1 + Z1 avec Z1 une perturbation.

on associe respectivement leurs groupes à un paramètre �1t = exp tX1 et  
1
t = exp tY1 solutions

des systèmes dynamique (1:22) et (1:23) d�où

8
<

:
�1t (x) = xe�t =

�
x1e

�1t; :::; xne
�nt
�

 1t (x) = xe�t +
R t
0 e

�(t�s)Z1
�
 1s (x)

�
ds

(1.31)

donc

ft (x) = �1�t �  
1
t (x) = x+

Z t

0
e��s � Z1 �  

1
s (x) ds (1.32)

Si l�intégrale impropre
R +1
0 e��s

�
Z1
�
 1s (x)

��
ds converge , alors l�opérateur d�onde

f (x) = lim
t!+1

�1�t �  
1
t (x) = x+

Z +1

0
e��s � Z1 �  

1
s (x) ds (1.33)

1.3.3 Propriétés des opérateurs d�ondes

Proposition 1 Soient les opérateurs d�ondes

ft = ��t �  t avec f = lim
t!+1

ft (1.34)

gt =  �t � �t avec g = lim
t!+1

gt

alors

1)

��t � f �  t = f et  �t � g � �t = g (1.35)
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2) Si de plus f est inversible, alors

X = f� (X + Z) (1.36)

3)

f 0t =
�
D��t:Z

�
�  t (1.37)

4) 8
<

:
f 0t(x) = (�

�
t � Z)(ft(x))

f0(x) = x
(1.38)

8
<

:
g0t(x) = � (	t� � Z) � gt(x)

g0(x) = x
(1.39)

5)

ft � gt = gt � ft (1.40)

ft et gt sont inversibles et (ft)
�1 = gt

6)

ft = Id+

Z t

0
(D exp (�sX) :Z) � exp (s (X + Z)) ds (1.41)

gt = Id�

Z t

0
(D exp (�s (X + Z)) :Z) � exp (sX) ds (1.42)

7) Si ces intégrales convergent lorsque t tend vers +1, alors

f = Id+

Z +1

0
(D exp (�sX) :Z) � exp (s (X + Z)) ds (1.43)

g = Id�

Z +1

0
(D exp (�s (X + Z)) :Z) � exp (sX) ds (1.44)

Preuve: 1) On a

��t � f �  t = lim
s!+1

��t
�
��s �  s

�
 t = lim

s!+1
��(t+s)� (t+s)

= lim
�!+1

��� �  � = f
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et

 �t � g � �t = lim
s!+1

 �t
�
 �s � �s

�
�t = lim

s!+1
 �(t+s) � �(t+s) = g

2) Si f est inversible, comme

f = ��t � f �  t

donc

f �  t � f
�1 = �t )

d�t
dt

= Df
�
 t � f

�1
� d t
dt

�
f�1

�

et

X = lim
t!0

d�t
dt

= Df
�
 0 � f

�1
� d t
dt

����
t=0

�
f�1

�

= Df
�
f�1

�
: (X + Z)

�
f�1

�
= f� (X + Z)

d�où

X = f� (X + Z)

3) Comme �t (x) = (exp tX) (x) alors

d�t
dt
(x) = D[(exp tX) (x)]:X = D�t:X = X � �t (1.45)

Soit x 2 Rn

ft (x) = ��t �  t (x) = � (�t;  (t; x))

@ft
@t
(x) = �

@�

@t
(�t;  (t; x)) +

@�

@y
:
@y

@t
où y =  (t; x)

= �X � � (�t;  (t; x)) +Dy� (�t; y) : (X + Z) �  (t; x)

= �X � ��t �  t (x) +Dy��t �  t (x) :X �  t (x) +Dy��t �  t (x) :Z �  t (x)

= �X � ��t �  t (x) +
�
D��t:X

�
�  t (x) +

�
D��t:Z

�
�  t (x)

= �X � ��t �  t (x) +X � ��t �  t (x) +
�
D��t:Z

�
�  t (x)

=
�
D��t:Z

�
�  t (x)
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Donc

@ft
@t
(x) =

�
D��t:Z

�
�  t (x) =

��
D��t:Z

�
� �t

�
� ft (x) = ��t � Z (ft (x)) (1.46)

4) Soit x 2 Rn

gt =  �t (�t (x)) =  (�t; � (t; x))

@gt
@t
(x) = �

@ 

@t
(�t; � (t; x)) +

@ 

dz
:
@z

@t
où z = � (t; x)

= � (X + Z) �  (�t; � (t; x)) +D (�t; z) :X � � (t; x)

= � (X + Z) �  �t � �t (x) + (D	�t:X) � �t (x)

= �D �t (X + Z) � �t (x) +D �t (X) � �t (x)

= �D �t (Z) � �t (x)

Or on a :

 �t = exp[�t(X + Y )]

�
d �t
dt

= (X + Z) �  �t (x) = D �t: (X + Z)

(X + Z) �  �t (x) = D �t: (X + Z)) X �  �t (x) + Z �  �t (x) = D �t:X +D �t:Z

On remplace dans l�équation de gt :

@gt
@t
(x) = � (X + Z) �  �t � �t (x) +

�
D �t:X

�
� �t (x)

= � (X + Z) �  �t � �t (x) + (X + Z) �  �t � �t (x)�
�
D �t:Z

�
� �t (x)

= �
�
D �t:Z

�
� �t (x)

= �
�
D �t:Z

�
�  t � gt(x)

= �( �t� � Z)gt(x)

Donc

g0t = �
�
D �t:Z

�
� �t (1.47)
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5)

gt � ft =  �t � �t � ��t �  t = Id

ft � gt = ��t �  t �  �t � �t = Id

d�où

ft � gt = gt � ft = Id

i.e: ft et gt sont inversibles et (ft)
�1 = gt (respt ft = (gt)

�1)

Par passage à la limite limt!+1 ft = f donc f est inversible i.e f�1 = g et g�1 = f

6) On intègre les équations (1:44) et (1:45) sur l�interval [0; t]

ft � Id =

Z t

0
(D exp (�sX) :Z) � exp (s (X + Z)) ds

donc

ft = Id+

Z t

0
(D exp (�sX) :Z) � exp (s (X + Z)) ds

et

gt = Id�

Z t

0
D exp (�s (X + Z)) :Z � exp (sX) ds

7) Comme ses intégrales convergent lorsque t tend vers +1 alors on passe à la limite d�où :

f = lim
t!+1

ft = Id+

Z +1

0
(D exp (�sX) :Z) � exp (s (X + Z)) ds

g = lim
t!+1

gt = Id�

Z +1

0
(D exp (�s (X + Z)) :Z) � exp (sX) ds

1.3.4 Absorbant positif et négatif

Dé�nition

Dé�nition 1.11 Un sous ensemble fermé } � Rn est dit un absorbant positif du �ot �t si

et seulement si pour tout compact K dans Rn il existe une constante tK > 0 tel que �t (K) � }

pour tout t � tK :
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Dé�nition 1.12 Un sous ensemble fermé N � Rn est un absorbant négatif du �ot �t si

pour tout compact K dans Rn il existe une constante tK > 0 tel que ��t (K) � N pour tout

t � tK .

Exemples

Exemple 1.16 Soit le champ de vecteurs

X1 =
nX

i=1

�ixi
@

@xi
(1.48)

avec tous les �i sont de même signe alors le �ot exp (tX1) admet un absorbant positif et un

absorbant négatif .

En e¤et

1)Soit K un compact et x 2 K alors il existe � > 0 tel que minx2K kxk = �

i) Si 0 < a � �i � b et }� = fx 2 Rn; kxk � �g

Le groupe à un paramètre �1t associé au champ de vecteurs X1.

�1t (x) = exp (tX1) (x) = xe�t (1.49)

d�où 8t > 0


�1t (x)



 � kxk exp (at) � kxk � �) �1t (x) 2 }�

alors }� est un absorbant positif

ii) a � �i � b < 0



�1�t (x)


 = kx exp (��t)k � kxk exp (�bt) � kxk � �) �1�t (x) 2 }�

alors }� est un absorbant négatif .

2)Soit K un compact et x 2 K alors il existe � > 0 tel que maxx2K kxk = �

i) Soit 0 < a � �i � b et }0� = fx 2 R
n; kxk � �g



�1�t (x)


 � kxk exp (�at) � kxk � �) �1�t (x) 2 }

0
�
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alors }0� est un absorbant négatif

ii) a � �i � b < 0



�1t (x)


 = kx exp (�t)k � kxk exp (bt) � kxk � � ) �1t (x) 2 }

0
�

alors }0� est un absorbant positif

Exemple 1.17 Soit le champ de vecteurs

X3 =
nX

i=1

�
�ixi + �ix

1+mi
� @

@xi
où �i < 0; �i � 0 et mi des entiers naturels paires. (1.50)

d�où

�3�t (x) = xe�t
�
1 +

�

�
xm
�
1� e�mt

��
�1
m

(1.51)

par le même raisonnement on montre que �3�t (x) admet un absorbant négatif (resp positif )
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Chapitre 2

Propriétés de la fonction exp d�un

champ de vecteurs

2.1 Fonction exponentielle d�un champ de vecteurs

Soit M une variété compacte, on note par Diff (M) le groupe des di¤éomorphismes de classes

C1 sur M et par � (M) l�espace des champs de vecteurs de classes C1 sur M:

Diff (M) et � (M) ont une structure d�espace de Frêchet doux et � (M) est isomorphe

à l�algèbre de Lie Diff (M) :(cf : [11] )

2.1.1 Dé�nition

Dé�nition 2.1 (cf : [19]) Tout champ de vecteurs X génère un groupe global à un paramètre

t 7! �t = exp (tX) ; t 2 R; solution du système dynamique

8
<

:

d
dt
�t (x) = X � �t (x)

�0 (x) = x
(2.1)

On dé�nit la fonction exponentielle d�un champ de vecteurs X , notée expX par l�application

F : � (M)� R! Diff (M) (2.2)

(X; t) 7�! Ft (X) = exp tX

33



telle que

exp tX : M ! Rn (2.3)

x 7�! (exp (tX)) (x) = �t (x)

où �t est le X-�ot.

D�où la fonction exponentielle d�un champ de vecteurs

expX : M ! Rn (2.4)

x 7�! (exp (X)) (x) = �1 (x) = � (x) (2.5)

2.1.2 Exemple

Exemple 2.1 1) Soit le champ de vecteurs

X =

nX

i=1

�ixi
@

@xi

le groupe à un paramètre associé au champ de vecteurs X sera

�t (x) = (exp (tX)) (x) = xe�t =
�
x1e

�1t; :::; xne
�nt
�
2 Rn (2.6)

exp tX =
nX

i=1

xie
�it

@

@xi
2 � (Rn)

pour t = 1 on a

(exp (X)) (x) = xe� = (x1e
�1 ; :::; xne

�n) (2.7)

2) Soit le champ de vecteurs

X =
nX

i=1

�i
@

@xi
(2.8)

le groupe à un paramètre associé au champ de vecteurs X sera

�t (x) = (exp (tX)) (x) = x+ �t = (x1 + �1t; :::; xn + �nt) 2 R
n (2.9)

exp tX =

nX

i=1

(xi + �it)
@

@xi
2 � (Rn)
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Pour t = 1 on a

(exp (X)) (x) = x+ � = (x1 + �1; :::; xn + �n) (2.10)

2.2 La X-dérivation de la fonction exp

2.2.1 Dérivée directionnelle

De�nitions

Dé�nition 2.2 (cf : [11] ) Soient F et G deux espaces de Frêchet, U un ouvert de F et

P : U � F ! G une application continue .

On dé�nie la dérivée de P en f 2 U , dans la direction h 2 F par:

DP (f)h = lim
t!0

P (f + t h)� P (f)

t
=

d

dt

����
t=0

P (f + t h) (2.11)

lorsqu�elle existe et DP (f) 2 L (F;G),8f 2 U .

On dit que P est di¤érentiable en f dans la direction h

Dé�nition 2.3 On dit que P est de classe C1sur U si et seulement si :

1) P est di¤érentiable pour toute f dans U et h dans F

2 ) DP : U � F ! L (F;G) , DP est continue .

Exemples

Exemple 2.2 Soit f :[a; b] v R! F une courbe paramétrée ,alors

f 0 (t) = Df (t) 1

Exemple 2.3 Soit L une application linéaire continue alors L est de classe C1 et

DL (f)h = L (h)

En e¤et, par linéarité on a

L (f + th) = L (f) + tL (h)
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et donc

DL (f)h = lim
t!0

L (f + th)� L (f)

t
= L (h)

Propriétés de la dérivée directionnelle

1) Soit P : U � F ! G de classe C1 et soient f; h 2 U tel que 8 t 2 R (f + th) 2 U

on pose

'(t) = P (f + th) (2.12)

alors

i) ' est de classe C1 sur R

'0(t) = DP (f + th) � h (2.13)

ii)

DP (f) h =
d

dt

����
t=0

P (f + t h) = '
0

(0) (2.14)

iii)

P (f + h) = P (f) +

1Z

0

DP (f + t h)h dt (2.15)

C�est la formule de Taylor d�ordre un, avec un reste sous forme intégrale.

En e¤et :

'0(t) =
d

dt
P (f + t h) = DP (f + t h)h (2.16)

d�où(2:12)

Et en intégrant

dP (f + t h) = DP (f + t h)hdt (2.17)

on aura

P (f + h)� P (f) =

1Z

0

DP (f + t h)h dt (2.18)
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et
d

dt

����
t=0

P (f + t h) = DP (f) h (2.19)

2.2.2 La X-dérivation de la fonction expX = �

Lemme 2.1 La X-dérivation de � dans la direction Y 2 � (M) dé�nie par:

D exp (tX)Y =
d

ds

����
s=0

exp (t (X + sY )) (2.20)

est équivalente à

D exp (tX)Y = D (exp (tX))

tZ

0

(exp (sX))� Y ds

et

D exp (tX)Y =

tZ

0

(exp (sX))� Y ds � exp (tX) (2.21)

Preuve: On remarque que:

D exp (��X)D exp (�X)Y = D exp (��X)
d

ds

����
s=0

exp (� (X + sY ))

=
d

ds

����
s=0

�Z

0

d (exp (�tX) � exp (t(X + sY )))

=
d

ds

����
s=0

�Z

0

d

dt
[exp (�tX) � exp t(X + sY )] dt

Comme 8
<

:
Dt exp (tX) = X � exp (tX) = (D exp tX) �X

exp (0) = idM

On déduit que:

d

dt
[exp (�tX) � exp t(X + sY )] = (Dt exp (�tX))�exp t (X + sY )+D exp (�tX)�Dt exp t (X + sY )]
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Donc d
dt
[exp (�tX) � exp t(X + sY )] =

= � (D exp (�tX)) �X � exp t (X + sY ) +D exp (�tX) � (X + sY ) � exp t (X + sY )]

= sD exp (�tX) � Y � exp t (X + sY )]

D exp (��X)D exp (�X)Y =

�Z

0

d

ds

����
s=0

sD exp (�tX) � Y � exp t (X + sY ) dt

=

�Z

0

D exp (�tX) � Y � exp (tX) dt =

�Z

0

(exp (tX))�Y dt

D�où

D exp (�X)Y = D exp (�X)

�Z

0

(exp (tX))� Y dt

Par un même raisonnement on déduit la formule (2.21)

Opérateurs moyens adjoints

On pose

At : Y 7! At (Y ) =

tZ

0

(�s)� Y ds (2.22)

Bt : Y 7! Bt (Y ) =

tZ

0

(�s)
� Y ds

D�où

D exp (tX)Y = At (Y ) � exp (tX) (2.23)

Pour X �xé et t = 1, on introduit des opérateurs moyens adjoints ~A et �D dé�nis sur � (M)

par:

~A(Y ) =

1Z

0

(�s)� Y ds (2.24)
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et

�
B(Y ) =

1Z

0

(�s)
� Y ds (2.25)

D�où les propriétés suivantes

Proposition 2.1 1) La X- dérivation de la fonction exponentielle est formulée par:

D (expX) � Y = ~AY � expX (2.26)

2) Si � = expX est inversible alors la dérivée logarithmique de � = expX est formulée par:

Y 7! ~AY = (D� :Y ) � ��1 (2.27)

3)

ad�X �At (Y ) = At � ad�X (Y ) = � (I � (�t)�)Y (2.28)

et pour t = 1, (2:27) s�écrit

ad�X � ~A = ~A � ad�X = I � �� (2.29)

Preuve: 1) et 2) Déduction évidente

3) Comme ad�X est un générateur in�nitésimal du groupe à un paramètre t,(�t)� alors

d

dt
[(�t)� � Y ] = ad�X � [(�t)� � Y ] = (�t)� � ad�X (Y )

On intègre

tZ

0

d ((�s)� � Y ) =

tZ

0

ad�X � [(�s)� � Y ] ds =

tZ

0

(�s)� � ad�X (Y ) ds
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D�où

[(�s)� � Y ]
t
0 = ad�X �

tZ

0

[(�s)� � Y ] ds =

tZ

0

(�s)� � ad�X (Y ) ds

� (I � (�t)�)Y = ad�X �At (Y ) = At � ad�X (Y )

ad�X �At (Y ) = At � ad�X (Y ) = � (I � (�t)�)Y

Remarque 2.1 Les propriétés de l�injectivité et de la surjectivité de la dérivée D� coincident

avec celles des opérateurs ad �Xet I � ��:

2.3 Série entière de la fonction expX

2.3.1 Formule de Taylor de expX

Soit X un champ de vecteurs sur M , qui admet un X-�ot global �t = exp (tX) , solution du

système dynamique

8
<

:
Dt exp (tX) = X � exp (tX) = (D exp tX) �X

exp (0) = idM
(2.30)

Lemme 2.2 8k 2 N; 8X;Y des champs de vecteurs de classes C1 sur M alors

Dk
t (Y � exp (tX)) =

�
X(k)Y

�
� exp (tX) (2.31)

Preuve: On fait un raisonnement par réccurence

Soit

�t (x) = ('1 (t; x) ; '2 (t; x) ; :::; 'n (t; x)) (2.32)

Pour k = 0; c�est trivial
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.Pour k = 1; démontrons que :

Dt (Y � exp (tX)) =
�
X(1)Y

�
� exp (tX) (2.33)

Soient X ,Y deux champs de vecteurs tels que: X =

nX

i=1

ai (x)
@
@xi
; Y =

nX

j=1

uj (x)
@
@xj

;

on a d�une part

Y � �t =
nX

j=1

uj (�t (x))
@

@xj
(2.34)

Qui s�écrit en coordonnées

Y � �t (x) = (u1(�t (x)) ; :::; un (�t (x)) (2.35)

Donc

Dt (Y � �t (x)) =

 
nX

i=1

@u1
@'i

@'i
@t

; :::;
nX

i=1

@un
@'i

@'i
@t

!

=

 
nX

i=1

ai (�t (x))
@u1
@'i

(�t (x)) ; :::;

nX

i=1

ai (�t (x))
@un
@'i

(�t (x))

!

Ce qui donne

Dt(Y � exp (tX)) =
nX

j=1

 
nX

i=1

ai (�t (x))
@uj
@'i

!
@

@xj

D�autre part on a

X:Y =

nX

j=1

 
nX

i=1

ai (x)
@uj(x)

@xi

!
@

@xj
(2.36)

d�où

(X:Y ) � exp (tX) =
nX

j=1

 
nX

i=1

ai (�t (x))
@uj (�t (x))

@'i

!
@

@xj

On déduit

Dt (Y � exp (tX)) = (XY ) � exp (tX) =
�
X(1)Y

�
� exp (tX)

Généralisons ce résultat pour k 2 N ,on a
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Dk+1
t (Y � exp (tX)) = Dt

�
Dk
t (Y � exp (tX))

�

= Dt

��
X(k)Y

�
� exp (tX)

�

=
h
X:
�
X(k)Y

�i
� exp (tX)

=
�
X(k+1)Y

�
� exp (tX)

Remarque 2.2 Pour k = 1 l�équation (2.32) s�écrit de la facon suivante:

Dt (Y � exp (tX))jt=0 =
�
X(1)Y

�
� exp (tX)

���
t=0

= X(1)Y = X � Y

donc X se comporte comme une dérivation.

pour k 2 N on a:

Dk
t (Y � exp (tX))

���
t=0

=
�
X(k)Y

�
� exp (tX)

���
t=0

(2.37)

= X(k)Y

Théorème 2.1 La formule de Taylor de la fonction Ft (X;Y ) = Y � exp (tX) au voisinage

de 0 à l�odre n avec un reste sous forme d�intégrale s�écrit:

Y � exp (tX) = Y + tX(1)Y +
t2

2!
X(2)Y + :::+

tn

n!
X(n)Y +

tZ

0

(t� s)n

n!

�
X(n+1)Y

�
� exp (sX) ds

(2.38)

pour t = 1 On a la Formule de Taylor:

Y �exp (X) = Y +X(1)Y +
1

2!
X(2)Y +:::+

1

n!
X(n)Y +

1Z

0

(1� s)n

n!

�
X(n+1)Y

�
�exp (sX) ds (2.39)
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Preuve: En appliquant la formule de taylor au voisinage de 0 , on a

Y � exp (tX) =
nX

k=0

tk

k!
Dk
t (Y � exp (tX))

���
t=0

+Rn (2.40)

Rn =

tZ

0

(t� s)n

n!

�
X(n+1)Y

�
� exp (sX) ds

Y � exp (tX) =

nX

k=0

tk

k!
X(k)Y +Rn (2.41)

Corollaire 2.1 1)Le developpement de Mac-Laurin de exp tX à l�odre n sera:

exp tX = id+ tX +
t2

2!
X(1)X + :::+

tn

n!
X(n�1)X +

tZ

0

(t� s)n

n!

�
X(n)X

�
� exp (sX) ds (2.42)

2) pour t = 1, on aura le developpement de Mac-Laurin de exp tX à l�odre n

expX = id+X +
1

2!
X(1)X + :::+

1

n!
X(n�1)X +

1Z

0

(1� s)n

n!

�
X(n)X

�
� exp (sX) ds (2.43)

Preuve: D�après la formule (2.30)

Dt exp (tX) = X � exp (tX)

Dk
t exp (tX) = X(k) � exp (tX)

d�où pour Y = X on a

X � exp (tX) = X + tX(1)X +
t2

2!
X(2)X + :::+

tn

n!
X(n)X +

tZ

0

(t� s)n

n!

�
X(n+1)X

�
� exp (sX) ds

Puisque X se comporte comme une dérivation on déduit :

exp tX = id+ tX +
t2

2!
X(1)X + :::+

tn

n!
X(n�1)X +

tZ

0

(t� s)n

n!

�
X(n)X

�
� exp (sX) ds
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Pour t = 1 on a

expX = id+X +
1

2!
X(1)X + :::+

1

n!
X(n�1)X +

1Z

0

(1� s)n

n!

�
X(n)X

�
� exp (sX) ds

2.3.2 Série entière de expX

Si

lim
n!+1

Rn = 0

alors la fonction exp tX est analytique et son développement en série entière au voisinage

de 0:

exp tX = id+
X

n�1

tn

n!
X(n�1)X (2.44)

et pour t = 1 on aura

expX = id+
X

n�1

X(n�1)X

n!
(2.45)

2.4 Série de Fourier

2.4.1 Injectivité de la X-dérivation de la fonction X 7! expX

Lemme 2.3 Les propriétés suivantes sont vraies

1) Si un espace fermé 
 de �(M)est invariant par le groupe (�t)�alors il est aussi invariant

par les opérateurs ad�X et At

2) Si ad�X et AT sont inversibles alors I � (�T )� est aussi inversible.

3) ker (I � (�T )�) =

8
<

:
Y telle que Yk =

1
T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds et [Yk; X] = i!kYk; k 2 Z

9
=

;

C�est à dire:

Lemme 1 Y 2 ker (I � (�T )�) si et seulement si Yk est un vecteur propre de ad�X ayant pour

valeur propre �i!k = �k

4)

ker (I � (�T )�) = fY telle que (�T )� Y est de periode Tg (2.46)
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5) AT est égale à l�identité sur ker (adX) et

ker (I � (�T )�) = ker (ad�X)� ker (AT ) (2.47)

Preuve: 1) Soit 
 un sous espace fermé de � (M) invariant par le groupe (�t)� et soit Y 2 
,

comme on a

ad�XY = lim
t!0

d

dt
((�t)� Y ) et ATY =

1

T

TZ

0

(�s)� Y ds

alors les opérateurs ad�X et AT restent invariants sur 
 et par conséquent 
 reste invariant

par ad�X et AT :

2) C�est une conséquence directe de

ad�X �AT = AT � ad�X = I � (�T )�

3) Soient

Y 2 ker (I � (�T )�) etYk =
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

Alors d�après la formule (1.16) on a :

B� (t)X =

tZ

0

e(t�s)��s (X) ds

(�I � L)B� (t)X = B� (t) (�I � L)X

= e�tX � �t (X)

et puisque

e�kT = eTik! = eikT
2�
T = e2ik� = 1
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on aura

(ik!I � ad�X)Yk = (ik!I � ad�X)
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

= (�kI � ad�X)B�k (T )Y

= B�k (T ) (�kI � ad�X)Y

= (I � (�T )�)Y

�k = i!k et B�k (T ) (Y ) =
1

T

TZ

0

exp (��ks) (�s)� Y ds

d�où d�apres la propriètè (1.16) on a:

(ik!I � ad�X)Yk = (�kI � ad�X)B�k (T )Y

= B�k (T ) (�kI � ad�X)Y

= (I � (�T )�)Y

Donc:

Y 2 ker (I � (�T )�) si et seulement si Yk est un vecteur propre de ad�X ayant ik! pour

valeur propre

(I � (�T )�)Y = 0) (�T )� Y = Y

4)

(�T )� Y = Y ) (�t)� (�T )� Y = (�t)� Y

or

(�t)� (�T )� Y =
�
�t+T

�
�
Y

d�où

�
�t+T

�
�
Y = (�t)� Y ;8t 2 R

Donc (�t)� Y est de période T:
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5) Soit Y 2 ker ad�X ; [Y;X] = 0 comme

(AT � ad�X) (Y ) = (I � (�T )�) (Y ) = 0

d�où

(�T )� (Y ) = Y

qui veut dire que Y est un point �xe de l�isomorphisme (�T )�, comme

ATY =
1

T

TZ

0

(�s)� Y ds =
1

T

TZ

0

Y ds =
1

T
� Y [s]T0 = Y

d�où ATY = Y c�est à dire AT = I ker ad�X :

Soit Y 2 ker (I � (�T )�) comme (�t)� Y est de période T ; la série de Fourier est donnée

par:

(�t)� Y =
1X

k=�1

Yk exp (i!kt) (2.48)

Avec

Yk =
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds 6= 0 (2.49)

Or

Y0 =
1

T

TZ

0

(�s)� Y ds) ATY = TY0 (2.50)

Donc Y 2 kerAT si et seulement si Y0 = 0;

d�autre part:

ad�X (Y0) = (I � (�T )�)Y = 0) Y0 2 ker (adX)

Donc

ker (I � (�T )�) = ker ad�X � kerAT (�) (2.51)

Puisque ad�X et A sont des opérateurs linéaires fermés sur � (TM) alors ker ad�X et kerAT sont

fermés et ils sont des sous -espaces disjoints donc (2:50) est une somme topologique.
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2.4.2 Séries de Fourier

Dé�nitions

Dé�nition 2.4 Soit Y un champ de vecteurs dans l�espace de Frêchet E = � (M)

Soit

F : R� E ! Diff(M) (2.52)

(t; Y ) 7�! F (t; Y ) = Ft (Y )

où Ft (Y ) est périodique par rapport a t de période T : Ft+T (Y ) = Ft (Y ) , 8t 2 R; 8Y 2 E:

alors

i) Dans le champ complexe , la série de Fourier associée à Ft (Y ) est dé�nie par

S (t; Ft (Y )) =

+1X

k=�1

Ck (Ft (Y )) � exp (i!kt) (2.53)

avec

Ck (Ft (Y )) =
1

T

TZ

0

exp (�i!ks)Fs (Y ) ds

ii) Dans le corps des réels , la série de Fourier est dé�nie par:

S (t; Ft (Y )) =
A0 (Ft (Y ))

2
+
X

n�1

[An (Ft (Y )) � cos (n !t) +Bn (Ft (Y )) � sin (n !t)] (2.54)

avec 8
>>>>>><

>>>>>>:

An (Ft (Y )) =
2
T

TZ

0

Fs (Y ) cos (n !s) ds

Bn (Ft (Y )) =
2
T

TZ

0

Fs (Y ) sin (n !s) ds

, 8n 2 N (2.55)

Dé�nition 2.5 Conditions de Dirichlet

Ft (Y ) est une fonction qui véri�e les conditions de Dirichlet par rapport à t 2 R ,pour tout

Y 2 E si et seulement si

a) Ft (Y ) est périodique par rapport a t de période T : Ft+T (Y ) = Ft (Y ) , 8t 2 R;8Y 2 E:
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b) Ft (Y ) a un nombre �ni de discontinuité de premier espèce par rapport à t; Ft+0 (Y ) et

Ft�0 (Y ) existent et sont �nies

c) Ft (Y ) est uniformément bornée,8Y 2 E:

d) Ft (Y ) est dérivable par morceaux par rapport a t ,
d
dt+

Ft (Y ) et
d
dt�

Ft (Y ) exixstent et

sont �nies.

Exemple 2.4 Soit Ft (Y ) = (�t)� Y ,la série de Fourier associée à cette fonction sera:

1) Dans le champ des comlexes

S (t; (�t)� Y ) =

+1X

k=�1

Yk exp (i!kt) (2.56)

avec

Yk =
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds (2.57)

2) Dans le corps des réels

S (t; (�t)� Y ) =
A0
2
+
X

n�1

(An cos (n !t) +Bn sin (n !t)) (2.58)

avec

A0 =
1

T

TZ

0

(�s)� Y ds ; An =
2

T

TZ

0

(�s)� Y cos (n !s) ds (2.59)

Bn =
2

T

TZ

0

(�s)� Y sin (n !s) ds

Théorème de Dirichlet :Si Ft (Y ) véri�e les conditions de Dirichlet alors les séries de Fourier

associées convergent
Ft+0 (Y ) + Ft�0 (Y )

2
= S (t; Ft (Y )) (2.60)

2.4.3 Noyaux de la X- dérivation de la fonction X 7! expX

On prend ! = 2� et T = 2�
!
= 1:

49



Théorème 2.2 La dérivation D expXest injective si et seulement si les équations suivantes

admettent pour solution seulement la solution triviale:

8k > 0;

8
<

:
(�t)� Yk = Yk exp (i!kt)

[Yk; X] = i!kYk
, (2.61)

Preuve: Comme Y =

+1X

k=�1

�
��t
�
�
Yk avec Yk =

1
T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

alors

ker (D exp (X)) =

8
<

:
Y telle que

1Z

0

(exp (sX))�Y ds � exp (X) = 0

9
=

;

= f0g

Si et seulement si D (exp (X))Y = 0, Yk =

1Z

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds = 0; 8k 2 Z:

Remarque 2.3 Yk garde la même valeur sur tout intervale [�; �+ T ] ;8 � > 0:
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En e¤et: par un changement de variable : s = � + T on aura les égalitées suivantes,

1

T

�+TZ

�

exp (�i!ks) (�s)� Y ds = �
1

T

�Z

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds+
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

+
1

T

�+�Z

T

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

= �
1

T

�Z

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds+
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

+
1

T

�Z

0

exp (�i!k(� + T ))
�
��+T

�
�
Y d�

= �
1

T

�Z

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds+
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

+
exp (�ik!T )

T

�Z

0

exp (�i!k�) (�� )� Y d�

=
exp (�ik!T )� 1

T

�Z

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds+
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds

=
1

T

TZ

0

exp (�i!ks) (�s)� Y ds = Yk

2.4.4 Relation de Plancherel et de Parseval

Relation de Plancherel

Proposition 2.2 1) Soit Y un champ de vecteurs dans l�espace de frêchet E = � (M)

Soient Ft (Y ) et Gt (Y ) deux fonctions de période T qui véri�ent les conditions de Dirichlet

par rapport à t 2 R ,pour tout Y 2 E

i) Dans le champ complexe , la formule de Plancherel est dé�nie par:

1

T

TZ

0

Fs (Y )Gs (Y )ds =

+1X

n=�1

Cn (Ft (Y )) � Cn (Gt (Y )) (2.62)
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avec

Cn (Ft (Y )) =
1

T

TZ

0

exp (�i!ns)Fs (Y ) ds (2.63)

Cn (Gt (Y )) =
1

T

TZ

0

exp (�i!ns)Gs (Y ) ds

ii) Dans le corps des réels , la formule de Plancherel est dé�nie par:

2

T

TZ

0

Ft (Y )Gt(Y )dt (2.64)

=
A0 (Ft (Y )) �B0 (Gt (Y ))

2
+
X

n�1

(An (Ft (Y )) �An (Gt (Y )) +Bn (Ft (Y )) �Bn (Gt (Y )))

avec 8
>>>>>><

>>>>>>:

An (Ft (Y )) =
2
T

TZ

0

Fs (Y ) � cos (n !s) ds

Bn (Ft (Y )) =
2
T

TZ

0

Fs (Y ) � sin (n !s) ds

, 8n 2 N (2.65)

et 8
>>>>>><

>>>>>>:

An (Gt (Y )) =
2
T

TZ

0

Gs (Y ) � cos (n !s) ds

Bn (Gt (Y )) =
2
T

TZ

0

Gs (Y ) � sin (n !s) ds

, 8n 2 N (2.66)

Relation de Parseval

Proposition 2.3 1) Soit Y un champ de vecteurs dans l�espace de Frêchet E = � (M)

Soit Ft (Y ) une fonction de période T qui véri�e les conditions de Dirichlet par rapport à

t 2 R pour tout Y 2 E

i) Dans le champ complexe , la formule de Parseval est dé�nie par:

1

T

TZ

0

jFt (Y )j
2 dt =

+1X

k=�1

jCk (Ft (Y ))j
2 (2.67)
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avec

Ck (Ft (Y )) =
1

T

TZ

0

exp (�i!ks)Fs (Y ) ds

ii) Dans le corps des réels la formule de Parceval est dé�nie par:

2

T

TZ

0

jFt (Y )j
2 dt =

A20
2
+
X

n�1

h
(An (Ft (Y ))

2 + (Bn (Ft (Y ))
2
i

(2.68)

Proposition 2.4 1)Soit D � R+le domaine de convergence de l�intégrale impropre, soit � 2 D

R (�; ad�X)Y = (�I � ad�X)
�1 Y =

+1Z

0

exp (��s) (�s)� Y ds (2.69)

=
X

n�0

exp (n(i! � �)T )

TZ

0

exp (��s) (�s)� Y ds

= (1� exp ((i! � �)T ))�1
TZ

0

exp (��s) (�s)� Y ds

2)

(�t)� Yk = Yk exp (i!kt), [Yk; X] = i!kYk ; k 2 Z (2.70)

, adX (Yk) = �i!kYk

3)

[(�t)� Yk; X] =
d

dt
(�t)� Yk (2.71)

= i!k (�t)� Yk ; k 2 Z
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2.5 Applications

1)Soit le problème de Cauchy suivant:

8
<

:
F
0

t (Y ) = i!k � Ft (Y )

F0 (Y ) = Yk
, 8Y 2 E, 8t 2 R (2.72)

qui admet pour solution

Ft (Y ) = Yk exp (i!kt) = (�t)� Yk (2.73)

2) Soit le problème aux limites suivant:

8
>>><

>>>:

F "t (Y ) + Ft (Y ) = Gt (Y )

Ft+T (Y )
0

= Ft (Y )
0

Ft+T (Y ) = Ft (Y )

,8Y 2 E, 8t 2 R (2.74)

on pose

Cn (Ft (Y )) =
1

T

Z T

0
Ft (Y ) e

�in!tdt (2.75)

alors

Cn

�
F "t (Y )

�
=

1

T

Z T

0
F "t (Y ) e

�in!tdt

=
1

T

�h
Ft (Y )

0

e�in!t
iT
0
+ in!

Z T

0
Ft (Y )

0

e�in!tdt

�

=
1

T

�h
FT (Y )

0

� F0 (Y )
0
i
+ in!

��
Ft (Y ) e

�in!t
�T
0
+ in!

Z T

0
Ft (Y ) e

�in!tdt

��

= (in!)2Cn (Ft (Y ))

= �n2!2Cn (Ft (Y ))
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d�autre part

Gt (Y ) =

+1X

�1

Cn (Gt (Y )) e
in!t

=
+1X

�1

Cn

�
F "t (Y ) + Ft (Y )

�
ein!t

=

+1X

�1

h
Cn(F

"
t (Y )) + Cn(Ft (Y )

i
ein!t

=
+1X

�1

�
�n2!2Cn(Ft (Y ) + Cn(Ft (Y )

�
ein!t

=
+1X

�1

�
1� n2!2

�
Cn(Ft (Y ) e

in!t

Donc

Cn(Gt (Y )) =
�
1� n2!2

�
Cn(Ft (Y )

d�où

Cn(Ft (Y )) =
Cn(Gt (Y ))

(1� n2!2)

Ft (Y ) =
+1X

�1

Cn(Ft (Y )) exp i!nt

=

+1X

�1

Cn(Gt (Y ))

(1� n2!2)
exp i!nt

=
+1X

�1

1

T

Z T

0
Gs (Y ) e

�in!sds �
exp i!nt

1� n2!2

=
1

T

+1X

�1

1

1� n2!2

Z T

0
Gs (Y ) e

�in!(s�t)ds

�nalement ,si on prend

Gt (Y ) = (�t)� Y =

+1X

k=�1

Yk exp (i!kt) (2.76)

alors

Ft (Y ) =
+1X

�1

Cn((�t)� Y )

(1� n2!2)
ein!t (2.77)
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d�où la solution du problème aux limites

8
>>><

>>>:

Ft (Y ) =
P+1
�1

Yn
(1�n2!2)

ein!t

Yn =
1
T

TZ

0

exp (�i!ns) (�s)� Y ds
(2.78)
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Chapitre 3

Inversibilité de la fonction

exponentielle d�un champ de

vecteurs par le théorème de

Nash-Moser

3.1 Flot borné et �ot opérant doucement sur un espace de

Frêchet E:

3.1.1 Flot borné

Dé�nition 3.1 On dit que le �ot adjoint ��t (t � 0) est uniformément borné (respectivement

intégrable) sur un champ de vecteurs X sur M si Xt = ��tX est borné (respectivement inté-

grable).

Dé�nition 3.2 On dira que ��t est uniformément borné par rapport à t sur le sous-espace E

de � (M) s�il est uniformément borné par rapport à t sur tout champ de vecteurs X de E:
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3.1.2 Absorbant et �ot conjugué

Proposition 3.1 Si le �ot �t admet un absorbant A (positif ou négatif) et f est un di¤éomor-

phisme sur M alors f(A) est un absorbant pour le �ot conjugué f � �t � f
�1(cf : [23]

3.1.3 Flot opèrant doucement sur un espace de Frêchet

Dé�nition 3.3 E = � (Rn) est muni d�un système dénombrable de semi-normes k:kk ; k � 0

.

On dit que le �ot adjoint ��t = (exp tX)
� ; X 2 E opère doucement sur l�espace de Frêchet

E; dans un ensemble 
 où 
 � Rn , si pour tout entier k � 0 il existe un entier lk � k et une

fonction �k (t ; x) continue, dé�nie sur [0;1[� 
 tel que pour tout x dans tout compact K

de 
 on ait:




Dk ((exp tX)� :Y ) (x)




K

� �k (t ; x) � kY klk ;8t � 0 ;8Y 2 E ;8x 2 K � 
 (3.1)

avec

+1Z

0

vk (t ; x) dt converge uniformément par rapport à x dans tout compact de 
 (3.2)

Remarque 3.1 (exp tX)�peut être remplacée par (exp tX)� = (exp (�tX))
� :

3.1.4 Exemples

Exemple 3.1 Soit un champ de vecteurs X0 =
nX

i=1

�i
@

@xi
dans l�espace de Frêchet , il génère

un groupe à un paramètre t

(exp (tX0)) (x) = x+ �t = (x1 + �1t; :::; xn + �nt) 2 R
n (3.3)

Alors pour tout Y dans E on a

(exp tX0)
� Y (x) = Y � �0t (x) = Y (x1 + �1t; :::; xn + �nt) (3.4)

(exp tX0)� Y (x) = Y � �0�t (x) = Y (x1 � �1t; :::; xn � �nt)
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On pose

y = �0�t (x) = (exp (�tX0)) (x) et D
�
x

�
�0t
�
�
Y (x) = D�

yY (y) (3.5)

Soit K un compact de Rn ,on a




D�
x

�
�0t
�
�
Y (x)





K

=



D�

yY (y)




K

� C0 kY k
�0
�t(K)

j�j � C1 kY k
�0
�t(K)

j�j+2 �
1

1 + kyk2
;8x 2 K

comme

kyk =


��0t

�
�
(x)


 = kx� �tk � jjtj k�k � kxkj




D�
x

�
�0t
�
�
Y (x)





K

� C2 kY k
�0
�t(K)

j�j+2 �
1

1 + (t k�k � kxk)2

comme pour �0�t il existe un absorbant A on déduit �0�t (K) � A;8t > 0:




D�
x

�
�0t
�
�
Y (x)





K

� C2 kY k
A
j�j+2 �

1

1 + (t k�k � kxk)2

� �� (t; x) � kY k
A
j�j+2 où �� (t; x) =

C2
1 + (t k�k � kxk)2

Donc



D�

x

�
�0t
�
�
Y (x)





K

� �� (t; x) � kY k
A
l�

où l� = j�j+ 2

comme x est dans K alors il existe a 2 K tel que

Z +1

0
�� (t; x) dt =

Z +1

0

C2
1 + (t k�k � kxk)2

dt

�

Z +1

0

C3
1 + (t k�k � kak)2

dt

puisque l�intégrale impropre du premier espèce
R +1
0

C3
1+(tk�k�kak)2

dt converge , l�integrale
R +1
0 �� (t; x) dt

est normalement convergente et par suite elle est uniformément convergente pour tout x dans

K

Par le même raisonnement on déduit:




D�
x

�
�0t
��
Y (x)





K

� � 0� (t; x) � kY k
A
l0
�
où l0� = j�j+ 2 (3.6)
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où
R +1
0 � 0k (t; x) dt est uniformément convergente pour tout x dans K .

Exemple 3.2 Soit un champ de vecteurs X1 =

nX

i=1

�ixi
@

@xi
dans l�espace de Frêchet E :

X1 (x) = Cx =

2

666666666
4

�1 0 0

0 :

:

: 0

0 0 �n

3

777777777
5

2

666666666
4

x1

x2

xn

3

777777777
5

(3.7)

X1 génère un groupe à un paramètre t : exp tX1 :

exp tX1 (x) = xe�t =
�
x1e

�1t; :::; xne
�nt
�
= eCt x (3.8)

Soient K un compact dans Rn et Y =
nX

i=1

ui (x)
@

@xi
un champ de vecteurs dans E; et t � t0 > 0:

Si �i 2 [a; b] � R
� on a:

(exp tX1)�(Y ) (x) = eCt � Y (exp�tX1) (x) (3.9)

(exp tX1)
�(Y ) (x) = e�Ct � Y (exp tX1) (x)

posons y = exp (�tX1) (x) pour tout � = (�1; :::; �n) 2 N
n où j�j = �1 + ::: + �n et 8v 2 R

n,

on a :

D�
x (exp tX1)� Y:v

� = e(C���)t �D�
yY (y) v

� où �� =

nX

i=1

�i�i

D�où




D�
x (exp tX1)� Y (x)





K

� exp t (b� j�j a) �



D�

yY (y)




K

� C1 exp t (b� j�j a) � kY k
exp(�tX1)(K)
j�j
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Comme pour exp (�tX1) il existe un absorbant A ,exp (�tX1) (K) � A;8t > 0:




D�
x (exp tX1)� Y (x)





K

� C2 exp t (b� j�j a) � kY k
exp(�tX1)(K)
j�j+k � sup

x2K

1
�
1 + kyk2

� k
2

� C2 exp t (b� j�j a) � kY k
A
j�j+k � sup

x2K

1
�
1 + kxe��tk2

� k
2

,k = j�j
ha
b

i
+ 1 > 0

� C3 exp (bt) � kY k
A
j�j+k

donc



D�

x (exp tX1)� Y




K

� C3 exp (bt) � kY k
A
j�j+k

posons �� (t; x) = C3 exp (bt) on aura




D�
x (exp tX1)� Y (x)





K

� �� (t; x) � kY k
A
l�
où l� = j�j+ k

Comme b < 0 ,l�integrale

Z +1

0
�k (t; x) dt = C3

Z +1

0
exp (bt) dt

est convergente uniformément pour tout x dans K .

Par le même raisonnement pour (exp tX1)
�(Y ) (x) donne




D�
x (exp tX1)

� Y (x)




K

� � 0� (t; x) � kY k
A
l0
�

où l0� = j�j+ k
0 (3.10)

et
R +1
0 �� (t; x) dt est convergente uniformément pour tout x dans K

3.1.5 Propriétés usuelles

Lemme 3.1 Soit ft 2 D (M) ;c�est à dire toutes les dérivées de ft sont uniformément bornées

8t ; telle que f�t préserve E: si �
�
t opère doucement sur E alors  �t = f�t ��

�
t opère doucement

sur E

Preuve: Montrons que (�t � ft)
� opére doucement ,c�est à dire: ]0;+1[� 
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Soit k � 0 ; ; et K compact de 
 alors, 8t � 0; ;8Z 2 E,8x 2 K

k �tZk
K
k � k(�t � ft)

� Zk
K
k � �k (t ; x) kZklk

k(�t � ft)
� Zk

K
k � kf�t � �

�
t (Z)k

K
k

� kf�t [�
�
t (Z)]k

K
k

Posons �Y (t) = ��t (Z) et utilisons les estimations de Hamilton(1.4),(1.5),on obtient:

kDkft� �Y (t) k = kDk
�
Dft: �Y (t)

�
� f�1t k

� C1kf
�1
t kk�11

�
kf�1t k1kDft: �Y (t) kk + kDft: �Y (t) k1kf

�1
t kk

�

� C1kf
�1
t kk�11

8
<

:
C2kf

�1
t k1

�
kftkk+1k �Y (t) k0 + kftk1k �Y (t) kk

�

+C3kf
�1
t kk

�
kftk2k �Y (t) k0 + kftk1k �Y (t) k1

�

9
=

;

� C4kf
�1
t kk�11

�
kf�1t k1kftkk+1 + kf

�1
t kkkftk2

�
k �Y (t) kk

Puisque tous les kftkk sont indépendants de t (d�apres (1.39-45)) et

kf�1t kk � C(1 + kftkk)

on a

kDkft� �Y (t) k
K � Ck �Y (t) kk

Donc

k �tZk
K
k � kf

�
t [�

�
t (Z)]k

K
k � Ck��t (Z) kk

Come ��t opére doucement sur E ,il existe �k (t ; x) telle que

k��t (Z)k
K
k � �k (t ; x) kZklk
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Donc

k(�t � ft)
� Zk

K
k � C k��t (Z)kk

� C�k (t ; x) kZklk

k �tZk
K
k � � 0k (t ; x) kZklk

où
+1Z

0

� 0k (t ; x) dt converge uniformément pour tout x dans K � 


Lemme 3.2 , Soient Z 2 E et  t = exp t (X + Z) tels que ft = ��t �  t 2 D (M) ;supposons

que ��t opère doucement sur E et que f�t préserve E, alors  
�
t opère doucement sur E:

Preuve: Conséquence directe du lemme précédent ,puisque ft = ��t� t entraine  t = �t�ft; :

Lemme 3.3 Soient X et Y des champs de vecteurs dans E où �t� = exp(tX)� alors

�
�t�
�m

Y (x) = (�mt)� Y (x) = �
�
��mt

��
Y (x); 8m 2 N (3.11)

Preuve: On fait un raisonnement par recurrence sur m

Pour m = 0; 1 c�est trivial

Pour m = 2, posons :Z1 (x) =
�
�t�
�
Y (x)

On a d�une part:

�
�t�
�2
Y (x) =

�
�t�
� ��

�t�
�
Y (x)

�
=
�
�t�
�
Z1 (x)

= D�t
�
��t (x)

�
� Z1

�
��t� (x)

�

= D�t
�
��t (x)

�
�D�t

�
��t � ��t (x)

�
� Y
�
��t � ��t (x)

�

= D�t
�
��t (x)

�
�D�t

�
��2t (x)

�
� Y
�
��2t (x)

�
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D�autre part:

�
�2t�

�
Y (x) = D�2t

�
��2t (x)

�
� Y
�
��2t (x)

�

= D
�
�t � �t

�
��2t (x)

��
� Y
�
��2t (x)

�

= D�t
�
�t �

�
��2t (x)

��
�D�t

�
��2t (x)

�
� Y
�
��2t (x)

�

= D�t
�
��t (x)

�
�D�t

�
��2t (x)

�
� Y
�
��2t (x)

�

Donc
�
�t�
�2
Y (x) =

�
�2t�

�
Y (x)

Supposons que la formule est vraie à l�ordre m et montrons qu�elle est vraie à l�odre m+ 1

On a d�une part:

�
�t�
�m+1

Y (x) =
�
�t�
� ��

�mt�
�
Y (x)

�
=
�
�t�
� ��

�mt�
�
Y (x)

�

= D�t
�
��t (x)

�
�
��
�mt�

�
Y
�
��t� (x)

��

= D�t
�
��t (x)

�
�D�mt

�
��mt � ��t (x)

�
� Y
�
��mt � ��t (x)

�

= D�t
�
��t (x)

�
�D�mt

�
��(m+1)t (x)

�
� Y
�
��(m+1)t (x)

�

D�autre part:

�
�(m+1)t�

�
Y (x) = D�(m+1)t

�
��(m+1)t (x)

�
� Y
�
��(m+1)t (x)

�

= D
h
�t � �mt

�
��(m+1)t (x)

�i
� Y
�
��(m+1)t (x)

�

= D�t

h
�mt �

�
��(m+1)t (x)

�i
�D�mt

�
��(m+1)t (x)

�
� Y
�
��(m+1)t (x)

�

= D�t
�
��t (x)

�
�D�mt

�
��(m+1)t (x)

�
� Y
�
��(m+1)t (x)

�

Donc pour tout m 2 N :
�
�t�
�m

Y (x) =
�
�mt�

�
Y (x)

Exemple 3.3 Soit un champ de vecteurs: X0 =
nX

i=1

�i
@

@xi
dans l�espace de Frêchet , il génère
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un groupe à un paramètre t

�t (x) = (exp (tX0)) (x) = x+ �t = (x1 + �1t; :::; xn + �nt) 2 R
n (3.12)

alors pour tout Y dans E on a

(�t)� Y (x) = Y � ��t (x) = Y (x� �t) = Y (x1 � �1t; :::; xn � �nt) (3.13)

Posons

Z1(x) = (�t)� Y (x) = Y (x� �t) = Y
�
��t (x)

�

donc

Z2(x) = (�t)
2
� Y (x) = (�t)� Z1(x) = Y

�
��t

�
��t (x)

��
= Y

�
��2t (x)

�

de même

Z3(x) = (�t)
3
� Y (x) = (�t)� Z2(x) = Y

�
��2t

�
��t (x)

��
= Y

�
��3t (x)

�

Par réccurence on aura

Zm(x) = (�t)
m
� Y (x) = (�t)� Zm�1(x) = Y

�
��mt (x)

�

Donc
�
�t�
�m
� Y (x) = Y � ��mt (x) = (�mt)� � Y (x) .pour tout m dans N

Exemple 3.4 Soit un champ de vecteurs : X1 =

nX

i=1

�ixi
@

@xi
dans l�espace de Frêchet , il

génère un groupe à un paramètre t

�t (x) = (exp tX1)(x) = xe�t =
�
x1e

�1t; :::; xne
�nt
�

(3.14)
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alors pour tout champ de vecteurs Y =

nX

i=1

ui (x)
@

@xi
2 E; et pour tout t � t0 > 0,on a

(�t)�Y =

nX

j=1

�
e�jtuj

�
��t (x)

�� @

@xj
(3.15)

(�t)�(Y ) (x) =

2

666666666
4

e�1t 0 0

0 :

:

: 0

0 0 e�nt

3

777777777
5

�

2

666666666
4

u1
�
��t (x)

�

un
�
��t (x)

�

3

777777777
5

posons

A(t) =

2

666666666
4

e�1t 0 0

0 :

:

: 0

0 0 e�nt

3

777777777
5

(3.16)

et

Z1(x) = (�t)�(Y ) (x) = A(t) � Y
�
��t (x)

�

Donc

Z2(x) = [(�t)�]
2 Y (x) = (�t)�Z1(x)

= A(t) � Z1
�
��t (x)

�

= [A(t)]2 � Y
�
��t

�
��t (x)

��

= [A(t)]2 � Y
�
��2t (x)

�
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Z2(x) =

2

666666666
4

e�1t 0

:

:

:

0 e�nt

3

777777777
5

�

2

666666666
4

e�1t 0

:

:

:

0 e�nt

3

777777777
5

� Y
�
��t

�
��t (x)

��

=

2

666666666
4

e2�1t 0

:

:

:

0 e2�nt

3

777777777
5

� Y
�
��2t (x)

�
== A(2t) � Y

�
��2t (x)

�

de même

Z3(x) = (�t)
3
� Y (x) = (�t)� Z2(x)

=

2

666666666
4

e�1t 0

:

:

:

0 e�nt

3

777777777
5

� Z2
�
��t (x)

�

=

2

666666666
4

e�1t 0

:

:

:

0 e�nt

3

777777777
5

�

2

666666666
4

e2�1t 0

:

:

:

0 e2�nt

3

777777777
5

� Y
�
��2t

�
��t (x)

��

=

2

666666666
4

e3�1t 0

:

:

:

0 e3�nt

3

777777777
5

� Y
�
��3t (x)

�

= A(3t) � Y
�
��3t (x)

�
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Par recurence on aura:

(�t)
m
� Y (x) =

2

666666666
4

em�1t 0

:

:

:

0 em�nt

3

777777777
5

� Y
�
��mt (x)

�

= A(mt) � Y
�
��mt (x)

�
= (�mt)� Y (x) pour tout m dans N

3.2 Propriétés de la fonction exponentielle d�un champ de vecteurs

Soit la fonction P dé�nie comme suit:

P : Z 2 U � E ! P (Z) = exp (X + Z) � exp (�X) 2 G � D (Rn) (3.17)

3.2.1 La fonction exponentielle d�un champ de vecteurs est douce

Lemme 3.4 i) Si ft � id est uniformément bornée alors g�t � Id est uniformément bornée

ii) La fonction

P : Z ! P (Z) = exp (X + Z) � exp (�X) (3.18)

est douce

Preuve: i)

gt = (ft)
�1 =

�
��t �  t

��1
=  �t � �t ) g�t = (f�t)

�1 =  t � ��t

d�apres la formule (1.37)

g0t = �
�
D �t:Z

�
� �t

g0�t = (D t:Z) � ��t = (D t:Z) �  �t � g�t

g0�t = (( t)�:Z) � g�t
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g�t = Id+

Z t

0
( s�:Z) � g�sds

comme  t�opére doucement sur E il existe C3(t) > 0 telle que

k( t� � Z) � g�tk
K
k � C3(t) kZk

g�t(K)
k+r

du fait que g�t est uniformément bornée on a g�t (K) � A

Il en découle il existe C4(t) > 0 telle que

k( t� � Z) � g�tk
K
k � C3(t) kZk

g�t(K)
k+r

� C4(t) kZk
A
k+r tel que

+1Z

0

C4(t)dt converge

kg�t � Idk
K
k �

Z t

0
k( s�:Z) � g�sk

K
k ds � kZk

A
k+r

tZ

0

C4(s)ds

ii) Pour t = 1 on écrit

(f�1)
�1 =  � ��1 = exp (X + Z) � exp (�X) = P (Z) = g�1

kg�t � Idk
K
k �

Z t

0
k( s�:Z) � g�sk

K
k ds � kZk

A
k+r

tZ

0

C3(t)dt

kg�1k
K
k � C4 +

Z 1

0
k( s�:Z) � g�sk

K
k ds � C4 + kZk

A
k+r

1Z

0

C3(t)dt

kP (Z)kKk � C5

�
1 + kZkAk+r

�

kP (Z)kk � C5

�
1 + kZkAk+r

�

donc P est douce.
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3.2.2 Surjectivité de la dérivée de la fonction exponentielle

a) Calcul de (DZP )Y

La fonction X 7! expX est de classe C1, la dérivée de exp (X + Z) en Z pour X �xé dans la

direction de Y est donnée par

DZ (exp (X + Z)) � Y = D exp (X + Z) �

1Z

0

[exp (t (X + Z))]� Y dt (3.19)

=

1Z

0

[exp (t (X + Z))]� Y dt � exp (X + Z)

On a

P (Z) =  � ��1 =
�
g (3.20)

donc

DZP:Y =

1Z

0

( t)� Y dt �  � �
�1

=

1Z

0

( t)� Y dt � P (Z)

on pose

W =

1Z

0

( t)� Y dt 2 E

donc

DZP:Y = DP (Z):Y =W � P (Z)

b) Surjectivité de DZP:Y

Lemme 3.5 l�application DP est surjective

Preuve: La dérivée de P par rapport à Z dans la direction de Y 2 F est dé�nie par :

(DZP )Y =

Z 1

0
( s)� Y ds �

�
 � ��1

�
2 T�

g
G (3.21)
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où  t = exp t (X + Z) et TgG est l�espace tangent de G au point g:

On pose

W =

Z 1

0
( s)� Y ds (3.22)

d�où

DZPY =W � g�1 =W � P (Z) (3.23)

On a

DZP : F ! T�
g
G = E �

�
g � G tel que

�
f = (DZP )Y =W �

�
g

Si I � ( t)� (resp I � ( t)
�)est inversible sur jk0E alors la solution de l�équation

(DZP )Y =W �
�
g =

�
f

est donnée par

Y = (DZP )
�1 (

�
f ) = V P (Z;

�
f ) = adX+Z (I �  �)

�1W

respectivement.

Y = ad�(X+Z) (I �  
�)�1W

On doit résoudre l�équation suivante:

DZ exp (X + Z) exp (�X) :Y =W �
�
g (3.24)

Comme

adX+Z ( t)� Y = ( t)� adX+ZY = �
d

dt
( t)� Y (3.25)

alors on intègre

adX+Z

Z 1

0
( t)� Y dt =

Z 1

0
adX+Z ( t)� Y dt = �

Z 1

0

d

dt
( t)� Y dt = (I �  �)Y

donc

adX+Z ~AY = ~AadX+ZY = (I �  �)Y = adX+ZW
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Puisque (I �	�) est inversible alors la solution de cette équation sera

Y = adX+Z (I �  �)
�1W (3.26)

car

DZ exp (X + Z) exp (�X) :Y = ~AY �
�
g = ~A

�
adX+Z (I �  �)

�1W
�
�
�
g

=
�
~AadX+Z

�
(I �  �)

�1W �
�
g

= (I �  �) (I �  �)
�1W �

�
g =W �

�
g

3.2.3 Propriété de l�inverse à droite de la dérivée de la fonction exponentielle

a) Existence de l�inverse à droite V P (Y )

Lemme 3.6 Soient E un espace de Frêchet doux ;ft = ��t �  t uniformément in�niment

bornée par rapport à t;

Si ��t (resp (�t)�) opère doucement sur E alors  �t (resp  t�) opère doucement sur E et

 � � I est doucement inversible sur E

Preuve: Montrons que les séries suivantes convergent

(I �  �t )
�1 Y (x) =

X

m�0

 �mtY (x) (3.27)

= �
X

m�0

�
 �mt

�
�
Y (x)

Supposons que ��t (resp �
�
�t ) opère doucement sur 
 � R

n,nous savons que si ��t (resp (�t)�)

opère doucement sur 
 alors  �t (resp  t�) opère aussi doucement sur 
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Puisque ft est in�niment uniformément bornée sur 
 � R
n alors ,soit K un compact de 


k �mtY k
K
k =




(Dfmt)�1 : (��mtY ) � fmt





= kf�mt � �
�
mtY k

K
k � C0 k(�

�
mtY ) � fmtk

K
k

� C1 k�
�
mtY k

fmt(K)
k

Puisque kft (x)� xk � " dans 
 alors ft (
) � 
+B" = E� , 8t � 0:

Donc

k �mtY k


k � C2 k�

�
mtY k

E�

k (3.28)

Comme ��t opère doucement sur E ,on a

k �tY k


k � C2 k�

�
tY k

E�

k � C3(t) kY k
E�

k+r tel que

+1Z

0

C3(t)dt converge (3.29)

et donc

k �mtY k


k � C3(mt) kY k

E�

k+r tel que

+1Z

0

C3(mt)dt converge , 8m � 0 (3.30)

D�après le critère de comparaison d�une série avec son intégrale,

X

m�0

C3(mt) converge

or
X

m�0

k �mtY k


k � kY k

E�

k+r

X

m�0

C3(mt) (3.31)

et d�après le critère de Weirestrass, on déduit que la série

X

m�0

 �mtY (x) converge normalement sur 


par suite il existe une constante C 01 > 0 telle que

X

m�0

k �mtY k


k � C 01 kY k



k+r
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donc



( �t � I)

�1 Y




k
�
X

m�0

k �mtY k


k � C 01 kY k



k+r

D�où  �t � I est douce

D�un autre coté  � � I est inversible car

( �t � I)

0

@
X

m�0

 �mtY (x)

1

A =
X

m�1

 �mtY (x)�
X

m�0

 �mtY (x) = Y (x) =

0

@
X

m�0

 �mtY (x)

1

A ( �t � I)

(3.32)

Par un même raisonnement on montre que ( t)� � I est douce et inversible

b) L�inverse à droite V P (Y ) est doux

Lemme 3.7 La famille des inversesV P : jk0E �G! F est une application régulière

douce .

Preuve: on a

Y = (DZP )
�1 (

�
f) = V P (Z;

�
f) = adX+Z (I �  �)

�1W (3.33)

avec
�
f =W �

�
g =)W =

�
f �

�
g
�1

comme gt =  t � ��t alors (gt)
�1 = �t �  �t d�où

W =
�
f �

�
g
�1
=
�
f � � �  �1 (3.34)

et

Y = (DZP )
�1 (

�
f) = adX+Z (I �  �)

�1
�
f � � �  �1 (3.35)

Y = (DZP )
�1 (W ) = adX+Z (I �  �)

�1W

D�après les formules d�interpolations de Hamilton ,on déduit qu�il existe des constantes Ck > 0

telles que

kY kKr =



adX+Z (I �  �)

�1W




K

r
� C0




(I �  �)
�1W





K

r+1
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(I �  �)
�1

�
f �

�
g
�1





r+1

� C1


� �  �1



r
1

�



(I �  �)
�1

�
f






r



� �  �1



1
+





(I �  �)
�1

�
f






1



� �  �1



r

�





(I �  �)
�1

�
f






r+1

� C2

�


(I �  �)
�1




r+1






�
f






0

+



(I �  �)

�1




0






�
f






r+1

�




(I �  �)
�1




r+1

� C3
�
1 + kI �  �kr+1

�

d�où

kY kKr = kV P (Z) (W )k
K
r � C4 kWk

K
r+1

donc V P : U �G! F est une application douce

3.3 Inversibilité de la fonction exponentielle par le théorème de

Nash-Moser

Théorème 3.1 (cf : [11] )Soient F et G deux espaces de Frêchet doux et P : U � F ! G une

application douce C1Supposons que DP est surjective et que la famille des inverses à droites

V P : U � G ! F est douce et de classe C1 ,alors P est locallement surjective, de plus dans

un voisinage de tout point , P admet un inverse à droite doux et de classe C1:

Corollaire 3.1 Soit X0 2 E; et P : Z 2 U � E �! P (Z) = exp (X0 + Z) � exp (�X0) 2 G

P est localement surjective

P admet un inverse à droite doux et de classe C1

Preuve: Appliquons les théorème de Nash-Moser:

Toutes les hypothéses de Nash-Moser sont remplies par les propriétés de la fonction expo-

nentielle , alors P admet un inverse à droite doux et de classe C1
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Chapitre 4

Applications

4.1 Stabilité douce de degré r et de base b sur un espace de

Frêchet

Dé�nition 4.1 Soit Y un champ de vecteurs dans l�espace de Frêchet E = � (M)

Soit

F : R� E ! Diff(M) (4.1)

(t; Y ) 7�! F (t; Y ) = Ft (Y ) tel que Ft (0) = 0

La fonction Ft (Y ) est doucement stable de degré r et de base b; à l�origine O dans l�espace de

Frêchet E si et seulement si 8K � Rn; (0 2 K) ; 8Y 2 E; 8n � b; il existe deux fonctions �

et � véri�ons

kFt (Y )k
K
n � �(t) :�

�
kY kKn+r

�
(4.2)

où � est une fonction dé�nie continue monotone croissante sur [0; �] et telle que �(0) = 0:

et � est une fonction dé�nie continue monotone décroissante pour tout t � t0 et telle que

lim
t!+1

�(t) = 0:
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Proposition 4.1 Soient les systèmes dynamiques suivants:

8
<

:

d
dt
(�t)� Y = ad�X((�t)� Y )

(�t)�Y jt=0 = Y
(4.3)

8
<

:

d
dt
(�t)

�Y = adX((�t)
� Y )

(�t)
�Y jt=0 = Y

(4.4)

où Y est un champ de vecteurs dans l�espace de Frêchet E = � (M)et (�t)� opère doucement

sur E de degré r et de base b alors l�origine 0 est un point d�équilibre doucement stable de degré

r et de base b pour le �ot �t�Y:

Preuve: Comme (�t)� opère doucement sur E de degré r et de base b, il existe alors un entier

lk = k + r � k et une fonction Ck (t; x) continue, positive dé�nie sur ]0;+1[�
 telle que

k(�t)� Y (x)k


k
� Ck (t; x) kY klk ; t > 0; k � 0 pour tout Y 2 E; k � b (4.5)

et
+1Z

0

Ck (t; x) dt converge uniformément, 8x 2 


Pour x �xé dans 
, posons �(t) = Ck (t; x) et � (x) = x ;8x > 0 alors � est une fonction

continue dé�nie monotone croissante sur [0; �] telle que � (0) = 0 et �(t) = Ck (t; x) tel que
+1Z

0

Ck (t; x) dt converge uniformement, 8x 2 
 donc �(t) est une fonction dé�nie continue

monotone décroissante pour tout t � 0 et telle que lim
t!+1

�(t) = 0 (condition nécessaire pour la

convergence des intégrales impropres du 1er espèce ):

D�apres la dé�nition le système dynamique est stable au voisinage de 0

Le même raisonnement pour le deuxième système
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4.2 Surjectivité locale de l�opérateur adX par un di¤éomor-

phisme adjoint sur �10

Soit un germe X localement lipschitzien sur U ayant pour �ot �t et soit un autre germeZ sur

U ; on pose Yt = (�t)� Z; Y0 = Z

alors
d

dt
Yt = [Yt; X] = adX (Yt) (4.6)

et par intégration on obtient

Yt = Z +

2

4
tZ

0

Ysds;X

3

5 (4.7)

Si la variable t varie sur tout l�ensemble R; alors on remplace le germe X par un autre germe

f�X où f est une fonction de classe C1 à support compact dans le voisinage U véri�ant

f(x) =

8
<

:
1 sur un voisinage de l�origine 0

0 sur U � f0g
(4.8)

Lemme 4.1 i) limYt
t!+1

= 0:

ii) Y (x) =

+1Z

0

Yt(x)dt converge et Y est de classe C1 au voisinage de 0

La solution Y de l�équation Z = [X;Y ] est donnée par

Y = �(adX)
�1Z =

+1Z

0

(�t)� Zdt (4.9)

Preuve: On peut trouver ce résultat par la méthode de la résolvante dans l�espace

de Frêchet E :

R (�; adX)Z = (�I � adX)
�1 Z

=

+1Z

0

e��t (�t)� Zdt ; 8X;Z 2 E et 8Re� > 0
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comme cette intégrale converge uniformément sur E et si l�intégrale

+1Z

0

(�t)� Zdt converge

dans E alors en faisant tendre � vers 0 on obtient

Y = � (adX)
�1 Z =

+1Z

0

(�t)� Zdt

Exemple 4.1 Soit le champ de vecteurs X1 =

mX

i=1

�ixi
@
@xi

qui engendre un groupe à un

paramétre t

�1t (x) =
�
�1;1 (t; x) ; ::::; �1;n (t; x)

�
(4.10)

=
�
x1e

�1t; :::; xne
�nt
�

Soit Z 2 X1
0 un champ de vecteurs in�niment plat au voisinage de 0

Z =

nX

i=1

fi(x)
@

@xi
(4.11)

il existe un champ de vecteurs

Y =

nX

i=1

ui (x)
@

@xi
2 �10 (4.12)

= � (adX1)
�1 Z =

+1Z

0

�
�1t
�
�
Zdt

qui est solution de l�équation

Z = adX1 (Y ) = [X1; Y ] (4.13)

en coordonnées ,on écrit

ui (x1; :::; xn) =

+1Z

0

(
�
�1t
�
�
Z)idt =

+1Z

0

e��it � fi
�
x1e

�1t; :::; xne
�nt
�
dt (4.14)
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Exemple 4.2 Soit le champ de vecteurs X2 =

nX

i=1

�ix
1+mi
i

@
@xi

avec mi > 0 alors il engendre

un groupe à un paramètre t

�2t (x) =
�
�2;1 (t; x) ; ::::; �2;n (t; x)

�
(4.15)

avec

�2i (t; x) =
�
x�mii � �imit

�� 1
mi (4.16)

soit Z un champ de vecteurs dans �10 ;

Z =
nX

i=1

fi(x)
@

@xi

il existe un champ de vecteurs

Y =
nX

i=1

ui(x)
@

@xi
= � (adX2)

�1 (Z) =

+1Z

0

�
�2t
�
�
Zdt (4.17)

solution de l�équation

Z = adX2 (Y ) = [X2; Y ] (4.18)

en coordonnées s�écrit:

ui (x1; :::; xn) =

+1Z

0

(
�
�2t
�
�
X)idt =

+1Z

0

�
1 + �imit x

mi
i

�1+ 1
mi fi

�
�2�t (x)

�
dt (4.19)
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Résumé :

    L'inversibilité de la fonction exponentielle a été étudiée par N.Kopell (1970) et M.I.Bryn 

(1974) qui ont donné des résultats négatifs et par J.Palis ,S.Smale (1969) ,J.Grabowski (1988) 

et A.Zajtz (2001) qui ont donné des résultats positifs.  On a prolongè ces résultats pour des 

X-flots qui opèrent doucement sur un espace de Frêchet.

    Cette thèse est divisée en quatre chapitres. Dans le premier chapitre,on a donné des 

rappels sur les espaces de Frêchet et leurs propriétés.  Dans le deuxième chapitre on définit 

les propriétés de la fonction exponentielle d'un champ de vecteurs ,en particulier : sa X-

dérivation, son développement en série entière au voisinage de zéro, le développement en 

série de Fourier.   Dans le troisième chapitre on applique le Théorème de Nash-Moser des 

fonctions implicites pour définir l'inversibilité de la fonction exponentielle.Enfin dans le 

quatrième chapitre, les caractéristiques des opérateurs adjoints permettent de définir:la 

stabilité douce de degré r et de base b dans les espaces de Frêchet de certains systèmes 

dynamiques. Les idéaux de codimensions finies dans les espaces de Frêchet ayant une 

structure hyperbolique.

Motes clés : Espaces de Frêchet, champ de vecteurs, structure hyperbolique

Nash-Moser,X-dérivation,stabilité douce de degré r et de base b, système dynamique.

Abstract:

The invertibility of the exponential function was studied by N.Kopell (1970) and M.I.Bryn

(1974) which gave negative results and J.Palis, S.Smale (1969) J.Grabowski (1988) and A .

Zajtz (2001) which gave positive results. We extended these results to the X-Flows which 

operate smoothly on a Fréchet space.

This thesis is divided into four chapters. In the first chapter, we gave reminders on Frechet 

spaces and their properties. In the second chapter we define the properties of the

exponential function of a vector field , in particular: Its X-derivation ,its series expansion

around zero, its development in Fourier series. In the third chapter the Nash-Moser

theorem of implicit function is applied to define the invertibility of the exponential function. 

Finally, in the fourth chapter, the characteristics of adjoint operators allow us to define:

Tame stability of degree r and base b in Frechet spaces of certain dynamical systems,The 

ideals of finite codimension in Fréchet spaces having a hyperbolic structure.

Key words: Fréchet spaces,  vector field,  Nash-Moser, X-derivative, tame stability of degree 

r and base b, dynamic system, hyperbolic structure.
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