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Introduction

Le systeme immunitaire est le plus complexe des appareils de notre organ-
isme, qui peut combattre les agents pathogénes qui pénétrent et se dévelop-
pent dans I’hote (par exemple, virus, bactéries,... ).

Les recherches concernant les bases moléculaires éxpliquent comment les
cellules immunitaires fonctionnent, c-a-d, comment elles identifient un agent
pathogéne qui combattent I'infection et stimulent les réponses immunitaire
pour protéger ’hdte. En plus pour mieux comprendre les différents com-
posants de la réaction immunitaire, il est également important d’adopter une
approche systématisée pour étudier les interactions complexes entre les nom-
breux composants de ce systéme et déterminez les résultats d’une infection.

En particulier, les interactions entre les agents pathogenes et le systéme
immunitaire peut étre considéré comme un systéme écologique dans le corps
d’un organisme. De maniéres différentes, plusieurs espéces des cellules immu-
nitaires agissent 'un sur 'autre avec des populations des agents pathogénes.
Les deux interactions importante de la dynamiques de population qui sont
trouvées dans le systéme immunitaire sont les interactions de prédateur-proie
et la compétition : (i) Quand les prédateurs capturent et tuent leur proie,
ils reproduisent et par conséquent leur population se développe. De méme,
quand les cellules immunitaires rencontrent des agents pathogenes, elles se
divisent ainsi leur taille de populations va croitre pour éliminer les agents
pathogenes. (ii) La compétition qui signifie que deux espéce partagent une
ressource commune, comme la nourriture. Les espéces qui peuvent utiliser
plus efficacement cette ressource seront poussent mieux et sera le concurrent
supérieur, celui-ci pourrait conduire le concurrent inférieure a ’extinction,
ou les deux espéces peuvent coexister. Dans le systéme immunitaire, les dif-
férents espéces de cellules immunitaires peuvent identifier la méme infection
et proliférer lorsqu’il est exposé a cet agent pathogene et le tuer.

Comment ces interactions dynamiques entre les différents espéces de cel-
lules immunitaires et de populations de pathogénes peuvent étre compris?
D’une part, les expériences qui décrivent la dynamique des cellules immu-
nitaires et des agents pathogénes in vivo sont d’une importance centrale.
Ces données montrent généralement la maniére dont ces deux populations
se développent au fil du temps. En outre, cependant, une compréhension
rigoureuse de celle dynamique exige 1'utilisation des modéles mathématiques



qui décrit et prévoie le cours du temps d’une infection et des immuno-
réactions. Les modéles mathématiques ont été d’importance centrale pour
comprendre la dynamique des populations dans un contexte écologique [29].

Au début des années 1990, ces modeles écologiques ont commencé a étre
utilisés par un certain nombre de personnes de scribe in vivo la dynamique
entre les viraux infection et les immuno-réactions, en particulier dans le cadre
de linfection du virus d’immunodéficience humaine (HIV) [27].Beaucoup
d’accent a été mis du coté viral de cette dynamique, y compris ’évaluation
des parametres viraux de base, la dynamique évolutionnaire de I’évasion im-
munisée par le virus, et ’analyse du traitement de I'infection a VIH.

Ce travail est concentré sur le coté immunisé de ces interactions, essayant
d’expliquer un grand choix d’observations expérimentales au sujet de la dy-
namique des cellules immunitaires dans diverses infections. Une partie parti-
culiére du systéme immunitaire qui est trés important dans le combat contre
des viraux infection sont les lymphocytes T cytotoxiques (CTL), Ils se bat-
tent avec les agents pathogénes intracellulaires.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Dans le le premier chapitre,
nous rappelons quelques notions biologiques et mathématiques. Dans le
deuxiéme chapitre, nous introduissons des modeles mathématiques qui décrivent
Iinteraction biologique entre cellules non infectées, infectées et virus libres.
Dans le toixiéme chapitre nous étudions un modele du VIH. Ensuit, nous
appliquons une vaccination par pulsation sur ce modeéle. Nous illustrons
nos résultats avec des simulations numériques et examinons la sensibilité des
parameétres en ce qui concerne le modéle, A la fin nous concluons par une
discution sur les implications.



Chapitre 1

Outils mathématiques et
biologiques

Le but de ce chapitre est de donner des rappels sur quelques notations
biologiques, définitions et résultats utiles pour la suite de ce mémoire.

1.1 Quelques notations et définition biologiques

e CTL, : les CTL effecteurs.
e CTL, : les CTL précursseurs.

e CD4 ou CD4" : cellule du systéme immunitaire possédant la protéine
CD4 sur sa membrane, appelée aussi T4, Th (pour T helper), T auxil-
iaire.

e CDS8 ou CD8™ : cellule cytotoxique du systéme immunitaire possédant
la protéine CDS8 sur sa membrane, appelée aussi T8, Tc ou CTL.

e CTL : pour Cytotoxic T-Lymphocyte = cellule cytotoxique, appelée
aussi Tc (voir CD8").

e SIDA : Syndrome de 'Immuno Déficience Acquise.

e Thymus : organe responsable de la production et de la maturation des
lymphocytes T, c-a-d des T4,T8.

e VIH : Virus de I'Immunodéficience Humaine.

e Virion : particule virale.



Définition 1.1.1 Les lymphocytes TCD8" :Les lymphocytes TCDS (ou
18) sont produits par le thymus. Ils possédent des protéines CD8 sur
leurs membranes et sont responsables de la destruction des cellules tu-
morales ou des cellules infectées par des virus.

Définition 1.1.2 Les lymphocytes TCDJ": Les lymphocytes TCDA
(ou T4), appelés aussi lymphocytes T helpers (Th) ou T auxiliaires,
sont les cellules responsables de la coordination et de l’activation de la
réaction immunitaire. Ces cellules sont aussi produites par le thymus et
possédent des protéines CD4 sur leurs membranes. Ces cellules helpers,
comme leur nom lindique, sont la clef du systéme immunitaire.

1.2 Outils mathématiques

1.2.1 Stabilité des équilibres

Soit I’équation différentielle

dx
= 1), (1)

ou f: Q C R*" — R” est une fonction de classe C'. Soit 2* un point
d’équilibre de I’équation (1.1) (i.e. f(z*) = 0).

Définition 1.2.2 [’équilibre x* de (1.1) est dit stable si pour tout € > 0, il
existe n > 0 tel que pour toute solution x(t) de (1.1) on a

[2(0) — 2" [[<n = lla(t) — 2" [[<e

Définition 1.2.3 [’équilibre x* de (1.1) est dit globalement attractif si pour
toute condition initiale xoy du probleme (1.1) on a

lim ||z(t) — 2" ||=0

t—o00

Définition 1.2.4 [24] ’équilibre x* de (1.1) est dit globalement asympto-
tiquement stable s’il est stable, et globalement attractif.

Soit Jy(x*) := %(w*), la matrice jacobienne de f évaluée au point z*.
1., z N « o, . .
Considérons le systéme linéaire suivant

dx
W _ 4y
ar - O



ot A = J¢(z*) s’appelle le linéarisé ou ’approximation linéaire du systéme
non linéaire (1.1) en z*.

L’étude de la stabilité de l'origine pour le linéarisé permet dans certains
cas de caractériser la stabilité de I’équilibre z* de (1.1) . Plus précisement on
a le théoréme suivant:

Théoréme 1.2.5 [22]

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle stricte-
ment négative alors l’équilibre x* du probléme (1.1) est stable.

2. S’il existe au moin une valeur propre de la matrice A de partie réelle
strictement positive alors x* est instable

3. Dans tout les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x*.

Lemme 1.2.6 ( Critére négatif de Dulac )
Soit le systéeme suivant

& = f(z,y),
(1.2)
% = g(CL’,y)

et D une région simplement connexe, soit B (x,y) une fonction stricte-
ment positive, continue et differentiable.
Supposons que la quantité % + a(a—ig) ne change pas de signe dans D.

Alors il n’existe pas un cycle limite entiérement contenue dans D.

1.2.7 Théoréme de Floquet

On va ennoncer maintenant le théoréeme de Floquet qui donne la stabilité
orbitale dans R? [25].

On considére le systeme autonome de dimension 2 :

(' =P (z,y)
si (x,y) ¢ M
y/ = Q (*Ta y)
(1.3)
Az =a(zx,y)
si (z,y) € M
[ Ay =10(z,y)

out € R, et M C R? est 'ensemble défini par I’équation ¢ (z,y) = 0.



Soit y(t), t € R la solution de (1.3), avec l'effet impulsif aux instants ¢y,
tel que : 0 <ty <ty < ...ou limg_, .ot = +00 et la fonction implicite qui
est définie par {M = ¢ (z(t),y(t)) =0:t =14} .

etsoit Ly = {u € R? :u=~(t),t € Ry}. Onnote par J* (¢, 20) l'intervalle
maximal de la forme (¢y,w) dans lequel la solution z(¢ ;tg, z9) de (1.3) est
définie.

Pour y € R?, soit d (y, L1) = minyer, |y — u | et By(y(t1)) la boule de
rayon 7 et de centre y(t1).

Définition 1.2.8 La solution z = y(t) de (1.3) est appelée

1 .Orbitalement stable, si pour tout € > 0, n > 0 et tg € R, il existe
§ >0 tel que d(y, L") < d et 20 & B,(7v(tx)) U B, (7(t))) implique que
d(y,L*) < e pourt € J" (to,20) et | to — tx |>n, ot z(t) = z(t ;to, 20)
est n’importe quelle solution de (1.3) pour laquelle z(t§ ;to, 20) = 2o-

2 .Orbitalement attractive, si pour tout € > 0, n > 0 et tg € R, il
existe § > 0 et T > 0 tels que to+T € J* (tg,20) et d(y,LT) <0 et
20 ¢ B,(v(ty)) U B, (v(t])) implique que d (y, L*) < & pourt >ty + T,
teJt (to, 2p) et] to —t \> n, ot z(t) = z(t ;to, z0) est nimporte quelle

solution de (1.3), pour laquelle z(t3 ;to, z0) = 2o-

3 .Orbitalement asymptotiquement stable si elle est orbitalement stable et
orbitalement attractive.

Définition 1.2.9 La solution z = (t) de (1.3) posséde la propriété de phase
asymptotique si pour tout € > 0, n > 0 et tg € Ry, il existe 6 > 0, ¢ > 0
et T >| ¢ | tels que to + T € JT (to,z0) et | z0 — y(to) |>  implique que
| z(t+c)—~(t) |< e pourt > tog+T,t € Jt (tg,20) et | to — ti |> n, ou
z(t+c) = z(t;tg — ¢, 20) est n'importe quelle solution de (1.3) pour laquel
2(td 5 to, 20) = 20-

Supposons que (1.3) admet une solution T _périodique

7= 5 |-

n(t)
avec

| |+| !#0

Supposons que la solution périodique p(t) a ¢ instant d’effet impulsif.
Puisque nous avons une orbite périodique, un des deux multiplicateurs de
Floquet est égal a 1, et I'autre est calculé selon la formule suivante :



ou

ob  9¢ _ ob 9¢ | 9¢ Oa  0b _ Oa 99 | 9¢
P+ (a_y ox ox 6y+am)+Q+ (Bm dy oy 8x+8y)
¢ ¢ ’
P +Q35,

P,Q,g—z, %, g—;, g—z, % et g—i sont calculés au point (€ (tx),n (tx)),

et Py = (£(t5),n(t),Qr = (€(t) ,n ()

Nous avons alors, le théoréeme suivant, qui est un analogue du critére de
Poincaré [5].

Théoréme 1.2.10 la solution P (t) de (1.3) est orbitalement asymptotique-
ment stable et elle a la propriété de phase asymptotique si le multiplicateur
o calculé par (1.4) satisfait la condition | gy |< 1.



Chapitre 2

Modélisation mathématique des
réponses du CTL contre
I’infection virale

Ce chapitre présente les modeéles mathématiques de base qui ont été
utilisés pour étudier la dynamique entre les infections virales et la réponse
du CTL.

Nos cellules renferment tout le matériel biologique pour qu’un virus puisse
se reproduire et se maintenir dans ’organisme ce qui entraine des possibilités
de mutations. Un virus se lie & des récepteurs a la surface d’une cellule pour
fusionner avec cette derniére, puis le virus se dissout en libérant les génes
de son noyau, ensuite, il utilise le matériel génétique de son hote pour copier
ses génes et ses protéines qui vont former de nouveaux virus qui se détachent
de la paroi de la cellule pour partir & la recherche d’autres cellules hotes
(voir figure 1.1).
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FIGURE 1.1 — Cycle de vie d’un virus

2.1 Dynamique du virus

Quand les virus rencontrent les cellules susceptibles, ils les infectent. Les
cellules infectées produisent les nouvelles particules de virus qui quittent la
cellule et trouvent d’autres cellules cibles susceptibles.

La croissance de la population virale est limitée par la disponibilité des
cellules cibles, une fois que le virus a infecté la plupart des cellules du tissu,
la population ne peut pas s’accroitre d’avantage.

Afin de modéliser la reproduction des virus, on considére une équation
logistique qui depend de la densité, c’est une équation commune en écologie
qui est utilisée pour modéliser la coissance des populations.

Le modeéle est donné par ’'EDO suivante

v =rv (1 — %) — av. (2.1)

ou v est la population de virus.

Cette équation comporte trois parameétres, le taux de croissance du virus
représenté par r, la population virale croit vers un seuil de saturation w
dit"capacité de charge", ceci représente la limitation de la celulle cible. Enfin
la population virale se désintégre avec un taux a. Par conséquent, ce modeéle
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ne distingue pas entre cellules susceptible, cellules infectées et virus libres, il
considére la population de virus avec une seule variable.
Le modeéle admet deux équilibres : v* =0 et v* = (r —a) 2.

e Sir < a, le virus échoue a établir une infection et ceci est décrit par
*
v* = 0.

e D’autre part, si r > a alors 'infection est établie avec succés et ceci est
P . * P _ E
décrit par v* = (r —a) ®.

2.2 Dynamique de l’infection virale

On considére, maintenant, un modéle plus détaillé qui distingue entre cel-
lules non-infectées susceptibles "7, les cellules infectées”y” et les virus libres
70”, le modele décrivant la dynamique de base de 'interaction entre ces trois

types de cellules est donné par le systéme suivant :

¥ = A—dx— Bxv,
y = fzv—ay, (2.2)

vo= ky — uv.

Les cellules susceptibles sont produites avec un taux A et meurent avec
un taux de mortalité naturelle d.

Lorsque les cellules susceptibles rencontrent les particules de virus libres,
elles deviennent infectées avec un taux ( (l'éfficacité de l'infection), les cel-
lules infectées meurent avec un taux a. Ce taux de mortalité sera souvent
plus grand que le taux de mortalité des cellules non infectées parce que les
virus endommagent les cellules et causent la mort cellulaire (cytopathicité
ou cytotoxicité) (voir la figure 1.2).

Les nouvelles particules de virus sont produites par les cellules infectées
avec un taux k, ces virus meurent avec un taux de mortalité égale a u.

Les valeurs t, = é, ty = i, t, = % sont respectivement les durées de vie
des cellules susceptibles, infectées et des virions (voir remarque 1.2.1).
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(v) (y)

£ » = L
A 4 '

Figure 1.2 — Description schématique du modele d’infection virale

Le systéme (2.2) admet deux états d’équilibre stables qui dépendent de
Ry le taux de reproduction de base [23] (i.e c’est le nombre moyen des cellules
nouvellement infectées qui sont produites & partir d’une cellule infectée au
tout début de l'infection, i.e quand il n’y a encore aucune cellule infectée ).
Ce rapport de reproduction est égale &

ok

- dau

Ry , (voir remarque 2.2.2)

et donc,

e Si Ry < 1, l'infection ne décolle jamais. La charge virale initialement
inoculée disparait et on assiste a I’éxtinction de la population virale
et des cellules infectées. Le systéme (2.2) se stabilisera a son état
d’équilibre naturel (sans infection)

A
o) = (5:0.0)

e Si Ry > 1, on assiste a une croissance de la population du virus (la
phase de primo-infection), puis elle se stabilise & un état d’équilibre
(z*,y*,v*) ( la phase asypmtotique ) tel que
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L . ABk—dau .,  ABk —dau
_ﬁk’y - awBk T afu
ou bien
A dau d
f=— Y =(Ro—1)—, v"=(Ry—1) —.
x dRo’y (Ro )aﬁk’v (Ro )5

e Si Ry > 1, une cellule infectée donnera naissance, en moyenne, a plus
d’une cellule nouvellement infectée et 'infection pourra se propager.

e Si Ry < 1, alors une cellule infectée donnera naissance, en moyenne,
a moins d’une cellule nouvellement infectée, et la population virale va
vers ’extinction.

e D’autre part, si Ry = 1, alors une cellule infectée provoque, en moyenne,
une cellule nouvellement infectée, ce cas est un cas particulier et inutile.

Le nombre moyen des particules de virus libres (taille d’explosion) pro-
duits & partir d'une cellule infectée est donnée par &

o’

W .
cellules infectée taille d'explosion % cellules nouvellement taux de reproduction de base
infectées “R A"

©-@ - % -

O-@ - 0 -

FIGURE 1.3

Remarque 2.2.1 (la durée moyenne de la période de survie dune cellule
infectée)



14

On définit la variable aléatoire X (w) comme étant la durée de la période
de survie d’une cellule infectée w, P, (t) représente la probabilité qu’une
cellule qui entre dans le compartiment infectieux a l'instant ¢ = 0 et reste
vivante dans ce méme compartiment a 'instant ¢ > 0, cette fonction vérifie
le systéme suivant :

Pg:(t) = _aPy (t) )
(2.3)
P0) = 1

La solution de ce systéme (2.3) est donnée par : P, (t) = e~ en terme
de variable aléatoire, on a P, (t) = P, ( X(w) >t) = e .
On définit la fonction de répartition comme suit :

1—e® sit>0,
F(t) =
0 sttt <O.

Par conséquence, la fonction de densité est égale f(t) = F'(t) = a e .
La durée moyenne de la période de survie est représentée par l'espérence
mathématique de la variable aléatoire X,

5 - [ i

+oo
= a/ te ™ dt,
0

E(t) = %

De la méme fagon, on peut calculer la durée moyenne de survie d’un virus

(1) (i.e, la periode d’infectiosité), et d'une cellule susceptible ().

Remarque 2.2.2 (Le tauz de reproduction de base du virus Ry)

On définit le taux de reproduction de base Rq par : Ry = ¢ p At, tel que
le nombre moyen de cellules infectée est c¢p pendant la période d’infectiosité
At.

e cp : C’est le contact réussi avec toute la population des cellules suscep-
tibles (z* = 3).

Par identification par I'incidence : i(t) = Sx*, on obtient :
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BA

Cp:7

On définit maintenant Ry comme :

+oo
Ry = c/ A(r)dr.
0

tel que A(7), c’est l'infection atteinte a l'instant 7 aprés 'infection, qui
est définit par :

A(T) = p Pu(7).

tel que P,(t) représente la probabilité qu'un virus infecte une cellule &
Iinstant ¢ = 0, et reste toujour vivant & 'instant ¢ > 0, et p représente la
probabilité de la transmission virale.

La fonction P,(t) vérifie le systéme suivant :

Plt) = kP,(t) — uPy1).
(2.4)
P(0) = 0.

On résoud le systéme (2.4) par la méthode du facteur intégrant

Pi(t) = kP,(t) —uP,(t),
(P, () = ke Py(t),

/O (B (s)ds = K /O e, (5)ds,

P,(t) = i [e" — e™""] .(tel que u # a)

uU—a

On calcule maintenant le R, :

+o0
RO = Cp/ Pv(t)dta
0

+oo
= cp/ K [efat — eﬂﬂ dt,
0

u—a
o
dau’

dot Ry =
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Le modele (2.1) peut étre simplifier, en supposant que la population des
virus libres est dans un état quasi stable. (i.e : v/ = 0),d'on v = %, et donc
on peut réecrire le modéle comme suit :

¥ = AN—dx— [xy,
(2.5)
/

y = Blay—ay,

* B—f, et le taux de reproduction de base peut étre s’écrit comme

2.3 Modéle de la dynamique des CTL

La dynamique des réponses CTL & des infections virales sont étudiés
expérimentalement par le controle du nombre du CTL et le nombre de par-
ticules du virus. Pour étudier la dynamique des CTL in vivo, on utilisera un
modele de souris éxposée & une infection virale. La souris peut étre infectée
d’une fagon controlable et les populations des cellules immunitaires et de
virus peuvent étre mesurées a des intervalles réguliers. En particulier sur
I’étude de l'infection des souris par le virus de la chrioméningite lymphocy-
taire (LCMV) [30]. On peut observer dans le cadre de cette infection, les
différents cas suivant :
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Nombre du CTL

Charge virale

Temps Temps

FIGURE 1.4 — Représentaion schématique du modeéle expérimentale

e (A) Le CTL libere la cellule hote du virus. Le CTL s’accroit, élimine
le virus et s’établit autour d’un niveau de mémoire élevé.

(B) Le CTL n’a pas pu conduire a 'extinction du virus, celui-ci persiste
a des niveaux bas. Ainsi le CTL peut controler I'infection & longue
terme. Aucune pathologie n’est observée sur la souris.

(C) Le CTL induit une pathologie. Le virus persiste & des niveaux
élevés et donc le CTL n’arrive pas a se débarasser de I'infection. Main-
tenant on a un grand nombre de cellules infectées qui entraine la réponse
du CTL. Par conséquent énormément des cellules vont étre tuées et la
souris succombe et meurt.

(D) I’épuisement du CTL. i.e. bien que la réponse du CTL s’acroisse
initialement, elle aboutira a une extinction (pas de production du cel-
lules mémoire), et comme résultat le virus persiste a des niveaux élevés.
Comme LCMYV (l'infection des souris par le virus de la chrioméningite
lymphocytaire) est non cytotoxique, la souris reste saine.
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Ici, on introduit la fagon la plus simple qui permet de modéliser la dy-
namique des réponses CTL.

Nous considérons une population unique de CTL qui combat I'infection,
notée par ”2”, ainsi I’expansion de cette population permet de tuer les cellules
infectées. Ceci est trés similaire a la dynamique proies-prédateurs en écologie.
les CTL sont les prédateurs que se developpent pour tuer leurs proies (virus).

Nous allons alors, considéerer le modéle suivant :

¥ = AN—dx— [xy,
y = B'ry—ay—pyz, (2.6)
Z = cyz — bz.

Les CTL proliférent en réponse a la stimulation antigénique avec un taux
¢, et meurent en ’absence de stimulation antigénique avec un taux b. Les
cellules infectées sont éliminées par les cellules effectrices de CTL avec un
taux p. Notons que les CTL naives sont produites par le thymus, mais ceci
n’est pas inclut dans le modele (2.6), la raison est que le taux de production
de CTL est tres faible et que les cellules CTL naives spécifiques & un virus
donné, existent seulement avec un nombre trés faible, par conséquent, ce
terme peut étre ignoré.

Les points d’équilibres vérifient le systéme suivant

A —dx* — frax*y* =0,
ety —ay® —py*z* =0,

cy*z* —bz* = 0.

Alors
A—dz* =yt =0 (1)
=0 ou (@ —a—p) =0 (2)
(2*=0) ou (y* =2 (3)
De (3), si z* = 0, en remplace dans (2); on obtient z* = 57 puis en

remplace ce x* dans (1), on obtient y* =

e Alors 'équilibre (z*, y*, 2*) = (
Ry > 1.
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e Si y* = g, en remplace dans (1), on obtient z* =

remplace le * dans (2), on a: z* = %

Ac :
FEEwCT puls €en

Donc z* existe si <A - i) > b
a B c
En résumé, supposons que le taux de reproduction de base Ry > 1, tel
que le virus peut établir une infection avec succés. Deux résultats possibles
sont observés :

e Si (’5\ — %) < 2, alors la réponse du CTL ne s’établie pas,puisque la
réactivité de CTL est trop faible pour pouvoir assurer I’expansion de
CTL, ce résultat est ainsi décrit par 1’équilibre suivant :

AB* —ad
(x*,y*,z*) — (%’ %,O)

e D’autre part, si ( ) > %, alors une réponse du CTL se développe

A_d
a B*
et le systéme (2.6) converge vers l'équilibre suivant

o \e b (BN —ad) — abB”
(‘”’y’z)_<dc+6*b’5’ p(de +b3") )
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FIGURE 1.5 — Simulation numérique du modele (2.6)

Les parameétres utilisés sont : A =1, d=0.1, 5 =0.1,a = 0.2, p = 0.5,
c=0.2,b=0.1.

La figure 1.5 représente la simulation du modeéle (2.6) qui décrit la dy-
namique du CTL. La croissance virale est suivie par l'expansion du CTL,
ainsi l'activité de ces cellules réduit la charge virale. Les oscillations at-
ténuées apportent le systeme vers un équilibre. Le niveau de la charge virale
a cet équilibre montre & quel point 'infection est controlé. Si la charge virale
se trouve au-dessous d’un seuil, ceci indique I’extinction du virus en pratique.
Apres 'expansion, la population de CTL reste a un niveau de mémoire élevé.

[’avantage principale de ce modeéle est sa simplicité analytique. Cepen-
dant, il a quelques caractéristiques irréalistes. Le terme de prolifération du
CTL est tres fort, c’est -a-dire, le taux d’expansion du CTL est proportionnel
au nombre de CTL, et il n’ya aucune saturation. Dans ce cas, le nombre de
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CTL est seulement réglé par la quantité d’activité antivirale éxercée par le
CTL.

Supposons que les CTL ont perdu leurs capacité de tuer et d’exercer
n’importe quelle autre activité antivirale, alors le modéle prévoit que le nom-
bre de CTL augmenterait vers l'infini, et cette augmentation est certainement
irréaliste.

Par conséquent, on a utilisé dans la suite quelques variations sur le modéle
qui visent & rendre le terme d’expansion du CTL plus réaliste.

2.4 Saturation de 'expansion du CTL

Nous allons modifier le modeéle simple (2.6) de la dynamique du CTL, en
supposant que le taux de I’expansion du CTL sature lorsque le nombre des
CTL augmente est devient relativement grand.

Ceci est exprimé par I’équation différentielle suivante [27]:

/ cyz
ezt 1

bz (2.7)

e "¢” exprime le niveau auquel 'expansion du CTL sature. Du moment
que la réponse du CTL est établie, le systéme converge vers léquilibre

suivant :
. B*b(ea — p) — ped + \/[ﬁ*b (ea — ped)]* + 46 2beep
S 252be ’
. A—dr”
y - /Bx* )
* B*ZE'* —a
2=
p

Les propriétés de ce modele sont similaire au modeéle simple (2.6). Cepen-
dant le terme de saturation élimine les caractéristiques biologiquement irréal-
istes du modele simple (2.6) .

Toutefois, si la saturation se produit lorsque le nombres des CTL est
faibles (i.e, e est trés grand), il est possible d’utiliser une version simple de
ce modele, donnée par :

2 =cy—bz (2.8)
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Dans ce modeéle, le taux d’expansion du CTL est simplement proportion-
nel a la quantité d’antigéne, non pas au nombre de CTL.

De plus, la réponse du CTL ne peut jamais s’éteindre. Au lieu de cela, si
la réactivité ¢ des CTL est faible, les CTL persistent & des niveau bas.

Par conséquent, si le Ry > 1, il y a seulement un équilibre stable, et ceci
est donné par les expréssions suivantes :

B*ba — ped + \/[8ba — ped)? + 45bAcp

¥ = ,
2/3*%h
. A—dr
y - B*I‘* 9
. S8*r* —a
F A S—
p

Il y a d’autres variations pour décrire la dynamique du CTL et elles
ménent & des caractéristiques plus réalistes par rapport au modéle simple

(2.6).

2.5 CTL précurseurs et effecteurs

Dans les modeles précédents, on a considérer qu’une seule population de
CTL ”z”. Cependant, en réalité la population de CTL peut étre divisée
au moins en deux sous-populations : CTL précurseurs (CTL,) et CTL ef-
fecteurs (CTL.), Les CTL, n’ont aucune activité antivirale et les CTLe ont
une activité antivirale (voir figure 1.6).

Les CTL naifs ( i.e, qui n’ont jamais vu d’antigéne auparavant ), existent
comme precurseurs. Quand ils sont stimulés par ’antigene, la population de
CTL, s’é¢tend. Ceci aboutit a la différenciation des CTL effecteurs qui tuent
le virus, Les CTL mémoire sont de nouveau CTL précurseur sans activité
antivirale. Afin d’atteindre ’activité antivirale, les CTL mémoire doivent
stimulés de nouveau.
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contacte avec 3 différenciation
I'antizene

FIGURE 1.6 — Représentation schématique du modele (2.9)

On construit un modéle mathématique qui prend en considération cette
subdivision du CTL [28]. Notons la population du CTL précurseur par w et
la population du CTL effecteurs par z, le modeéle est donné par I’ensemble
d’équations différentielles suivantes :

/

w = cyw(l —q)— bw,
(2.9)

2 = cqyw — hz.

Aprés un contact avec 'antigene, les CTL,, proliférent avec un taux ¢(1—gq)
et se différencient en des cellules effectrices avec un taux cq, les parameétres
b et h sont respectivement les taux de mortalités de CTL, et CTL,.

Dans ce modele, les CTL mémoire se situent dans la population des
précurseurs w.

Si la durée de vie du CTL, est longue en I’absence d’antigene (i.e, b petit),
alors la population de CTL, persite a des niveaux éleves pendant des périodes
prolongées aprés une infection aigué, comme observé in vivo.

D’aure part, on suppose que la durée de vie du CTL effecteur est courte,
parce que l'activité effectrice prolongée peut avoir des conséquences dom-
mageables pour I’hote. Le processus d’expansion et de différenciation du
CTL provoque des effecteurs et par suite augmente le nombre de CTL, mé-
moire est représenté par le terme cyw, on suppose que les CTL effecteurs
sont simplement proportionnel au nombre de CTL mémoire et la quantité
d’antigéne.

e Sile Ry > 1, une immunoréaction soutenue peut étre établie si
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c(1—q) (% — Bi> > b, dans ce cas le systéeme converge vers 1’équilibre

suivant :
ZL‘* _ Ae(1—q)
de(1—q)+bB™>
* b
y =  q-o
* Z*h(lf‘Z)
w = T,
Pr— B*x*—a
P

Selon ces expréssions, la charge virale est réduite par une réactivité élevé
et une durée de vie longue de CTL, mémoire. Par conséquent, ce modele
indique que le phénotype de mémoire de CTL est important pour le controéle
du virus.



Chapitre 3

Application de la vaccination

par pulsation au modéle du
virus VIH

3.1 Introduction

Un vaccin qui stimule la réponse des lymphocytes T cytotoxiques
représente le meilleur espoir pour controler le VIH [6], [7], [8]. Les CTL sont
des cellules-hotes avec la capacité d’identifier et détruire les cellules infectées
par le virus dans le corps [9]. Ces cellules sont activés par I'intermédiaire
de la reconnaissance spécifique des fragments viraux (appelés les épitopes),
présentés par des molécules de la surface cellulaire [10]. Avec la stimula-
tion et l'activation appropriées, ils peuvent éliminer les cellules infectées et
controler U'infection viral [11].

Ici, on modélise la situation ou les CTL peuvent effectivement controler
I'infection viral (par la réduction du nombre de cellules infectées) quand le
vaccin (présentant des épitopes viraux corrects) est administré a intervalles
réguliers. Supposons un modele d’équation différentielle impulsive des cel-
lules CD4" T infectées et des CTL, avec le mécanisme de la vaccination qui
décrite par des pulsations fixées a des intervalles réguliers qui active les CTL.
L’utilisation d’équations différentielles impulsives a été récemment proposée
pour modéliser les concentrations dynamiques de médicament pendant la
thérapie antirétrovirale [12],[13]. Cette théorie des équations différentielles
impulsives [14], [15], [16] nous aide a faciliter notre étude sur la vaccination
par pulsation [26].

25
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3.2 Modéle

Soit T la densité de la population des cellules CD4™T infectées et soit C' la
densité des CTL dans le corps. Faisons I'approximation simplificatrice que
les cellules CD4™ T infectées sont produites avec un taux constant 7. Cette
approximation est raisonnable lorsque la quantité de virus libre est constante,
comme dans la période asymptomatique de I'infection, elle devient moins
raisonnable dans les premiers ou derniers stades de 'infection.

Les cellules CD4*T infectées meurent avec un taux de mortalité d [1] et
elles sont détruites par les CTL avec un taux p, proportionnel a la densité
de chacun|2].

Les CTL proliférent avec un taux «, proportionnel & la densité des CTL
et des cellules CD4" T infectées et meurent avec un taux de mortalité ¢ [3].

Supposons que les CTL sont stimulés par le vaccin au temps fixés t;, et
que 'effet du vaccin est instantané, ce qui aboutit & un systéme d’équations
différentielles impulsives, dont les solutions sont continues pour t # t; et
subissent un changement instantané d’état lorsque ¢ = .

En négligeant la dispersion et le retard lorsque le vaccin entre dans le
corps, nous surestimons les effets temporels de la vaccination sur les inter-
valles.

Ainsi, le modeéle est le suivant

T = 7—dT —pCT t+#t,
¢’ = aCT-6C t £ th, (3.1)
AC = C t = tg.

ou ty (k=1,2,...) les temps de vaccinations et C est la dose du vaccin
qui va permettre de stimuler un certain nombre de CTL.
Ici, leffet impulsif est défini par

AC=C(tf)-C(t;)=C,
ou C (t,;) est la concentration des CTL tout juste avant l'effet impulsif
et C' (t,j) est la concentration des CTL juste apreés 'effet impulsif.

3.3 Systéme sans vaccination

Tout d’abord, on analyse le modeéle(3.1) sans aucune vaccination, dans ce
cas le systéme n’a aucune impulsion, ainsi la dynamique est continue pour
les deux variables d’état.
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Le systéme non-impulsive admet deux points d’équilibres :
(Th, Co) = (%,0) Vequilibre trivial et (T*,C*) = (5 M) Péquilibre

) op
non-trivial.
De plus, les isoclines verticales et horizontales du modéle non-impulsive

sont données par : C'=0,T = g et T = d+’;C.

Remarque 3.3.1 Les points d’équilibres de ces deux isoclines sont les équili-

bres du systéme non impulsive, c’est-a-dire les points tes que la trajectoire

issue d’un tel point reste en ce point pour tout t. (car si T' (t) et C'(t) sont
nuls, T (t) et C (t) sont constants.)

Lemme 3.3.2 L’équilibre trivial est globalement asymptotiquement stable si
léquilibre non-trivial n’existe pas dans le plan positif. L’équilibre non-trivial
du modéle non impulsif est globalement asymptotiquement stable lorsqu’il ex-
iste dans le plan positif.

Preuve : Notons tout d’abord que I’équilibre non-trivial est seulement
possitif si ar — dd > 0.

La démonstration se fait par la méthode classique de linéarisation. Posons
F(T,C)=nm—dTI' —pCT et G (T,C) = aCT — 6C.

calculons la matrice Jacobienne associée au systéme non impulsif

oF oF
aT ac
o) = aa aa
orT ac

Alors, au voisinage du point (%, 0) ,on a

—d —p®
o) =
d?
0 ar =9
Les deux valeurs propres associées a cette matrice jacobienne, sont don-
nées par \g = —d < 0 et \; = =% — ¢, alors I’équilibre trivial (g, O) est insta-

ble si et seulement si am — dd > 0, ce qui confirme I’éxistence de 1’équilibre

non-trivial &, er=4 )
a’  pd

Concernant la stabilité de I’équilibre non-trivial (7%, C*), par le méme
raisonnement, nous aurons

_om ps
7 d a
(T*,C*) —
5, (am —4d) 0
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det Jip+ ey = am — dd > 0,

tr J(T*,C*) = _03_7r <0.

Alors, les deux valeurs propres sont strictement négatives et ainsi le point
d’équilibre (7%, C*) est localement stable lorsqu’il existe dans le plan positif.
Afin de démontrer que le point d’équilibre (7%, C*) estglobalement stable,
nous allons appliquer le critére négatif de Dulac [4]. A cet effet on definit la
fonction B (T,C) comme suit, B (T,C) = —

TC
Alors,
0 0 0 [7m—dT—aCT 0 [aCT—-6C
o1 (BF) + 56 (BG) = 55 [ + 56 [*G77]
= —arz <0.

Ainsi, on conclut qu’il n’y a pas de cycle limite dans R? et par conséquent
le point d’équilibre (7, C*) est globalement asymptotiquement stable. m



29

(A) I'état trivial :(T0,CO)
f K772 777 77~

7

CD4+ T

14’;‘
[z
LR
IREEER)
2.5F IREERT
IRERRE R s
11444).)“
“")‘H‘)
IEREER R
2k |[RRRERE!
1101243,
IREEEERR
.
Tids,
% 15} NG
)
O vu:: :”:
! ' )
1

!
!
1+
0.5
0 Ll L

FIGURE 2.1 — Portrait de phase du systéme non impulsif

CTL

La figure (2.1) répresente les deux portraits de phase dans le plan posi-
tif du systéme non impulsif.(A) Quand le point d’équilibre non-trivial n’est
pas dans le plan positif, le point d’équilibre est stable.(B) Quand le point
d’équilibre non-trivial est dans le plan positif, I’équilibre trivial est instable
et I’équilibre non-trivial est stable.

3.4 Systéme avec vaccination

On s’intéresse maintenent a I’étude du modele impulsif (3.1), on définit
7 comme étant la période de vaccination, qui est considérée constante. On
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administre le vaccin aux temps tx(k = 1,2...,n), d’o0 7 =ty — tg.
Alors on peut définir :

Tt = efoT(aT(“)—fs)du' (32)

tel que T}, c est la mesure de la différence du nombre des CTL entre le
debut et la fin d’un cycle impulsif.

Théoréme 3.4.1 Le modéle (3.1) a une orbite périodique impulsive positive
avec une impulsion par période, dans la période impulsive les extrémités de
cette orbite périodique satisfant :

C(ty) = o,

Ctf) = =5

lfT'Lnt '
De plus, cette période est asymptotiquement stable et a la propriété de
phase asymptotique.
Preuve : On integre la deuxiéme équation du systéme (3.1)

/O t % _ /0 (T (w) — 8) du, (3.3)

Ainsi,

C (t) = C (0) elo@Tw=d)du,

Il s’ensuit que

et

Ainsi,
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Par conséquent,

CTin
) =1,
et
CT: 3
+\ wnt
C(r )_1_Tmt+(}. (3.4)

Il s’en suit que (3.4) definit une orbite période impulsive sur
0 <t < 7, avec une impulsion par cycle, ses extrémités sont

é éﬂnt
et .
1-— T%nt 1-— Ent

Maintenant, on démontre que Tj,; < 1. Supposons que T;,; > 1, d’ou
[5(aT (u) — §) du > 0. D’apreés (3.3), on a

C(r7) =C(0) T > C(0),
et

C(rt)y=C(r)+C,
Alors,

C)=C(r)+C.

ie, C'(0) > C(0) + C, ce qui veut dire que C doit étre C' < 0,ce qui
absurde car C' > 0, et par conséquent on conclut que lorbite est positive.

Pour établir la stabilité asymptotique orbitale de I'orbite periodique et
de la phase asymptotique, on appliquera la théorie impulsive de Floquet au
systéme (3.1) et de la phase asymptotique [5].

On definit le systéme (3.1) sous la forme suivante

( T'=P(T,C)=n—dT —pCT
si (T,C)¢ M
C'"=Q(T,C)=aCT - C
(3.5)
AT =a(T,C)=0
si (T,C)e M
| AC =b(T,C)=C

avec la fonction implicite (différentiable) qui est definie par
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{(M=¢(T(t),C()=0:t=1t}

Soit (£ (t),n (t)) definit comme l'orbite périodique impulsive.
Alors,

E(ty) = €(t)=T(r),

_ CT,
1) = 1o,
¢
1) = o,

Par conséquent, le multiplicateur non-trivial de Floquet est

o= | [ (G €000)+ 52 €0 al. 3o)

ob ¢ ob 0¢ o1 Oa 0¢ Oa O¢ [ol)
P (59 — o0 +or) T Q+ (556 — 5657 + 56)

A =
D¢ 90
Psr + Qs

d 0 ) . _ _
P, Q, %, g—;, g—g, g—%, ﬁ et % sont calculés au point (f (tk) .1 (tk)) ,

ot Py = (€ (17) (1)) . Qs = (€ () n (1))

Ainsi, nous avons
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Ppo= m—dg () —pn () € (t)
P o= m—de(t) —on ()€ (),
Qr = an ()€ () —an(t).
Q = an ()€ (t) —on (k).

: Qb _ b _ da _ 0a
Puisque 3= 57 = 56 = or

P+% + Q+%
Al = P8¢ Q@ 9
ar T &ac
De plus, Q. T}, = @, puisque on a

¢(tr) =€),

= 0, on obtient

car :
QiTon = () & () Tont = 01 (£) Tine
= () &) — ()
QiTot = Q.

D’autre part, on a

PiT = (= dg () Time — o1 (t) € () -
puisque 7 (t,;) =n (t,j) Tint, €t comme T’ (t,;) > (0 alors

™ —dg () > pn () € () > 0.
Donc,

(3.7)

P, Ty < P. (3.8)
Puisque Tj,,; < 1, il s’en suit, d’aprés (3.7) et (3.8), que

¢ ¢
PLo%1Q. 2
Al — +oT T+ HC

9P o
Par+Qsc

Ay <

1
Tint ’
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< oo [TCammoa) oo ([ -oa),

[ty < exp (/OT(—d—pn (t))dU> -

Alors, 1y <1 (car exp (— [ (d+pn (1)) du) <1).

Ainsi, le multiplicateur non-trivial impulsif de Floquet se trouve a 'interieur
du cercle unité, alors l'orbite 7 périodique est orbitalement asymptotique-
ment stable et a la propriété de la phase asymptotique. m

Théoréme 3.4.2 On définit le nombre moyen des cellules CD4™ T infectées
pendant un cycle de l’orbite périodique impulsive par

Alors, sur orbite périodique impulsive donné dans le théoréeme 3.4.1,
nous avons
lim7,, = lim 7,, =0. (3.9)

T—0 C—4o00

Preuve : On sait que T (t,;) =T (t,j) =T (tg), il s’en suit que, pour tout
k,

o () = m=dT () —pC (&) T (t)

= m—dT (t;) —p(C() - C)T (1),

= m—dT (1)) —pC (5) T (&) +pCT (1),
dT

_ dr .

Ainsi,
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ar , .. _dT
dt (t ) dt (tk) (3'10)

En outre, dans le plcm positif % L — (0 seulement lorsque T = deC (iso-

clines). Ainsi, puzsque ¢ <0 dcms chaque cycle, il s’ensuit que T' admet au
plus un point d znﬂemon par cycle et d’aprés (3.10) ce point d’inflexion doit
étre un minimum et ‘g ( ,;) > 0.

Ensuite, on note que

lim C (T+) = lim ¢

7—0 T—0] — efOT(aT(u)—(S)du

= +007
et

C’GIOT (T (u)—8)du

lim C (7'_) = 111% I CaOETT = 400.

Nous avons

1 T
imT,, = lim— [ T (u)du,
7—0 T—0 T
= lim7(7) .

T7—0
Supposons que lim,_oT(7) # 0 . Alors
dT

lim S (r) = lim (x — dT (7) = pC (1) T (7)),
dT
g () = oo

Cependant, il s’agit d’une contradiction car Cg (1) > 0 pour T > 0.

Il s’en suit que lim, o T (1) = 0, alors lim, o Ty, = 0.
Enfin, notons que sur0 <t <7 ,C(t)>C (7).
Alors

lim C(t) > lim C(77),

C—+o0 C—+o0
C,—Tint
. )
Cotoo 1 — Tipy

lim C(t) = +oo.
C—+oo
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Ainsi
ar
lim — = lim (7 —dT —pCT) = —o0.
C’—>+oo dt C—+o0
Alors
lim T'=0.
C—+o00
Par conséquent
: L[ .
lim T, = —/ lim T'(u)du,
C—+o0 T Jog C—+oc0
lim 7,, = 0.

C—+o0

3.5 Simulations et discussion

Les valeurs des parameétres et leurs unités de mesure du modeéle (3.1) sont
décrites dans la Table suivante :

Parametres | valeurs Umntés Référence
i 1.5 cellules jours™ pL | [18]
d 0.5 jours™! [19]
p 0.05 | uL cellules™ jours™ | [20]
a 0.067 | uL cellules™ jours™ | [18]
) 0.2 jours™! (18]

TABLE 2.1 — Liste des parameétres utilisés [26]
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FIGURE 2.2 — Vaccination par pulsation chaque 120 jours

Une stimulation du CTL par 35 cellules/uL qui sont stimulées tous les
120 jours donne une concentration moyenne de 2.50 cellules/ L de cellules T
infectées. Les valeurs initiales de la concentration des CTL et des cellules T
infectées sont respectivement données par 1.7 cellules/uL et 2.8 cellules/uL.
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FIGURE 2.3 — Vaccination par pulsation chaque 14 jours
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Une stimulation du CTL de 35 cellules/uL qui sont stimulées tous les
14 jours donne une concentration moyenne de 1.16 cellules/uL de cellules T
infectées.

Notons que la figure (2.3) illustre la convergence de 'orbite périodique
impulsive par le fait que la concentration des cellules T infectées peut étre
maintenue & un niveau bas avec une vaccination suffisamment fréquente.
Cependant, il convient de noter qu’il s’agit d’un intervalle de vaccination ex-
trémement court, ainsi ces hypothéses impulsives ne sont pas vrai en réalité.

Pour explorer la sensibilité de nos résultats au variations des parametres,
on varie chaque paramétre individuellement en gardant les autres parameétres
a leurs valeurs moyennes (voir figure 2.4).

Les valeurs moyennes qui sont mentionnées dans les axes des parametres
sont données dans la table (2.1).

Si la valeur de d,p, ou a augmente, alors le nombre moyen de cellules
T infectées est réduit légerement, par contre de petite variations sur 7 ou o
meénent & des effets considérable sur nos résultats.
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FIGURE 2.4 — Sensibilité de la variation du paramétre
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Conclusion

Apres avoir étudié le modéle mathématique qui décrit un programme de
vaccination qui stimule réguliérement les CTL, ou la dose du vaccin ainsi
les intervalles de vaccinations sont constants. On a appliqué la théorie des
équations différentielles impulsives pour montrer que le modéle admet une
orbite périodique asymptotiquement stable avec la propriété de la phase as-
ymptotique. Et enfin on a montré que la fréquence de la vaccination peut
étre choisit de tel sorte que le nombre moyen des cellules infectées peut étre
ramené a des niveaux bas.

Dans notre modeéle, on a supposé que l'effet de la vaccination est instan-
tané, alors qu’en réalité la stimulation cellulaire du CTL prend du temps
(environ 10 jours) et donc le changement dans la concentration du CTL n’est
pas immeédiat du fait que la division et la différenciation cellulaire ne sont pas
instantanées, ce qui méne éventuellement & introduire dans nos équations le
retard pour qu’il y est une compatibilité avec la cinétique de la croissance
cellulaire.
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