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Introduction generale sur les distributions

les distributions sont des fonctions généralisées elles ont été introduit pour
modéliser des phénomeénes pour lesquels les fonctions classiques ne sont pas
pratiques a utiliser.

En fait, il y a plusieurs raisons pour introduire les distributions (des
raisons purement physiques et des raisons plus mathématiques)

Considérant I'exemple d’un signal physique d’une trés grande intensité
sur une tres petite région de 1’espace(par exemple une charge électrique con-
centrée au voisinage d’un point)

Supposons que la quantité totale de la charge est égale a 1, elle est mod-
élisée par la fonction :

—1 1

f(x):{ nsize|[—, -]

0 sinon n n assez grand non determinées

Le physicien P. Dirac a introduit la fonction appelée "fonction" de Dirac
delta défini par : § : R — R tel que
1)6(0) = +o0
2)d(z) =0,Yx #0
3)[o(x) de =1
R

Dirac consideére cette fonction de Dirac comme lim f(z) quand x — +o0,
mais 'existence d’une telle fonction contredit la théorie d’intégration au sens
de Lebesgue car :

6(z) =0,V #£0=06=0ppsur R = [6(z) dv =0 ce qui contredit
R
[o(x)dz =1
R

D’ou la nécessité d’introduire une limite de f(z) quand © — 400 qui sorte
du cadre usuel des fonctions classiques , cette limite sera une distribution.

Considérant un autre exemple : la mesure relativement courante comme
la température d’un fil rectiligne en un point donné.

Il est évident que cette mesure n’est pas réalisable parfaitement en un
point , une mesure réaliste consisterait a tenir compte des températures au
voisinage du point considéré g, selon une fonction de sensibilité ¢, de telle
sorte que pour une fonction de répartition 7'(x) de la température le long
de la barre on ait :



7, = [T(@)oo) do
en un autre point xq, on aurait
7= [T@)6,() do

ou T ¢y, @1, ...fonctions assez reguliéres.
d’ou lecriture

<T ¢ > :/T(x)¢(ac) dx (1)

si x — T(x)p(z) est Lebesgue integrable, I’écriture (1) mais en général en
physique (1) est singuliére

D’ou l'idée de ne garder que l'indispensable de (1) en considérant un
ensemble de fonctions ¢ représentant de maniére coherente toutes les mesures
d’une grandeur physique donnée qu’il est possible d’effectuer.

L’ensemble de ses fonctions s’appelle. " fonction test ” ou fonction d’essai
et la mesure de la grandeur physique 7" est alors représentée par < T, ¢ >
indépendamment de la forme intégrale de cette expression..

L’ensemble des grandeurs 7' "mesurables" par les fonctions tests s’appelle
alors ensemble des distributions.

Cet ensemble doit avoir un minimum de propriétés :

1/ il doit étre un espace vectoriel des fonctions.

2/ il doit étre un ensemble de formes linéaires sur ’espace vectoriel des
fonctions.

3/ le résultat de la mesure de T par ¢ est< T, ¢ >...

Dans ce memoire nous commencons par rappeler les notions essentiels sur
les distributions puis nous presentons des resultats d’existence et d’unicité
de solution des EDO dans le cadre des distributions et nous terminons par
les resultats d’existence et d’unicité de solution pour les EDO continus par
morceaux ,ce travail s’inspire essentiellement de la these" S.Trenn"



Chapitre 1

1.0.1 Quelques rappels sur les distributions

Définition 1.0.2 soit Q) un ouvert de R"

On defini les fonctions tests ¢ : 2 — C sont supposées de classe C'*° et nulles
en dehors d’un intervalle borné .

L’ensemble de ces fonctions est noté par D(.C))

Définition 1.0.3 Une distribution T' sur € est une application

T . DQ) —R
v — T(p)
tel que
i/T est linéaire i.e¥ a, € R,Yp,, p, € D()
T(apy + Bpy) =.aT'(p1) + BT (i05)

it/pour tout compact K C Q) il existe une constante ¢>0 et k € N tel que

k
IT(p)| <c Z Sulg |0%p(x)| pour tout p € D(Q)
la]|=0 S
ot 0%p(z) designe le dérivée d’ordre a de
Di(2) = {p: Q — R de classe C* tel que suppp C K}  ou suppp de-
signe le support dep.

Définition 1.0.4 soit k un entier naturel, une distribution T' sur€) est dite
d’ordre inférieur ou égal a k si pour tout compact A C €, il existe ¢ > 0 telle
que:

T ()| < csup,er [0°p(x)| pour tout ¢ € Dy(R2)
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Définition 1.0.5 [’espace vectoriel des distributions sur §) est noté D'(2)
Cette notation est justifiée par le fait qu’une distribution est une forme
linéaire continue sur D(Q2)ie D'(Q2) est dual de D(S2)

Remarque 1.0.6 L’espace des distributions D'(QQ) est aussi un espace vec-
toriel sur C, on a en particulier

T=0&<T,0>=0,Yo e D(N)

i.e qu’'une quantité physique et nulle ssi n’importe quelle mesure représen-
tée par ¢ est nulle.

L’ensemble des distributions d’ordre inférieur ou égal & k est noté par
D'*(Q).

Définition 1.0.7 a/ une fonction f est dite localement intégrable si elle est
intégrable sur tout intervalle borné fini,on note par L} .. l'ensemble de ces
fonctions .

b/a toute fonction localement intégrable, on associe la distribution définie
par

<Tp o> = H{f(x)cp(w) dx,Yo € D(Q)

soient deux fonctions localement intégrables f et g p.p sur R tel que f = ¢
p.p sur R alors Ty = Tj,.
on a aussi le resultat important

Théoréme 1.0.8 Ty =0< f(zr) =0 pp sur R”
Définition 1.0.9

Une distribution 7" est dite réguliére si elle est associée & une fonction
localement intégrable f.

Exemple 1.0.10 (distribution de Heaviside)
La fonction de Heaviside est donnée par

v 03?$<O
lstx>0

On définit la distribution de Heaviside qui est régquliere par :

<H,p> = [1p(t)dt , elle est de support R,
Ry



Définition 1.0.11 toute distribution qui n’est pas réquliére est dite non réguliére.

Remarque 1.0.12 (distribution de Dirac)
Elle est a lorigine de la théorie des distributions ,on note :

< 4,9 >=¢(0)

On utilise aussi ses translatées définies par:

< gy 0 >= (a)

Exemple 1.0.13 (distribution valeur principal)

La fonction x — f(x) = % n’est pas localement intégrable sur R car sinon on

prend 0 € [a,b] compact de R .on a

0 b
/ dx dx ..
— 4+ | — qui diverge
x x
a 0

Cependant on lui associe une distribution appelée valeur principal de % notée
vp(2) pout tout p € D(Q) ,on pose:

() : D() - R

1
r —< vp(z), ©>= €li_n}o %‘r)d:c
|z|>e

la vp(%) est exactement d’ordre 1, elle n’est pas d’ordre 0.

Définition 1.0.14 (distribution d’ordre infini)
soit T Uapplication définie par

T : D) —R
c — T(p)

avec T(p) = Zfa\zo oD ().



Définition 1.0.15 (la partie fini de =)
On définit une distribution a partir de la fonction

m—>{ fs(a:)zx%si lz| > ¢

fe(x) =0 si x € [—¢,¢€]
comme p(z) = ¢(0) + x¢'(0) + ...

pour tout € > 0 on a:
1
JELT PR

1
/ /
et/xwgo)dx—l—/x(pgo)da: =0
x x

—1 €

La partie divergente de < ]NC, o> =240

3
on peut donc définir la distribution de 33—12 comme limite quand ¢ — 07

de f. moins sa partie divergente i.e:

e—07F 2 15

< pf(%), @ >= lim / (@) dr — 290(0)

z|>e

1.0.16 Support d’une distribution

On introduit pour les distributions une notion de support qui est aussi la
notion du support pour les fonctions classiques .

1)soit T' € D'(Q2) et soit w un ouvert de €2, on dit que 7" est nulle dans w si
T(p) = 0 Pour tout élément 7' € D,,(2), on peut écrire

<T,p >=0Vyp e D(Q) tel que supp(p) C Q

on a la propriété suivante qui nous dit qu'une fonction f est nulle p.p sur
un ensemble ssi elle est nulle comme distribution sur ce meme ensemble .

Proposition 1.0.17 soit f € L}, (R") alors:

loc



f=0ppsur Q& Ty =0 sur

Exemple 1.0.18 Ty = 0 sur tout ouvert Q C |—00,0[ avec Ty := (H,p) .

2)soit T' € D'(2); le support de T (qu’on note suppT) est par définition
le complémentaire du plus grand ouvert ou T est nulle.

Exemple 1.0.19 soit a € R™,alors supp (J,) = {a}

1.0.20 Convergence dans D'((2)

Définition 1.0.21 soit 2 un ouvert de R™ ,T'une distribution sur ) et (1})jen
une suite de distribution sur ), on dit que T; converge versl' quand j — +00
au sens des distributions ssi :

Voe D(Q),<Tjo> — <T,po>

j—too

Théoréme 1.0.22 siT; est une suite de distributions sur Q telle que T; —
T quand j — +o0

Vo € D(Q) alors

<T’¢>:jETm <Tj, o>
Remarque 1.0.23 s: cette distribution limite T existe alors elle est unique. Du
point de vue expérimental, cette limite au sens des distributions veut dire que
pour j suffisament grand, la mesure par ¢ deT; donne pratiquement la méme
valeur que celle de T et il n’est plus possible de distinguer expérimentalement
ces deuz distributions.



suite de fonctions de convergentes vers 9

Proposition 1.0.24 Soit{ fn}nzo une suite de fonctions positives intégrables
tels que [ fo(x) =1 et fo(xz) = 0 en dehors de [—&,,&,] avec lim &, =0
R

n—-+o0o
Alors la suite des distributions réguliéres définies par  f, tend vers § quand
n — +00

Théoréme 1.0.25 Soit f une fonction intégrable tel que [ f(x) dz =1 et

R
soit € > 0, on définit la distribution réguliere f.(x) := 1 f(%)

T e

alors f. o f au sens des distributions.
e—+

Remarque 1.0.26 on voit alors d’aprés ces deux derniers resultats qu’il est
possible d’approcher une distribution aussi singuliére que 0 par des distribu-
tions trés" régqulicres” par dilatation, on dit que D(Q) est dense dans D'(Q).

1.0.27 Multiplication des distributions par des fonc-
tions

Il n’est pas possible de définir le produit de deux distributions quelconque
entre elles (sauf pour quelques cas particuliers)

C’est un des points"faible" de la théorie des distributions et ceci limite
leur utilisation & un certain cadre de travail.

1) pour f € Li,.(Q),Q.ouvert de R"
et g€ C®ona(gf)(z)=g(z).f(z)
et Vo € D(Q) : g{(gf)so = (j;f(w)

2o € D) < gT, o >=<T,gp >

1.0.28 Opérations élémentaires sur les distributions

Soient f et g deux fonctions localement intégrables et ¢ € D(2) on a
< f+geo>=<fo>+<g,p>
2) < A,p>=A<f,o>VreC
3) < uf, o >=< f, up >, Vu fonction C*®
et pour utiliser ces résultats, on définit pour deux distributions 77 et T5
) <Ti+To,p>=<T1,p>+ <Th,p>
5) <M1, >=A<T,p> VYAeC
6) < uTy, o >=< T, up >, Vu fonction C*

Exemple 1.0.29 pour a € C* : ad = a(0)d
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1.0.30 dérivation des distributions

C’est une opération qui est possible autant de fois que 'on veut sur les
distributions. on a pour :
1)f € C*(I) et I un ouvert de R" ¥V ¢ € D(I)

<f’,90>=/f’90=—/f90’:—<f790’>

(On obtient cette propriété par l'intégration par parties.)
2)si f € C*(Q) ,Q ouvert de R", « € N" on a :

Vf € D®) [0 g = (—1)* [ f(0)

Vo € D(Q) < 0°T, p >= (=1l < f 9% >

Exemple 1.0.31 calculons la dérivée au sens des distributions de

0stx<0
H(:U):{l stx >0
on aVp € D(Q) :
< (@aYop>= = fp Hlzko =~ [ ¢'(a) do = o(0)

e H =0 au sens des distributuions

En suivant le meme type de calculs :
2)< (In(z)), ¢ >=<vp(2), ¢ >

3) < (vp(2)), ¢ >=— <pf(&).¢>

4) < (6)",¢ >=—¢'(0)

Théoréme 1.0.32 : formule des sauts :

Soit f € C!' par morceaux, on suppose pour simplifier qu’elle a une
seule discontinuite en un point a alors on a :

(Ty)" = Ty} + 0ada.

ou ¢, designe le saut fini de la fonction f au point a

ied, := lir[%[f(a +¢e)— fla—¢)]

et Ty calesigne la distribution réguliere associée a la fonction définie par
x— f'(x)

la generalisation est immediate au cas ou f admet N sauts aux points
a;,t=1,...,N ona:
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ol 0, designe le saut de f au point a;,7i =1,..., N

(T5)' = Tipy + 22021 0a;0a,-

ol 4, designe le saut de f au point a;,i =1,..., N

On remarque que toute distribution peut etre derivée et , pour les
fonctions derivables par morceaux possedant des sauts , la dérivée comporte
des distributions de Dirac.

1.1 Produit de convolution

il est utile pour resoudre les equations differentielles, il est defini par:
Soient f et ¢ deux fonctions ,on appelle produit de convolution de f
et ¢ on note le produit de convolution par: f*g la fonction fxg:Q — C
definie par :
(fxg)(@) = fpn [y — 2)g(y)dy.

cet produit de convolution existe en general pp sur R"
Proposition 1.1.1 Le produit de convolution est commutatif

Remarque 1.1.2 Il est utile d’introduire la convolution aux distributions
et comme pour les autres operations ,on veut donner un sens a 1T xS ou
T et S sont deux distributions et en meme temps garder les proprietés des

convolutions pour les fonctions L}, (R"™) on pose alors:

(Ty % Ty ) = (Tpags ) = Jau(f * 9)(@)p(w)dex
= fRn fRn [z —1t)g(t)p(x)dzdt

Remarque 1.1.3 § est l’element neutre pour la convolution des distributions
JEneffetVI' e D'(R") :T+d=0+«T =T

c’est un outil important dans la resolution des equations differentielles
qui n’existe pas dans le cadre des fonctions usuelles.

D’ou I'importance de definir la convolution pour les distributions,on a les
proprietes importantes suivantes:

Proposition 1.1.4 i/0*(T * p) = (0°T) * ¢ = T % (0%p)  ,avec T une
distribution sur Q et Vo € D(Q)

/T (px1) = (T*p)x1 avec T une distribution sur Q et
Ve, ¢ € D()

Exemple 1.1.5 (exemple appliqué aux EDO)
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I'utile du produit de convolution donne nous le resultat suivant:

si zp est solution de I’"E.D.O  ay” + by’ + cy = dp alors T = xo* ¢ est
solution de ay” + by’ + cy = ¢ en effet

consédérons un oscillateur initiallement au repos que 1’on soumet & une
force F(.),son mouvement est modélisé par 'EDO

ay’ + by +cy = F(t)

on suppose que F est une fonction test ( nulle pour t(0 )

pour calculer le mouvement qui lui est associé on comence par chercher
la solusion générale
i.e la réponse impusionnelle solution de ay” + by’ + cy = J§, notée par
Xp;ensuite on calcule Xy x F
on remarque alors que la réponse impusionnelle sert "de matrice" pour 'operateur
Ly = ay” +by' +cy qui a une excitation F', le mouvment resultant est donc
donné par: y =V x F

Définition 1.1.6 multiplication de Fuchssteiner

ona : VE;G € Dyyceo
par definition M(F,G) = : M(F',G)+ M(F,G")

cad la regle de dérivation est vérifiée

Définition 1.1.7 (partie impulsive ,reguliere)

Soitt € R; D € Dyypeq avec la representation

D=fp+3erDe

DIt} := Dy = {7 ' gr

la partie impulsive est definie par :D[.| = >, .x D[t] = >, Dy

la partie regquliere de ; D € Dpyyreq c’est n’importe qu’elle fonction D™ €
Ly, tel que D, = D"9=D—D[]= fp

Proposition 1.1.8 (suite des distributions)

Soit (D,,) € DY une suite des distributions tel que Vo € C§°.
La suite (D,(p)) € RN converge, alors

D:=¢ — lim D,(p) est un distribution

n—-4oo

et (D,,) converge vers D dans le sens :

D, — D <= Vo e C5°: lim D,(¢) = D(yp).

n—-4o00
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dans ce chapitre nous avons introduit la notion des distributions ,ainsi que
les definitions et les resultas qui nous permettrons dans le prochain chapitre
d’aborder 'etude des E.D.O continues par morceaux au sens des distribu-
tions.



Chapitre 2

Dans ce chapitre,on s’interesse a 1’étude de 'existence des solutions pour les
équations différentielles ordinaires continues par morgeaux, reecrites dans le
cadre distrubutionnel puis une analyse de ces systémes est donnée.

Dans tout ce qui suit,les notations suivantes sont adoptées:

C:={feC>®/supp f est borné}

C* : ={f:R—->R/f estdifférentiable}
Dyey = ={fp/f € L'oc}
Dy, C D
Dpureg = ={fp+ ZDt/f € L'loc, T C R localement finie,¥t € T : D, € Dy}
teT
Dpwreg c D
Coo + ={a= Z Lt/ (i)iez € (C®)2{t; € R/i € Z} localement finie,avec t; <t
icZ,
Cow C L'loc
Dyyceo 1 = {D € Dpyreg/3f € Coa i Dreg = fo}

2.1 laregularité des distributions DAE(Differential
Algebraic Equation)

Définition 2.1.1 une distribution DAFE est donnée par

Erx=Ax+ f (2)

14
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ot B, A € (Dpyee)™ " et f € (Do o)™, pour (n,m) € N avec (E,A) €
mxn

Z avec f non lineaire et >.""" est l'ensemble des matrices a

coefficient constant de dimenssion m*n

Définition 2.1.2 (solutions des distributions DAEt et ITP(Initial Trajec-
tory Problems))

considérons une distribution DAE ou (E, A) € >."™*" avec f non lineaire

i/une solution globale de (2) est une distrubution réguliére par morgeaux
tel que (2) soit verifiée.

ii/une distrubution réguliére par morgeaux r € (D,,c)" est appellée
une solution locale de (2) sur l'intervalle J C R ssi (Ez); = (Az+ ),

iii/une distribution reguliére par morceaux motée x € (D,,c)" est
appellée une solution 7P avec une condition initiale 7o € (D,,c)" €t un
temps initial ty €, R si x verifie le probléme avec la condition initial (/7 P) donné
par:

n

(E2),000 = (Az+f),

avec x(—00,ty) = :%(—oo,to)

0 (3)

to

c’est a dire x est une solution locale du (2) sur [¢y, +00) qui coincide avec

la condition initiale & sur (—00,tp)-
Définition 2.1.3 (intégrale d’une DAE)

(E,A) € S-""" est appelle DAE reguliére ssi V f non homogéne,Vt, € R et

VI € (Ducee)™ le systéme a une seule solution
Exemple 2.1.4 (non régqulérité)

Il existe différents cas pour les quels une DAE est non réguliére:
i/solution non unique déterminée par condition initiale par exemple:

po(7)=oo(T) s xew

ii/la solution n’existe pas pour n’importe qu’elle fonction f non lineaire

par exemple f = (ﬁ) et
.05 = [+ 3]

la solution existe juste pour fo =0
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Proposition 2.1.5 soit (E,A) € Y.""", (E,A) est une DAE réguliére ssi
Vg € (Do), to € R,V f non homogéne la DAE suivante a une seule solu-
tion(globale)

Eiupt = Ajpt + firp (4)

ou
0
Eity = Eltg00)s Aitp = L(—o0,te) T Afto,+o0) €t fitp = —T(—oorto) T fito,+00)

Démonstration :

VF7 G c Dpr°° Vto c R (FG)[tO;koo) = F[to,OO)G

z est solution de (4) ssi (Eup T)(—oote) =  (AipT)(—ooto) + (fitp)(=ooto)
(Bitp T)(to,400) = (AipT)it0,00)) + (fitp) (t0,+00)
ooyt = Algo0)® + fito+o0)
(Ef)[t0,+oo) = (A7 4+ [)ig4o0)

<= donc x est la solution de I'ITP(3)
|
Théoréme 2.1.6 (condition necessaire pour qu’une DAE soit régquliére)
Si(E, A) € Y™™ est réguliére alors m = n
Proposition 2.1.7 (condition suffisante pour la régularité d’une DAE)

Soit n € N :
i/ Si (Eo, Ao), (E1, A1) € ™" sont DAE réguliéres alors

(EO (—OO, tl) + B4 (t1> +OO) 7A0 <_OO7 tl) + Al (t1> +OO))
est aussi une DAE réguliére Vt; € R.
ii/ Si (E;,A;) € ¥ ;i € N une famille de DAE  régulieres et
{t; € R/i € Z} est un ensemble localement fini alors | X F; , DA
iz ltotitn) jez ltidtiva)

est aussi une DAE réguliére.
iii/ Si (E,A) € Y.)"" est une DAE réguliére alors (E + E;, A+ A;) est
aussi une DAE réguliere pour tout Fy, A, € (Dygy)"*", t € R.

iv/ Si (E,A) € ¥ est une DAE réguliére alors (E VB [],A+ A [])

est aussi une DAE réguliére VE, Ae Dppese.
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Corollaire 2.1.8 (E, A) € >."" est DAE réguliére ssi (E™9, A™9) est une
DAE réguliére.

Théoréme 2.1.9 (Condition nécéssaire de régularité)

Considérons une DAE réguliere (E, A) € >."*" n € N.
i/On défini la derivée d’ordre p de cette (F, A) par la matrice bloc MP €

(D)™™ ) (0 + 1) x (0 +2))
ou chaque bloc est défini par : pour ¢ = 1 jusqu’a p+ 1 et j = 1 jusqu'a

p+ 2. on a:
(MP). . = i—1 Eli—i+1) _ i—1 A=)
J j—2 j—2

avec la convention (0) =let (") = (nik) =0 pour k>0, n €N c.a.d.

0 —k
_ 5 ]
—A E—A E
—A E —2A 2F — A
MP =
| _AD) EW) _ pAG-) pEG-D (94D | F |

alors MP (t+) et MP (t—) ont un rang maximal Vp € N et t € N.
ii/ On défini 'impulsion d’ordre p X ¢, p,q € N, par la matrice bloc

nxn\ PF2)x(g+2)
NP ¢ ((Dpwcoo) . )
ou,pouri=1jusquap+1letj=1jusquaqg+ 1., on a:
(NP9, . = (—1)" J—1 RBU-) _ J—2 AlG—i-1)
J J—1 j—i—1

avec la convention que :
0 -1
= =0 VkeZ
(k> (k?>

[F E—A E'—A .. E® _ A1)
—-FE =2FE —A .. —qE® D 4 (¢ —1) AP

NP4 —

(_1')pE (—1) ((g)Eq—p _ (qg;l)Aq—pﬂ)
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alors Vp € N| il existe ¢ € N tq NP9 (t+) a un rang maximale.
et on note (t+)=(t,+o00)

2.2 Equations Differentielles Ordinaires con-
tinues par morceaux au sens des distrib-
utions

une DAE (E, A) € >."" n € N est appellée EDO continues par morceaux
au sens des distributions si £ est inversible sur D .., une EDO continues par
morceaux au sens des distributions est dite sous forme standard ssi £ = I.
Considérons une distribution (£, A) € >2"" n € N
avec f non lineaire f € D .., alors z est la solution de

Erx=Ax+ f

ssi x est la solution de
r=Ax+ f (5)

Le but de cette partie est de montrer qu’il existe une solution similaire a la
solution classique en EDO i.e exactement on montre que s’il existe un ¢y € R
tq A [.](7007“)) = 0, alors il existe une matrice transitive ®,, et un opérateur
linéaire Wy, telle que chaque solution x de I’'EDO au sens des distributions
(5) s’écrit comme:

r=®yx0+ Uy (f) , avec zp € R”

Lemme 2.2.1 (solution fondamental d'une EDO continues par morceauz au sens des distributi
soit A € (Cp)™",n € N,alors Vi, € R;il eviste une matrice unique
(., t) € C’;ﬁ, qui est absolument continue et verifie les proprietes suivantes

a)p(.,to) = Ap(.,to) pp et o(to,to) =1
b)Y s,t,to € R (s, tg) = @(s,t)p(t, to)
c) (., to) est inversible sur (Cpe)™™ et
Vi, to € R, ot o)™t = (to, t).

la matrice ¢(.,ty) est appellé solution fondamentale de 'EDO classique
r = Az,

Lemme 2.2.2 (unicite de la solution triviale)
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soit tg € R, A € (Dpwe=)",n € N et tel que A[.](_t,) = 0 alors la seule
solution qui existe est la solution triviale = = 0 ,elle verifie
= Az,x(tg)—) =0

Remarque 2.2.3 (impulsion dans le passé)

si la condition A[.](_cc) = 0 n’est pas verifiée alors dans le cas general
Paffirmation du lemme (2.2.2) n’est .pas vrai

on peut ceci regarder juste pour x = —d,x, cette equation differentielle
elle a comme solution & = cl(_ ), c € R, donc pour ¢)0, on a

la condition z(tp—) = 0 n’implique pas x = 0.

Soit tg € R, A € (Dpuwe==)™",n € N, on suppose que A[.](_oot,) =0

soit (., t9) € (Cpy)™™ une solution fondamentale pour 'EDO classique
x = A"z, (definie dans le lemme (2.2.1))

Alors:

D0 :=¢(.,to)p

Vi € N, @951 1= ©(,t0)p + ¢(to) [, o(-t0) TA[] @y, et pour f €
(Dpuwes)™, on definit operateur
\Ilto,o(f) = 90('7 tO) ‘l;o §0<'7 tO)_1f§
VZ S N7 \Ilto,i+1(f) = So(v tO) j;go QD(, tO)il(f + A[]\Ilto,z(f))
Alors,
®t = lim ®t0,i € (DprOo)an

0 T——+00
et
\Ijto : (DprOO)” — (DprOO)n : f — lim \Ijto,i(f)'

2.3 Solution pour une Equations Differentielles
Ordinaires continues par morceaux au sens
des distributions

Théoréme 2.3.1 Supposons qu’il existe ty € R avec Al =0

(700,t0)

nxn

Soit la matrice ®;, € (Dpyese) et 'opérateur linéaire

Uyt (Dpuese )" = (Dpupese )™

0

donné dans le corollaire (2.2.4).
XE (Dpuese)™ est la solution de (5) si il existe zy € R" avec
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T = (I)toxo + \Dto (f) . (6)

De plus: la matrice ®,, et I'opérateur ¥,, ont les propriétés suivantes:

1/ (I)to (to—) == I

ii/ 2@, = Ad,,

iti/ Wy, (/) () = 0

iv/ 22Ty, () = AWy, (f) + f

on particulier # donnée par (6) est la seule solution de (5) avec la condition
x (to-) = xo.
Démonstration : 1 ere étape: m

i/ On a A[]_, .y = 0 d’aprés le corrolaire (2.2.4) et @ (., o) c’est la
matrice fondamentale pour 'EDO classique

r=A"%
(d’aprés le lemme (2.2.2)) donc
D, (to-) = P (to, to) = 1.

ii/ Pour i € N et ®; (donnée dans le corollaire (2.2.4)) le produit de
Fuchssteiner (M 3) on a:

¢(7t0), = A" (QO (7t0)) pbp
alors;

le—lt)@tmﬁl = (p(.,t0)p) + (gp(.,to)/ oto) AL q)t07i>,

to

= Areggo ('7 tU)D + Areggo ('7 7SO)D (/ ¥ ('7 tO)_l A H q)to,i + @ ('7 tO) 12 (‘7 t0>_1 A H q)to,i

to
= A" (p (. to)p + ¢ (- to)p) / @ (t0) ™ AL ey + A[] iy,
to
= AP, 1+ A Py

En passant a la limite qand : — +oo dans les deux membres et on appli-
quant la proposition (1.1.8) on a:

\V/é- S OSO,EIN S N,VZ Z n: Cpto,i (f) = q)to (f)

De meme pour

Pyy,i41 (§) = Py (€)

\

/
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donc on trouve:

d
D, = A, +AL]B,
- A(I)to
car
A=A 4 Al]

iii/ Par définition

([ )

Pour distribution réguliere par morceaux D € Dy~ quand on multiplier
a gauche par une fonction réguliére par morceaux la propriété reste la meme
donc pour

Vi €N, f € (Dpye)" et Wi (f)

T () = o(ato) / o (1) (f+ AL Win ()

= vt [ el
donc Wi =0
car
([ etatarr) (=o0ita) =0
de plus
Wto(f)(_ooa tO) - (‘Iltoﬂ'(f))(_ooﬂ to)
alors

W, (f)(=00,t0) = Wiy i(f)(=00,t0) =0
iv/ pour U, ;(f) definie dans le corollaire (2.2.4)

et f € Dpye et ¢ € N, appliquant la regle du produit de la multiplication
de Fuchssteiner on a :

90('7 tO)/ = Areg(p(.’ tU)pp

et C;—?(Wto,m(f)) = (w(-,to)D/tOgo(.,to)l (f + AL Wi ()
= A%l to)p /t @ (o) (f + AL Wi () + 9 to) o to) 7 (f + AL

= AW, o (f)+ f AL Ty ()
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on passe a la limite quand i — 400 et on applique la proposition (1.1.8)
on trouve :

\Ijto,i (f) - \Ijto (f)

et
Wioi1 (f) = Py, (f)
alors
d
D iall) = AN () + f + AL ()
= AV, (/) + f carA = A™ + A[]
2" “etape

on a x donnée par (5) verifie :

v = (B0 + Py (f) = Az + AV, (f) + f
= A(Qyymo+ Uy (f)) + f
= Az + f

c a d x est une solution de (5)
3 Cetape
Montrons que toute solution donnée par (6) est unique
Supposons que £ € (Dpye=)” est une autre solution de (5) et
soit

r = (I)tog(tﬂ_) + \I!to (.f)

il faut montrer que £ = x ou encore que
e=(—2=0

or on a :

¢ = E—a=Af+f—Av—f
= A({ —x) = Ae
donc verifie
e = Ae
et



d’aprés le lemme avec(2.2.2) e = Ae et e(—o00,tg) =0
donne que e = 0 est la seule solution de ce probleme
D’out 'unicité de la solution.
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