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RESUME L article a pour ambition de traiter du comportentefes structures élastoplastiques
soumises a des sollicitations périodiques de tigraique. L’étude est restreinte a un systeme
a un degré de liberté. La frontiere entre I'adajat et I'accomodation est donnée en
fonction des paramétres structurels du systeme.étinde de stabilité des orbites périodiques
est aussi menée. Enfin, une carte d’'énergie diesifads la zone d’accomodation, est établie
en fonction des parametres de sollicitations sismi

ABSTRACT.The paper aims to treat the behaviour of elastsjidastructures subjected to
periodic pulsation of seismic nature. The studyeistricted to a single-degree-of-freedom
system. The boundary between shakedown and altegnaltisticity is given according to the
structural parameters of the system. The stabilityhe periodic orbits is theoretically and
numerically investigated. Finally, a chart of engmjssipated in case of alternating plasticity
is established according to the frequency of thensie signal.

MOTS-CLES: Dynamique non-linéaire, oscillateur élastopigste, adaptation, accomodation,
carte d’énergie.
KEYWORDS non-linear dynamics, elastoplastic oscillatorakledown, alternating plasticity, a
chart of energy.
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1. Analyse de l'oscillateur élastoplastique

L'analyse de l'oscillateur élastoplastique amaftij est un systéme a un seul
degré de liberté (Figure 1.), se compose d'uneeridsgui est attachée a un ressort
élastoplastique de raideur oK et avec un coefficient d'amortissement
(nécessairement positif) noté C. Le systeme indlastest soumis a une force
extérieure harmonique F(t) définie par son ampditig et sa pulsatio). Cet
oscillateur (Figure 1.) se caractérise par sa tipos, sa vitesstU et une variable
interne plastique notéUp, appelée le déplacement plastique (Caughey, 1960)

Ko, F* M
Focos &
o=
1
(U,u,u))
C

Figure 1. Systéme élastoplastique avec amortissement

La loi incrémentale inélastique est illustrée eng@fe 2.). Le modele
élastoplastique parfait symétrique ne dépend gudedix parametres, la raideug K
et la force maximunik™. U y est le déplacement élastique initial, obtenu &ipde
la valeur :U = F%(O .
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Figure 2. Comportement élastoplastique parfait.
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Carte d'énergie de l'oscillateutasique

Deux types d'états dynamiques peuvent étre diséisgpour ce systéme
inélastique (Challamel et al., 2007), (Hammoud®&&t (Pratap et al., 1994).

Ces deux états correspondent a:

1- Etat élastiqueE (état réversible)

2- Etat plastiqueP (état irréversible), associé a I'évolution du dépment
plastique, cet état plastique, peut étre décompons#eux sous étatd* et
P~ en fonction du signe du déplacement élasticU —U .

2. Equations du mouvement

Les équations du mouvement de cet oscillateur gesttique amorti peuvent
s'écrire :

étaE :MU+QU+Ko(U-Up) =RCol) =) ; Up=0
étaP': MU+QU+F =RY) ; Us=U [1]
étaP :MU+QU+F =RY) ; Uo=U

Chaque état est défini a partir d’'une partition lédspace des phases initial
(UU.U,):

‘étaﬂ% 1(U-U <U,) ou l:qU_UP:Uy) }

et (U(U-U,)<0) 2]
étatP* :(U-Up,=U,) et U20

étatP™ : (U-U, =-U, )ou(Up-U=U,) etU<0

La dimension de l'espace des phases peut-étre teédun introduisant les
variables adéquates. On introduit ainsi les vaembhdimensionnelles et les

nouvelles dérivées temporelles qui s’effectuent fenction de la variabler
(Challamel et al., 2007), comme suit :

t
T = Avec t* = M [3]
t* Ko

De plus, la dimension de I'espace des phases preutéluite, en introduisant le
déplacement élastique :

v=u-u, [4]
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Le systeme dynamique équivalent s’écrit :
étatE :U+ZZu+(u—up)=focoswr;up =0
étatP* : i+ 20 U +1=f, coswr; U, = [5]
étatP™ u+2¢0-1=f,coswr;u, =U

Fo M C

,w=Q |—, (= (6]

Avec: fo = ,
F* Ko 2, MK,

Ces trois états correspondent dans le domainehdeeg réduifv,U) a :
étatE :(v<1) ou [v=1et (u<0))
oulv=-1 et (1=0)
état P*:(v=1) et u=0
état P~ :(v=-1) et u<0

[7]

Le systeme dynamique est étudié pour I'oscillaggriodiquement forcé a partir
des équations exprimées dans I’espa(:e,u . Ces solutions sont connues
explicitement pour chaque état avec des condiiittiales appropriées. L'évolution
du systéme dynamique est donnée pour I'état élasiparv(z) etii(z) ci-dessous :

cos(\/ﬁ(r_ 7 ))* e T
v—f (1—w2)cos(wri )+ 2ax sin(ar, )
S NCErr s
+Sin(\/ﬁ(r_ri )t e €rTx
ve+y -{(1+aF )cos(ur; )
+f,
‘/1_52 \/1‘(2((1—af)2+4af(2)
W(1-af -2¢*)sin(er;)
O\/ﬁ((l—wz)wafﬁ)

o (1- o )cos(wr ) + 24 sin(ax )
0 (1-a? P +47%F

7)= 8]
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Carterdifgie de l'oscillateur inélastiqL 5

cos1-¢% (71, ) e x
[u' o - 26 cos(wr; )+ a(1- o ) sin(ar, )J
e (1- ) + 46?3
+sin(/1-¢7 (1 -1, )* e [9]
v +ud o cos(r; )(2a*d? +1-af) N
V-7 1-¢7(1-a? Y +40P?)
sin(wr; )(e (1+a?))
P o) 40
20 cos(wr) - (1- «? )¢ sin(w( )
(1-a?)? +4a2?

wr)=

+af,

Dans le cas de I'état plastigBe les équations du mouvement sont données par :

v(t) =v; =louv(t) = -1

. _| Vi lx o=20(t-1)) _¢ %
u(ty =| u; +==1*e V- f
( ) [ i zzj 0

o

2¢ cos(wr;) + wsin(wr;) , o 20(-T) _
422 + o2

Vi, f 2 cos(wr) + wsin(wr)

2 427 + o

[10]

Ou 1; désigne le temps de transition entre chaque phase.

3. Simulations numériques

Le raccordement de chaque solution par contregaesinent possible de maniére
analytique, puisque le temps de transition entezjoh état est obtenu a partir d’'une
équation transcendante. La méthode de localisdésrtemps de transition est alors
utilisée (Shaw et al, 1983), en calculant le tempdransition7;,; a partir de la
méthode de Newton-Raphson. Cette méthode est pisp que les méthodes
numériques classiques des systémes différentiekedinaires. La seule
approximation étant localisée au niveau de la détetion des temps de transition.
L’équation non linéaire a résoudre est donnée @apécchi et al.,1990) quand I'état
initial est élastique :
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V(Ti+1) :1OUV(Ti+1) =-1 [11]

Cependant I'équation non linéaire a résoudre estédo par (Liu et al., 2004)
guand I'état initial est plastique:

L'j(-[i+:l.) =0 [12]

Par l'assemblage des équations du mouvement, delutién du systéme
dynamique de l'oscillateur périodiquement forcé réponses exactes de l'oscillateur
élastoplastique sont ainsi obtenues. On distingaex dtypes de mouvement,
'adaptation (phase stationnaire élastique) etcbmeodation. Dans le cas de
I'accomodation, une alternance de phases élast&fymastiques est observée.

4. Analyse de stabilité

L'analyse numérique montre que toutes les trajestdiendent vers une orbite
périodique asymptotiquement stable. La périodeedeocbites périodiques est égale
a 2n/ « (Challamel et al., 2007), classées dans le méprét gsie Awrejcewicz et
Lamarque (Awrejcewicz et al., 2003), le font poes Isystémes mécaniques avec
impacts. On retrouve en (Figure 3.) une orbite dlnttrajectoire est (1,2)-
périodique, vu gu'elle posséde une péridlis T) avec : T=2/w, et deux phases
plastiques par cycle, en accomodation, et biereswtehors de la zone d’adaptation
élastoplastique.

Figure 3. Accomodation avec cycle limite pour:
{=0%fy,=1 w=05v,=0;u,=0.
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Carterdifgie de l'oscillateur inélastiqL 7

La forme des cycles limites qui apparaissent danplan (v,u) (Figure 3.),
dépend des valeurs des parameétres structufBypw, {,) (Challamel et al., 2007).
De surcroit, dans la cas de l'oscillateur symégsigous les cycles limites contenant
des phases plastiques sont des cycles symétrique®tfie centrale par rapport a
l'origine — voir (Challamel et al., 2008). En cogsénce, on déduit une frontiére
entre l'adaptation et I'accomodation qui ne dépmunel des parametres structuraux
(Challamel et al., 2003) et (Hammouda, 2009) eguyfé 4.). Sur la frontiere entre
I'adaptation et I'accomodation, on peut considémee phase élastique dont le cycle
limite est tangent aux droiteM =1.

L’équation de cette frontiére est donnée par :

f, = - 0?)? + 40?2 [13]

Cette frontiére entre I'adaptation et 'accomodatest similaire a celle étudiée
par Liu et Huang (Liu et al., 2004).

25
S

2

L5

3
o o025 05 075 1 125 15 175 12

Dans le nouvel espace des phases réduit) on peut déduire facilement que le
déplacementv [4] n'est rien d'autre que la force associée atesye dynamique
adimensionnel (Challamel, 2005) et (Challamedlgt2007). La représentation de
la relation du déplacement élastique en fonctionddplacement total, équivaut
comme on vient de le déduire, a celui de la rafafarce - déplacement qu'on
représente ci-dessous en Figure 5.

Pour cette oscillation élaststique, la relation déerDéplacement choisie est
bornée é(|(v) =]j, comme montrée a partir d'un cas d'hystérésisadeslation
(v,u) (Figure 5.). Des résultats équivalents sont dsiuaé Ahn (Ahn et al., 2006).
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5. Energie de dissipation du systéme

De ce qui précede, on peut finalement aborder dsgnergétique de cet
oscillateur élastoplastique parfait. On constate tusystéme tend vers un cycle
limite (Figure 3.), par une hystérésis stabilis@asdun domaine fini a l'intérieur de
cette boucle. L'énergie due a l'excitation est iés a travers des cycles
d’hystérésis périodiques (convergence vers un diyulee) (Figure 5.).

1,5
\Y
u
I T T 1
-4 -3 -2 1 2
Figure 5. Boucles d'hystérésis.
— (=01 f,=L w=05v,=0,u, =0
6
E
5
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Figure 6.La carte énergétique pourd = 0.1, f, =1.

La capacité de dissipation de I'énergie de I'agteillr est calculée par rapport a la
surface de la boucle d'hystérésis dont la dimenssblonnée par une valeur notée b
(Figure 5.), et E est I'énergie dissipée qu’oroighttit comme suit :

E(r) =1 f(Elu(E)e [14]

Due a la périodicité du mouvement, I'énergie diésigurant un cycle se calcule
a partir de :
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Carterdifgie de l'oscillateur inélastiqL 19

B fleh(eks it

A partir de considérations géométriques du a laihe parallélogramme
représenté en Figure 5, il vient le calcul simple :

E=2b [16]
Ou b est la longueur d’un des cotés du parallélogra dans la direction u.

On retrouve E I'énergie dissipée (Figure 7.), pome valeur fixée du taux
d’amortissemenf , en fonction de la fréquend& qui est le rapport entre la période
fondamentale du séisme et la période élastiqueealet ceci indépendamment des

conditions initiales. On constate que la Figurenét en évidence I'excellent accord
avec la courbe de frontiére entre I'adaptatioriaecbmodation de la Figure 4.

6. Conclusions

L'article a pour ambition de traiter du comportetnges structures inélastiques
soumises a des sollicitations périodiques de tigmeigue, relié a la théorie moderne
des systéemes dynamiques non réguliers. L'étudaedstinte a un systéme a un
degré de liberté. En particulier, pour le cas dealyse de stabilité et de dynamique
de l'oscillateur élastoplastique parfait, syméticgt amorti, dans le domaine de
'accommodation, qui apparait pour certains paregsédle ce systéme et se traduit
en méme temps en terme de propriétés du systenamiyme. La frontiere entre
'adaptation et I'accomodation ne dépend que deanmdres structuraux. La
dynamique de l'oscillateur inélastique dépend Histlire du chargement, mais
cependant en alternance entre deux types de moateihe élastiqueE et l'autre
plastique P. Dans le nouvel espace des phases réduit, ondgeuire facilement
que le déplacement n'est rien d'autre que la fasseciée au systéeme dynamique
adimensionnel. La représentation de la relatiodé&placement élastique en fonction
du déplacement total, équivaut, a celui de la iclafiorce-déplacement. Pour cette
oscillation élastoplastique, la relation Force-&pment choisie est bornée a
I'amplitude de la force d'excitation extérieurendiément, de cette étude on établit
une carte d'énergie a déduire a partir des zonepatementales de l'oscillateur
élastoplastique parfait. L'énergie due a I'exc@atest dissipée a travers des cycles
d’hystérésis périodiques (convergence vers un cliohite). Des perspectives
peuvent étre envisagées pour prolonger cette gwode le cas de l'analyse de
stabilité et de dynamique de l'oscillateur élastefiue parfait dont la loi est
écrouissable.
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