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Introduction

Dans ce travail on s’intéresse a la fonction de Green , ses propriétés et son application
a Déxistence de solutions positives d’un probléme aux limites pour équations différentielles

ordinaires du deuxiéme ordre, de la forme:

(—py ) +hy=f(z,y) 0<z<l
(p) : (*)
y(0)=y(1)=0

Notre objectif est de détérminer des conditions suffisantes sur la nonlinéarité f pour assurer
I’existence d’au moins d’une solution positive du probléme précédent.

L’étude des équations différentielles ordinaires se trouve a 'interface de nombreux problémes
scientifiques.En effet, la plupart des phénomeénes de la physique ou des sciences de I'ingénieur
sont nonlinéaires et une modélisation par des équations linéaires.

Notons que plusieurs phénomeénes physiques ou biologiques sont gouvernés par des équation
différentielles, par exemple la diffusion de la chaleur et la concentration chimique en biologie
mathémathique .

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres:

Dans le premier chapitre , on présente quelques définitions et aux résultats prémiliminaires
utiles pour la suite du travail. Le chapitre deux est réservé la fonction de Green et ses propriétés.
Au chapitre trois ,on éxaminera un probléme d’ordre deux nonlinéaire. Le dernier est consacré

aux exemples d’application. Enfin ,on termine notre mémoire par une bréve conclusion .



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Banach ordonnés:

Soit E' un espace de Banach.
Un ensemble convexe fermé K C F est dit un cone si :
i)pour tout y € k et y # 0 , alors ay € K pour «a > 0.
i)y e ket —y €k, alors y =0.
Notons qu'on a kN (—k) = {0}.
Le cone k définit une relation d’ordre partiel dans ’espace de Banach E.
Onécrit r <youy>zsiy—ze K.
Les éléments de K est appelés positifs.

L’espace de Banach E est dit espace ordonné par le cone K

1.2 Opérateurs compacts:
Soit A un opérateur linéaire d’un espace de Banach E dans un autre espace de Banach F.

Définition 1.1 A est compact s’il transforme tout ensemble borné de E dans un ensemble

relativement compact de F.

Remarque 1.1 1 est évident que tout opérateur linéaire compact est borné.



D’autre part, on vérifie sans peine que tout opérateur linéaire borné, envoie un ensemble
relativement compact dans un ensemble relativement compact. Donc la propriété de compacité
est généralement plus forte que la continuité par exemple, 'opérateur identité défini sur un
espace de dimention infinie, n’est pas compact, puisqu’il envoie la boule unité dans elle méme,

or celle-ci n’est pas compacte.

Définition 1.2 Un opérateur est dit complétement continu, s’il est compact et continu

Remarque 1.2

T compact <= T(C) relativement compact.

T continue et compact <= T complatement continue.

T(C) (adhérence) compact <= T(C)relativement compacte.

1.3 Opérateur linéaire intégral:

Soit By(z) = [, k(x, s)y(s)ds, un opérateur linéaire intégral.
Les propriétés de cet opérateur sont déterminées par les propriétés du noyau k(z, s).

si k(x, s) est continu alors B est complétement continu dans I'espace C(I)

1.4 Opérateur de Nemitskii:

L’opérateur de Nemitskii F associé a la fonction f: (x,y) — f (x,y) est défini par:

(Fy)(x) = f(z,y(z)) pour tout x € I.

Les propriétés de F' sont déterminées par les propriétés de f. Si f est continue alors F' est

continu et borné dans ’espace des fonctions continues.

1.5 Opérateurs de Hammerstein:

Soit Ay(z) = [ k(z,s)f(s,y(s))ds.



on peut mettre A sous la forme : A = BF, ou :

By(z) = / ke, s)y(s)ds, Fy(e) = f(z,y(x)).

si f est continue et B est compétement continu, alors A est complétement continu dans I'espace
des fonctions continues.

Pour plus de détails consernant les propriétés des opérateurs B, F et A, on peut consulter [2]

1.6 Critére de compacité dans C([a.b];R) :

Définition 1.3 On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a.b];R) sont uniformé-
ment bornées, s’il existe une constante a > 0 telle que |z(t)| < a pour tout x(.) de M et quel

soit t € [a,b]. [5]

Définition 1.4 On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a.b];R) sont équicontin-
ues, si pour tout € > 0,il existe 6 > 0 dépendant uniquement de e, tel que pour tous t1,ts € [0.1]

satisfaisant o l'inégalité |t; — ta| < J et pour toute fonction x(.) de M lon ait |z (t1) — x(t2)| < €.

Théoréme 1.1 (Arsela)
Pour qu’un sous-ensemble M C C([a.b]; R) soit relativement compact . il suffit que les fonctions

x(.) de M soient uniformément bornées et équicontinues.

Définition 1.5 Un ensemble C est dit conveze lorsque, pour tout x ety de C, le segment

[z,y] est tout entier contenu dans C , i.e. :

Ve,y e C,vVt €01, tz+(1-t)ye C

1.7 Théoréme de point fixe de Kranoselskii:

Dans plusieurs problémes, on se raméne a étudier des équations de la forme X = A.X ou A

est un opérateur en général non linéaire.



La résolution de ces équations est équivalente & étudier I'existence de points fixes de 'opérateur

A.

Théoréme 1.2 Krasnoselskii  [2]
Soit E un espace de Banach et K C E un cone. Considérons W1 , Wy deux ensembles

ouverts et bornés de E tels que 0 € W1 C Wi C W et A: KN (Wg \ Wl) — K un opérateur

complétement continu.

Si ona :

i)|| Ay ||<|| y || pour tout y € K N oW, et|| Ay ||>]| y || pour tout y € K NOWs ou
ii) || Ay [|[>]| y ||pour tout y € K N OW; et|| Ay ||<|| y || pour tout y € K N oWy
Alors A admet au moins un point fixe dans K N (Wg \ Wl)

Remarque 1.3

- 0§);désigne la frontiére de ©; i = 1,2
Ce théoréme est une généralisation du théoréme de la valeur intermédiaire pour les fonctions
scalaires. En effet , si on pose f (y) =| Ay || — || y ||,alors f est continue et :

si f(y) <0 pour y <ret f(y) >0 pour y > ry il existe yo € [r1,72] tel que f(yo) =0



Chapitre 2

Fonction de Green

Considérons le probléme

{(Py/)’ﬁLhy:U(x) 0<z<1
y(0) = y(1) =0

Ou o € CH(I,R") avec o(z) # 0 pour tout x€ I = [0,,1] et p € C(I,R"), et h € C(I,R")

2.1 Probléme homogéne

{—(py’)’—khy—a(x) 0<z<l1

y(0) =y(1) =0
Cherchons les solutions du probléme homogene [3]:

Soit ¢ est une solution de ’équation homogéne s’annulant aux éxtrémités de I , et comme
y est continue on conclut que le signe de y reste constant sur 1.

on a

10



. y(q;):/ox<P1(S)/Osh(t)y(t)dt>ds+01/0$p(ﬁ)+Cz

En utilisant une intégration par parties on obtient:

o= ([ ) ([ o) [ ([ ) moec [

on a
y(0)=0 = Cy=0
dt
y(1)=0 = C; = /h ds—l—P/ h(s)y(s)ds
ou
Loat
p:/ .
o p(t)
donc
y(:c)—/xl/mh(s)y(s)ds—l-C /mdt+c
o P(S)Jo Yo pt) T
ie
1
um:—Agm@h@y@w
on dt o dt
fopt 1pt si 0<zx<s<l1
g(st - 1d

donc toute solution de probléme homogeéne est une solution de I’équation intégrale
z) == Jy (@, 5)h (s)y (s)ds
la condition sur p montre que g (z,8) >0 Vx,s €1 etcomme h>0surl ety aun
singe constant sur I on aura y =0
En effet:
si

1
y<0 = —/ g(x,s)h (s)y (s)ds >0 = y=0
0

11



et si

1
y>0 = —/ g(z,s)h (s)y (s)ds <0 = y=0
0

donc le probléme homogéne n’admet que la solution triviale, ce qui assure ’éxistence de la
fonction de Green.

2.2 Construction de la fonction de greeen

Soient y1(z),y2(x) deux solutions linéairement indépendantes du probléme homogene
telles que 1(0) = ya(1) [3]

ay1(x), By2(z) vérifient les mémes conditions que y;1(x), y2(x), ot a et B des réels.
Choisissons «,  en fonction de s € [0,1] de sorte que:

a (s)y1(s) =B(s)y2(s)

Considérons maintenant la fonction continue G (x, s) définie par

a(s)yr(xz) si 0<zr<s<1
SN RIOEYE)
B(s)yz(z) si  0<s<z<l1
0G (z, s) ) ) ‘
on remarque que oz est discontinue au point = =1s .

G (z,s) n’est pas bien définie car on ne connait pas « (s) et 3(s) , pour les détérminer ,on

0G (x, s) _
suppose que le saut de s au point r = s
x
-1

est égale & ) et le fait que G (z, s) est continue .

p (s

0G oG oG
le saut de M au point x = s est défini par: lim M — lim M

r—st ox T—85~ X

donc « (s), 3 (s) sont détérminées en résolvant le systéme:

on trouve

al(s) = ~42 (%)

p(s)[y1 (s) vz (s) — 91 (s) ya ()]

12



oo —1(s)
B(s) p(s)[y1 (s) v (s) —yy (s)y2(9)]

la quantité y1 (s)vh (s) — yh (s)y2 (s) = w (s, y1,y2) c’est le wronskien deyq, yo
donc
—y1 (%) y2 (s)

G({L‘,S) = p(_sgjzu .2,-8753,??)

p(s)w (s, y1,y2)

Montrons que p(s)w (s,y1,y2) = cste = k
comme ¥1, yo sont deux solutions de 1’équation homogeéne, alors :

on a :

(=py 1)+ hyr =0 (1)

(—py 5)" + hya = 0 (2)

multiplions (1) par yo2 et (2) par y;
donc (1)=(2) = —ya(—py 1) + 1 (py 5) =0

— L @ (n @y 2@ @) 2 @) =0
1€: d

%[p(x)w(xvylyy2)] =0 = p(:n)w(w,yl,yz):k:cst

Finalement G (z, s) est déterminée par:

IN
8
IN
Va)
IN
[

Glzs)= L] n@nl) s

- (2-3)

o o
IN
VA
IN
8
IN
—_

y2 (x)y1 (s) si
ot k= pw(y1,y2) = cst

La fonction définie par (2-3) est appeleé la fonction de Green associée au probléme homogene

(—py Y +hy=0 O<z<l1
y(0)=y(1)=0

(2-2)

13



a condition que ce probléme n’admet que la solution triviale.
D’aprés la définition de G (z, s) on peut vérifier qu’elle satisfait aux propriétés suivantes:

(i)G(z,s) est continue Vx,s € I

(ii)M est discontinue au point x = s et on a:
s
. 0G (z,3) . 0G (z,s) 4
:plggr or xligl_ or PO

(iii)Pour tout s fixé dans [0,1] , G(z, s) comme fonction de x , vérifie, ’équation homogeéne
et satisfait les conditions aux limites pour tout x # s.

(i)Ces propriétés restent valables pour un probléme aux limites d’ équations différentielles
d’ordre > 2

(ii)Pour notre probléme , G(x,s) est symétrique ie G(z,s) = G(s,z) Vz,s € I.

-La fonction de Green joue un role important dans différentes branches de mathémathiques
, par exemple elle est utilisée pour résoudre des problémes aux limites non homogénes pour des

équations différentielles ordinaires et équations aux dérivvées partielles.

2.3 Solution de I’équation non homogéne

Montrons que G(x,s) nous sert & détérminer la solution du probléme linéaire (2-2)
—(p(@)y (2)) + h(x)y(x) = o(z) (1)

—(p(x)y' ()" + h(z)y(z) =0 (2)
Dans I’équations (1) , considérons y(x) une solution de (2-2)

Considérons les deux équations{

et comme G(z, s) vérifie ’équation homogeéne , on remplace y(x) = G(x, s) dans (2)

~(p(2)y (2))" + h(z)y(z) = o(x) (1)
—(p(x)w)' + h(x)G(x,8) =0 pour s fixé dans [0, 1] (2)
multiplions (1) par G(z,s) et (2) par —y(s), et on obtient

—G(z,5)(py') + y(paGéz’S))' = G(,s)o(s)
ie L p(s)y(5) 2 e, )y(5)] = G @, 5) 0(s)

intégrons de 0 & 1 on obtient :

[p(s)y(s)aGg?S) - G(x, s)y’(s)](l) = fol G (z,s)0(s)ds

compte tenu des conditions aux limites, et le fait que G(z, s) est discontinue au point = = s
0G(x, s 0G(x, s -
p)(s) 2 e, sy ()1 = o) () 22— e )
0G(x, s
(&) 28D G, sy )t

on obtient: {

14



0G(z,x —0) 0G(z,z +0)

= (e iy(s) 6y @) - e CEEEY Gy )
= )yl T =0 OCEIEO, )t = )

Donc la solution du probléme linéaire (2-2) est donnée par :

1
y(x) = /0 G (z,s)o(s)ds

La fonction de Green d’un probléme d’ordre deux.satisfait autres propriétés supplémentaires

importantes.

2.4 Propriétés de la fonction de Green:

)G (z,s) > 0Vz,s €[0,1]
ii) G(z,s) <G(s,s) Va,sel

i) Jy* (z) € ! (I,Rﬂ,M:iE)fy* (z) > 0,011 Iogl tq [;, G (z,5)ds > €9 >0 Va € I
tq:

G(z,s) >y* ()G (s,s) Veel ,Vsel

G(z,s) > M G (s,8) Ve € Ip,Vs €1

pour démontrer ces propriétés cherchons la fonction de Green du probléme:

{(py’)’O
y(0)=y(1)=0

En appliquant la méthode précédente on trouve:

1 fgd—if;d—i 0<s<z<1
9(z,8) = 5 p&t) lpét)
iy 0<zr<s<1
Jo o s o <
1
ouP—f()%

15



La solution du probléme (2-2) est donneé par y (x fo o(s)ds ,on G (z,s) est
donnée par (2-3).

On peut vérifier qu’elle vérifie I’équation intégrale:

fo s)ds — fo s)h(s)y(s)ds
D’otu on trouve une relation entre G (z,s), g (x, s)
G(z,s) =g (z,s) fo t)G (t,s)dt...(*)

2.5 Preuve des propriétés de G(x,s):

i) On fixe s €[0,1], G(x,s) étant continue sur[0,1] et s’annulant pour = =0,z =1 donc le
signe de G (z, s) restant constant sur [0, 1]
d’aprés la définition de g (z,s), g(z,s) >0 Vz € [0,1]

d’aprés la relation (*) on voit que G (z, s) ne peut étre pas négative car si G (x,s) est

négative alors g (z, s) fo t)G (t,s)dt soit positive d’ou la contradiction
donc G (z,8) >0 V&,s € [O, 1]
ii) On a

G (z.5) ~1) wn(s)y2(z) si 0<s<z<1
:E’S = —
Bl (@) ye(s) si 0<az<s<l

on peut choisir yi,ys telles que k <0 e w(z,y1,y2) < 0 et d’aprés la positivité de
G (z,s) onaura yi,y2 >0 ou y1,y2 <0

pour fixer les ideés, supposont que y; (z) > 0,y2 (z) >0

et comme y; (0) =0 = y; est croissante

y2 (1) =0 = 19 est décroissante

si s<z: G(x,8) = —y1(s)y2 () < —y1(s)y2(s) car ya2\,

y1(s)y2(s) car y /

. —1
si sZm:G(m,s):?yl(m)yg(s)g?

donc G( )<G(s s) Ve,s el
iii)Posons o ( fo

16



pour z € ]0,1][ on a yo () > 0, donc yp admet un maximum global sur |0, 1]

soit xgqui réalise ce maximum

1-— 1
poson Iy = [ 2%,% clI
sis<zona: Gz 5) = v2 (z) > y2(2) car yo est décraoissante
Cs.9) G(f,S) y2(s) ~ y2(0)’
x,s
d’o ; infys () pour x € Iy (i
G(s,s>—y2(<o>)y2”(;° 00
G(z,s Y1 (x 1 .
siz<s ona: Y1 (x), car yiest croissante
S &) = mmh ™
z,s
) N b > . .o
d’ou GG (1)12)fy1 (x) pourzelp (ii)

posousy” (2) = min (ks (o). e (o)) et Mo =y (o) = i st () hintie o))
de (i) et (ii) on déduit que
G(z,s) >y* ()G (s,s) Yxel ,Vsel

G (x,s) > MyG (s,s) Ve e ly,Vsel
Si on choisit y1,y2 tq &k > 0,91 < 0,92 <0 = —y; > 0,—y2 > 0 on trouve les memes

résultats.

2.6 Propriétés de la solution du probléme linéaire:

On a vu que la solution du probléme linéaire est donnée par :

/Gms ds:>maxy /Gss

comme G (z,s) >0 Vz,s €]0,1[, alors y (z) > 0 Vx €]0,1]

et comime:

y continue sur[0, 1]

y deérivable sur ]0,1[ p = Jc€]0,1[tq y'(c) = 0 (théoreme de Rolle)

y(0) =y (1) =0

ie y admet un extremum sur ]0,1] et comme y > 0,elle admet un maximum au point
xT=c

iey (r) <0 pourxz >cety () >0pourz<c

douy’ (0) >0>14y'(1)
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d’aprés la 2¢"¢propriété de G (z,5) on a

1 1
y(x) §/0 G (s,s)o(s)ds = maxy (x) §/0 G (s,s)o(s)ds (iii)

et d’aprés la 3°™“propriété de G (z,s) on a :

1 1 1
y(@) = [ Ge.s)o(s)ds > / Y (£)G (5,5)0 (5)ds > y* (z) | G(s.8)0(s)ds (iv)
0 0 0
et
1
miny (x) > My ; G (s,s)o(s)ds >y (z) (v)

de (iii),(vi),(v) on aura y(z) > y* (z) maxy () , pour x € I

miny (x) > Momaxy (x)
Io I

18



Chapitre 3

Probléme aux limites non linéaire

d’ordre2

3.1 Formulation abstraite du probléme non linéaire:

Soit X = C(I, R) 'espace de Banach des fonctions continues normé par la norme de la conver-
gence uniforme || y |[o=sup|y(z)| ou I = |0, 1][5]
xel
On définit 'opérateur L : D(L) C X — LY(I,R) par

Ly = —(py') +hy ou D(L) = Xo={y € C*(I,R),y(0) = y(1) = 0}
et soit P ={y e Xo,y(x) >0 Vzx € I} le cone positif dans X

Le probléme non homogéne linéaire est équivalent a ’équation abstract :Ly = o

on a vu qu’il admet une solution unique : fo (s)ds
ie L1 existe : L71: Ll(I R) — Xy = D(L)
(L~ fo (s)ds

Lemme 3.1 L 'est continue et compact :

preuve

ona (L~ fo d5<f0 ,8) o (s)ds
d’ou || Lila HOS maIXG s,s) || o ||piou || o HL1: fola(s) ds
s€

ce qui prouve que L~ lest borné , donc continu.
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Soit S ={y € X, || y [[o< r} un ensemble borné de X

on a (L~ 1y)(z) = fol G(x,8)y(s)ds = | L ly(z) |< I?Xa;(G (x,s).r =R

donc || ™'y [<K RVye S,Vx el

ce qui prouve que les fonctions de S sont uniformément bornées

D’autre part :soit e >0et y € S

comme G (z,s) est continue sur I x I qui est compact —> G (z,s) est uniformément
continue

donc 30 > 0 tq | G (z1,s) — G (z2,s) |< ; |pour | 1 — x2 |< & pour tout s fixé dans I

alors pour y € S on a: | L~ y(z1) — L7 y(z2) |< fol | G (z1,s) — G (x2,5) || y(s) | ds

< E’I“ =€
,

ce qui prouve que les fonctions de S sont équicontinues

En vertu du théoréme d’Ascoli-Arzela, L™1S est relativement compact

donc L~ 'transforme tout ensemble borné & un ensemble relativement compact ie L™ lest
compact

Et comme L 'est continu, alors on déduit qu’il est complétement continu:

On définit 'opérateur de Nemitskii F' associé a f par:

F:X — L' (I,RY)

Fy(x) = f(z,y(z)) pour tout x € I
La continuité de f entraine que F' est continu.

posons

T=L"'F:X — X,

(Ty) (2) = /0 g (2.5) f (5, (s)) ds.

T est complétement continu .
Le probléme (p) est équivalent a 1 ’équation abstraite: y = Ty
comme G(z,s) > 0 pour tous z,s € (0,1),alors un point fixe de 7" dans le cone K est une

solution positive du probléme (p) est inversement .

20



L’éxistence des points fixes est basé sur I’application des théorémes des points fixes pour les
opérateurs positifs complétement continus conservant des cones.

A partir des propriétés de la fonction de Green, on définit le cone K par :

K ={y € Pyminy(z) = Mo || y [lo}
xz€ly

Lemme 3.2 T conserve le cone K

preuve
Soit y € K, on a:

(Ty) () = [} G(x,5) f (5,5(s))ds < [} G(s,5) f (5,5 (s))ds pour tout z € T
D’ou

1
HM%SLGﬁﬁfﬁwmw (i

D’autre part,
Ty (x) > My fol G (s,s) f (s,y(s))ds pour tout x € I
D’ou

1
TMMMZmAwww@mm@ (i)

xely

De (i) et (ii) on aura: mz’InTy(x) > My || Ty o
xclo

donc Tye K = T(K) C K.

3.2 Existence de solutions positives:

Théoréme 3.1 Supposons que [ satisfait les conditions suivantes:

(1)

. f(zy)
i LG =0 2
(2)
lim I (@,y) =0 (Hoo)
y—too Yy

Alors le probléme (p) admet au moins une solution positive.
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Preuve [5]

D’aprés Hp :3r >0, a >0 tq: f (z,y) <ay pour y<r pourtoutzecl.
Choisissons « tq: « fol G(s,s)ds <1

Posons Q1 ={y e K .||y |o<r }

Pour y € K avec || y |o=7

on a:

mM@—AG@@f@MW%

1
Samm/G@@w
0

et comme

1
a/ G(s,s)ds <1
0

alors || Ty ||<|| y |lopour tout y € K N9y

D’autre part, d’aprés H. :

JR>0,38>0 tq: f (z,y)> By ,Vy> Rpourtout z €I
choisissons 3 tq: SMy ffo G(r,s)ds>1

soit R>R ,Q={yeK,|y|<R}

choisissons R = max(2r R/M)

soit y € K tq: ||y ||= R, alors y(z) > My || y |[o= MoR

On a

1
@wwzﬂem@f@um@
26 [ Glasusds

zwmlmwmwwo
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>l v llo

donc

I Ty llo=Il v [lopour tout y € K N0y

En appliquant le théoréme de Krasnosselskii, on déduit que le probléme (P) admet au moins

une solution y € K N (22\ 1)
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Chapitre 4

Exemples

4.1 Exemplel

Considéron le probléme suivant:

(1-4)

La solution de ce probléme vérifie: y ( fo (s)ds ou

z(l—s) si 0<z<s<1
G (z,s) =
s(l—x) si 0<s<z<l1

on a

G(z,s) <G(s,8) <s(l—ys)

/G 2, 5) ds—/o (1—x)da:—|—/xls(1—x)

1 1
=_—x— 2

2 2
, 1 1
Yo' () 25—33 = xo:i
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1—xz9 1+ 29 13
I(]: s = |50
2 2 4°4
si s<x ona:
G(m‘,s):s( —x): (1—:13)>1733
G(s,8) s(l—2ys) 1—s) —
si r<s ona:
1—
G(:c,s:s( T _ z) tq 1-s<1 = —>1 =
G(s,s) s(l—ys) s) -
G@s) _ 250> i
G(s,s) s Io
1
s<1]1 = 721
s
y* =min (z,1 —z)

G (z,s)

>

NG

G (s,8)

25
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3
lim —f () = lim y lim y =
y—0t Yy y—0+t Y y—0+
limM: limy—: lim y =400
Yy——+00 y Yy——+00 y Yy——+00

Alors ,le probléme admet au moins une solution positive.

4.2 Exemple 2

Considéron le probléme suivante

—y" +y =y’ (2-4)
y(0)=y(1)=0

La solution de c;, prollzleme vérifie: y ( fo (s) evGds o

sh( );h((ll)—s) si 0<x<s<1
G(z,s) = sh(s)sh(l — x) g 0<s<g<l
sh(1) - -~
on a G(z,s) < G(s,s) § sh(s )88:(11) s)
« sh(z)sh(1l —s) 1 sh(s)sh(1l — x)
fo (@,8)ds = [} Sh(D) ds+ [, sh(D) ds

= coth(1)[sh(1l — z) + sh(z)] —

Yo () = coth(1)[—ch(1 — z) + ch(z)]
o(2) =0 — @ =}

o= [ ) - 1]

si s<x ona:

sh(s)sh(1l — x)
G (z,s) _ sh(1) _ sh(s)sh(1 —x) sh(1) _ sh(1l —z) S sh(1l —z) S infSh(l — )
G (s,s)  sh(s)sh(l—ys) sh(1)sh(s)sh(1 — s) sh(l—s) = sh(l) ~— I, sh(1)
sh(1)
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G(,5) sh(1) sh(z) ‘
_ B . -
Glss) ~ sh()sh(—5) ~ sh(s) = () 2 ipfsh(@)
sh(1)
* . sh(l —xz
y* = min <,5;h(;p)7 S(h(l) ))
i s s . sh(l—gj)
=M= fsh f
infy mln(% s (:L“),n}) 0 )
sh(i)
= min(sh(-=), sh(l))
M= sh(%)
sh(1)
sh(i)
> I I
G (z,s) > Sh(l)G(s,s) Vs € I,V € I
et on a
lim £% — 0 —  lim y2eY -0
y_>0+ Y y—>0+ Yy
lim @ — lim 2¢ — 4100

Alors , le probléme admet au moins une solution positive
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Conclusion 1

Dans ce travail, nous avons donné une méthode permettant de construire la fonction de
Green d’un probléme aux limites d’ordre deux,
Nous avons démontrer ses propriétés, et on a démontré comment la fonction de Green nous

sert a exprimer la solution du probléme non homgene.
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