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Introduction

Le concept de variable aléatoire formalise la notae grandeur variant
selon le résultat d’'un tirage ou d'une expériendéatoire le concept de
probabilité, quant a lui, formalise et quantifie $entiment d’incertitude vis-a-

vis de I'évenement.

La définition moderne d’'une v. a ne peut étre egpagpureusement sans
faire appel a la théorie de la mesure et I'intégpatau sens de Lebesgue.

L'objectif de ce mémoire est de s'intéressé a detables aléatoires
gaussiennes et aux vecteurs gaussiens, Au prerhigpitee on rappelle
guelques définitions concernant les variables aiéas et lI'espace de
probabilité .le second chapitre, est consacré @éaméralisation en dimension
n>=2 , nous parlerons de vecteurs aléatoires piugde de variables. Nous
insisterons sur les vecteurs gaussiens se réduitest a des considérations
d’algébre linéaire. Cette propriété confere a cesteurs un statut particulier.
Nous utiliserons dans ce chapitre la notion madliei afin d’alléger certaines
écritures .Le troisieme chapitre est consacré plauprojection des vecteurs
gaussiens et pour cela on annonca un théoreme tanutacelui de Cochran.

Enfin le dernier chapitre représente des exempbeEernant les vecteurs

gaussiens.



Chapitre 1

1. Quelques rappelssur les variables aléatoire :

2. 1.1. Définitions :

* Unespace de probabilitéest la donnée d'une probabilité a tout évenel
formellement, c’est un tripl(22, A4, P) formé d’un ensembl®, d’une tribu ols-algébre
tel que.A surQ et d'unemesur® sur cettes-algebre tel qu@(Q) = 1.

* Unevariable aléatoire réelle est une variable aléatoigevaleurs dark, ou une partie
de k ; c'est undonctior définie depuis l'ensemble des résultats possiblese

expérience aléatoire.

Soient (2. 7. PJun espace probabilisé e¢f:€) usspace mesural. On appelle

variable aléatoire d&lvers E, toutdfonction mesurable X d&! vers E.

Cette condition de mesurabilité de X assure quedje réciproque par X de tc
élément B de la tribl posséde une probabilité et permet ainsi de déni £, €), une
mesure de probabilité, notl’ x, par

Px(B)=P (X' (B)) =P (X €B).

La mesurdl xest limage, par I'applicaticX, de la probabilité®définie ur($, F).

La fonction de répartition d'une mesure de probabil{définie sur latribu

borélienn&®est la fonctiorf 'qui a tout réelc associe

Propositions : La fonction de répartition d'une variable aléatXra les propriété
caractéristiques suivantes

-  Fxest croissante ;



Chapitre 1|| La loi gauss et ses dérivées

- Elle est partout continue a drc ;
lim Fy(z)=0,

T—— 00 ,
lim Fy(zx)=1.

- IT——20

Preuve :
Le point 1 découle de la propriété de croissansenEsures de probabil

lr <y} = {l-ocz] C]-o0yl} = {Px(] - o0,a]) £ Px(]— oo, 4l)}.
Commef'x est unfonction monoton, le point 2 se réduit a montrer (
lim Fy (z + ) = Fx(x),
Ou encore, équivalemfne _
lim Px (| —o00, 24 2]) =Px (]—2,1a]).

. . 1 . , .
Mais les boréliens—2; & + anorment une suite décroissante, et

ﬂ]—OO,I—I—}—E] = ]_OO!‘I]!
n>l .
donc le point 2 est une consénce des axiomes des probabiljtés;mmeffxest

monotone, le point 3 se réduit a montrer
lim Fx(—n) = 0.

Ceci est ena@ une conséguence axiomes des probabiliteguisqu

ﬂ |—00,—n] = 0.

n>l

Le point 4 découle, de la méme maniere

U |-oco,n] = R.

n=1

Densité d’'une v.a. :

Une variable continue posséde souvent une fondeorgpartition continue en to
point et dérivable par morceaux. Il est alors comiende la dériver pour obtenir la den:

de probabilité, vérifiant :

px(@) = ST ()

Qui est définie et a valel positives (ou nulles) s] — o0, +00[, telle que

f:oj‘?x(x) dr =1

Espérance d'une v.a.:



Chapitre 1|| La loi gauss et ses dérivées

Soit x unevariable aléatoil de I'espace probabili€& £.F)vers lespace mesurable
LF, F).

Si [F, Flest (E,B(R))j.e. dans le cas ou X est unariable aléatoire rée,

I'espérance de X, si elle existe, est définie :

E(X) =LX{w)P{dw) _ fmxlrnxr;dx).

- Si.xest une variable aléatoire absolument continudensité de probabilifxpar
rapport a une mesure-finie Ksur(F, F) , alors :

E(X) :L:r,f;{[:t:)p[dr).

- SiXxest une variable aléatoire discrete a valeurs darmhsembldénombrablscF,
alors :

E(X) =) aPx({z}).

reS
C'est notamment le cas quésest fini. En notant ses valeuts: ---:Tnet P1;--:Pn

les probabilités correspondantes, I'espéranceat :

n

E(X) = Z Tip;.

i=1
La fonction caractéristique d'une variable aléatoiregelle X est la fonction

valeurs complexes définie skpar

Ox(t) = K [e*]
= Efcos(tX)] +i E [sin(tX)] .
Si cette variable aléatoire posséde densité, disons X, alors

bx(t) = L Fre(z)e™ dz.

Covariance entre deux v. :

On nomme covariance de devariables aléatoires réelle§ et Y, et on not¢

cov(X,Y) (ou parfoi@xy’) la valeur :

cov( X, Y) = E[(X - E[X]) (Y - E[Y])]



Chapitre 1|| La loi gauss et ses dérivées

1.2 La loi de gauss et ses dérivés :
Définitions : (Loi de gausse centré réduite)

On dit que N est une variable a gaussienne ceatéite (N N(0,1)) lorsque N est une
v.a.r.c de densité :

fton (@) = e 5
X = —2_e 2
N1 Nor

La figure suivante représente la densité de ladonale de paramétré 0 et 1.

8-
B

Propriété : si NIN(0,1) alors :
1-E(N)=0et2var(x)=1

- Pour I'espérance la fonction a intégrer est impdiogt E(N) =0
- Pour la variance E(N) =%AN) = 0 donc reste a calculer E)\bour une intégration par
partie on obtient : V(N) = 1.

Définition d’'une variable aléatoire gaussiennes i3 une gaussiennes l'lorsqu’il existe
N ~N(m,0%),m €R eto € [0,+o[ tel quex = mm, + oN.

m, : la v.a constante égale a 1 4yon note alorX ~N(m, o).
- SoitX ~N(m,c?) alors :E(x) = m,var(x) = ¢2.

X suit une loi de gauss de paramétté(m, ¢?) , sa densité est donné par :

1 (x—m)?

e 202 Vx ER
T

f(x) =

o

10



Chapitre 1|| La loi gauss et ses dérivées

Théoreme 1:si x;~N(m,,0,%) sont indépendant, leur somme est gaussienne, et
x2~N(m1 + mz, 0-12 + 0-22).

Pour démontrer ce théoreme on utilise le lemme sidmivant ; Vu € R

Pty <u) = f ( f £, =) fx(X)dy> dx

E(x1,x2) = E(x1) + E(x2) = my + m,

v cos(x1 + x2) =vcos(x;) + veos(x,) = 0,2 + 0,2

On conclue que; + x,~N(m, + my, 0,2 + 0,2

On pose § = x; + x,

On montre le résultat powy, = m, = 0 eto; = 1,0, =0

£ = jR fe G fy (A — x1)d2,

2

11 o241 d
— x
2 VoZ+1 !

1 1%
E(A)z%e 202+1JR e \

L )
= 2 \Vo2+1
fs(@) V27TV02+1€

On conclut quec; + x,~N(m; + my,, 62 + o2).

1.3 Quelques illustres distributions de probabilitéssues de N (0,1) :

la loi du « khi deux » a un degré de libegtét par définitionla distribution de

probabilité que suit le carrée d’'une variables gamscentrée réduite si N(0,1) alors

N2—>X12

les lois de student de Fisher Snedecor :on ditrgpiiua.r.c est une variable de student
. . . , ~ . N

a n degres de liberté I'lorsqu’elle a la méme lmeﬁ/—n ou N- N(0,1) et X— y*.sont

supposées indépendantes .

Xet Y étant des v.a.r indépendantes de)&{xzpon définit par ailleurs la distribution

de fishersnedecorF(n,p) comme la loi de quo?}%ﬁt

la loi log normal d’'une v.a.r strictement positi¥delle que son logarithme (en base)
suive une gaussienne InG¥)N(m, o) (meR, o€[0, o[ ) .

11



Chapitre 2

Premiere partie :
2-vecteurs aléatoires réels :
2-1-Définition aléatoires réels :

un vecteur aléatoire X réel de dimension d eshdgfiomme étant une variable aléatoired)de
dansR? *(X 1,...Xq)

on définit 'espérance du vecteur X le vecteur déiriste :
E(X) = (E(X), ...E(Xd))
Et la matrice de covariance de X :

o -+ cov(X, X)
sz H . H

cov(X,X) - o
Image d’un vecteur aléatoire réel par une appbedinéaire :

-soit Aune matrice déterministe a m lignes et wooks, soit Y=AX le vecteur aléatoire
image du vecteur X par I'application linéaire reymété par A : la matrice de covariance et
'espérance sont donnée par :

{2(;})2 :zifxnt
Preuve :
Soit A une matrice rxd E(X) =0 E(AX) = AE(X) =0
-2(AX) = E ((AX) (AX)
—E(AXXAD
= AE(XX) AT
= AZxA’

En générale :



Chapitre 2 | Vecteurs aléatoire réels

Ty= 2 (A(X-E(X)) + AE(X))

= A Z(X-E(X)) AT

= AZx AT

Propriété :X matrice de covariance d’'un vecteur aléatoire seatement s est symétrique.
Preuve :

-Remarque: si X est tel que les composantg sont indépendants alors la matrice de
covariance est diagonale.

-¥ matrice de covariance d’un vecteur aléatoire $\kdle est symétrique.
Pour montrer cette implication on a :

Soient a...&, des réels, calculons la somme dont nous venonsodérer qu’elle est positive,
en écrivant la définition D puis de la covariancgspa linéarité de I'espérance :

— Xijz1 8058 = ijzl ajcov(X,X;) a
d_1a E (%-E(X) (XE(X)) 3

=yd_ 1 E(g (X-E(X:) g (G-E(X))

=BY_; a(Xi-E(X)) Xfho ai(X-E(X)

=EXf-1 ai (-E (X)) 7]

-La quantité qui nous intéresse est donc I'espératione variable aléatoire positive et
intégrable donc un nombre réel positif

--pour montrer qu’'une matrice symétrique positiseuee matrice de covariance d’un vecteur
aléatoire.

-soit R une racine carrée matricielle 8& un vecteur aléatoire dR” dont les composantes
sont indépendantes ,centré et de variance est @dale

Alors : AX est centré de matrice de covariance :

RIgR =AA =X

2-2 transformations d’un vecteur aléatoire en vecwwr aléatoire centré réduite :
Txmatrice de covariance symétrique positive, elle petecrire sous la fornEx =X 3"

% : définie a une transformation orthogonale une smiupiarticuliére est = ,?=D 2D’

13



Chapitre 2 | Vecteurs aléatoire réels

D : matrice des vecteurs propres normes .

L : matrice diagonale.

Y= 3" X est vecteur de matrice de covariance égalelaritité

-transformation de mahalobiBx est supposée réguliere on prend £, Y% Y= X-E(X))
-Y est alors un vecteur aléatoire centré réedudrapgosantes non corrélés.

_loi d’'un vecteur aléatoire :

On dira que le vecteur X admet une densité siilddoR admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue $&f on ecrira dans ce cas :

P (Xe B) = [ f(x1...Xn) dXg...dX,
La loi de la coordonnée X(loi marginale) est alors
f(X)= [ f(x1..%y) dXo...dXq
un vecteur aléatoire a aussi une fonction de ri¢jpart
Kk (X1<X1,...,Xn<Xp) .
Fonction caractéristique: on appelle fonction caractéristique du vectd@ataire
X=T(X1...Xy) la fonction a valeurs complexe définie par :
V teR ox(t) = feizlgntk"k fx(X1...Xn) dXg...dXy
2-3 indépendances :

Deux vecteurs sont indépendants si et seulemdatmiobabilité que ces vecteurs prennent
une valeur donnée est égale au produit que chasieur prenne une valeur donnée

Proposition : les variables 1X.X,sont indépendantes si et seulement si la fonction
caractéristique du vecteur X= {XX,) ' est le produit des fonctions caractéristiques des
coordonnées.

Vv teR ox(t...tg)= dxa(ty)...dxq(ta)

Preuve : supposons qug.XXq4 sont indépendantes
dx(ty, ... tg) = E[el Sk thxk]
= EI[[ﬂ_l eitkxk

= 1%, E[e'tk*K] par indépendance

14



Chapitre 2 | Vecteurs aléatoire réels

=[Tkey dx (1) -

Pour la réciproque il suffit d'observer qgpe caractérise la loi de X
Proposition2-3-2 :

Si X est une v.a.r a valeur daR$ et si aaR™ et si A est une matrice md ona :
Vue R daiax (U) =€ ¢y (A'U) .

-si X et Y sont deux variables indépendantes awalansRY, la fonction caractéristique de
la somme de X et Y est donnée par :

Px+y = Px Py
Preuve : vV ueR™
1-
Pax+a() = E[ el<wAx+a>]
- eE‘(u'b>+i<”'AX>)

- &'fa,b>ei<u,AX>)
e.§<u,a> E (ei<u,Ax>)

G<aU>E (ei<Atu,X> )

e.j<a,u>(1)x (Atu )

X,Y indépendants on a :
dx+y(U) =E @**+0)
=E¢1UX giuY)

= E™X) E(elvY)

=bx(w). dy ().
Vecteurs aléatoires gaussiens
Deuxieme patrtie :
3-vecteurs aléatoires gaussiens :
3-1 la loi N(O,ly) :

15



Chapitre 2 | Vecteurs aléatoire réels

- On dit que X=(X,...,Xd)"= N(0,lq) lorsque les X(j E [1,d] suivant indépendamment
des lois gaussiennes centrées réduites N(0,1) .
Propriétés1X — n(0, I5) admet une densitg f

vx eRY f,(x) = (2m)92 &2y x?%j = (2m) V2 e /2xx

Preuve :
fx(x) = 1'[]9'=1 fyj(xj) indépendance des x
Donc :
fu(x) = [T, (2m) 2 e ¥#(les x étant gaussiens par définition)
D'ou :

-1

f(x) = (2m) 42 12,5 S, ¥
propriétés 2 : %N(O,lg) admet pour fonction de densipé
Vu € Rp(u) =e Tt
Preuve :
by(U) = E [l =1 9X]]

=1L, E(e™¥)( par indépendance deg) X

1 .
Alors : dy(u) =1L, e 2"

1ad .
:e_52j=1 u2]'

3-2 trois définitions des vecteurs gaussiens
Définition 1 : (par projections uni variées ).

X est un vecteur gaussien d- dimensionnel si tooebinaison linéaire de ses composantes
<ax>x"=d. X=39_,ajxj (a € RY

Suit une loi gaussienne .
Définition 2 : ( par fonction caractéristique ) .

X est un vecteur gaussien d- dimensionnel si setifim caractéristique, S’écrit sous la
forme

. -1
Vu € Rd !(I) (u) — e1<m,u>Rd7<u,Su>Rd

16



Chapitre 2 | Vecteurs aléatoire réels

Avec me RY et se M4® une matrice symétrique positive.
Définition 3 : ( par transformation affine ) :

X est un vecteur gaussien d- dimensionnel s'il @cteur me R est une matrice & My (R)
telle que X=m + AN (égalité en loi )

Ou N~~N(O,lg) .
Il'y a équivalence entre les 3 définitions.
Preuve de I'équivalence des trois définitions :

1) =@:

X satisfaisant la (1) m sa moyenn&esa matrice de covariance calculons sa fonction
e , . a

caractéristique soit@ R : ¢, (u) = E[e!<**>R°]

Par ailleurs

Y =< u,x > est gaussiene donc Y ~» N(<u,m > Rd_?l< u, Y u>RY)

. . d—_l d
Enfin :d)x (u) = e1<u'm>R 2 <u,Y u>R '

17



Conclusion |

Conclusion ;

Ce mémoire est consacré a I'étude des vecteurmasagaussiens qui sont associé aux lois
gaussiennes multi-variés, et de ce fait jouendlmimportant en probabilité et en statistique.

lls apparaissent naturellement comme des objetebm
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