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Résumé

Le travail présenté dans cette thèse se place dans le cadre de la géométrie
riemannienne et concerne en particulier les immersions minimales et les applica-
tions F -harmoniques, il porte sur les deux thèmes suivants:
Nous donnons dans la première partie, des conditions qui interdissent l�existence

d�immersions minimales entre une variété source admettant une p-forme parallèle
non triviale et une variété but riemannienne à courbure sectionnelle constante
strictement négative. Dans la deuxième partie nous nous intéressons à l�étude
de quelques propriétés des applications F -harmoniques dé�nies sur une variété
riemannienne compacte et à valeurs dans la sphère euclidienne. Ces dernières
sont des points critiques de la fonctionnelle F -énergie. Nous obtenons des ré-
sultats sur l�indice de Morse des applications F -harmoniques par variation des
fonctionnelles énergies le long des champs de vecteurs conformes.

Mots-clefs. Immersions minimales, Courbure de Ricci, Opérateur de Dirac,
Variété conformément plate, Application F -harmonique, Indice de Morse, Tenseur
d�énergie-impulsion.



Abstract

In this thesis we study minimal immersions and F -harmonic maps.
Part 1 is devoted to prove that there is no minimal isometric immersions of

a riemannian m-dimensional manifold M with m � 3 endowed with a non zero
parallel p-form, into a riemannian manifold N with constant strictly negative
sectional curvature.
In part 2, we deal with F -harmonic maps, we investigate estimates of the

Morse index for F -harmonic maps into round spheres. Next we obtain that
these latter are global maxima of their energy-functional along the conformal
group of the sphere.

Keywords. Minimal immersions, Ricci curvature, Dirac operator, Confor-
mally �at manifold, F -harmonic maps, Morse index, Stress-energy tensor.
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Introduction

L�objectif de cette thèse est d�étudier quelques propriétés des immersions
minimales et des applications F -harmoniques entres variétés riemanniennes. Le
manuscrit est organisé comme suit: dans un premier chapitre on rappelle les no-
tions de géométrie nécéssaires à la compréhension de notre travail. Le deuxième
chapitre concerne un résultat de non existence d�immersion minimale. Dans
le troisième chapitre on obtient l�estimation de l�indice de Morse d�une classe
d�applications F -harmoniques et on donne au dernier paragraphe un résultat
global exprimant qu�une large classe d�applications F -harmoniques sont des max-
imas de la fonctionnelle F -énergie.
A. El Sou� et R.Petit avaient montré dans ([25]) la non existence d�immersion

isométrique minimale entre une variété riemannienneM admet une 2-forme par-
allèle non nulle, et une autre variété riemannienne N à courbure isotrope stricte-
ment négative. Ce résultat généralise ceux obtenus auparavant par Dajczer-
Rodrigez ([14]) et El Sou� ([19]) dans le cas où M est une variété Kählérienne.
Dans cette thèse nous donnons un résultat de non existence dans un contexte plus
général que celui obtenu dans ([25]) par A. El Sou� et R.Petit. Plus précisément
nous établissons le théorème suivant:

Théorème 0.1 SoitM une variété riemannienne de dimensionm � 3 et soit N
une variété riemannienne à courbure sectionnelle constante strictement négative.
Si M admet une p-forme parallèle � non nulle (p � 2), alors il n�existe aucune
immersion isométrique minimale � de M dans N .

La preuve s�appuie essentiellement sur la formule de Bochner-Weitzenböck
relative au p-formes et qui s�écrit:

jD (�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 + 4 hr�r�; �i+ 4R�(�)
où : D est l�opérateur de Dirac agissant sur les formes di¤érentielles, H est la
courbure moyenne de l�immersion �, r�r est l�opérateur de Laplace et

R�(�) =
1

(p� 1)!

 

m
X

i;j;k=1

RNikjk�
i
i2:::ip

�ji2:::ip � p� 1
2

m
X

i;j;k;l=1

RNijkl�
ij
i3:::ip

�kli3:::ip

!

où RNest le tenseur de courbure de N .
Des résultats similaires sont obtenus pour les applications pluriharmoniques.
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Dé�nition 0.1 Pour toute p-forme parallèle � on dira qu�une application � de
M dans N est �-pluriharmonique si

D (�:d�) = (�1)p �:D (d�)

Pour un point �xe x 2 N , on note par �(x) et �(x) la plus petite et la plus
grande valeur propre du tenseur de Ricci au point x, et considérons les fonctions
suivantes:

�(x) =

�

(n� 1)m�(x)� (m+ (n� 2)p)�(x) si m� 2p < 0
2(n� 1)�(x)� n�(x) si m� 2p � 0

�(x) =

�

(n� 1)m�(x)� (m+ (n� 2)p)�(x) si m� 2p < 0
2(n� 1)�(x)� n�(x) si m� 2p � 0

Théorème 0.2 Soient M une variété riemannienne de dimension m � 3 et N
une variété riemannienne conformément plate:
a) si la fonction � est strictement positive ou la fonction � est strictement

négative et si la variété M admet une p-forme parallèle non nulle � (p � 2),
alors il n�existe aucune immersion �-pluriharmonique de M dans N .
b) si la fonction � et non positive et si M admet une p-forme parallèle non

nulle � (p � 2), alors toute immersion minimale isométrique de M dans N est
�-pluriharmonique.

Théorème 0.3 Soient M une variété riemannienne compacte de dimension
m � 3 et N une variété riemannienne conformément plate telle que la fonc-
tion � est non négative et strictement positive en au moins un point, alors pour
toute p-forme harmonique � non nulle sur M avec p � 2, il n�existe aucune
immersion �-pluriharmonique de M dans N .

Théorème 0.4 SoitM une variété riemannienne compacte conformément plate
de dimension m � 4 et supposons que la fonction � est non négative et stricte-
ment positive en au moins un point, alors le nombre de Betti bp(M) = 0.

Théorème 0.5 Soient M une variété riemannienne de dimension m � 3 et N
une variété riemannienne conformément plate et supposons que la fonction �(x)
est strictement négative, si M admet une p-forme parallèle non nulle � (p � 2),
alors il n�existe aucune immersion isométrique minimale de M dans N .

En 1964, J.Eells et J.H.Sampson avaient introduit la notion des applications
harmoniques qui sont par dé�nition les points critiques de la fonctionnelle énergie

E(�) =
1

2

Z

M

jd�j2 dvg
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M. Ara avait introduit une classe d�applications dite F -harmoniques ([1], [2],
[3]) c�est celle des applications où F : [0;1[! [0;1[ est une fonction de classe
C1 telle que F 0(t) > 0 pour tout t 2 [0;1[. Ces applications sont les points
critiques de la fonctionnelle F -énergie

EF (�) =

Z

M

F

 

jd�j2
2

!

dvg

et contiennent les applications harmoniques et p-harmoniques.
L�étude des immersions minimales et des applications harmoniques porte

essentiellement sur l�existence, la nonexistence et la stabilité de ces dernières.
Plusieurs auteurs avaient étudié l�indice de Morse des immersions minimales
et des applications harmoniques d�une variété riemannienne compacte dans la
sphère euclidienne Sn; ce dernier mesure le degré d�instabilité de ces applications
harmoniques ( cf. [8], [17], [37]). Cet invariant, que l�on note Ind(�), représente
la dimension des espaces maximaux des variations pour lesquelles � correspond
à un maximum local de la fonctionnelle énergie dans le cas des applications
harmoniques et la fonctionnelle volume dans le cas des immersions minimales .
Les premiers résultats portant sur la stabilité et l�indice de Morse des appli-

cations harmoniques dans les sphères ont été obtenus par R.Smith ([39]) où il
avait calculé en particulier l�indice de l�identité de Sn. Ce calcul a été généralisé
par P. Leung dans ([30]), il avait montré que toute application harmonique non
constante � d�une variété compacte (M; g) dans une sphère Sn(n � 3) véri�e:
Ind(�) � 1. Ce dernier résultat a été ensuite amélioré par A. El sou� dans ([22]),
il avait montré que pour toute application harmonique � dé�nie sur une variété
riemannienne compacte (M; g) à valeurs dans la sphère Sn telle que:
i) le tenseur d�énergie-impulsion Sg(M) de � est positif en tout point et

dé�ni positif en au moins un point de M:
ii) Sg(M) est positif en tout point de M , � est une immersion et �(M) ne

coïncide pas avec une sphère totalement géodésique de Sn:
Alors l�indice de Morse de � véri�e : IndE(�) � n+ 1.
Il avait montré aussi, que pour toute application harmonique à tenseur d�énergie-

impulsion positif de (M; g) dans Sn, on a: Eg(�) � Eg( � �), où  est un
di¤éomorphisme conforme de la sphère euclidienne Sn.
Le cas où la variété source est une sphère canonique Sm de dimensionm avait

été étudié par le même auteur dans ([23]) , où il montre que parmi toutes les
applications harmoniques non constantes dé�nies sur Sm, l�identité I de Sm pos-
sède l�indice le plus petit. Autrement dit, pour tout � : Sm! (N; h) harmonique
non constante, avec m � 3, on a

IndE(�) � IndE(I) = m+ 1

Noter que Eells et Lemaire avaient obtenus dans ([16]) la minoration

IndE(�) � 1 + rang(�)
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Dans un autre travail (cf.[21]) A. El sou� et A. Jeune avaient étendu les
estimations et le calcul de l�indice de Morse à des applications p-harmoniques, où
p 2 [2;+1[. Il avaient traité notamment le cas de l�application identité, ainsi que
celui des applications entre les sphères euclidiennes. Comme premier résultat, ils
avaient montré que si (M; g) est une variété compacte orientable de dimension
m, alors, pour tout p � m, l�identité IM deM minimise la fonctionnelle p-énergie

Ep(�) =
1

p

Z

M

jd�jp dvg

sur l�ensemble des applications de degré non nul de M dans M . En particulier
IM est p-stable pour tout p � m.
Notre contribution dans ce domaine consiste en des résultats qui généralise

une partie de l�estimation de l�indice de Morse obtenue par El sou� dans ([21],
[23]) pour les applications harmoniques et p-harmoniques aux applications F -
harmoniques.
Nous montrons, que toute application F -harmonique à tenseur de F -énergie-

impulsion dé�ni positif d�une variété riemannienne compacte (M; g) dans Sn

véri�e: IndF (�) � n + 1. Nous traitons aussi, comme exemples, le cas de
l�application identité, ainsi que celui des homothéties. Ensuite nous donnons un
résultat global i.e. pour une large classe de fonctions F : [0;+1[! [0;+1[ , les
applications F -harmoniques sont des maximums globaux pour les fonctionnelles
F -énergies. Nous avons introduit une nouvelle notion de tenseurs de F -énergie-
impulsion qui étend celle de tenseur d�énergie-impulsion et qui est di¤érente de
celle introduite par M. Ara pour les fonctionnelles F -énergie.



Chapitre 1

Notions préliminaires de
géométrie riemannienne

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions classiques de géométrie riemanni-
enne nécéssaires à la compréhension de notre travail.
Soit (M; g) une variété riemannienne de dimension m, on note par r la

connexion de Levi-Civita associée à la métrique g. Désignons par �(M) l�algèbre
de Lie des champs de vecteurs de classe C1 dé�nis sur M:

Dé�nition 1.1 1. Soient X, Y , Z , W quatre champs de vecteurs de �(M).
La courbure de Riemann R est l�application bilinéaire antisymétrique de �(M)�

�(M) dans Hom (�(M);�(M)), dé�nie par

R(X; Y ) = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z

On appelle tenseur de courbure de Riemann de g le champ de tenseur C1 quatre
fois covariants dé�ni par

R(X; Y; Z;W ) = g (X;R(Z;W )Y ) = RijklX
iY jZkW l

dans une carte locale; Rijkl sont les composantes du tenseur de courbure.
2. La courbure de Ricci de g est le champs de tenseur C1; deux fois covari-

ants, obtenu en contractant par g le tenseur de courbure de Riemann de g de la
manière suivante

Ricij = gklRkilj

où gkl sont les composantes de g�1:
3. La courbure scalaire de g est la trace du tenseur de Ricci, noté scalg.

Dans une carte locale
scalg = gijRicij

10
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Soient X un champ de vecteurs et ! une 1-forme. Dans un système de co-
ordonées locales, rappelons les formules de permutation des dérivées covariantes
suivantes

rijX
l �rjiX

l = RlkijX
k et rij!l �rji!l = �Rklij!k

où Rlkij = glmRmkij.

Dé�nition 1.2 On appelle opérateur de Laplace-Beltrami, ou plus généralement
Laplacien, l�opérateur �g dé�ni sur toute fonction C

2 sur M (à valeur réelle)
par

�g(�) = �div(grad�) = �trace(r(r�)).

Si gij(x) sont les coordonnées de la métrique dans une carte locale (xi)i=1::m ,
on peut alors exprimer explicitement le laplacien comme un opérateur di¤érentiel
d�ordre 2 par la formule suivante:

Proposition 1.1 Dans les coordonnées (xi), le laplacien s�écrit

�g = �
1p
g

X

i;j

@

@xi
(gij
p
g
@

@xj
)

où gij(x) désigne l�inverse de la matrice gij(x) et
p
g la racine du déterminant

de gij.

1.1 Algèbre de Cli¤ord

Une algèbre de Cli¤ord est une algèbre associative unitaire qui est engendrée par
un espace vectoriel V muni d�une forme quadratique Q:
L�algèbre de Cli¤ord CL(V;Q) est l�algèbre engendrée par V soumise à la

condition
v2 = Q(v) 8v 2 V

où le produit v2 est pris à l�intérieur de l�algèbre. Si la caractéristique du corps
de base K n�est pas 2, alors on peut ré-écrire cette identité fondamentale sous
la forme:

uv + vu = 2 hu; vi 8u; v 2 V
où

hu; vi = (Q(u+ v)�Q(u)�Q(v)) =2

est la forme bilinéaire symétrique associée à Q:
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Remarque 1.1 Les algèbres de Cli¤ord sont directement liées aux algèbres ex-
térieures. En e¤et, si Q = 0 alors l�algèbre de Cli¤ord Cl(V;Q) est simplement
l�algèbre extérieur �(V ):
Pour Q di¤érent de zéro, il existe un isomorphisme canonique linéaire en-

tre �(V ) et Cl(V;Q), c-à-d qu�ils sont naturelement isomorphes comme espaces
vectoriels mais avec des multiplications di¤érentes.

Dé�nition 1.3 Soit V un espace vectoriel sur R de dimension �nie muni d�une
forme quadratique Q, on note T (V ) l�algèbre tensorielle de V i.e:

T (V ) =
1
L

i=0

V 
i = R� V � (V 
 V )� :::

où 
 est la multiplication dans T (V ). Soit I l�ideal bilatère de T (V ) engendré
par les éléments de la forme x 
 x � Q(x):1 , x 2 V et 1 désigne l�unité de
l�algèbre. le quotient

Cl(V;Q) = T (V )=I = T (V )=(x
 x�Q(x):1)

est appelé algèbre de Cli¤ord sur V associé à Q.

1.1.1 Base et dimension:

Si la dimension de V est n et fe1; :::; eng est une base de V , alors l�ensemble

fei1ei2 :::eik=1 � i1 < i2 < ::: < ik � n et 0 � k � ng
= f1; e1; ::; en; e1e2; ::; en�1en; ::; e1:::eng

est une base de Cl(V;Q).
Pour chaque valeur de k, il existe Ckn éléments de la base, donc, la dimension

totale de l�algèbre de Cli¤ord est

dimCl(V;Q) =
n
P

k=0

Ckn = 2
n

Si la caractéristique n�est pas 2 et si la forme quadratiqueQ est non dégénérée,
il existe alors un ensemble de bases privilégiées pour V : les bases orthogonales.
Une base orthogonale est telle que

hei; eji = 0 si i 6= j et e2i = 1

où h:; :i est la forme bilinéaire symétrique associée à Q. L�identité de Cli¤ord
fondamentalle implique que pour une base orthogonale:

eiej = �ejei i 6= j
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Remarque 1.2 En géométrie di¤érentielle, on utilise courament les notions
d�algèbre extérieure pour dé�nir par exemple le �bré vectoriel des formes dif-
férentielles sur une variété di¤érentielle.
Dans le cas d�une variété riemannienne , les espaces tangents sont munis

d�une forme quadratique naturelle induite par la métrique. Ainsi, on peut dé�nir
un "�bré vectoriel de Cli¤ord" en analogie avec le �bré vectoriel extérieur.

1.1.2 La multiplication de Cli¤ord sur les formes:

Soit 
(M) =
L

p2N


p(M) l�espace des formes di¤érentielles sur M .

Dé�nition 1.4 Soit X un champ de vecteurs sur M . Le produit intérieur ou
produit contracté d�une p-forme ! surM par le champ X est l�application linéaire

iX : 

p(M)! 
p�1(M)

dé�nie par: 8X1; X2; :::; Xp�1 champs de vecteurs sur M

iX!(X1; X2; :::; Xp�1) = !(X;X1; X2; :::; Xp�1)

Sur 
(M), on dé�nit la multiplication de Cli¤ord, notée �:!, par: pour
� 2 
1(M) et ! 2 
p(M)

�:! = � ^ ! � i�]!

!:� = (�1)p(� ^ ! + i�]!)

où �] désigne le champ de vecteur associé à la 1-forme � c-à-d: �(v) = g(�]; v).
Et i�] le produit intérieur par �

]

L�opérateur de Dirac agissant sur les formes est l�opérateur

D : 
(M)! 
(M)

D(!) =
m
P

i=1

�i:rei!

où feigi�m est un repère orthonormé local de M et
�

�i
	

i�m
est le repère dual

de feigi�m.

Proposition 1.2 ([34]) Dans un repère feigi�m et son repère dual
�

�i
	

i�m
,on

a

d! = �i ^rei!

�! = �i(�i)]rei!

où d et � désignent respectivement la di¤érentielle et la codi¤érentielle extérieures.
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De cette proposition; on aura

D = d+ �

ainsi
D2 = (d+ �)2 = d� + �d = �

c�est l�opérateur de Laplace-Hodge.

Théorème 1.1 ([34]) Dans un repère feig et son repère dual
�

�i
	

, on a

D2! = r�r! + 1
2

m
P

i;j=1

�i:�j:R(ei; ej)!

= r�r! + 1
2

m
P

i;j=1

R(ei; ej)!:�
j:�i.

où R est le tenseur de courbure de M

Preuve:

D2! =
m
P

i;j=1

�i:�j:reirej!

=
m
P

i=1

�i:�i:reirei! +
P

i6=j

�i:�j:reirej!

et puisque �i:�i = 1 et �i:�j = ��j:�i, on aura

D2! = �
m
P

i=1

reirei! +
P

i<j

�i:�j:
�

reirej! �rejrei!
�

= �
m
P

i=1

reirei! +
P

i<j

�i:�j:R(ei; ej)!

= �
m
P

i=1

reirei! +
1

2

m
P

i;j=1

�i:�j:R(ei; ej)!

or

r�r = �
m
P

i=1

reirei

donc

D2! = r�r! + 1
2

m
P

i;j=1

�i:�j:R(ei; ej)!

On note par [:; :] le commutateur dé�ni par: pour deux formes di¤érentielles
!1 et !2 on a

[!1; !2] = !1:!2 � !2 :!1

Ainsi la formule de Weitzenböck est donnée par le corollaire suivant
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Corollaire 1.1 Dans un repère feig et son repère dual
�

�i
	

, on a

D2! = r�r! + 1
4

m
P

i;j=1

�

�i:�j; R(ei; ej)!
�

Preuve: On a

D2! = r�r! + 1
2

m
P

i;j=1

�i:�j:R(ei; ej)! (1.1)

Et

D2! = r�r! � 1
2

m
P

i;j=1

R(ei; ej)!:�
i:�j (1.2)

en ajoutant 1.1 à 1.2, et divison par 2, on obtient

D2! = r�r! + 1
4

m
P

i;j=1

�

�i:�j:R(ei; ej)! �R(ei; ej)!:�
i:�j
�

= r�r! + 1
4

m
P

i;j=1

�

�i:�j; R(ei; ej)!
�

Lemme 1.1 ([34]) Dans un repère feig et son repère dual
�

�i
	

, on a

R(X; Y )! =
1

4

m
P

i;j=1

g (R(X;Y ) ei; ej)
�

�i:�j:! � �j:�i:!
�

=
1

4

m
P

i;j=1

g (R(X;Y ) ei; ej)
�

�i:�j; !
�

1.2 Variétés conformément plates

1.2.1 Courbure de Weyl

Dé�nition 1.5 Etant donnée (M; g) une variété riemannienne de dimension
m � 3, la courbure de Weyl de g, notée Weylg, est le C

1-champ de tenseur
quatre fois covariants sur M dé�ni par

Weylg = Rg �
1

m� 2Ricg � g +
scalg

2(m� 1)(m� 2)g � g

où Rg, Ricg et scalg désignent respectivement les courbures de Riemann, de Ricci
et la courbure scalaire de g et � est le produit de Kulkarni-Nomizu dé�ni par:
pour h, k deux tenseurs 2 fois covariants et symétriques et pour tous X, Y , Z,
W 2 TM

k�h(X; Y; Z;W ) = h(X;Z)k(Y;W )+h(Y;W )k(X;Z)�h(X;W )k(Y; Z)�h(Y; Z)k(X;W )
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Les composantes Wijkl de Weylg dans une carte sont alors données par la
relation

Wijkl = Rijkl �
1

m� 2(Rikgjl +Rjlgik �Rilgjk �Rjkgil)

+
scal

(m� 1)(m� 2)(gikgjl � gilgjk)

1.2.2 Classe conforme d�une métrique:

Dé�nition 1.6 Soit (M; g) une variété riemannienne, la classe conforme de g,
notée [g], est l�ensemble des métriques riemanniennes sur M qui s�écrivent sous
la forme ~g = fg où f : M ! R est une fonction réelle strictement positive de
classe C1:

On pourra encore écrire que

[g] = feug; u 2 C1(M)g

Le résultat suivant montre aussi que Weylg est aussi un invariant conforme;

Proposition 1.3 Si ~g = eug, u 2 C1(M), sont deux métriques conformes sur
M , leurs courbure de Weyl satisfait l�identité

Weyl~g = euWeylg

On dé�nit maintenant ce que l�on entend par variété conformément plate

Dé�nition 1.7 Une variété (M; g) est dite conformément plate si pour tout
x 2 M , il existe un voisinage ouvert V de x, et il existe une métrique ~g 2 [g]
tels que R~g = 0 sur V:

La nullité de la courbure de Riemann entraîne donc la nullité de la courbure
de Weyl.
Il est alors clair que si (M; g) est conformément plate, Weylg = 0 sur M . La

condition est aussi su¢sante, du moins à partir de la dimension 4:

Théorème 1.2 ([27]) Une variété riemannienne (M; g) de dimension m � 4
est conformément plate si et seulement si sa courbure de Weyl est nulle en tout
point de M:
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1.3 Applications harmoniques :

1.3.1 Dé�nitions générales:

Soient (M; g) et (N; h) deux variétés riemanniènnes de dimensions m et n re-
spectivement.
Pour toute application � de M dans N , on désigne par �(�) l�espace des

champs de vecteurs le long de � c�est-à-dire les sections du �bré image réciproque
��1TN induit sur M par � à partir du �bré tangent de N .
On dé�nit la densité d�énergie de � pour les métriques g et h par:

e(�)(x) =
1

2
g��(x)hij(�(x))

@�i(x)

@x�
@�j(x)

@x�

dans des coordonnées locales (x1; x2; :::; xm) de M . Considérons la di¤érentielle
de �

d� =
@�i

@x�
dx� 
 @

@�i

une section du �bré T �M 
 ��1TN , et pour les connexions de Levi-Civita, on
aura

r��1TN
@x� @�i = rN

@�j

@x�
@

@�j

@

@�i
=
@�j

@x�
�kij

@

@�k

où �kij sont les symboles de Christo¤el de N et
@�

@x�
=
@�i

@x�
@

@�i
, ce ci implique

e(�)(x) =
1

2
g��

�

@�

@x�
;
@�

@x�

�

��1TN

=
1

2
hd�; d�iT �M
��1TN

=
1

2
kd�k2 = 1

2

P

i

jd�ij2

Dé�nition 1.8 On appelle énergie de � la quantité

Eg(�) =

Z

M

eg(�)dvg

où dvg =
p
gdx1 ^ dx2 ^ ::: ^ dxm est l�élément volume riemannien associé à g:

Lemme 1.2 ([29]) l�équation d�Euler-Lagrange de Eg est

1p
g

@

@x�
(
p
gg��

@

@x�
�i) + g��(x)�ijk(�(x))

@�j

@x�
@�k

@x�
= 0
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Dé�nition 1.9 Les solutions de l�équation d�Euler-Lagrange sont appelées ap-
plications harmoniques.

Pour avoir une interprétation intrinsèque de l�équation d�Euler-Lagrange, on
donne  un champ de vecteurs le long de � c-à-d une section du �bré ��1TN .

En coordonnées locales  =  i(x)
@

@�i
.

 induit une variation de � donnée par

�t(x) = exp�(x)(t (x))

Nous allons calculer
d

dt
Eg(�t) jt=0:

d

dt
Eg(�t) j t=0 =

1

2

Z

M

d

dt
hd�t; d�ti jt=0 dvg

=

Z

M

D

d�;r��1TN
@t d�t jt=0

E

dvg

et on a

r��1TN
@t d�t = r��1TN

@t

@�it
@x�

@

@�i

 dx�

= r��1TN
@x�

�

@�it
@t

@

@�i

�


 dx� (car
@

@t
et

@

@x�
commute

et r sans torsion)

donc

r��1TN
@t d�t jt=0= r��1TN

@x�

�

 i(x)
@

@�i

�


 dx� = d 

et par suite

d

dt
Eg(�t) j t=0 =

Z

M

hd�; d i dvg

=

Z

M

D

d�;r��1TN
@x�  
 dx�

E

dvg

= �
Z

M

D

r��1TN
@x� d�;  
 dx�

E

dvg

= �
Z

M

D

tracegr��1TNd�;  
E

dvg

on note par � g(�) = tracer�d�. C�est le champ de tension de �.
Ainsi l�équation d�Euler-Lagrange s�écrit intrinséquement comme étant :

� g(�) = 0

Dé�nition 1.10 La fonction � est harmonique si et seulement si � g(�) = 0,
c-à-d � est un point critique de la fonctionnelle énergie.
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1.3.2 Les applications F -harmoniques:

On désigne par F : [0;+1[ ! [0;+1[ une application de classe C2 telle que
F 0(t) > 0 8t 2 [0;+1[.
On dé�nit la fonctionnelle F -énergie par

EF (�) =

Z

M

F

 

jd�j2
2

!

dvg

où
jd�j2
2

est la densité d�énergie.

Soit (�t)t une famille des applications di¤érentiables avec
d

dt
�t jt=0=  et

�0 = �. La première variation de EF (�) dans la direction du champ  est

d

dt
EF (�t) j t=0 =

d

dt

Z

M

F

 

jd�tj2
2

!

jt=0 dvg

=

Z

M

F 0

 

jd�j2
2

!

D

d�;r��1TN
@t d�t jt=0

E

dvg

=

Z

M

*

r��1TN
@x�  
 dx�; F 0

 

jd�j2
2

!

d�

+

dvg

= �
Z

M

*

 
 dx�;r��1TN
@x�

 

F 0

 

jd�j2
2

!

d�

!+

dvg

= �
Z

M

*

 ; tracegr��1TN

 

F 0

 

jd�j2
2

!

d�

!+

dvg

et donc
d

dt
EF (�t) jt=0== �

Z

M

h ; �F (�)i dvg (1.3)

où

�F (�) = tracegr��1TN

 

F 0

 

jd�j2
2

!

d�

!

est l�équation d�Euler-Lagrange de la fonctionnelle F -énergie EF .

Dé�nition 1.11 � est dite F -harmonique si et seulement si �F (�) = 0, i.e �
est un point critique de EF .



Chapitre 2

Résultats de non existence
d�immersions minimales

Nous montrerons dans ce chapitre qu�il n�existe aucune immersion isométrique
minimale d�une variété M admettant une p-forme parallèle non nulle dans une
variété N à courbure sectionnelle constante strictement négative. Nous nous
intéressons dans la suite à l�analyse de quelques résultats de non existence des
applications �-pluriharmoniques lorsque N est conformément plate.
Le résultat principal que nous obtenons dans cette partie, peut être comparer

avec un résultat dû à J.H Sampson suivant lequel il n�existe pas d�application
harmonique non triviale d�une variété kählérienne compacte de dimension au
moins 4 dans un espace hyperbolique ([36]) et aussi du théorème 4.6 D1 dans
([26]) qui est un théorème de rigidité pour les applications harmoniques d�une
variété compacte admettant une p-forme parallèle dans un espace à opérateur
de courbure non positif.
Rappelons qu�une immersion � : M ! N est minimale si pour tout x 2 M

et tout � 2 (TxM)? la courbure moyenne dans la direction � est nulle.

2.1 Lemmes fondamentaux

Dans ce qui suit (M; g) et (N; h) désignerons deux variétés riemanniennes con-
nexes de dimensions respectives m � 3; n � 4, � une application di¤érentiable
de M dans N et pour p � 1 : 
p(M) l�espace des p-formes extérieures sur M .
On désignera par r la connexion canonique associée à la métrique riemannienne
de TM .

Dé�nition 2.1 Une p-forme � 2 
p(M) est dite harmonique si:

D� = d�+ �� = 0

où D est l�opérateur de Dirac.

20
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Rappelons la formule magique de Weitzenböck

D2� = r�r� + 1
4

m
X

i;j=1

�

�i:�j; R(ei; ej)�
�

(2.1)

où feigi�mest un repère orthonormé locale deM et f�igi�m est le repère dual de
feigi�m :
A partir de cette dernière formule, on obtient par un calcul direct:([34])




D2�; �
�

= h��; �i

= hr�r�; �i+ 1
4

m
X

i;j=1


�

�i:�j; R(ei; ej)�
�

; �
�

Par ailleurs, pour toutes deux p-formes �1 et �2, si ! est une 2-forme on a
([34])

h[!; �1] ; �2i = �h�1; [!; �2]i
ce-ci implique


�

�i:�j; R(ei; ej)�
�

; �
�

= �



R(ei; ej)�;
�

�i:�j; �
��

en déduit grace au lemme 1.1


�

�i:�j; R(ei; ej)�
�

; �
�

= �1
4

m
X

k;l=1

hR(ei; ej)ek; eli

�

�k:�l; �
�

;
�

�i:�j; �
��

D�autre part, en utilisant les propriétés du produit intérieur, il vient:

�

�k:�l; �
�

=

8

<

:

0 si k; l 2 fi1; :::; ipg
0 si k; l =2 fi1; :::; ipg

2�k:�l:� ailleurs
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Donc

m
X

i;j=1


�

�i:�j; R(ei; ej)�
�

; �
�

= �1
4

m
X

i;j;k;l=1

Rijkl

�

�k:�l; �
�

;
�

�i:�j; �
��

= �
m
X

i;j;k;l=1

Rijkl



�k:�l:�; �i:�j:�
�

= �(
m
X

i;j;l=1

Rijil



�i:�l:�; �i:�j:�
�

+

m
X

i;j;k=1

Rijki



�k:�i:�; �i:�j:�
�

+
m
X

i;j;l=1

Rijjl



�j:�l:�; �i:�j:�
�

+
m
X

i;j;k=1

Rijkj



�k:�j:�; �i:�j:�
�

+2
m
X

i;j;k;l=1

Rijkl



�k:�l:�; �i:�j:�
�

)

Ce qui nous donne sachant que pour tout deux p-formes �; � on a le produit

scalair local: h�; �i = 1

p!
�i1:::ip�i1:::ip

m
X

i;j=1


�

�i:�j; R(ei; ej)�
�

; �
�

= �1
4

m
X

i;j;k;l=1

Rijkl

�

�k:�l; �
�

;
�

�i:�j; �
��

= �
 

m
X

i;j=1

�4Ricij
1

(p� 1)!�
i

i2:::ip
�j

i2:::ip
+ 2

m
X

i;j;k;l=1

Rijkl
1

(p� 2)!�
ij

i3:::ip
�kl

i3::::ip

!

=
4

(p� 1)!

 

m
X

i;j=1

Ricij�i

i2:::ip
�j

i2:::ip
� p� 1

2

m
X

i;j;k;l=1

Rijkl�ij

i3:::ip
�kl

i3::::ip

!

et par suite

h��; �i = hr�r�; �i

+
1

(p� 1)!

 

m
X

i;j=1

Ricij�i

i2:::ip
�j

i2:::ip
� p� 1

2

m
X

i;j;k;l=1

Rijkl�ij

i3:::ip
�kl

i3::::ip

!

où Ric désigne la courbure d Ricci de M:
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La première étape dans la preuve des résultat est :

Lemme 2.1 Soit � une application de M dans N , si � 2 
p(M) (p � 2) est
une p-forme harmonique , alors pour tous champs de vecteurs X1; :::; Xp 2 TM
on a

(D (�:d�)� (�1)p�:D(d�)) (X1; :::; Xp)

= 2(�1)p
p
X

j=1

(�1)j�1rd�
�

�

iXp � ::: � {̂Xj � :::iX1�
�]
; Xj

�

où {̂Xj signi�e que iXj ne �gure pas.

Preuve: Soient x 2M et feigi�m un repère orthonormé local au voisinage de
x , on a

D(�:d�) =
X

i�m

�i:rei(�:d�)

=
X

i�m

(�i:(rei�):d�+ �i:�:(reid�)

= (D�):d�+
X

i�m

�i:�:(reid�)

puisque � est harmonique (D� = 0)

D(�:d�) =
m
X

i=1

�i:�:(reid�)

D�autre part

�i:� = �i ^ �� i(ei)� et �:�i = (�1)p�i ^ � + (�1)pi(ei)�

on en déduit

(�1)p�:�i = �i ^ � + i(ei)�

= �i:� + 2i(ei)�

ainsi
�i:� = (�1)p�:�i � 2i(ei)�

et par suite

D(�:d�) =

m
X

i=1

(�1)p�:�i:(reid�)� 2
m
X

i=1

i(ei)�:(reid�)

= (�1)p�:D(d�)� 2
m
X

i=1

i(ei)�:(reid�)
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ou encore

D(�:d�) = (�1)p�:D(d�) + 2(�1)p
m
X

i=1

(reid�) ^ (i(ei)�)

+2(�1)p
m
X

i=1

i(reid�)(i(ei)�)

comme la hessienne est symétrique, nous obtenons

i(reid�)(i(ei)�) = hreid�; eji�(ei; ej; :::)
= Hess�(ei; ej)�(ei; ej; :::)

= 0

d�où

D(�:d�) = (�1)p�:D(d�) + 2(�1)p
m
X

i=1

(reid�) ^ (i(ei)�) (2.2)

Soit maitenant X1; X2; :::; Xp p champs de vecteurs de TM , on a

m
X

i=1

((reid�) ^ (i(ei)�)) (X1; X2; :::; Xp)

=
m
X

i=1

(rd�(ei; X1)� (ei; X2; :::; Xp)�rd�(ei; X2)� (ei; X1; X3; :::; Xp)

+rd�(ei; X3)� (ei; X1; X2; X4; :::; Xp) + :::)

=

m
X

i=1

p
X

j=1

(�1)j�1(rd�(ei; Xj)�
�

ei; X1; :::; X̂j; :::; Xp

�

=

p
X

j=1

(�1)j�1rd�
 

m
X

i=1

�
�

ei; X1; :::; X̂j; :::; Xp

�

ei; Xj

!

Posons
�

iXp � iXp�1 � ::: � iX1�
�]
=

m
X

i=1

�
�

ei; X1; :::; X̂j; :::; Xp

�

ei

il vient

m
X

i=1

((reid�) ^ (i(ei)�)) (X1; X2; :::; Xp)

=

p
X

j=1

(�1)j�1rd�
�

�

iXp � iXp�1 � ::: � iX1�
�]
; Xj

�
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on obtient �nalement

D(�:d�)(X1; X2; :::; Xp)� (�1)p(�:D(d�))(X1; X2; :::; Xp)

= 2(�1)p
p
X

j=1

(�1)j�1rd�
�

�

iXp � iXp�1 � ::: � iX1�
�]
; Xj

�

Les résultats de ce chapitre sont fondés sur l�équation suivante

Lemme 2.2 Si � est une immersion isométrique deM dans N alors, pour toute
p-forme harmonique � de M (p � 2) et tout x 2M , on a

jD(�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 + 4 hr�r�; �i+ 4R�(�) (2.3)

où H est le vecteur courbure moyenne de � ( c�est-à-dire H =
1

m
trace(rd�)),

r�r est le laplacien brut de M , et où, dans une base orthonormée feigi�m de
TxM

R�(�) =
1

(p� 1)!

 

m
X

i;j;k=1

RNikjk�
i
i2:::ip

�ji2:::ip � p� 1
2

m
X

i;j;k;l=1

RNijkl�
ij
i3:::ip

�kli3:::ip

!

Preuve: Sachant que d� est fermée en tant que 1-forme à valeurs dans ��TN ,
on a

D(d�) = (� + d)(d�) = �d�

de plus

�d� = �i(ei)reid�

= �tracerd� = �mH

on peut donc ré-écrire (2.2) sous la forme

D(�:d�) = (�1)p+1mH� + 2(�1)p
m
X

i=1

i(ei)� ^ i(ei)�

où � = rd�
En considérant la norme de D(�:d�), on obtient

jD(�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 � 4mH
*

�;

m
X

i=1

i(ei)� ^ i(ei)�
+

+4
m
X

i;j=1

hi(ei)� ^ i(ei)�; i(ej)� ^ i(ej)�i



2. Résultats de non existence d�immersions minimales 26

évaluons
*

�;

m
X

i=1

i(ei)� ^ i(ei)�
+

=

*

�;
m
X

i=1

p
X

l=1

�(ei; eil)(�1)l�1�
�

ei; ei1 ; :::; êil ; :::; eip
�

+

=
1

p!

m
X

i=1

p
X

l=1

�(ei1 ; :::; eip)�(ei; eil)(�1)l�1�
�

ei; ei1 ; :::; êil ; :::; eip
�

=
1

p!

m
X

i=1

p
X

l=1

(�1)l�1�(ei; eil)�(ei1 ; :::; eip)�
�

ei; ei1 ; :::; êil ; :::; eip
�

de même

m
X

i;j=1

hi(ei)� ^ i(ei)�; i(ej)� ^ i(ej)�i

=
1

p!

m
X

i;j=1

p
X

k;l=1

(�1)k�1�(ei; eik)�
�

ei; ei1 ; :::; êik ; :::; eip
�

�

(�1)l�1�(ej; eil)�
�

ei; ei1 ; :::; êil ; :::; eip
�

=
1

p!

m
X

i;j=1

p
X

k;l=1

(�1)k+l�2�iik�jil�i1:::i:::ip�
i1:::j:::ip

par conséquent

jD(�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 � 4

p!
mH

m
X

i=1

p
X

l=1

(�1)l�1�iil�i1:::ip�
ii1:::̂{l::ip

+
4

p!

m
X

i;j=1

p
X

k;l=1

(�1)k+l�2�iik�jil�i1:::i:::ip�
i1:::j:::ip (2.4)

d�autre part la formule de Weitzenböck (2.1) pour une p-forme harmonique

hr�r�; �i+ hR(�); �i = 0 (2.5)

où

hR(�); �i = 1

(p� 1)!

"

m
X

i;j=1

Ricij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip �
p� 1
2

m
X

i;j;k;l=1

RMijkl�
ij
i3:::ip

�kli3:::ip

#
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Par ailleurs les équations de Gauss s�écrivent pour tous X; Y; Z;W

RM(X; Y; Z;W ) = RN(X; Y; Z;W ) + h�(X;Z); �(Y;W )i � h�(X;W ); �(Y; Z)i

nous obtenons donc

RicM(X; Y ) =
m
X

q=1

RN(X; eq; Y; eq) +m hH; �(X;Y )i �
m
X

q=1

h�(X; eq); �(Y; eq)i

en substituant dans (2.5), il vient

hr�r�; �i = � 1

(p� 1)! [
 

m
X

q=1

RNiqjq +mH�ij �
m
X

q=1

�iq�jq

!

�ii2:::ip�
j
i2:::ip
(2.6)

�p� 1
2

�

RNijkl + �ik�jl � �il�jk
�

�iji3:::ip�
kl
i3:::ip

]

on améliore (2.4)

jD(�:d�)j2

= m2 jHj2 j�j2 � 4

(p� 1)!mH
m
X

i;j=1

�ij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

+
4

(p� 1)!

m
X

i;j=1

�ii1�ji1�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

+
4

(p� 1)!

m
X

i;j=1

p
X

l=1

(�1)l�1�ii1�jil�
i
i2:::ip

�ji1:::̂{l:::ip

= m2 jHj2 j�j2 � 4

(p� 1)!mH
m
X

i;j=1

�ij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

+
4

(p� 1)!

m
X

i;j=1

�ii1�ji1�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

+
4

(p� 1)!

m
X

i;j=1

�ii1�
i
i2:::ip

 

p
X

l=1

(�1)l�1�jil�
ji1:::̂{l:::ip

!

= m2 jHj2 j�j2 � 4

(p� 1)!

m
X

i;j=1

�

mH�ij � �ii1�ji1
�

�ii2:::ip�
j
i2:::ip

+
4

2(p� 2)!

m
X

i;j=1

�

�ii1�ji2 � �ii2�ji1
�

�iji3:::ip�
i1i2:::ip
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(2.6) devient alors

hr�r�; �i = � 1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

RNiqjq�
i
i2:::ip

�ji2:::ip +
1

2(p� 2)!

m
X

i;j;k;l=1

RNijkl�
ij
i3:::ip

�kli3:::ip

+
1

4
jD(�:d�)j2 � 1

4
m2 jHj2 j�j2

ou encore
jD(�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 + 4 hr�r�; �i+ 4R�(�)

où

R�(�) =
1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

RNiqjq�
i
i2:::ip

�ji2:::ip �
1

2(p� 2)!

m
X

i;j;k;l=1

RNijkl�
ij
i3:::ip

�kli3:::ip

(2.7)

2.2 Résultats de non existence

On noterons par Pp(M) = f� 2 
p(M) : r� = 0g l�espace des p-formes paral-
lèles sur M .
Le premier résultat que nous obtenons est un résultat de non existence qui

s�énonce comme suit

Théorème 2.1 Soit M une variété riemannienne de dimension m � 3, et
soit N une variété riemannienne à courbure sectionnelle constante strictement
négative, si M admet une p-forme parallèle non nulle (p � 2), alors, il n�existe
aucune immersion isométrique minimale de M dans N .

Preuve: Si la courbure sectionnelle de N est constante, on a alors:

RNijkl = c (hikhjl � hilhjk) , c = constante

donc

m
X

k=1

RNikjk = c
m
X

k=1

(hijhkk � hikhkj)

= mchij � c
m
X

k=1

hikhkj

= (m� 1)chij
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ce qui donne

R�(�) =
1

(p� 1)!c(m� 1)hij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

� 1

2(p� 2)!c (hikhjl � hilhjk)�
ij
i3:::ip

�kli3:::ip

=
1

(p� 1)!c(m� 1)�
i
i2:::ip

�ii2:::ip

� 1

2(p� 2)!c
�

�iji3:::ip�
iji3:::ip � �iji3:::ip�

jii3:::ip

�

=
1

(p� 1)!c(m� 1)�
i
i2:::ip

�ii2:::ip � 1

(p� 2)!c�
ij
i3:::ip

�iji3:::ip

=
p!

(p� 1)!c(m� 1) j�j
2 � p!

(p� 2)!c j�j
2

= pc(m� p) j�j2

et comme c < 0 et 2 � p < m, il vient

R�(�) = pc(m� p) j�j2 < 0

par conséquent
m2 jHj2 j�j2 � �4R�(�)

ainsi
m2 jHj2 j�j2 > 0

ce-ci implique que H 6= 0, donc � n�est pas minimale.
La suite des résultat utilise le lemme suivant

Lemme 2.3 Soit WN
ijkl le tenseur de Weyl de la variété but N . La quantité

R�(�) s�écrit comme suit

R�(�) =
1

(p� 1)!W
N
iqjq�

i
i2:::ip

�ji2:::ip � 1

2(p� 2)!W
N
ijkl�

ij
i3:::ip

�kli3:::ip

+
m� 2p

(n� 2)(p� 1)!R
N
ij�

i
i2:::ip

�ji2:::ip � (m� p)p

(n� 2)(n� 1)scalh j�j
2

+
p

n� 2R
N
qq j�j2

où scalh désigne la courbure scalaire de N .
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Preuve: Le tenseur de courbure s�exprime en fonction du tenseur de Weyl
comme suit

RNijkl = WN
ijkl +

1

n� 2
�

RNikhjl +RNjlhik �RNil hjk �RNjkhil
�

� scalh
(n� 1)(n� 2) (hikhjl � hilhjk)

= WN
ijkl +

1

n� 2
�

RNik�
j
l +RNjl �

i
k �RNil �

j
k �RNjk�

i
l

�

� scalh
(n� 1)(n� 2)

�

�ik�
j
l � �il�

j
k

�

la relation (2.7) devient

R�(�) =
1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

RNiqjq�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

� 1

2(p� 2)!

m
X

i;j;k;l=1

(WN
ijkl +

1

n� 2
�

RNik�
j
l +RNjl �

i
k �RNil �

j
k �RNjk�

i
l

�

� scalh
(n� 1)(n� 2)

�

�ik�
j
l � �il�

j
k

�

)�iji3:::ip�
kli3:::ip

par ailleurs

�

RNik�
j
l +RNjl �

i
k �RNil �

j
k �RNjk�

i
l

�

�iji3:::ip�
kli3:::ip

= 2
�

RNik�iji3:::ip�
kji3:::ip +RNjl�iji3:::ip�

ili3:::ip
�

= 2
�

RNik�iji3:::ip�
kji3:::ip +RNil �jii3:::ip�

jli3:::ip
�

= 4RNik�iji3:::ip�
kji3:::ip

et
�

�ik�
j
l � �il�

j
k

�

)�iji3:::ip�
i3:::ip
kl = 2p! j�j2
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D�autre part

1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

RNiqjq�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

=
1

(p� 1)!

 

m
X

i;j;q=1

WN
iqjq +

1

n� 2
�

RNij �
q
q +RNqq�

i
j �RNiq�

q
j �RNqj�

q
i

�

!

�ii2:::ip�
j
i2:::ip

� 1

(p� 1)!
scalh

(n� 1)(n� 2)

m
X

i;j;q=1

�

�ij�
q
q � �qi �

j
q

�

�ii2:::ip�
j
i2:::ip

=
1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

WN
iqjq�

i
i2:::ip

�ji2:::ip +
(m� 2)

(n� 2)(p� 1)!

m
X

i;j=1

RNij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

+
p!

(p� 1)!(n� 2)

m
X

q=1

RNqq j�j2 �
(m� 1)

(n� 2)(n� 1)
p!

(p� 1)!scalh j�j
2

=
1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

WN
iqjq�

i
i2:::ip

�ji2:::ip +
(m� 2)

(n� 2)(p� 1)!

m
X

i;j=1

RNij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

+
p

(n� 2)

m
X

q=1

RNqq j�j2 �
p(m� 1)

(n� 2)(n� 1)scalh j�j
2

par conséquent

R�(�) =
1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

WN
iqjq�

i
i2:::ip

�ji2:::ip +
p

n� 2

m
X

q=1

RNqq j�j2

+
(m� 2)

(n� 2)(p� 1)!

m
X

i;j=1

RNij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip �
p(m� 1)

(n� 1)(n� 2)scalh j�j
2

� 1

2(p� 2)!

m
X

i;j;k;l=1

WN
ijkl�

ij
i2:::ip

�kli2:::ip �
2

(n� 2)(p� 2)!

m
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RNik�
ij
i3:::ip

�kji3:::ip

+
p(p� 1)

(n� 1)(n� 2)scalh j�j
2

ou encore

R�(�) =
1

(p� 1)!

m
X

i;j;q=1

WN
iqjq�

i
i2:::ip

�ji2:::ip �
1

2(p� 2)!

m
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WN
ijkl�

ij
i2:::ip

�kli2:::ip

+
p

n� 2

m
X

q=1

RNqq j�j2 +
(m� 2p)

(n� 2)(p� 1)!

m
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i;j=1

RNij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

� p(m� p)

(n� 1)(n� 2)scalh j�j
2
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Dé�nition 2.2 Pour toute p-forme harmonique �, on dira qu�une application
� de M dans N est �-pluriharmonique si

D(�:d�) = (�1)p�:D(d�)

Pour un point x 2 N , on note par �(x) et �(x) la plus petite et la plus grande
valeur propre du tenseur de Ricci au point x.
On introduit les fonctions suivantes

�(x) =

�

(n� 1)m�(x)� (m+ (n� 2)p)�(x) si m� 2p < 0
2(n� 1)�(x)� n�(x) si m� 2p � 0

et

�(x) =

�

(n� 1)m�(x)� (m+ (n� 2)p)�(x) si m� 2p < 0
2(n� 1)�(x)� n�(x) si m� 2p � 0

où n = dimN
Nous obtenons

Théorème 2.2 Soit M une variété riemannienne de dimension m � 3, et soit
N une variété riemannienne conformément plate
a) si la fonction � est strictement positive ou la fonction � est strictement

négative et si la variété source M admet une p-forme parallèle � (p � 2) non
nulle, alors il n�existe aucune immersion �-pluriharmonique de M dans N .
b) si la fonction � est non positive et si M admet une p-forme parallèle �

non nulle (p � 2), alors toute immersion minimale isométrique de M dans N
est �-pluriharmonique .

Preuve: Si � est parallèle, alors l�équation (2.3) s�écrit

jD(�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 + 4R�(�)

a) nous distinguons deux cas:
i) si m� 2p � 0 c�est-à-dire 2p � m. On a

R�(�)(x) =

�

m� 2p
(n� 2)(p� 1)!R

N
ij�

i
i2:::ip

�ji2:::ip

�

(x)

� p(m� p)

(n� 1)(n� 2)scalh j�(x)j
2 +

p

(n� 2)R
N
qq j�(x)j2
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Or
�

RNij�
i
i2:::ip

�ji2:::ip

�

(x) = (x)
�

�ii2:::ip�
i
i2:::ip

�

(x)

= (x)p! j�(x)j2

où (x) est une valeur propre de RiccN . Ce qui entraîne

R�(�)(x) � m� 2p
(n� 2)(p� 1)!�(x)p! j�(x)j

2 � p(m� p)

(n� 1)(n� 2)n�(x) j�(x)j
2

+
pm

(n� 2)�(x) j�(x)j
2

=
p(m� p)

(n� 2)(n� 1) (2(n� 1)�(x)� n�(x)) j�(x)j2

=
p(m� p)

(n� 2)(n� 1)�(x) j�(x)j
2

de même

R�(�)(x) � m� 2p
(n� 2)(p� 1)!�(x)p! j�(x)j

2 � p(m� p)

(n� 1)(n� 2)n�(x) j�(x)j
2

+
pm

(n� 2)�(x) j�(x)j
2

=
p(m� p)

(n� 2)(n� 1) (2(n� 1)�(x)� n�(x)) j�(x)j2

=
p(m� p)

(n� 2)(n� 1)�(x) j�(x)j
2

ii) si m� 2p < 0 c�est-à-dire 2p > m. On a

R�(�)(x) � (m� 2p) p
(n� 2) �(x) j�(x)j2 � p(m� p)

(n� 1)(n� 2)n�(x) j�(x)j
2

+
pm

(n� 2)�(x) j�(x)j
2

=
p

(n� 2)(n� 1) ((n� 1)m�(x)� (m+ (n� 2)p)�(x)) j�(x)j
2

=
p j�(x)j2

(n� 2)(n� 1)�(x)

de ces trois inégalités, on déduit immédiatement:

si �(x) > 0 ( ou �(x) < 0)

alors R�(�)(x) > 0 ( ou R�(�)(x) < 0 )

et par suite
D(�:d�) 6= �mH� = �:D(d�)
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c�est-à-dire � n�est pas �-pluriharmonique.
b) si �(x) est non positive, alors R�(�)(x) � 0. Ce-ci implique

jD(�:d�)j2 � m2 jHj2 j�j2

et comme � est minimale, il en résulte

D(�:d�) = 0 = (�1)p�:D(d�)

ainsi, � est �-pluriharmonique.

Théorème 2.3 Soient M une variété riemannienne compacte de dimension
m � 3, et N une variété riemannienne conformément plate telle que la fonc-
tion � soit non négative et strictement positive en au moins un point. Alors,
pour toute p-forme harmonique � non nulle sur M (p � 2), il n�existe aucune
immersion isométrique �-pluriharmonique de M dans N .

Preuve: Si � est une immersion isométrique �-pluriharmonique deM dans N ,
alors

D(�:d�) = (�1)p�:D(d�) = (�1)p+1mH�
l�équation (2.3) devient

hr�r�; �i+R�(�) = 0

en intégrant cette dernière formule sur M , on obtient
Z

M

jr�j2 dvg +
Z

M

R�(�)dvg = 0

puisque par hypothèse R�(�)(x) > 0, nous avons le résultat.

Théorème 2.4 SoitM une variété riemannienne compacte conformément plate
de dimension m � 4, et supposons que la fonction � est non négative et striste-
ment positive en au moins un point , alors le nombre de Betti bp(M) = 0.

Preuve: Rappelons que bp(M) est dé�ni comme étant la dimension de l�espace
des p-formes harmoniques sur M:
Soit � = I :M !M:
L�application identité d�une variété riemannienne est toujours �-pluriharmonique,

quelle que soit la p-forme �:
Supposons que bp(M) 6= 0, c-à-d il existe au moins une p-forme � harmonique

non nulle. Comme dans la preuve du téorème 2.3, on a
Z

M

jr�j2 dvg +
Z

M

RI(�)dvg = 0

puisque par hypothèse RI(�) est non négative et non identiquement nulle, alors
� est nulle et par suite bp(M) = 0.
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Théorème 2.5 Soient M une variété riemannienne compacte de dimension
m � 3, et N une variété riemannienne conformément plate. Supposons que
la fonction �(x) est strictement négative.
Si M admet une p-forme parallèle � non nulle (p � 2), alors il n�existe

aucune immersion isométrique minimale de M dans N .

Preuve: Si � 2 Pp(M), l�équation (2.3) s�écrit

jD(�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 + 4R�(�)

ce-ci implique
m2 jHj2 j�j2 + 4R�(�) � 0

donc
m2 jHj2 j�j2 � �4R�(�)

d�après le lemme 2.3, les hypothèses faites sur la variété N entraînent que

R�(�)(x) < 0

d�où
m2 jHj2 j�j2 > 0

Ainsi la courbure moyenne H 6= 0, et par suite � n�est pas minimale.



Chapitre 3

Quelques propriétés des
applications F -harmoniques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l�estimation de l�indice de Morse des
applications F -harmoniques à valeurs dans des sphères. Les résultats que nous
obtenons généralisent en partie ceux obtenus pour les applications harmoniques
et p-harmoniques dans [21] et [23].

3.1 Préliminaires:

Soient (M; g) une variété riemanniènne compacte de dimension m � 2 et Sn la
sphère unité de dimension n � 2 munie de la métrique canonique can induite
par le produit scalaire h:; :i de Rn+1.
Pour une application � : (M; g) ! (Sn; can), on dé�nit la fonctionnelle F -

énergie par

EF (�) =

Z

M

F

 

jd�j2
2

!

dvg

où F : [0;+1[! [0;+1[ une application de classe C2 telle que F 0(t) > 0 pour

tout t 2 [0;+1[ et jd�j
2

2
est la densité d�énergie donné par

eg(�) =

m
X

i=1

jd�(ei)j2
2

où feigi�m une base orthonormée de M et dvg l�élément de volume riemannien
associé à g.
On note par rM et rSn les connexions de Levi-Civita sur M et Sn respec-

tivement. Soit ��1TSn le �bré vectoriel engendré par � sur M et �(��1TSn)
l�espace de toutes les sections sur ��1TSn.

36
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r� désigne la connexion sur ��1TSn dé�nie par

r�
XY = rSn

�
�
XY

où X est un vecteur tangent de M et Y une section de ��1TSn:
Soit v un champ de vecteurs sur Sn et (vt ) le �ot des di¤éomorphismes

engendré par v sur Sn, c�est à dire

v0 = id et
d

dt
vt jt=0= v(vt ):

Désignons par �t = vt � � le �ot engendré par v le long de l�application �:
Rappelons que � est dite F -harmonique si son tenseur de tension

�F (�) = tracegr�

 

F 0

 

jd�j2
2

!

d�

!

= 0

c-à-d � est un point critique de la fonctionnelle F -énergie EF .
La variation seconde de EF dans la direction de v est alors

d2

dt2
EF (�t) j t=0 =

d

dt

Z

M

d

dt
F

 

jd�tj2
2

!

jt=0 dvg

=

Z

M

d

dt

"

F 0

 

jd�tj2
2

!

D

r�
@td�t; d�t

E

#

jt=0 dvg

=

Z

M

d

dt

"

F 0

 

jd�tj2
2

!

�

r�
ei

@�t
@t

ei; d�t

�

#

jt=0 dvg

=

Z

M

"

F 00

 

jd�tj2
2

!

D

r�
@td�t; d�t

E

�

r�
ei

@�t
@t

ei; d�t

�

#

jt=0 dvg

+

Z

M

"

F 0

 

jd�tj2
2

!

�

r�
@tr�

ei

@�t
@t

ei; d�t

�

#

jt=0 dvg

+

Z

M

"

F 0

 

jd�tj2
2

!

�

r�
ei

@�t
@t

ei;r�
@td�t

�

#

jt=0 dvg

=

Z

M

"

F 00

 

jd�j2
2

!




r�v; d�
�2
+ F 0

 

jd�j2
2

!

�

�r�v
�

�

2

#

dvg

�
Z

M

*

r�
@t

@�t
@t

jt=0; tracegr�

 

F 0

 

jd�j2
2

!

d�

!+

dvg

�
Z

M

F 0

 

jd�j2
2

!

m
X
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n

(v; d�(ei))d�(ei); v
�

dvg
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et comme � est F -harmonique (�F (�) = 0), on aura donc

d2

dt2
EF (�t) j t=0 =

Z

M

F 00

 

jd�j2
2

!




r�v; d�
�2
dvg

+

Z

M

F 0

 

jd�j2
2

!"

�

�r�v
�

�

2 �
m
X

i=1




RS
n

(v; d�(ei))d�(ei); v
�

#

dvg

L�espace C des champs conformes de Sn est la somme directe de l�espace K
des champs de Killing et de l�espace

A =
�

�v: le gradient dans Sn de la fonction x! hv; xi , v 2 Rn+1
	

Nous allons nous intéresser à la restriction de la fonctionnelle F -énergie EF
à la sous variété Gn(�) = f � �;  2 G(n)g où G(n) est le groupe des di¤éo-
morphismes conformes de Sn (Une étude détaillée de ce groupe est faite dans
[4]).
Le long de ce chapitre, on considère la variation dans la direction des champs

de vecteurs du sous espace A(�) = f�v � �; v 2 Rn+1g de �(�), où �v est le champ
de vecteurs sur Sn obtenu en projetant le champ constant v sur le �bré tangent
à Sn. Il s�identi�e au champ gradient de la fonction x! h:; xi, donné par

�v(y) = v � hv; yi y

pour tout y 2 Sn.
�v est un champ de vecteurs conforme sur Sn, et si � est non constante , A(�)

est de dimension n+ 1.

3.2 Indice deMorse des applications F-harmoniques

Pour tout champ de vecteurs sur Sn le long de �, on associe la forme quadratique
suivante

Q�(v) =
d2

dt2
EF (�t) jt=0

l�indice de Morse de l�application F -harmonique � est dé�ni comme étant l�entier

Ind(�) = sup fdimN;N � �(�) tel que Q� soit dé�nie négative sur Ng

où N est un sous espace de �(�).
L�indice de Morse mesure le degré de stabilité de l�application �, elle est

stable si
Ind(�) = 0



3. Quelques propriétés des applications F -harmoniques 39

Soit, maintenant, SFg (�) le tenseur d�énergie-impulsion dé�ni par

SFg (�) = F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

g �
 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

��can

pour tout x 2M , on pose
S0;Fg (�) = inf

�

SFg (�)(X;X); X 2 TxM tel que g(X;X) = 1
	

le tenseur SFg (�) sera dit positif (resp.dé�ni positif) en x si on a

S0;Fg (�) � 0
�

resp.S0;Fg (�) > 0
�

Remarque 3.1 F (t) =
1

p
(2t)

p
2 ; avec p = 2 ou p � 4, Spg (�) est le tenseur

d�énergie-impulsion introduit, respectivement, par Eells et Lemaire pour p = 2
([16] ) et El Sou� pour p � 4([21] ).
Le premier résultat que nous obtenons dans cette direction est le suivant

Théorème 3.1 Soit � une application F -harmonique d�une variété riemanni-
enne compacte M de dimension m � 2 dans la sphère euclidienne Sn (n � 2).
Supposons que le tenseur d�énergie-impulsion SFg (�) de � est dé�ni positif, alors
on a: Ind(�) � n+ 1.

Preuve: Soit w = �v � � 2 A(�) et on pose hv; �i = �v. En tout point x 2 M ,
on note respectivement w>(x) et w?(x) les projections tangentielle et normale
de w(x) sur l�espace d�(TxM) et d�(TxM)

?.
Soit fe1; e2; :::; emg une base orthonormée de TxM qui diagonalise ��can et

telle que fd�(e1); d�(e2); :::; d�(el)g forme une base de d�(TxM).

Si F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

6= 0, alors on a au point x:

�

�w>(x)
�

�

2
=

l
X

i=1

jd�(ei)j�2 hw(x); d�(ei)i2

d�autre part, pour i � l, on a
 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

jd�(ei)j2

=

 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

can(d�(ei); d�(ei))

=

 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

(��can)(ei; ei)

= F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

� SFg (�)(x)(ei; ei)
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ce-ci implique

 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

jd�(ei)j2 (3.1)

� F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

� S0;Fg (�)(x)

on en déduit
 

F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

� S0;Fg (�)(x)

!

�

�w>(x)
�

�

2

�
 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

l
X

i=1

hw(x); d�(ei)i2

et comme

hw(x); d�(ei)i2 = hv; d�(ei)i2

= jd�v(ei)j2

on obtient
 

F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

� S0;Fg (�)(x)

!

�

�w>(x)
�

�

2

�
 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

jd�v(x)j2

En tenant compte de (3.1), il vient donc

 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

jd�v(x)j2 �
jd�j2
2

F 0

 

jd�j2
2

!

jw(x)j2

� �jd�j
2

2
F 0

 

jd�j2
2

!

�

�w?(x)
�

�

2 � S0;Fg (�)(x)
�

�w>(x)
�

�

2

� �S0;Fg (�)(x)
�

�w?(x)
�

�

2 � S0;Fg (�)(x)
�

�w>(x)
�

�

2

ainsi
 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

jd�v(x)j2 �
jd�j2
2

F 0

 

jd�j2
2

!

jw(x)j2

� �S0;Fg (�)(x) jw(x)j2
(3.2)
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La formule de la variation seconde peut s�écrire

d2

dt2
EF (�t) j t=0 =

Z

M

F 00

 

jd�j2
2

!




r�w; d�
�2
dvg

+

Z

M

F 0

 

jd�j2
2

!"

�

�r�w
�

�

2 �
m
X

i=1




RS
n

(w; d�(ei))d�(ei); w
�

#

dvg

=

Z

M

F 00

 

jd�j2
2

!




r�w; d�
�2
dvg

+

Z

M

F 0

 

jd�j2
2

!

h

�

�r�w
�

�

2 � jd�j2 jwj2 + jd�vj2
i

dvg

et puisque
�

�r�w
�

�

2
=
�

�r� (�v � �)
�

�

2
= jd�vj2

et



r�w; d�
�2
= jd�vj2 jd�j2

on obtient

d2

dt2
EF (�t) j t=0 =

Z

M

F 00

 

jd�j2
2

!

jd�vj2 jd�j2 dvg

+2

Z

M

F 0

 

jd�j2
2

!

jd�vj2 dvg �
Z

M

F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2 jwj2 dvg

et par suite

d2

dt2
EF (�t) j t=0 = 2

Z

M

" 

F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

+ F 0

 

jd�j2
2

!!

jd�vj2

�jd�j
2

2
F 0

 

jd�j2
2

!

jwj2
#

dvg (3.3)

en tenant compte de (3.2), (3.3) devient

d2

dt2
EF (�t) jt=0� �2

Z

M

S0;Fg (�) jwj2 dvg

et comme S0;Fg est supposé dé�ni positif, on en déduit que la forme QF est dé�nie
négative sur A(�):
Et par suite

Ind(�) � n+ 1
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3.3 Indice des applications F -harmoniques par-
ticulières:

3.3.1 La stabilité de l�application identité:

Le travail dans ce paragraphe est basé sur la méthode utilisée dans [21] pour
étudier la stabilité de l�application identité.
Soit (M; g) une variété riemannienne compacte, nous considérons l�application

identité I de M qui est évidemment F -harmonique.
La formule de la variation seconde de I peut s�écrire comme suit:

QFI (v) = F 00(
m

2
)

m
X

i=1

Z

M




rM
ei
v; ei

�2
dvg+F

0
�m

2

�

Z

M

h

�

�rMv
�

�

2 �RicM(v; v)
i

dvg

(3.4)
car jdIj2 = m, où m est la dimension de M et où RicM et la courbure de Ricci
de (M; g) .
Si Lv désigne la dérivée de Lie dans la direction de v, la formule de Yano

([43]) donne

Z

M

h

�

�rMv
�

�

2 �RicM(v; v)
i

dvg =

Z

M

�

1

2
jLvgj2 � (div v)2

�

dvg (3.5)

où div v est la divergence de v. D�autre part, dans une base orthonormée feig
qui diagonalise Lvg sur M , on a (cf.[21]):

jLvgj2 =
X

i

((Lvg) (ei; ei))
2 = 4

X

i




rM
ei
v; ei

�2

en utilisant l�inégalité de Cauchy, on déduit

jLvgj2 �
4

m
(div v)2

il en découle que

QFI (v) �
1

m

�

F 00(
m

2
) + (2�m)F 0

�m

2

��

Z

M

(div v)2dvg

Nous déduisons la proposition suivante

Proposition 3.1 Soit (M; g) une variété riemannienne compacte de dimension
m � 3, supposons que

F 00(
m

2
) + (2�m)F 0

�m

2

�

� 0 (3.6)

L�application identité I sur M est F -stable.
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Exemple 3.1 La fonction

F (t) =
1

m� 2 (exp(m� 2)t)� ct

avec 0 � c <
1

m� 2 , remplit la condition (3.6)

3.3.2 L�indice de Morse de l�identité:

on désigne par C et K l�espace des champs de vecteurs conformes et l�espace des
champs de vecteurs de Killing respectivement sur M .

Proposition 3.2 Soit (M; g) une variété riemannienne compacte de dimension
m � 3, supposons que

(m� 2)F 0
�m

2

�

� F 00(
m

2
) > 0 (3.7)

alors
IndF (I) � dim(C=K)

Preuve: Le report de (3.5) dans (3.4) donne

QFI (v) = F 00(
m

2
)

m
X

i=1

Z

M




rM
ei
v; ei

�2
dvg + F 0

�m

2

�

Z

M

�

1

2
jLvgj2 � (div v)2

�

dvg

(3.8)
De plus, si le champ de vecteurs v sur M est conforme, alors (cf.preuve du

théorème 2 [21])

Lvg = �
2

m
(div v) g (3.9)

(3.8) devient

QFI (v) =

�

1

m
F 00(

m

2
) +

2�m

m
F 0
�m

2

�

�Z

M

(div v)2 dvg

si (m� 2)F 0
�m

2

�

� F 00(
m

2
) > 0, alors

QFI (v) � 0
où l�égalité QFI (v) = 0 a lieu si et seulement si div v = 0, ce qui implique d�après
(3.9), que v est un champ de vecteurs de Killing.
On en déduit que

QFI (v) < 0

sur le complémentaire orthogonal C 0de K dans C et donc que

IndF (I) � dimC 0 = dim(C=K)
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Exemple 3.2 La fonction

F (t) =
1

m� 2 (exp(m� 2)t) + ct

où c est une constante strictement positive, satisfait la condition (3.7).

3.3.3 L�indice des applications homothétiques:

Soit � : (M; g) ! (N; h) une application homothétique, c�est-à-dire ��h = k2g
où k 2 R
Il est claire que jd�j2 = mk2, où m = dimM .
Dans ce cas, la F -tension �F (�) est proportionnelle à la courbure moyenne

de �. En e¤et

�F (�) = tracegr�

 

F 0

 

jd�j2
2

!

d�

!

= F 0

 

jd�j2
2

!

tracegr�d�+ d�rF 0
 

jd�j2
2

!

= F 0
�

mk2

2

�

tracegr�d�+ d�rF 0
�

mk2

2

�

= F 0
�

mk2

2

�

tracegr�d�

il en résulte que � est F -harmonique si et seulement si � est minimale.

Proposition 3.3 Soit � : (M; g) ! (N; h) une application homothétique F -
harmonique, on a alors

IndF (�) � IndF (I)

où I est l�identité de M .

Preuve: Comme � est une homothétie, la formule de la variation seconde de
� dans la direction du champ de vecteurs v, s�écrit alors

QF� (v) = F 00
�

mk2

2

�Z

M




r�v; d�
�2
dvg (3.10)

+F 0
�

mk2

2

�Z

M

"

�

�r�v
�

�

2 �
m
X

i=1




RN(v; d�(ei))d�(ei); v
�

#

dvg

où feig1�i�m est une base orthonormée sur M .
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Notons �T (�) le sous espace de �(�) formé des champs d�(X), où X est un
champ de vecteurs sur M . La restriction de QI� à �

T (�), où I est l�identité sur
M , est donnée par (voir lemme 2.5 [23])

QI�(d�(X)) = k2QII(X) (3.11)

où k est la constante telle que ��h = k2g.
Comme � est homothétique, la forme r�d� prend ses valeurs dans le �bré

normal de �, et on a

D

r�
Xd�(Y ); d�(Z)

E

=

�

r�d�
�

(X; Y ); d�(Z)
�

+



d�
�

rM
X Y
�

; d�(Z)
�

= 0 + k2



rM
X Y; Z

�

(3.12)

En substituant (3.11) et (3.12) dans (3.10), on obtient

QF� (d�(X)) = F 00
�

mk2

2

�

k2
Z

M




rM
ei
X; ei

�2
dvg + F 0

�

mk2

2

�

k2QII(X)

= k2
�

F 00
�

mk2

2

�Z

M




rM
ei
X; ei

�2
dvg

+F 0
�

mk2

2

�Z

M

h

�

�rMX
�

�

2 �RicM(X;X)
i

dvg

�

= k2QFI (X)

d�où
IndF (�) � IndF (I)

Nous déduisons des propositions 3.2 et 3.3 le

Corollaire 3.1 Soit � : (M; g) ! (N; h) une application homothétique F -
harmonique, on suppose que

(m� 2)F 0
�m

2

�

� F 00(
m

2
) > 0

où m = dimM � 3. Alors

IndF (�) � dim(C=K)

Notons qu�on peut déduire une estimation de l�indice des applications ho-
mothétiques F -harmoniques du théorème 3.1
Considérons � : (M; g) ! (Sn; can) une application homothétique c-à-d

��can = k2g, k 2 R, où Sn désigne la sphère euclidienne de dimension n munie
de la métrique canonique can:
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Le tenseur de F -énergie-impulsion peut s�écrire

SFg (�) = F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

g �
 

F 0

 

jd�j2
2

!

+ F 00

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

!

jd�j2
m

g

=

 

�

1

2
� 1

m

�

F 0

 

jd�j2
2

!

� jd�j
2

2m
F 00

 

jd�j2
2

!!

jd�j2 g

il en découle que si

�

1

2
� 1

m

�

F 0

 

jd�j2
2

!

� jd�j
2

2m
F 00

 

jd�j2
2

!

> 0

alors SFg (�) est dé�ni positif.
Une conséquence du théorème 3.1, est la

Proposition 3.4 Soit � une application homothétique F -harmonique dé�nie sur
une variété riemannienne compacte (M; g) à valeurs dans la sphère euclidienne
Sn, supposons que

(m� 2)F 0
 

jd�j2
2

!

� jd�j2 F 00
 

jd�j2
2

!

> 0 (3.13)

alors
IndF (�) � n+ 1

Exemple 3.3 La condition (3.13) est véri�ée par la fonction

F (t) =
m2

m� 2

�

exp
m� 2
m2

t

�

avec m � 3, pour les applications homothétiques � : (M; g) ! (Sn; can) où
k2 < m.

Remarque 3.2 L�espace des champs de vecteurs conformes sur la sphère eucli-
dienne Sn est de dimension 1

2
(n + 1)(n + 2) et celle de l�espace des champs de

vecteurs de Killing égale à 1
2
n(n+ 1), donc

dim(C=K) = n+ 1

on retrouve ainsi le résultat donné par le corollaire 3.1.
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3.4 Applications F -harmoniques comme maxi-
mums globaux

Pour tout v 2 Rn+1, on désigne par (vt )t2R le groupe à un paramètre de di¤éo-
morphisme conforme de Sn engendré par le champ �v obtenu en projetant v sur
TSn.
On note �t la fonction telle que (

v
t )
�can = �2t can, où can est la métrique

canonique de Sn:L�expression de �t est donnée par ([23])

�t =
jvj

sht�v + jvj cht
(3.14)

où
�v(x) = hv; �(x)i

Rappelons que le tenseur d�énergie-impulsion de �, SFg (�), est donné par

SFg (�) = F 0

 

jd�j2
2

!

jd�j2
2

g �
 

F 0

 

jd�j2
2

!

+
jd�j2
2

F 00

 

jd�j2
2

!!

��can

Exemple 3.4 1) Si F (t) = t alors

F 0(t) = 1; F 00(t) = 0

et

SFg (�) =
jd�j2
2

g � ��can

2) Dans le cas où F (t) =
1

p
(2t)

p
2 , avec p � 4,

F 0(t) = (2t)
p
2
�1; F 00(t) = (p� 2)(2t) p2�2

et

SFg (�) =
1

2
jd�jp g � p

2
jd�jp�2 ��can

=
p

2

�

1

p
jd�jp g � jd�jp�2 ��can

�
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Dé�nition 3.1 On dit qu�une fonction F : [0;+1[! [0;+1[ de classe C2 est
admissible si elle satisfait la condition suivante

B =

0

@

F 00
�

�2t � �: jd�j
2

2

�

F 0
�

�2t � �: jd�j
2

2

� �2t � ��
F 00
�

jd�j2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

�

1

A�v � 0

et si le tenseur d�énergie-impulsion SFg (�) de � véri�e

SFg (
v
t � �) � �4t � �:SFg (�)

où t est le groupe à un paramètre de di¤éomorphisme conforme de S
n engendré

par le champ �v et �t la fonction donnée par la formule (3.14).

Exemple 3.5 La fonction F (t) =
1

p
(2t)

p
2 , pour p = 2 , p � 4 et t � 0 est

admissible. En e¤et
On a

B = 0

et pour tout di¤éomorphisme t sur S
n

SFg (
v
t � �) =

1

2
jd(t � �)jp g �

p

2
jd(vt � �)jp�2 (vt � �)�can

et comme, dans un repère orthonormé local feigi de M ,

jd(vt � �)j2 =
X

i

jdvt d�(ei)j2

= �2t � �: jd�j2

on obtient

SFg (
v
t � �) = �pt � �:

�

1

2
jd�jp g � p

2
jd�jp�2 ��can

�

= �pt � �:SFg (�)

Exemple 3.6 La fonction

F (t) = 1 + at� exp(�t)

dé�nie sur [0;+1[ où a est une constante positive véri�e a = min
x2M

exp(� jd�j2),
est admissible si la fonction �v est non négative.
La formule B s�écrit

B =

0

@��2t � �
exp

�

��2t � � jd�j
2

2

�

a+ exp
�

��2t � � jd�j
2

2

� +
exp

�

� jd�j2

2

�

a+ exp
�

� jd�j2

2

�

1

A�v
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Posons u = �2t � � 2 ]0; 1] et considérons la fonction

'(u) = �u
exp

�

�u jd�j
2

2

�

a+ exp
�

�u jd�j
2

2

� +
exp

�

� jd�j2

2

�

a+ exp
�

� jd�j2

2

�

on obtient par dérivation

'0(u) =

  

jd�j2
2

u� 1
!

a� exp
 

�u jd�j
2

2

!!

exp
�

�u jd�j
2

2

�

�

a+ exp
�

�u jd�j
2

2

��2

Il est clair que '0(u) � 0, ce qui entraîne que ' est décroissante sur ]0; 1] .
C�est-à-dire

'(u) � '(1) = 0

et comme �v � 0, alors
B � 0

Nous avons aussi

SFg (
v
t � �)(X;X) =

 

a+ exp

 

�jd(
v
t � �)j2
2

!!

jd(vt � �)j2
2

g(X;X)

�
" 

a+ exp

 

�jd(
v
t � �)j2
2

!!

�jd(
v
t � �)j2
2

exp

 

�jd(
v
t � �)j2
2

!#

(vt � �)�can(X;X)

= �2t � �
 

a+ exp

 

��2t � �
jd�)j2
2

!!

jd�j2
2

g(X;X)

��2t � �
 

a+ exp

 

��2t � �
jd�j2
2

!!

��can(X;X)

+�4t � �
jd�)j2
2

exp

 

��2t � �
jd�j2
2

!

��can(X;X)

= �2t � �
 

a+ exp

 

��2t � �
jd�)j2
2

!!"

jd�)j2
2

g(X;X)� ��can(X;X)

#

+�4t � �
jd�)j2
2

exp

 

��2t � �
jd�j2
2

!

��can(X;X)

� �4t � �:SFg (�)(X;X)

où X est un champ de vecteurs sur M .
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Un autre exemple des fonctions admissibles est donné par

Exemple 3.7
F (t) = (1 + 2t)�, avec � 2 ]0; 1[

Notons que la F -énergie dans ce cas est la fonctionnelle �-énergie de Sacks-
Uhlenbeck ([35]).
En fait

B = 2(�� 1)
�

1

1 + �2t � �: jd�j2
�2t � ��

1

1 + jd�j2
�

�v

=
2(�� 1) (�2t � �� 1)

�

1 + �2t � �: jd�j2
� �

1 + jd�j2
��v

si �v � 0, alors
�t � � =

jvj
sht�v + jvj cht

� 1

et on obtient
B � 0

De plus, pour un champ de vcteurs X sur M , on a

SFg (
v
t � �)(X;X) = 2�(1 + �2t � �: jd�j2)��1�2t � �:

jd�j2
2

g(X;X)

�
h

2�
�

1 + �2t � �: jd�j2
���1

�2t � �
i

��can(X;X)

�4�(�� 1)(1 + �2t � �: jd�j2)��2
jd�j2
2

:�4t � �:��can(X;X)

= 2�(1 + �2t � �: jd�j2)��1�2t � �
"

jd�j2
2

g(X;X)� ��can(X;X)

#

+4�(1� �)(1 + �2t � �: jd�j2)��2�4t � �:
jd�j2
2

:��can(X;X)

En tenant compte de la positivité de SFg (�) et le fait que �v � 0, on peut
conclure que

SFg (
v
t � �) � �4t � �:SFg (�)
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Remarque 3.3 Si, par exemple, �(M) est contenue dans la demi-sphère posi-
tive

Sn
+

= fx 2 Sn : hx; vi � 0g
alors �v est non négative.

Nous énoncerons:

Théorème 3.2 Soit F : [0;+1[ ! [0;+1[ une fonction admissible et soit
� une application F -harmonique d�une variété riemannienne compacte M de
dimension m � 2 dans la sphère euclidienne Sn(n � 2). Supposons que le
tenseur de F -énergie-impulsion SFg (�) de � est positif (resp.dé�ni positif). Alors
pour tout di¤éomorphisme conforme  sur Sn on a

EF ( � �) � EF (�) (resp. EF ( � �) < EF (�) )

La preuve de ce résultat nécéssite les lemmes suivants

Lemme 3.1 Soient � : (M; g) ! (N; h) une application di¤érentiable et  un
di¤éomorphisme conforme de (N; h), alors la F -tension de l�application  � �,
est donnée par:

�F ( � �)

= 2��1 � �:F 0
 

�2 � �: jd�j
2

2

!

d

 

d� (grad� � �)� jd�j
2

2
(grad� � �)

!

+fd (�F (�)) + d

 

F 0

 

jd�j2
2

!

d�(gradf)

!

où

f =

F 0

 

�2 � �: jd�j
2

2

!

F 0

 

jd�j2
2

!

et
�h = �2h
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Preuve: Pour tout x 2 M , fe1; e2; :::; emg est un repère orthonormé au voisi-
nage de x

�F ( � �)

= traceg

 

r
 

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

d( � �)
!!

=
m
X

i=1

"

r(��)�1TN
ei

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

d( � �)(ei)
#

�
m
X

i=1

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

d( � �)rM
ei
ei

=
m
X

i=1

"

r(��)�1TN
ei

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

d( � �)(ei)
#

+

m
X

i=1

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

rN
ei
d( � �)(ei)�

m
X

i=1

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

d( � �)rM
ei
ei

=

m
X

i=1

d( � �)
"

r(��)�1TN
ei

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

(ei)� F 0

 

jd( � �)j2
2

!

rM
ei
ei

#

+

m
X

i=1

F 0

 

jd( � �)j2
2

!

rN
ei
d( � �)(ei)

= d( � �)
 

rF 0
 

jd( � �)j2
2

!!

+ F 0

 

jd( � �)j2
2

!

traceg (rd( � �))

où rF 0
 

jd( � �)j2
2

!

est le gradient de F 0

 

jd( � �)j2
2

!

dans M:

Puisque  est un di¤éomorphisme conforme sur N , il en résulte

�F ( � �) = F 0

 

�2 � � jd�j
2

2

!

� g( � �) + d( � �)
 

rF 0
 

�2 � � jd�j
2

2

!!

d�autre part, � g( � �) est donné par

� g( � �) =

m
X

i=1

h

r(��)�1TN
ei

d( � �)(ei)� d( � �)
�

rM
ei
ei
�

i

=

m
X

i=1

h�

r�1TN
ei

d
�

d�(ei) + d
�

r�
ei
d�(ei)

�

� d � d�
�

rM
ei
ei
�

i

=

m
X

i=1

�

r�1TN
ei

d
�

d�(ei) + d
m
X

i=1

�

r�
ei
d�(ei)� d�

�

rM
ei
ei
��

= tracegrd(d�; d�) + d� g(�)
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il en déduit

�F ( � �) = F 0

 

�2 � � jd�j
2

2

!

[tracegrd(d�; d�) + d� g(�)]

+d( � �)
 

rF 0
 

�2 � � jd�j
2

2

!!

= F 0

 

�2 � � jd�j
2

2

!

2

4tracegrd(d�; d�) +
1

F 0
�

jd�j2

2

�d�F (�)

3

5

�
F 0
�

�2 � �: jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

� d:d�

 

rF 0
 

jd�j2
2

!!

+d( � �)
 

rF 0
 

�2 � � jd�j
2

2

!!

Posons f =

F 0

 

�2 � � jd�j
2

2

!

F 0

 

jd�j2
2

! , le gradient de f est donné par

rf =

F 0

 

jd�j2
2

!

rF 0
 

�2 � � jd�j
2

2

!

� F 0

 

�2 � � jd�j
2

2

!

rF 0
 

jd�j2
2

!

F 0

 

jd�j2
2

!2

=

rF 0
 

�2 � � jd�j
2

2

!

F 0

 

jd�j2
2

! �
F 0

 

�2 � � jd�j
2

2

!

F 0

 

jd�j2
2

!2 rF 0
 

jd�j2
2

!

il en découle

�F (��) = F 0

 

�2 � � jd�j
2

2

!

tracegrd(d�; d�)+fd�F (�)+F
0

 

jd�j2
2

!

d(��)(rf)

(3.15)
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Si l�on note ~r la connexion de Levi-Civita sur (N; �h) et puisque

 : (N; �h)! (N; h)

est un di¤éomorphisme isométrique, on a alors pour tousX; Y champs de vecteurs
de N

rN
d(X)d(Y ) = d( ~rXY )

et donc
�

r�1TNd
�

(X; Y ) = d( ~rXY �rN
XY )

Or, l�e¤et d�un changement conforme de la métrique sur la connexion de Levi-
Civita est donné par ([21])

~rXY �rN
XY = ��1 (hX;r�iY + hY;r�iX � hY;Xir�)

r� est le gradient de � pour la métrique h:
on en déduit

tracegrd(d�; d�) =

m
X

i=1

�

r�1TNd
�

(d�(ei); d�(ei))

=

m
X

i=1

d( ~rd�(ei)d�(ei)�rN
d�(ei)

d�(ei))

=

m
X

i=1

d:��1 � � (hd�(ei); (r�) � �i d�(ei)

+ hd�(ei); (r�) � �i d�(ei)� jd�(ei)j2 (r�) � �
�

= 2d:��1
m
X

i=1

 

h(r�) � �; d�(ei)i d�(ei)�
jd�(ei)j2

2
(r�) � �

!

ainsi

tracegrd(d�; d�) = 2��1 � �:d
 

d�r(� � �)� jd�j
2

2
(r�) � �

!

(3.16)

�nalement, le report de (3.16) dans (3.15) donne

�F ( � �) = 2��1 � �:F 0
 

�2 � � jd�j
2

2

!

d

 

d�r(� � �)� jd�j
2

2
(r�) � �

!

+fd(�F (�)) + F
0

 

jd�j2
2

!

d � d�(rf)
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Lemme 3.2 Soit � une application F -harmonique d�une variété riemannienne
(M; g) de dimensionm � 2 à valeurs dans la sphère euclidienne (Sn; can). Alors,
pour tout v 2 Rn+1n f0g et tout t0 2 R, on a

d

dt
EF (

v
t � �) jt=t0 = �2sht0jvj

Z

M

�3t0 � �:F
0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

! 

jd�j2
2

j�v � �j2 � jd�vj2
!

dvg

�
Z

M

�2t0 � �:F
0

 

jd�j2
2

!

hd� (rft0) ; �v � �i dvg

où ft0 =

F 0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

!

F 0

 

jd�j2
2

! , �t0can = �2t0can

Et

�t0 =
jvj

sht0�v + jvj cht0

Preuve: La formule de la variation première (1.3) de la fonctionnelle F -énergie
donne

d

dt
EF (

v
t � �) jt=t0 = �

Z

M




�F (
v
t0
� �); �v �

�

vt0 � �
��

dvg

et comme � est F -harmonique, le lemme 3.1 nous donne

d

dt
EF (

v
t � �) jt=t0

= �
Z

M

2��1t0 � �:F
0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

!

�

vt0
��

*

d�r(�t0 � �)�
jd�j2
2

(r�t0) � �; �v � �
+

dvg

�
Z

M

�

vt0
��

*

F 0

 

jd�j2
2

!

d�(rft0); �v � �
+

dvg

= �
Z

M

2�t0 � �:F 0
 

�2t0 � �
jd�j2
2

!*

d�r(�t0 � �)�
jd�j2
2

(r�t0) � �; �v � �
+

dvg

�
Z

M

�2t0 � �
*

F 0

 

jd�j2
2

!

d�(rft0); �v � �
+

dvg

d�autre part, on a (cf.[21])

r�t0 = � jvj sht0�v
(sht0�v + jvj cht0)2

= �(�t0)
2

jvj sht0�v
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il en découle que

h(r�t0) � �; �v � �i = �
(�t0)

2

jvj sht0 j�v � �j2

Et pour une base orthogonale fe1; e2; :::; emg de M , on a

hd�r(�t0 � �); �v � �i =
m
X

i=1

hh(r�t0) � �; d�(ei)i d�(ei); �v � �i

= �sht0jvj (�t0 � �)
2
m
X

i=1

h�v � �; d�(ei)i2

= �sht0jvj (�t0 � �)
2 jd�vj2

D�où

d

dt
EF (

v
t � �) jt=t0

= �2sht0jvj

Z

M

�3t0 � �:F
0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

! 

jd�j2
2

j�v � �j2 � jd�vj2
!

dvg

�
Z

M

�2t0 � �F
0

 

jd�j2
2

!

hd�(rft0); �v � �i dvg

On pose

g(t) =

Z

M

�2t � �:F 0
 

jd�j2
2

!

hd�(rft); �v � �i dvg

Lemme 3.3

g(t) = �shtjvj

Z

M

�5t � �:F 00
 

�2t � �
jd�j2
2

!

jd�j2 jd�vj2 dvg

+

Z

M

�2t � �:

0

@F 00

 

�2t � �
jd�j2
2

!

�2t � ��
F 0
�

�2t � � jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

� F 00

 

jd�j2
2

!

1

A

��vjvj jd�j
2 dvg
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Preuve: Calculons le gradient de ft

rft =
1

F 0

 

jd�j2
2

!2

"

F 0

 

jd�j2
2

!

F 00

 

�2t � �
jd�j2
2

!

�t � �: jd�j2 :r (�t � �)

+F 0

 

jd�j2
2

!

F 00

 

�2t � �
jd�j2
2

!

�2t � � hrd�; d�i
#

� 1

F 0

 

jd�j2
2

!2

"

F 0

 

�2t � �
jd�j2
2

!

F 00

 

jd�j2
2

!

hrd�; d�i
#

=
F 00
�

�2t � �: jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

� �t � �: jd�j2 :r (�t � �)

+

0

B

@

F 00
�

�2t � �: jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

� �2t � ��
F 0
�

�2t � �: jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

�2 F 00

 

jd�j2
2

!

1

C

A
hrd�; d�i

d�où

g(t)

=

Z

M

�3t � �:F 00
 

�2t � �
jd�j2
2

!

jd�j2 hd� (r (�t � �)) ; �v � �i dvg

+

Z

M

�2t � �:

0

@F 00

 

�2t � �
jd�j2
2

!

�2t � ��
F 0
�

�2t � � jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

� F 00

 

jd�j2
2

!

1

A

�
*

d�

 

r
 

jd�j2
2

!!

; �v � �
+

dvg

Soit fe1; e2; :::; emg une base orthonormée de TxM diagonalise ��can, on a
*

d�

 

r
 

jd�j2
2

!!

; �v � �
+

= hreid�; d�i h�v � �; d�(ej)i hd�(ei); d�(ej)i

= hreid�; d�i h�v � �; d�(ej)i��can(ei; ej)
= hr�v��d�(ej); d�(ej)i
=




rd�(ej)�v � �; d�(ej)
�

+ h[�v � �; d�(ej)] ; d�(ej)i
or, du fait que

�2 h[�v � �; d�(ej)] ; d�(ej)i = �2 hL�v��d�(ej); d�(ej)i
= L�v�� hd�(ej); d�(ej)i
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il vient que

h[�v � �; d�(ej)] ; d�(ej)i = �1
2

d

dt
jt=t0 �t jd�(ej)j2

= �1
2

d

dt
jt=t0 �2t jd�(ej)j2

En tenant compte de (3.14), on obtient

h[�v � �; d�(ej)] ; d�(ej)i =
�v
jvj jd�j

2

on peut, donc, conclure
*

d�

 

r
 

jd�j2
2

!!

; �v � �
+

=
�v
jvj jd�j

2 +



rd�(ej)�v � �; d�(ej)
�

de plus



rd�(ej)�v � �; d�(ej)
�

= rej h�v � �; d�(ej)i �



�v � �;rejd�(ej)
�

= rej h�v � �; d�(ej)i �



�v � �;rejd�(ej)
�

= rej hv; d�(ej)i �



�v � �;rejd�(ej)
�

=



v;rejd�(ej)
�

�



�v � �;rejd�(ej)
�

=



v � �v � �;rejd�(ej)
�

= 0

il en découle
*

d�

 

r
 

jd�j2
2

!!

; �v � �
+

=
�v
jvj jd�j

2

d�où �nalement

g(t) = �shtjvj

Z

M

�5t � �:F 00
 

�2t � �
jd�j2
2

!

jd�j2 jd�vj2 dvg

+

Z

M

�2t � �:

0

@F 00

 

�2t � �
jd�j2
2

!

�2t � ��
F 0
�

�2t � � jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

� F 00

 

jd�j2
2

!

1

A

��vjvj jd�j
2 dvg

De la formule du lemme 3.3, on déduit que

d

dt
EF (

v
t � �) jt=t0

= �2sht0jvj

Z

M

�3t0 � �:F
0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

! 

jd�j2
2

j�v � �j2 � jd�vj2
!

dvg � g(t0)
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Dans la suite, on pose

'(t0) = 2
sht0
jvj

Z

M

�3t0 � �:F
0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

! 

jd�vj2 �
jd�j2
2

j�v � �j2
!

dvg

�
Z

M

�3t0 � �:F
00

 

�2t0 � �
jd�j2
2

!

jd�j2 hd�r(�t0 � �); �v � �i dvg

et comme

hd�r(�t0 � �); �v � �i = �
sht0
jvj (�t0 � �)

2 jd�vj2

on a bien

'(t0) = 2
sht0
jvj

Z

M

�3t0 � �:
"

F 0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

! 

jd�vj2 �
jd�j2
2

j�v � �j2
!

+�2t0 � �:F
00

 

�2t0 � �
jd�j2
2

!

jd�j2
2

jd�vj2
#

dvg

ou encore

'(t0)

= 2
sht0
jvj

Z

M

�3t0 � �:
" 

F 0

 

�2t0 � �
jd�j2
2

!

+ �2t0 � �:
jd�j2
2

:F 00
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!!
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j�v � �j2
#
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= �2sht0jvj

Z

M

�t0 � �:SFg (vt0 � �)dvg

Preuve: (Du théorème 3.2)
Rappelons que (cf.[18] ), pour tout di¤éomorphisme conforme  de Sn, il

existe une isométrie r 2 O(n+1), un réel t � 0 et un vecteur v 2 Rn+1n f0g tels
qu�on ait:  = r �vt , il su¢t donc de considérer vt avec t � 0 et v 2 Rn+1n f0g.
D�autre part on a

d

dt
EF (

v
t � �) = '(t) + �(t)

avec

�(t) = �
Z

M

�2t � �:

0

@F 00

 

�2t � �
jd�j2
2

!

�2t � ��
F 0
�

�2t � � jd�j
2

2

�

F 0
�

jd�j2

2

� F 00

 

jd�j2
2

!

1

A

��vjvj jd�j
2 dvg
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Et puisque la fonction F est admissible, on déduit que �(t) � 0 pour tout t � 0.
Or, le tenseur d�énergie-impulsion SFg ( � �) = SFg (t � �) de  � � est positif

(resp. dé�ni positif) par hypothèse, et

SFg (t � �) = F 0

 

jd(t � �)j2
2

!

jd(t � �)j2
2

g

�
"

F 0
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+
jd(t � �)j2

2
F 00

 

jd(t � �)j2
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(t � �)� can

= �2t � �
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F 0
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jd�)j2
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2
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��2t � �
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F 00

 

�2t � �
jd�j2
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!!

��can

#

donc le tenseur

F 0

 

�2t � �
jd�)j2
2
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jd�)j2
2
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"

F 0

 

�2t � �
jd�)j2
2

!

+ �2t � �
jd�)j2
2

F 00

 

�2t � �
jd�j2
2

!#

��can

est positif (resp. dé�ni positif). Par conséquent '(t) � 0 ( resp.'(t) < 0) pour
tout t � 0:
Ce qui entraîne que la fonction t 7! EF (

v
t � �) est décroissante (resp. sticte-

ment décroissante) sur R+ et donc qu�on a

EF (
v
t � �) � EF (�) (resp. EF (

v
t � �) < EF (�))

pour tout v 2 Rn+1n f0g et tout t 2 R+.
Or, on a (cf.[18])

G(n) = fr � vt ; r 2 O(n+ 1); v 2 Sn; t 2 [0;+1[g :

On en déduit que, pour tout  = r � vt 2 G(n), on a

EF ( � �) = EF (r � vt � �)
= EF (

v
t � �)

� EF (�) (resp. EF ( � �) < EF (�))
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Résumé 

  Le travail présenté dans cette thèse se place dans le cadre de la géométrie riemannienne 
et concerne en particulier les immersions minimales et les applications F-harmoniques. 

 Nous donnons dans la  première partie,  des conditions qui interdissent l'existence 
d'immersions minimales entre une variété source admettant une p-forme parallèle non 
triviale et une variété but riemannienne à courbure sectionnelle constante strictement 
négative. Dans la deuxième partie  nous nous intéressons à l'étude de quelques propriétés 
des applications F-harmoniques définies sur une variété riemannienne compacte et à valeurs 
dans la sphère euclidienne. Ces dernières sont des points critiques de la fonctionnelle F-
énergie. Nous obtenons des résultats sur l'indice de Morse des applications F-harmoniques 
par variation des fonctionnelles énergies le long des champs de vecteurs conformes. 

    Mots-Clefs : Immersions minimales, Courbure de Ricci, Opérateur de Dirac, Variété 
conformément plate, Applications F-harmoniques, Indice de Morse, Tenseur d'énergie-
impulsion. 

 

Abstract 

    In this thesis we study minimal immersions and F-harmonic maps. 

    Part 1 is devoted to prove that there is no minimal isometric immersions of a riemannian 
m-dimensional manifold M with m≥3 endwed with non zero parallel p-form, into a riemannian 
manifold N with constant strictly negative sectional curvature. In part 2, we deal with F-
harmonic maps, we investigate estimates of the Morse index for F-harmonic maps into round 
spheres. Next We obtain that these latter are global maxima of  their energy- functional along 
the conformal group of the sphere. 

    Keywords.  Minimal immersions, Ricci curvature, Dirac operator, Conformally flat 
manifold, F-harmonic maps, Morse index, Stress-energy tensor.                
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Résumé de thèse de Doctorat de Melle

Ha�da Benallal

"Sur les immersions minimales

et les applications F -harmoniques".

Dans cette thèse nous nous intéressons à la non existence d�immersions
isométriques minimales et à l�estimation de l�indice de Morse des ap-
plications dites F-harmoniques sphériques qui sont des généralisations
des applications harmoniques.

Notre thèse est divisée en deux parties indépendantes.

1. Chapitre I: Préliminaires de géométrie riemannienne

Ce chapitre est introductif , il rappelle les rudiments de la géométrie
riemannienne qui facilitent la compréhension des résultats obtenus dans
cette thèse.

2. Chapitre II: Résultats de non existence d�immersions

minimales

Dans cette partie, nous donnons des conditions qui interdissent
l�existence d�immersions isométriques minimales entre deux variétés
riemanniennes (M; g) et (N; h) dans le cas où la variété source (M; g)
admet une p-forme parallèle non triviale.

Les résultats sont donnés par des théorèmes s�appuient principale-
ment sur la formule de Weitzenböck pour D2 relative aux p-formes où
D est l�opérateur de Dirac, et sur une extension de cette formule:

(1) jD(�:d�)j2 = m2 jHj2 j�j2 + 4 hr�r�; �i+ 4R�(�)

où � : M ! N une immersion isométrique, m = dimM , H est la
courbure moyenne, � une p-forme harmonique et

R�(�) =
1

(p� 1)!

 

m
X

i;j;k=1

RNikjk�
i
i2:::ip

�ji2:::ip �
p� 1

2

m
X

i;j;k;l=1

RNijkl�
ij
i3:::ip

�kli3:::ip

!

1
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Le premier résultat de non existence est une généralisation de celui
dû à A.Elsou� et R.Petit dans le cas où la variété N a une courbure
isotrope strictement négative. On établit donc le théorème suivant

Théorème .1. Soit M une variété riemannienne de dimension
m � 3, et soit N une variété riemannienne à courbure sectionnelle
constante strictement négative, si M admet une p-forme parallèle non
nulle (p � 2), alors, il n�existe aucune immersion isométrique minimale
de M dans N .

Dans la suite du travail, on s�intéresse à l�analyse de quelques
résultats faisant intervenir des restriction géométriques sur la variété
but, cette dernière sera conformément plate.

Après avoir exprimer la formule (1) en fonction du tenseur de Weyl,
nous montrons, sous quelques hypothèses sur la courbure de Ricci deN ,
qu�il n�existe aucune immersion isométrique �-pluriharmonique entre
M et N:

Notons que � est �-pluriharmonique si

D(�:d�) = (�1)p�:D(d�)

3. Chapitre III: Quelues propriétées des applications

F -harmoniques

Nous nous intéressons aux points critiques dits applications F -
harmoniques de la fonctionnelle F -énergie

EF =

Z

M

F

 

jd�j2

2

!

dvg

dé�nie sur l�espace des applications di¤érentiables d�une variété rieman-
nienne compacte (M; g) à valeur dans la sphère euclidienne (Sn; can),
où

F : [0;+1[! [0;+1[ telleque F 0(t) > 0 pourtout t 2 [0;+1[

Une bonne partie des résultats porte sur l�indice de Morse des ap-
plications F -harmoniques. Cet invariant, noté IndF (�), représente la
dimension des espaces maximaux de variations pour lesquelles � corre-
spond à un maximum local strict de la fonctionnelle énergie.

On considère la variation dans la direction des champs de vecteurs
du sous espace A(�)

A(�) =
�

�v � �; v 2 Rn+1
	

où �v est le champ de vecteurs sur Sn obtenu en projetant le champ
constant v sur le �bré tangent à Sn, pour lesquels on associe la forme
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quadratique suivante

Q�(v) =
d2

dt2
EF (�t) jt=0=

Z

M

F 00

 

jd�j2

2

!




r�v; d�
�2
dvg

+

Z

M

F 0

 

jd�j2

2

!"

�

�r�v
�

�

2
�

m
X

i=1




RS
n

(v; d�(ei))d�(ei); v
�

#

dvg

r� désigne la connexion sur ��1TN et feigi�m une base orthonormées
de M .

Le premier résultat est donné par

Théorème .2. soit � une application F -harmonique d�une variété
riemannienne compacte M de dimension m � 2 dans la sphère euclidi-
enne Sn (n � 2). Supposons que le tenseur d�énergie-impulsion SFg (�)
de � est dé�ni positif, alors on a: Ind(�) � n+ 1.

Nous traitons dans la suite le cas de l�application identité, ainsi que
celui des applications homothétiques .

Le dernier paragraphe est consacré à l�étude d�un résultat global.
Nous montrons que, si F est admissible et sous une hypothèse de pos-
itivité sur le tenseur de F -énergie-impulsion de �, on a

EF ( � �) � EF (�)

pour tout di¤éomorphisme conforme  de Sn

Notons que F est dite admissible si elle satisfait la condition suiv-
ante

B =

0

@

F 00
�

�2t � �:
jd�j2

2

�

F 0
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�2t � �:
jd�j2

2

� �2t � ��
F 00
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jd�j2

2

�

F 0
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jd�j2

2

�

1

A�v � 0

où �v = hv; �i et �t désigne la fonction telle que

(vt )
�can = �2t can

et si le tenseur d�énergie-impulsion SFg (�) de � véri�e

SFg (
v
t � �) � �

4

t � �:S
F
g (�)
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endowed with non zero parallel p-form. We prove that there is no minimal
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is no α-pluriharmonic isometric immersion.

Mathematics Subject Classification (2000). 53C42.

Keywords. Minimal immersion, Ricci curvature, Dirac operator, conformally
flat manifold.

1. Introduction

A result due to A.EL-Soufi and R.Petit ([4]) shows the non existence of minimal
isometric immersions between a Riemannian manifold M endowed with a non zero
parallel 2-form and a Riemannian manifold N with an isotropic strictly negative
curvature. This latter is more general than those obtained before by Dajczer-
Rodriguez ([3]), and El-Soufi ([5]) in the case where M is a Kählerian manifold.
In the context of α-pluriharmonic maps, A. El-Soufi and R.Petit have established
the following results [4]:

a) if the isotropic curvature of N is strictly positive or strictly negative, there
exits no α-pluriharmonic isometric immersion from M to N ;

b) if the isotropic curvature of N is not positive, then any minimal isometric
immersion from M to N is α-pluriharmonic.

In this paper we give non existence results of minimal (or α-plurihamonic) iso-
metric immersion between a source manifold admitting a non zero parallel p-form
(p > 1) and a target manifold with strictly negative sectional curvature. We con-
sider the case where the target manifold is conformally flat with some conditions
on the Ricci curvature.
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2. Fundamental lemmas

Throughout this paper (M, g) and (N, g′) denote two connected Riemannian man-
ifolds of dimensions respectively m ≥ 3, n ≥ 4, φ a differentiable map from M to
N and for p ≥ 1, Ωp(M) denotes the space of exterior p-forms on M . A repeated
index implicitly denotes a sum over that index.

If {Ei}1≤i≤m is an orthonormal frame of the tangent space TxM at x to M
and {θi}i≤m the associated coframe, the left Clifford multiplication is given as
follows: for any θ ∈ Ω1(M) and any p-form ω ∈ Ωp(M)

θ.ω = θ ∧ ω − i(θ♯)ω.

The right Clifford multiplication is given by

ω.θ = (−1)p(θ ∧ ω + i(θ♯)ω),

where θ♯ denotes the vector field associated canonically to the 1-form θ and i(θ♯)
the interior product by θ♯ ([9]).

The Dirac operator D acting on the differential forms is given as D = d + δ
where d and δ are respectively the exterior differential and codifferential. In terms
of Clifford multiplication the Dirac operator reads

D =
∑

1≤i≤m

θi.∇Ei
.

A p-form α ∈ Ωp(M) is said harmonic if Dα = 0 ( i.e dα = δα = 0 ).
If α = αi1...ip

θi1 . . . θip is the local expression of a p-form α, the Weitzenböck
formula reads

D2α = ∇∗∇α +
1

4

m∑

i,j=1

[
θi.θj , R (Ei, Ej)α

]
, (2.1)

where R (., .) is the tensor curvature on M , and [., .] is the commutator i.e. for
any two differential forms ω1and ω2, one has [ω1, ω2] = ω1.ω2 − ω2.ω1.

By the Weitzenböck formula and a direct calculation we obtain the following
formula([9])

〈∆α, α〉 = 〈∇∗∇α, α〉+
1

4

m∑

i,j=1

〈[
θi.θj , R (Ei, Ej) α

]
, α
〉
.

On the other hand
〈[

θi.θj , R (Ei, Ej) α
]
, α
〉

= −
〈
R (Ei, Ej)α,

[
θi.θj , α

]〉

= −
1

4

m∑

k,l=1

〈R (Ei, Ej)Ek, El〉 .
〈[

θk.θl, α
]
,
[
θi.θj , α

]〉

and since

[
θk.θl, α

]
=






0, if k, l ∈ {i1...ip},
0, if k, l /∈ {i1...ip},
2θk.θl.α, elsewhere,



Vol. 2 (2005) Nonexistence Results of Minimal Immersions 473

then
m∑

k,l=1

〈R (Ei, Ej)Ek, El〉 .
〈[

θk.θl, α
]
,
[
θi.θj , α

]〉

=
−16

(p− 1)!




m∑

i,j=1

Rijα
i
i2...ip

αj
i2...ip

−
(p− 1)

2

m∑

i,j,k,l=1

Rijklα
ij
i3..ip

αkl
i3...ip





which, knowing that for any two p-forms α, β, we have the local inner product
〈α, β〉 = 1

p!
αi1...ipβi1...ip

, gives us

〈∆α, α〉 = 〈∇∗∇α, α〉

+
1

(p− 1)!




m∑

i,j=1

Rijα
i
i2...ip

αj
i2...ip

−
p− 1

2

m∑

i,j,k,l=1

Rijklα
ij
i3..ip

αkl
i3

...ip



 .

Lemma 2.1. Let φ be a mapping from M to N , if α ∈ Ωp(M) is a harmonic p-form
(p > 1), then for any vector fields X1, ..., Xp ∈ TM , one has

(D(α.dφ) − (−1)pα.D(dφ))(X1, ..., Xp)

= 2(−1)p

p∑

j=1

(−1)j−1∇dφ((iXp
◦ ... ◦ îXj

◦ ... ◦ iX1
α)♯), Xj),

where îXj
means that iXj

does not appear.

Proof. Let {Ei}i≤m be a local orthonormal frame in a neighborhood of a point
x ∈M , we have

D(α.dφ) =

m∑

i=1

θi.∇Ei
(α.dφ) =

m∑

i=1

θi.((∇Ei
α).dφ + α.(∇Ei

dφ))

= (Dα).dφ +
m∑

i=1

θi.α.∇Ei
dφ,

so, since α is harmonic,

D(α.dφ) =

m∑

i=1

θi.α.∇Ei
dφ. (2.2)

Taking account of the Clifford multiplication, the relation (2.2) becomes

D(α.dφ) = (−1)pα.D(dφ) − 2
m∑

i=1

i(Ei)α.(∇Ei
dφ)

or

D(α.dφ) = (−1)pα.D(dφ) + 2(−1)p

m∑

i=1

∇Ei
dφ ∧ i(Ei)α

+2(−1)p
∑m

i=1
i (∇Ei

dφ) (i(Ei)α) .

(2.3)
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Now since the Hessian is symmetric, we obtain

i (∇Ei
dφ) (i(Ei)α) = 〈∇Ei

dφ, Ej〉α(Ei, Ej , . . . )
= Hess(φ)(Ei, Ej)α(Ei, Ej , . . . ) = 0,

so

D(α.dφ) = (−1)pα.D(dφ) + 2(−1)p

m∑

i=1

∇Ei
dφ ∧ i(Ei)α

or

D(α.dφ)(X1, . . . , Xp)− (−1)p(α.D(dφ))(X1, . . . , Xp)

= 2(−1)p
∑p

j=1
(−1)j−1∇dφ((iXp

◦ · · · ◦ îXj
◦ · · · ◦ iX1

α)♯, Xj).
(2.4)

�

Lemma 2.2. If φ is an isometric immersion from M in N , then for any harmonic
p-form α on M (p > 1) and x ∈M one gets

|D(α.dφ)|
2

= m2 |H |
2
|α|

2
+ 4 〈∇∗∇α, α〉+ 4Rφ(α),

where H is the mean curvature of φ (i.e. H =
1

m
trace(∇dφ)), ∇∗∇ the Laplacian

operator on M and

Rφ(α) =
1

(p− 1)!




m∑

i,j,k=1

R
′

ikjkαi
i2...ip

αji2...ip −
p− 1

2

m∑

i,j,k,l=1

R
′

ijklα
ij
i3...ip

αkli3...ip





in an orthonormal basis {Ei}1≤i≤m of TxM .

Proof. Since dφ is a closed 1-form with values in φ∗TM one gets

D(dφ) = δdφ = −mH,

and we can rewrite (2.4) as

D(α.dφ) = (−1)p+1mHα + 2(−1)p
∑

i

i(Ei)h ∧ i(Ei)α,

where h = ∇dφ. Considering the norm of D(α.dφ) one obtains

|D(α.dφ)|
2

= m2 |H |
2
|α|

2
+ 4(−1)2p+1mH 〈α,

∑m
i=1

i(Ei)h ∧ i(Ei)α〉

+4

m∑

i,j=1

〈i(Ei)h ∧ i(Ei)α, i(Ej)h ∧ i(Ej)α〉

and〈
α,

m∑

i=1

i(Ei)h ∧ i(Ei)α

〉

=
1

p!
αi1i2...ip

p∑

l=1

h(Ei, Eil
)(−1)l−1α(Ei, Ei1 , . . . , Êil

, . . . , Eip
)

=
1

p!

p∑

l=1

(−1)l−1h(Ei, Eil
)α(Ei1 , . . . , Eip

)α(Ei, Ei1 , . . . , Êil
, . . . , Eip

).
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In the same manner

m∑

i,j=1

〈i(Ei)h ∧ i(Ei)α, i(Ej)h ∧ i(Ej)α〉

=
1

p!

∑

i,j,k,l

(−1)k−1h(Ei, Eik
)α(Ei, Ei1 , . . . , Êik

, . . . , Eip
)(−1)l−1h(Ej , Eil

)

×α(Ej , Ei1 , . . . , Êil
, . . . , Eip

)

=
1

p!

∑

i,j,k,l

(−1)k+l−2hiik
hjil

αi1...i...ip
αi1...j...ip

where 1 ≤ i, j ≤ m and 1 ≤ k, l ≤ p. Consequently

|D(α.dφ)|
2

= m2 |H |
2
|α|

2
− 4mH

1

p!

p∑

l=1

(−1)l−1hiil
αi1...ip

αii1...bil...ip

+
4

p!

∑

i,j,k,l

(−1)k+l−2hiik
hjil

αi1...i...ip
αi1...j...ip .

(2.5)

The Weitzenböck formula (2.1) for a harmonic p-form α gives

〈∇∗∇α, α〉 + 〈R(α), α〉 = 0, (2.6)

where

〈R(α), α〉 =
1

(p− 1)!

[
Rijα

i
i2...ip

αji2...ip −
p− 1

2
Rijklα

ij
i3...ip

αkli3 ...ip

]
.

On the other hand the Gauss equations write for any vector fields X, Y, Z, W

R(X, Y, Z, W ) = R′(X, Y, Z, W ) + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

and we get

Ric(X, Y ) =

m∑

j=1

R′(X, Ej , Y, Ej) + m 〈H, h(X, Y )〉 −

m∑

j=1

〈h(X, Ej), h(Y, Ej)〉 .

Substituting in (2.6), we obtain

〈∇∗∇α, α〉 = −
1

(p− 1)!
[




m∑

j=1

R′kjlj + mHhkl −

m∑

j=1

hkjhlj



αk
i2...ip

αli2...ip

−
p− 1

2
(R′klmn + hkmhln − hknhlm)αkl

i3...ip
αmni3...ip ].

(2.7)
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We improve (2.5):

|D(α.dφ)|2 = m2 |H |2 |α|2 − 4mH
1

(p− 1)!
hijα

i
i2...ip

αji2...ip

+
4

(p− 1)!

∑

i,j

hii1hji1α
i
i2...ip

αji2...ip

+
4

(p− 1)!

∑

i,j,l

(−1)l−1hii1hjil
αi

i2...ip
αji1..bil...ip

= m2 |H |
2
|α|

2
− 4mH

1

(p− 1)!
hijα

i
i2...ip

αji2...ip

+
4

(p− 1)!

∑

i,j

hii1hji1α
i
i2...ip

αji2...ip

+
4

(p− 1)!

∑

i,j

hii1α
i
i2...ip

(
p∑

l=1

(−1)l−1hjil
αj

i1..bil...ip

)

= m2 |H |
2
|α|

2
−

4

(p− 1)!
((mHhij − hii1hji1 )α

i
i2...ip

αji2...ip

−
p− 1

2
(hii1hji2 − hii2hji1)α

ij
i3...ip

αi1i2...ip).

where 1 ≤ i, j ≤ m and 1 ≤ l ≤ p. Then equality (2.7) becomes

〈∇∗∇α, α〉 = −
1

(p− 1)!

m∑

j,k,l=1

R′kjljα
k
i2...ip

αli2...ip

+
1

2(p− 2)!

m∑

k,l,m,n=1

R′klmnαkl
i3...ip

αmni3...ip +
1

4
|D(α.dφ)|2 −

1

4
m2 |H |2 |α|2 ,

or

|D(α.dφ)|
2

= m2 |H |
2
|α|

2
+ 4 〈∇∗∇α, α〉+ 4Rφ(α),

where

Rφ(α) =
1

(p− 1)!

m∑

j,k,l=1

R′kjljα
k
i2...ip

αli2...ip

−
1

2(p− 2)!

m∑

k,l,m,n=1

R′klmnαkl
i3...ip

αmni3...ip).

(2.8)

�

3. Nonexistence results

Let Pp(M) = {α ∈ Ωp(M) : ∇α = 0} be the space of parallel p-forms on
M. We state the following theorem which could be compared with the result of
J.H.Sampson which asserts that there is no harmonic application from a Kählerian
manifold of real dimension ≥ 4 in a hyperbolic space [10], and also with Theorem
4.6 D1in [6] which is a rigidity theorem for harmonic mappings from a compact
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Riemannian manifold admitting a parallel p-form in a space with non positive
curvature operator.

Theorem 3.1. Let M be a Riemannian manifold of dimension m ≥ 3, and N be
a Riemannian manifold with constant strictly negative sectional curvature. If M
admits a non zero parallel p-form α where p > 1 then there is no minimal isometric
immersion from M into N .

Proof. We have

R
′

ijkl = c(g
′

ikg
′

jl − g
′

ilg
′

jk), c = constant;

then
m∑

k=1

R
′

ikjk = c

m∑

k=1

(g
′

ijg
′

kk − g
′

ikg
′

kj) = mcg
′

ij − c

m∑

k=1

g
′

ikg
′

kj = c(m− 1)g
′

ij,

which leads to

Rφ(α) =
1

(p− 1)!
c(m− 1)g

′

ijα
i
i2...ip

αji2...ip

−
1

2(p− 2)!
c(g

′

ikg
′

jl − g
′

ilg
′

jk)αij
i3...ip

αkli3...ip

=
1

(p− 1)!
c(m− 1)αi

i2...ip
αii2...ip −

1

2(p− 2)!
2cαij

i3...ip
αiji3...ip

=
1

(p− 1)!
c(m− 1) |α|

2
p!−

1

(p− 2)!
c |α|

2
p! = cp(m− p) |α|

2
.

Since c < 0 and 2 ≤ p < m, we get

Rφ(α) = cp(m− p) |α|2 < 0

and then

m2 |H |2 |α|2 ≥ −4Rφ(α)

so

m2 |H |
2
|α|

2
> 0.

This implies that H 6= 0 and thus φ is not minimal. �

Lemma 3.2. Let W
′

ijkl be the Weyl tensor of the target manifold N . The quantity

Rφ(α) writes as

Rφ(α) =
1

(p− 1)!
W ′

kjljα
k
i2...ip

αl i2...ip −
1

2(p− 2)!
W

′

ijklα
ij
i3...ip

αkli3 ...ip

+
m− 2p

(n− 2)(p− 1)!
R′klα

k
i2...ip

αl i2...ip −
(m− p)p

(n− 1)(n− 2)
scalg′ |α|

2

+
p

n− 2
R′jj |α|

2
.

where scalg′denotes the scalar curvature of N.
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Proof. The curvature tensor is related to the Weyl tensor by (see for instance [7])

R
′

ijkl = W
′

ijkl +
1

n− 2
(R′ikg′jl + R′jlg

′
ik −R′ilg

′
jk − R′jkg′il)

−
scalg′

(n− 1)(n− 2)
(g′ikg′jl − g′ilg

′
jk)

= W
′

ijkl +
1

n− 2
(R′ikδl

j + R′jlδ
k
i −R′ilδ

k
j −R′jkδl

i)

−
scalg′

(n− 1)(n− 2)
(δk

i δl
j − δl

iδ
k
j )

and the relation (2.8) becomes

Rφ(α) =
1

(p− 1)!

m∑

j,k,l=1

R′kjljα
k
i2...ip

αli2...ip −
1

2(p− 2)!
[W

′

ijklα
ij
i3...ip

αkli3...ip

+
1

n− 2
(R′ikδl

j + R′jlδ
k
i −R′ilδ

k
j −R′jkδl

i)α
ij
i3...ip

αkli3...ip

−
scalg′

(n− 1)(n− 2)
(δk

i δl
j − δl

iδ
k
j )αij

i3...ip
α

i3...ip

kl ].

On the other hand

(R′ikδl
j + R′jlδ

k
i −R′ilδ

k
j −R′jkδl

i)α
ij
i3...ip

αkli3...ip

= 2(R′ikαiji3...ip
αkji3 ...ip + R′jlα

ij
i3...ip

αkli3...ip) = 4R′ikαij
i3...ip

αkji3 ...ip ,

and

(δk
i δl

j − δl
iδ

k
j )αij

i3...ip
α

i3...ip

kl = 2p! |α|
2
.

Consequently

Rφ(α) =
1

(p− 1)!
W ′

kjljα
k
i2...ip

αl i2...ip −
1

2(p− 2)!
W

′

ijklα
ij
i3...ip

αkli3 ...ip

+
m− 2p

(n− 2)(p− 1)!
R′klα

k
i2...ip

αl i2...ip −
(m− p)p

(n− 1)(n− 2)
scalg′ |α|2

+
p

n− 2
R′jj |α|

2
. �

Definition 3.3. For any parallel p−form α, a map φ from M in N is said α-
pluriharmonic if

D (α.dφ) = (−1)
p
α.D (dφ) .

For any fixed x ∈ N , we denote by µ(x) and λ(x) the least and the great-
est eigenvalue of the Ricci tensor at the point x and we introduce the following
functions:

π(x) =

{
(n− 1)mµ(x) − (m + (n− 2)p)λ(x) if m− 2p < 0,
2(n− 1)µ(x)− nλ(x), if m− 2p ≥ 0,

and

υ(x) =

{
(n− 1)mλ(x)− (m + (n− 2)p)µ(x), if m− 2p < 0,
2(n− 1)λ(x) − nµ(x), if m− 2p ≥ 0,
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where n = dim(N) .

Theorem 3.4. Let M be a Riemannian manifold of dimension m ≥ 3, and N be a
conformally flat Riemannian manifold.

a) If the functions π or υ (introduced above) are the first strictly positive or
the second strictly negative and if the source manifold M admits a non zero
parallel p-form α with p > 1, then there is no isometric α-pluriharmonic
immersion from M in N.

b) If the function υ is non positive and if the manifold M admits a non zero
parallel p-form α with p > 1, then any isometric minimal immersion from
M in N is α-pluriharmonic.

Proof. For any α ∈ Pp(M) the equation in Lemma 2.2 reads

|D(α.dφ)|
2

= m2 |H |
2
|α|

2
+ 4Rφ(α).

a) We have two cases:

i) if m− 2p ≥ 0, then a simple computation leads to

Rφ(α)(x) ≥
p(m− p)

(n− 1)(n− 2)
(2(n− 1)µ(x)− nλ(x)) |α(x)|2

=
p(m− p) |α(x)|

2

(n− 1)(n− 2)
π(x)

and

Rφ(α)(x) ≤
p(m− p)

(n− 1)(n− 2)
(2(n− 1)λ(x) − nµ(x)) |α(x)|2

=
p(m− p) |α(x)|2

(n− 1)(n− 2)
υ(x).

ii) if m− 2p < 0, we have

Rφ(α)(x) ≤
p |α(x)|

2

(n− 1)(n− 2)
υ(x);

consequently

D(α.dφ) 6= −mHα = α.D(dφ),

and so φ is not α-pluriharmonic.

b) If υ(x) ≤ 0 then Rφ(α) ≤ 0 and we get

|D(α.dφ)|
2
≤ m2 |H |

2
|α|

2
,

but if φ is minimal

D(α.dφ) = 0 = (−1)pα.D(dφ),

that is φ is α-pluriharmonic �
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Theorem 3.5. Let M be a Riemannian compact manifold of dimension m ≥ 3
and N a conformally flat Riemannian manifold such that the function π is non
negative and strictly positive at least at a point. Then for any non zero harmonic
p-form α on M with p > 1, there is no isometric α-pluriharmonic immersion from
M in N.

Proof. If φ is an isometric α-pluriharmonic immersion from M into N , then

D(α.dφ) = (−1)pα.D(dφ) = (−1)p+1mHα.

The equation of Lemma 2.2 becomes

〈∇∗∇α, α〉+ Rφ(α) = 0, (3.1)

and by integrating this latter over the compact manifold M we get
∫

M

|∇α|2 dvg +

∫

M

Rφ(α)dvg = 0.

Now since Rφ(α) is nonnegative and is strictly positive at least at a point, we have
the desired result. �

Theorem 3.6. Let M be a Riemannian compact conformally flat manifold of di-
mension m ≥ 4 and the function π is assumed nonnegative and strictly positive at
least at a point, then bp(M) = 0.

Proof. If bp(M) 6= 0 , there is a nonzero harmonic p-form α, and since the identity
I is α-pluriharmonic, one has

∫

M

|∇α|
2
dvg +

∫

M

RI(α)dvg = 0.

And because RI(α) is nonnegative and nonzero then α is zero and bp(M) = 0. �

Theorem 3.7. Let M be a Riemannian manifold of dimension m ≥ 3 and N be a
Riemannian conformally flat manifold with the function υ assumed to be strictly
negative. Moreover, if the manifold M admits a nonzero parallel p−form α with
p > 1, then there exists no minimal isometric immersion from M into N.

Proof. If α ∈ Pp(M), the equation in Lemma 2.2 is written as

m2 |H |
2
|α|

2
+ 4Rφ(α) ≥ 0,

so

m2 |H |
2
|α|

2
≥ −4Rφ(α),

and by Lemma 3.2 the hypothesis on N means that Rφ(α) < 0, hence

m2 |H |2 |α|2 > 0,

so the mean curvature H 6= 0, and then φ is not minimal. �
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Abstract—In this note, we investigate estimates of the Morse index for Fharmonic maps into
spheres, our results extend partially those obtained in ([14]) and ([15]) for harmonic and pharmonic
maps.
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1. INTRODUCTION

Harmonic maps have been studied first by J. Eells and J.H. Sampson in the sixties and since then
many works were done (see [4, 9, 13, 16, 17, 21]) to cite a few of them. Extensions to notions of p
harmonic, biharmonic, Fharmonic and fharmonic maps were introduced and similar research has
been carried out (see [1, 2, 3, 5, 12, 15, 18, 20]). Harmonic maps were applied to broad areas in sciences
and engineering including the robot mechanics (see [6, 8]).

The Morse index for harmonic maps, pharmonic maps, as well as biharmonic maps, into a standard
unit Euclidean sphere Sn has been widely considered (see [12, 14, 15]).

In this paper for a C2function F : [0,+∞[ → [0,+∞[ such that F ′(t) > 0 on t ∈ ]0,+∞[, we
consider the Morse index for Fharmonic maps into spheres. Our results generalize partial estimates
of the Morse index obtained in ([14]) and ([15]) for harmonic and pharmonic maps.

Let (M,g) be a compact Riemannian manifold of dimension m ≥ 2, Sn the unit ndimensional
Euclidean sphere with n ≥ 2 endowed with the canonical metric can induced by the inner product of
Rn+1.

For a C1 application φ : (M,g) −→ (Sn, can), we define the Fenergy functional by,

EF (φ) =

∫

M

F

(

|dφ|2

2

)

dvg

where
|dφ|2

2 denotes the energy density given by

|dφ|2

2
=

1

2

m
∑

i=1

|dφ(ei)|
2

and where {ei} is an orthonormal basis on Tx M and dvg is the Riemannian measure associated to g on
M .

Let φ−1TSn be the pullback vector fiber bundle of TSn, Γ
(

φ−1TSn
)

the space of sections on φ−1TSn

and denote by ∇M , ∇Sn

and ∇̃ LeviCivita connections on TM , T Sn and φ−1TSn respectively. ∇̃ is
defined by

∇̃XY = ∇Sn

φ∗XY

*Email: m_benalili@mail.univ-tlemcen.dz
**Email: h_benallal@mail.univ-tlemcen.dz
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where X ∈ TM and Y ∈ Γ
(

φ−1TSn
)

.

Let v be a vector field on Sn and (φv
t )t the flow of diffeomorphisms induced by v on Sn i.e.

φv
0 = φ,

d

dt
φv

t

∣

∣

∣

∣

t=0

= v.

The first variation formula of EF (φ) is given by

d

dt
EF (φt)

∣

∣

∣

∣

t=0

=

∫

M

F ′

(

|dφt|
2

2

)

〈∇∂tdφt, dφt〉

∣

∣

∣

∣

t=0

dvg = −

∫

M

〈v, τF (φ)〉 dvg

where τF (φ) = traceg∇
(

F ′
(

|dφ|2

2

)

dφ
)

denotes the EulerLagrange equation of the Fenergy func

tional EF . Remark that if |dφ|φ−1TN is constant then φ is harmonic if and only if φ is Fharmonic.

Definition 1. φ is called F harmonic if and only if τF (φ) = 0 i.e. φ is a critical point of F energy
functional EF .

The second variation of EF is given as

d2

dt2
EF (φt)

∣

∣

∣

∣

t=0

=
d

dt

∫

M

d

dt
F

(

|dφt|
2

2

)

∣

∣

∣

∣

t=0

dvg

=

∫

M

[

F ′′

(

|dφ|2

2

)

〈∇v, dφt〉
2 + F ′

(

|dφ|2

2

)

|∇v|2
]

dvg

−

∫

M

〈

∇∂t
∂φt

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

, traceg∇

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

dφ

)〉

dvg

−

∫

M

F ′

(

|dφ|2

2

)

m
∑

i=1

〈

RSn

(v, dφ(ei)) dφ(ei), v
〉

dvg

and since φ is Fharmonic, τF (φ) = 0, then

d2

dt2
EF (φt)

∣

∣

∣

∣

t=0

=

∫

M

F ′′

(

|dφ|2

2

)

〈∇v, dφ〉2 dvg

+

∫

M

F ′

(

|dφ|2

2

)[

|∇v|2 −
m

∑

i=1

〈

RSn

(v, dφ(ei)) dφ(ei), v
〉

]

dvg. (1.1)

Along this paper we consider variation in directions of vector fields of the subspace £(φ) of

Γ(φ−1TSn) defined by

£(φ) =
{

v̄ ◦ φ, v ∈ R
n+1

}

,

where v̄ is a vector field on Sn given by v̄(y) = v − 〈v, y〉 y for any y ∈ Sn; it is known that v̄ is a
conformal vector field on Sn. Obviously, if φ is not constant, £(φ) is of dimension n + 1.

2. MORSE INDEX FOR FHARMONIC APPLICATION

For any vector field v on Sn along φ, we associate the quadratic form

QF
φ (v) =

d2

dt2
EF (φt)

∣

∣

∣

∣

t=0

.

The Morse index of the Fharmonic map is defined as the positive integer

IndF (φ) = sup
{

dim N,N ⊂ Γ(φ) such that QF
φ (v) negative defined on N

}
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where N is a subspace of Γ(φ). The Morse index measures the degree of the instability of φ which is

called Fstable if IndF (φ) = 0. Let also SF
g (φ) be the Fstressenergy tensor defined by

SF
g (φ) = F ′

(

|dφ|2

2

)

|dφ|2 g − 2

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

+ F ′′

(

|dφ|2

2

)

|dφ|2

2

)

φ∗can. (2.1)

For x ∈ M , we put

So,F
g (φ) = inf

{

SF
g (φ)(X,X), X ∈ TxM such that g(X,X) = 1

}

.

The tensor SF
g (φ) will be called positive (resp. positive defined) at x if So,F

g (φ) ≥ 0 (resp. So,F
g (φ) > 0 ).

Remark 1. F (t) = 1
p (2t)

p

2 , with p ∈ [2,+∞[, Sp
g (φ) is the stressenergy tensor introduced by

Eells and Lemaire for p = 2 ([9])or El Soufi for p ≥ 2, ([13]).
In this note we state the following result

Theorem 1. Let φ be an F harmonic map from a compact m–Riemannian manifold (M,g)

(m ≥ 2) into the Euclidean sphere Sn (n ≥ 2). Suppose that the F stressenergy tensor SF
g (φ) of

φ is positive defined. Then the Morse index of φ, IndF (φ) ≥ n + 1.

Proof. Let w = v̄ ◦ φ ∈ £(φ) and put 〈v, φ〉 = φv. For any point x ∈ M , we denote respectively by

wT (x) and w⊥(x) the tangential and normal components of the vector w(x) on the spaces dφ(TxM)

and dφ(TxM)⊥. Let also {e1, . . . , em} an orthonormal basis of TxM which diagonalizes φ∗can and such
that {dφ(e1), dφ(e2), . . . , dφ(el)} forms a basis of dφ(TxM).

If

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

+
|dφ|2

2
F ′′

(

|dφ|2

2

))

6= 0 at the point x, then

∣

∣wT (x)
∣

∣

2
=

l
∑

i=1

|dφ(ei)|
−2 〈w(x), dφ(ei)〉

2

on the other hand, for any i ≤ l, we have

2

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

+
|dφ|2

2
F ′′

(

|dφ|2

2

))

|dφ(ei)|
2 = |dφ|2 F ′

(

|dφ(x)|2

2

)

− SF
g (φ)(x)(ei, ei) ≤ |dφ|2 F ′

(

|dφ(x)|2

2

)

− So,F
g (φ)(x) (2.2)

so
(

|dφ|2 F ′

(

|dφ(x)|2

2

)

− So,F
g (φ)(x)

)

∣

∣wT (x)
∣

∣

2

≥ 2

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

+
|dφ|2

2
F ′′

(

|dφ|2

2

))

l
∑

i=1

〈w(x), dφ(ei)〉
2

and since,

〈w(x), dφ(ei)〉
2 = 〈v − 〈v, φ〉 φ, dφ(ei)〉

2 = 〈v, dφ(ei)〉
2 = |dφv(ei)|

2

we get
(

|dφ|2 F ′(
|dφ(x)|2

2
) − So,F

g (φ)(x)

)

∣

∣wT (x)
∣

∣

2
≥ 2

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

+
|dφ|2

2
F ′′

(

|dφ|2

2

))

|dφv(x)|2 .

Now, taking into account (2.2), we infer that

2

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

+
|dφ|2

2
F ′′

(

|dφ|2

2

))

|dφv(x)|2 − |dφ|2 F ′

(

|dφ(x)|2

2

)

|v|2
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≤ −|dφ|2 F ′(
|dφ(x)|2

2
)
∣

∣wN (x)
∣

∣ − So,F
g (φ)(x)

∣

∣vT (x)
∣

∣

2
≤ −So,F

g (φ)(x) |w(x)|2 (2.3)

Now the second variation writes as

d2

dt2
EF (φt)

∣

∣

∣

∣

t=0

=

∫

M

F ′′

(

|dφ|2

2

)

〈∇w, dφ〉2 dvg

+

∫

M

F ′

(

|dφ|2

2

)

[

|∇w|2 − |dφ|2 |w|2 + |dφv |
2
]

dvg.

Consequently, we have

QF
φ (v) = 2

∫

M

(

|dφ|2

2
F ′′

(

|dφ|2

2

)

+ F ′

(

|dφ|2

2

))

|dφv |
2 dvg −

∫

M

F ′

(

|dφ|2

2

)

|dφ|2 |w|2 dvg

and taking account of the inequality (2.3), we get that

QF
φ (v) ≤ −2

∫

M

S0,F
g (φ) |v|2 dvg.

Finally since S0,F
g (φ) is positive defined, it follows that QF is negative defined on £(φ). Hence

Ind
F
(φ) ≥ n + 1.

✷

3. MORSE INDEX OF PARTICULAR FHARMONIC MAPS

3.1. Stability of the Identity Map

In this section we borrow ideas from [12] to show the stability of the identity map. Let (M,g) be a
compact manifold and consider the identity I on M which is obviously Fharmonic, the second variation
formula of I writes as

QF
I (v) = F ′′

(m

2

)

m
∑

i=1

∫

M

〈∇ei
v, ei〉

2 dvg + F ′
(m

2

)

∫

M

[

|∇v|2 − RicM (v, v)
]

dvg. (3.1)

If Lv denotes the Lie derivative in the direction of v, the Yano’s formula [22] leads to
∫

M

[

|∇v|2 − RicM (v, v)
]

dvg =

∫

M

[

1

2
|Lvg|

2 − (div (v))2
]

dvg. (3.2)

Now if (ei)i is an orthonormal basis on M which diagonalizes Lvg we obtain as in [12] that

|Lvg|
2 ≥

4

m
(div(v))2 (3.3)

therefore by (3.1), (3.2) and (3.3) we infer that

QF
I (v) ≥

(

F ′′
(m

2

)

+ (2 − m) /mF ′
(m

2

))

∫

M

div(v)2dvg. (3.4)

We deduce the following proposition:

Proposition 1. Let (M,g) be a compact Riemannian manifold of dimension m ≥ 3. Suppose
that

F ′′
(m

2

)

+ (2 − m) /mF ′
(m

2

)

≥ 0. (3.5)

The identity map I on M is F stable.

Remark 2. F (t) = m/(m − 2)e(m−2)/m − t, fulfills the condition (3.5).
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3.2. Morse Index of the Identity Map

Now we are interested by the identity map I on M . Let C and K denote the space of conformal vector
fields and the space of Killing vector fields on M respectively.

Proposition 2. Let (M,g) be a compact mdimensional manifold (m ≥ 3). Suppose that

m − 2

m
F ′

(m

2

)

− F ′′
(m

2

)

> 0 (3.6)

then IndF (I) ≥ dim (C/K).

Proof. Plugging (3.1) in (3.2), we get

QF
I (v) = F ′′

(m

2

)

∫

M

div (v)2 dvg + F ′
(m

2

)

∫

M

[

1

2
|Lvg|

2 − div (v)2
]

dvg (3.7)

and if v is a conformal vector field on M then (see the proof of Theorem 2 in [15])

Lvg = −
2

m
div(v)g (3.8)

where m = dim(M). So (3.7) becomes

QF
I (v) =

(

F ′′
(m

2

)

+
2 − m

m
F ′

(m

2

)

)
∫

M

div (v)2 dvg.

If m−2
m F ′

(

m
2

)

− F ′′
(

m
2

)

> 0, then

QF
I (v) ≤ 0.

The equality holds if div(v) = 0 which means by (3.8) that v is a Killing vector field. Then on the quotient
space C/K, we have

QF
I (v) < 0

i.e.

IndF (I) ≥ dim(C/K).

✷

Remark 3. F (t) = m
m−2e

m−2

m
t + Ct, where C > 0 is a constant, fulfills the condition (3.6).

3.3. Morse Index of the Homothetic Map

Let φ : (M,g) → (N,h) be a homothetic map i.e. φ∗h = k2g where k ∈ R. Clearly |dφ|2h = mk2,
where m = dim(M), in that case the Ftension τF (φ) is proportional to the mean curvature of φ so
φ is Fharmonic if and only if φ is minimal immersion.

Proposition 3. Let φ : (M,g) → (N,h) be an F harmonic homothetic map. Then we have

IndF (φ) ≥ IndF (I)

where I is the identiy map of M .

Proof. The second variation of φ in direction of a vector field v reduces to

QF
φ (v) = F ′′

(

mk2

2

)
∫

M

〈∇v, dφ〉2φ−1−TN dvg

+ F ′

(

mk2

2

)
∫

M

[

|∇v|2 −

m
∑

i=1

〈

RN (v, dφ (ei)) dφ (ei) , v
〉

]

dvg (3.9)
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where {ei}1≤i≤m is an orthonormal basis on M . Let ΓT (φ) the subspace of Γ
(

φ−1TN
)

, consisting of

vector fields on N of the form dφ (X) where X is a vector field on M . The restriction of QI
φ to ΓT (φ),

where I is the identity map on M , is given by (see Lemma 2.5 [15])

QI
φ (dφ(X)) = k2QI

I (X) . (3.10)

As in [15] and since ∇dφ takes its value in the normal fiber bundle of N , we get

〈∇Xdφ (Y ) , dφ(Z)〉 = 〈(∇dφ) (X,Y ) , dφ(Z)〉 + 〈dφ (∇XY ) , dφ(Z)〉 = k2 〈∇XY,Z〉 . (3.11)

Replacing (3.11) and (3.10) in (3.9) we deduce that

QF
φ (dφ(X)) = F ′′

(

mk2

2

)

k2

∫

M

〈∇ei
X, ei〉

2 dvg + F ′

(

mk2

2

)

k2QI
I(X) = k2QF

I (X) .

✷

Propositions (2) and (3) lead to

Corollary 1. Let φ : (M,g) → (N,h) be an F harmonic homothetic map. Suppose that

m − 2

m
F ′

(m

2

)

− F ′′
(m

2

)

> 0

where m = dim(M) ≥ 3.

Then

IndF (φ) ≥ dim (C/K) .

We can deduce an estimation to the Findex of an homothetic Fharmonic from Theorem 1.

Consider φ : (M,g) → (Sn, can) an homothetic map i.e. φ∗can = k2g, k ∈ R; where Sn denotes the
unit Euclidean ndimensional sphere endowed with the canonical metric can. The Fstressenergy
tensor given by (2.1) writes

SF
g (φ) = F ′

(

|dφ|2

2

)

|dφ|2 g − 2

(

F ′

(

|dφ|2

2

)

+ F ′′

(

|dφ|2

2

)

|dφ|2

2

)

|dφ|2

m
g

=

(

(

1 −
2

m

)

F ′

(

|dφ|2

2

)

−
|dφ|2

m
F ′′

(

|dφ|2

2

))

|dφ|2 g.

So SF
g (φ) will be positive defined if

(

1 − 2
m

)

F ′
(

|dφ|2

2

)

− |dφ|2

m F ′′
(

|dφ|2

2

)

> 0. As a consequence of

Theorem 1, we have

Proposition 4. Let φ be an homothetic F harmonic map from a compact m−Riemannian
manifold (M,g) (m ≥ 3) into the Euclidean sphere Sn. Suppose that

(

1 −
2

m

)

F ′

(

|dφ|2

2

)

−
|dφ|2

m
F ′′

(

|dφ|2

2

)

> 0. (3.12)

Then the Morse index of φ, IndF (φ) ≥ n + 1.

Remark 4. The function F (t) = m2

m−2e
m−2

m2
t, with m ≥ 3 fulfills the condition (3.12) for homoth

etic maps φ : (M,g) → (Sn, can) i.e. φ∗can = k2g provided that k2 < m.

Remark 5. The space C of conformal vector fields on the unit Euclidean sphere Sn is of

dimension 1
2 (n + 1) (n + 2) and that of Killing vector fields K is of dimension 1

2n (n + 1). Then

dim(C/K) = n + 1. So we recover the result given by Corollary 1.
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Abstract In this note, we show that some F -harmonic maps into spheres are
global maxima of the variations of their energy functional on the conformal
group of the sphere. Our result extends partially those obtained in [17] and
[19] for harmonic and p-harmonic maps.
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1 Introduction

Harmonic maps have been studied first by J. Eells and J.H.Sampson in the
sixties and since then many articles have appeared ( see [6], [13], [17], [20],
[21], [25]) to cite a few of them. Extensions to the notions of p-harmonic,
biharmonic, F -harmonic and f -harmonic maps were introduced and similar
research has been carried out (see [1], [2], [3], [7], [16], [19], [22], [24]). Harmonic
maps were applied to broad areas in sciences and engineering including the
robot mechanics ( see [5], [8], [9] ).

In this paper for a C2-function F : [0,+∞[→ [0,+∞[ such that F ′(t) > 0
on t ∈ ]0,+∞[, we look for sufficient conditions which present F -harmonic
maps into spheres as global maxima of the energy functional. Our result ex-
tends similar results obtained in [18] and [19] for harmonic and p-harmonic
maps.

Let (M, g) and Sn be, respectively, a compact Riemannian manifold of
dimension m ≥ 2 and the unit n-dimensional Euclidean sphere with n ≥ 2
endowed with the canonical metric can induced by the inner product of Rn+1.

Dept. Mathematics, Faculty of Sciences
University Abou-Bekr Belkaid Tlemecn, Algeria
E-mail: m benalili@mail.univ-tlemcen.dz



2 Mohammed Benalili, Hafida Benallal

For a C1- application φ : (M, g) −→ (Sn, can), we define the F -energy
functional by

EF (φ) =

∫

M

F

(
|dφ|

2

2

)
dvg,

where |dφ|
2

2 denotes the energy density given by

|dφ|
2

2
=

1

2

m∑

i=1

|dφ(ei)|
2

and where {ei} is an orthonormal basis on the tangent space TxM and dvg is
the Riemannian measure associated to g on M .

Let φ−1TSnand Γ
(
φ−1TSn

)
be, respectively, the pullback vector fiber

bundle of TSn and the space of sections on φ−1TSn. Denote by ∇M , ∇Sn

and
∇, respectively, the Levi-Civita connections on: TM , T Sn and φ−1TSn. Recall
that ∇ is defined by

∇XY = ∇Sn

φ∗X
Y

where X ∈ TM and Y ∈ Γ
(
φ−1TSn

)
.

Let v be a vector field on Sn and denote by (γvt )t the flow of diffeomor-
phisms induced by v on Sn i.e.

γv0 = id ,
d

dt
γvt t=0 = v (γvt ) .

Denote by φt = γvt oφ the flow generated by v along the map φ. The first
variation formula of EF (φ) is given by

d

dt
EF (φt) |t=0=

∫

M

F ′

(
|dφt|

2

2

)
〈∇∂tdφt, dφt〉 |t=0 dvg

= −

∫

M

〈v, τF (φ)〉 dvg

where τF (φ) = traceg∇
(
F ′
(
|dφ|2

2

)
dφ
)
is the F -tension.

Definition 1 φ is said F -harmonic if and only if τF (φ) = 0 i.e. φ is a critical
point of the F -energy functional EF .

Let v ∈ R
n+1 and set v̄(y) = v − 〈v, y〉 y for any y ∈ Sn. It is known that

v̄ is a conformal vector field on Sn i.e. (γvt )
∗
can = α2

t can where (γvt )t denotes
the flow induced by the vector field v̄. The expression of αt is given in [17] by

αt =
|v|

|v| cht+ φvsht
. (1)

where φv (x) = 〈v, φ (x)〉 and 〈., .〉 the inner product on the Euclidean space
R

n+1. Denote by £(φ) the subspace of Γ (φ−1TSn) given by

£(φ) =
{
v̄ ◦ φ, v ∈ R

n+1
}
.

Obviously, if φ is not constant, £(φ) is of dimension n+ 1.
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2 F -harmonic maps as global maxima

For any v ∈ £(φ), we denote by (γvt )t∈R the one parameter group of con-
formal diffeomorphisms on Sn induced by the vector v̄. For a C2-function
F : [0,+∞[→ [0,+∞[ such that F ′(t) > 0 in ]0,+∞[.

Now we introduce the following tensor field

SF
g (φ) = F ′

(
|dφ|

2

2

)
|dφ|

2

2
g

−

[
F ′

(
|dφ|

2

2

)
+
|dφ|

2

2
F ′′

(
|dφ|

2

2

)]
φ∗can.

For x ∈M , we set

So,F
g (φ) (x) = inf

{
SF
g,v(φ)(X,X), X ∈ TxM such that g(X,X) = 1

}
.

The tensor SF
g (φ) (x) will be said positive ( resp. positive defined) at x if

So,F
g (φ) (x) ≥ 0 (resp. So,F

g (φ) (x) > 0).

Example 1 For F (t) = 1
p
(2t)

p
2 , with p = 2 or p ≥ 4, Sp

g (φ) is the stress-energy

tensor introduced, respectively, by Eells and Lemaire for p = 2 [12] and modulo
a multiplied positive constant by El Soufi for p ≥ 4 [16], so we may call SF

g (φ)
the stress-energy tensor of φ.

Indeed if F (t) = t then F ′(t) = 1, F ′′(t) = 0 and

SF
g (φ) =

|dφ|
2

2
g − φ∗can.

In the case F (t) = 1
p
(2t)

p
2 , with p ≥ 4, F ′(t) = (2t)

p
2−1, F ′′(t) = (p− 2) (2t)

p
2−2

and

SF
g (φ) =

1

2
|dφ|

p
g −

p

2
|dφ|

p−2
φ∗can =

p

2

(
1

p
|dφ|

p
g − |dφ|

p−2
φ∗can

)

The function F is called admissible if F satisfies

B =


F ′′(α2

t oφ.
|dφ|2

2 )

F ′(α2
t oφ.

|dφ|2

2 )
α2
t oφ−

F ′′
(
|dφ|2

2

)

F ′
(
|dφ|2

2

)


φv ≥ 0

and the stress-energy tensor SF
g (φ) of φ fulfills

SF
g (γtoφ) ≥ α2

t oφ.S
F
g (φ)

where γt is the one parameter group of conformal transformations induced by
the vector field v ( defined above) on the euclidean sphere Sn and αt is given
by (1).
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The function F (t) = 1
p
(2t)

p
2 for p = 2 and p ≥ 4 and t ≥ 0 is admissible.

Indeed, for F (t) = 1
p
(2t)

p
2 we have B = 0 and for any conformal diffeo-

morphism γ on the euclidean sphere, we have

SF
g (γoφ) =

1

2
|d (γtoφ)|

p
g −

p

2
|d (γtoφ)|

p−2
φ∗can

so if we let |d (γtoφ)|
2
= α2

t oφ. |dφ|
2
, we get

SF
g (γtoφ) = α2

t oφ.

(
1

2
|dφ|

p
g −

p

2
|dφ|

p−2
φ∗can

)

= α2
t oφ.S

F
g (φ) .

The F (t) = 1+at−e−t, for t ∈ [0,+∞[ where a = maxx∈M
|dφ|2

2 is admissible
provided that the conformal diffeomorphism on the euclidean sphere Sn is
contracting that means that the function φv given in the expression of (1) is
nonnegative.

Indeed, we have

B =

(
−.α2

t oφ
e−α2

toφ
|dφ|2

2

a+ e−α2
toφ

|dφ|2

2

+
e−

|dφ|2

2

a+ e−
|dφ|2

2

)
φv

Putting u = α2
t oφ ∈ ]0, 1], we consider the function ϕ (u) = −.u e

−u
|dφ|2

2

a+e
−u

|dφ|2

2

+

e
−
|dφ|2

2

a+e
−
|dφ|2

2

,we get

ϕ′ (u) =

(
|dφ|

2

2
u− a− e−|dφ|

2u

)
e−

|dφ|2

2

(
a+ e−

|dφ|2

2 u
)2

and it is obvious that ϕ′(u) ≤ 0, hence ϕ is a decreasing function on ]0, 1] i.e.
ϕ(u) ≥ ϕ(1) = 0. Consequently B ≥ 0.

Now

SF
g (γtoφ) (X;X) =

(
a+ e−

|d(γtoφ)|2

2

)
|d (γtoφ)|

2

2
g (X,X)

−

[(
a+ e−

|d(γtoφ)|2

2

)
−
|d (γtoφ)|

2

2
e−

|d(γtoφ)|2

2

]
(γtoφ)

∗
can (X,X) .

= α2
t oφ

(
a+ e−α2

toφ
|dφ|2

2

)
|dφ|

2

2
g (X,X)

−α2
t oφ

[(
a+ e−α2

toφ
|dφ|2

2

)
− α2

t oφ
|dφ|

2

2
e−α2

toφ
|dφ|2

2

]
φ∗can (X,X)
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= α2
t oφ

(
a+ e−

|d(γtoφ)|2

2

)[
1

2
|dφ|

2
g (X,X)− φ∗can (X,X)

]

+α2
t oφ

|dφ|
2

2
e−α2

toφ
|dφ|2

2 φ∗can (X,X) .

An other example is the following function F (t) = (1 + 2t)
α
where 0 < α < 1,

the F -energy is the α-energy of Sacks-Uhlenbeck ( see [23] ). In fact

B = (α− 1)

(
1

1 + α2
t oφ. |dφ|

2α
2
t oφ−

1

1 + |dφ|
2

)
φv

=
(α− 1)

(
α2
t oφ− 1

)
(
1 + α2

t oφ. |dφ|
2
)(

1 + |dφ|
2
)φv ≥ 0

provided that φv ≥ 0.
And for vector field X on M , we have

SF
g (γtoφ) (X;X) = 2α

(
1 + α2

t oφ |dφ|
2
)α−1

α2
t oφ

|dφ|
2

2
g (X,X)−

[
2α
(
1 + α2

t oφ |dφ|
2
)α−1

+ 4α (α− 1)
(
1 + α2

t oφ |dφ|
2
)α−2

α2
t oφ

]
α2
t oφ.φ

∗can (X,X)

=

[
2α
(
1 + α2

t oφ |dφ|
2
)α−1

α2
t oφ

(
|dφ|

2

2
g (X,X)− φ∗can (X,X)

)
+

4α (1− α)
(
1 + α2

t oφ |dφ|
2
)α−2

α2
t oφ.φ

∗can (X,X)

]

and taking account of the positivity of the stress-energy tensor of φ and the
fact that φv ≥ 0, we infer that

SF
g (γtoφ) (X,X) ≥ α4

t oφ.S
F
g φ (X,X) .

Remark 1 φv ≥ 0 occurs for example if φ(M) is included in the positive half-
sphere Sn+ = {x ∈ Sn : 〈x, v〉 ≥ 0}.

In this section we state the following result

Theorem 1 Let F : [0,+∞[ → [0,+∞[ be an admissible function and φ be
an F -harmonic map from a compact m-Riemannian manifold (M, g) (m ≥ 2)
into the Euclidean sphere Sn (n ≥ 2). Then for any conformal diffeomorphism
γ on Sn, EF (γoφ) ≤ EF (φ) ( resp. EF (γoφ) < EF (φ) ) provided that the
stress-energy tensor SF

g (φ) is positive (respectively positive defined).

Remark 2 In case F (t) = 1
p
(2t)

p
2 , p = 2 or p ≥ 4 the condition φv ≥ 0 is not

needed since B = 0, so our result recover the ones by El-Soufi in [16] and [18].

To prove Theorem 1, we need the following lemmas
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Lemma 1 Let φ : (M, g) → (N, h) be a smooth map and γ be a conformal
diffeomorphism on N , then the F -tension of the map γoφ, is given by

τF (γoφ) = 2α−1oφ.F ′(α2oφ
|dφ|

2

2
)dγ

(
dφv −

|dφ|
2

2
∇αoφ

)

+fdγ (τF (φ)) + dγ

(
F ′

(
|dφ|

2

2

)
dφ (∇f)

)
.

where f =
F ′

(

α2oφ
|dφ|2

2

)

F ′
(

|dφ|2

2

) and γ∗can = α2can.

Proof We follow closely the proof in ([19]).

τF (γoφ) = traceg∇

(
F ′

(
|d (γoφ)|

2

2

)
d (γoφ)

)
= F ′

(
|d (γoφ)|

2

2

)
trace (∇d (γoφ))

+d (γoφ)

(
∇F ′

(
|d (γoφ)|

2

2

))

where ∇F ′
(
|d(γoφ)|2

2

)
is the gradient of F ′

(
|d(γoφ)|2

2

)
in M .

Since γ is a conformal diffeomorphism on Sn, we have

τF (γoφ) = F ′

(
α2oφ

|dφ|
2

2

)
τ (γoφ) + d (γoφ)

(
∇F ′

(
α2oφ

|dφ|
2

2

))

= F ′

(
α2oφ

|dφ|
2

2

)
(traceg∇

γdγ (dφ, dφ) + dγ.τ (φ))+d (γoφ)

(
∇F ′

(
α2oφ

|dφ|
2

2

))

= F ′

(
α2oφ

|dφ|
2

2

)
traceg∇γdγ (dφ, dφ) +

1

F ′
(
|dφ|2

2

)dγ (τF (φ))




−
F ′(α2oφ

|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

) d (γoφ)

(
∇F ′

(
|dφ|

2

2

))
+ d (γoφ)

(
∇F ′

(
α2oφ

|dφ|
2

2

))
.

Putting f =
F ′(α2oφ

|dφ|2

2 )

F ′
(

|dφ|2

2

) we get

τF (γoφ) = F ′(α2oφ
|dφ|

2

2
)traceg∇

γdγ (dφ, dφ) + fdγ (τF (φ))

+F ′

(
|dφ|

2

2

)
d (γoφ) (∇f) .
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Now since γ : (N, γ∗can)→ (N, can) is an isometry then, if ∇̃ denotes the
connection corresponding to γ∗can, we have

∇γdγ(X,Y ) = dγ
(
∇̃XY −∇XY

)

and since ( see [19])

∇̃XY −∇XY = α−1 (〈X,∇α〉Y + 〈Y,∇α〉X − 〈X,Y 〉∇α)

we obtain

traceg∇
γdγ (dφ, dφ) = 2α−1oφ.dγ

(
dφ (∇αoφ)−

|dφ|
2

2
∇αoφ

)
.

Finally we infer that

τF (γoφ) = 2α−1oφ.F ′(α2oφ
|dφ|

2

2
)dγ

(
dφ (∇αoφ)−

|dφ|
2

2
∇αoφ

)

+fdγ (τF (φ)) + F ′

(
|dφ|

2

2

)
dγodφ (∇f) .

Lemma 2 Let φ be an F -harmonic map from an m-dimensional Riemannian
manifold (M, g) (m ≥ 2) into the Euclidean unit sphere (Sn, can) (n ≥ 2).

Then for any v ∈ Rn+1 − {0} and any to ∈ R we have

d

dt
EF (γvt oφ)t=to

=

−2
shto

|v|

∫

M

α3
to
oφ.F ′

(
α2
to
oφ.
|dφ|

2

2

)(
|dφ|

2
|voφ|

2
− |dφv|

2
)
dvg

−

∫

M

α2
to
oφ.F ′

(
|dφ|

2

2

)
〈dφ (∇fto) , voφ〉 dvg

where fto =
F ′

(

α2
to

oφ
|dφ|2

2

)

F ′
(

|dφ|2

2

) , γ∗can = α2
to
can

and

αto =
|v|

φvshto + |v| chto
.

Proof Recall that the first variation formula of the F -energy is given by

d

dt
EF (γvt oφ)t=to

= −

∫

M

〈
τF
(
γvtooφ

)
, vo (γvtooφ)

〉
dvg.

By Lemma 1 and the fact that φ is F -harmonic we get

d

dt
EF (γvt oφ)t=to

=
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−

∫

M

2αtooφ.F
′

(
α2
to
oφ.
|dφ|

2

2

)〈
(∇αtooφ)

T
−
|dφ|

2

2
∇αtooφ, voφ

〉
dvg

−

∫

M

F ′

(
|dφ|

2

2

)
〈dφ (∇fto) , voφ〉 dvg

and since ( see [19] )

∇αv
to

= −

(
αv
to

)2

|v|
shtov (2)

we have

〈∇αtooφ, voφ〉 = −

(
αv
to

)2

|v|
shto |voφ|

2
. (3)

Now let (e1, ..., em) be an orthogonal basis on M

〈
(∇αtooφ)

T
, voφ

〉
=

m∑

i=1

〈∇αtooφ, dφ(ei)〉 〈voφ, dφ(ei)〉

= −
shto

|v|
(αtooφ)

2
m∑

i=1

〈voφ, dφ(ei)〉
2

= −
shto

|v|
(αtooφ)

2
|dφv|

2
.

Hence
d

dt
EF (γvt oφ)t=to

=

−2
shto

|v|

∫

M

α3
to
oφ.F ′

(
α2
to
oφ.
|dφ|

2

2

)(
|dφ|

2

2
|voφ|

2
− |dφv|

2

)
dvg

−

∫

M

α2
to
oφ.F ′

(
|dφ|

2

2

)
〈dφ (∇fto) , voφ〉 dvg.

We set

g(t) =

∫

M

α2
t oφ.F

′

(
|dφ|

2

2

)
〈dφ (∇ft) , voφ〉 dvg.

Lemma 3
g(t) =

∫

M

α3
t oφ.F

′′(α2
t oφ.

|dφ|
2

2
) |dφ|

2
〈dφ (∇ (αtooφ)) , voφ〉 dvg

+

∫

M

α2
t oφ.


F ′′(α2

t oφ.
|dφ|

2

2
)α2

t oφ−
F ′(α2

t oφ.
|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

) F ′′

(
|dφ|

2

2

)
 φv

|v|
|dφ|

2
dvg.
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Proof First, we compute ∇ft

∇ft =
F ′′(α2

t oφ.
|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

)
(
αtoφ. |dφ|

2
∇ (αtoφ) + α2

t oφ. 〈∇dφ, dφ〉
)

−
F ′(α2

t oφ.
|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

)2 F ′′

(
|dφ|

2

2

)
〈∇dφ, dφ〉

=
F ′′(α2

t oφ.
|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

) αtoφ |dφ|
2
∇ (αtoφ)

+



F ′′(α2

t oφ.
|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

) α2
t oφ−

F ′(α2
t oφ.

|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

)2 F ′′

(
|dφ|

2

2

)
 〈∇dφ, dφ〉 .

Then

g(t) =

∫

M

α2
to
oφ.F ′

(
|dφ|

2

2

)
〈dφ (∇fto) , voφ〉 dvg

=

∫

M

α3
to
oφ.F ′′(α2

to
oφ.
|dφ|

2

2
) |dφ|

2
〈dφ (∇ (αtooφ)) , voφ〉 dvg

+

∫

M

α2
to
oφ.


F ′′(α2

to
oφ.
|dφ|

2

2
)α2

to
oφ−

F ′(α2
to
oφ.

|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

) F ′′

(
|dφ|

2

2

)
 (4)

×
〈
dφ
(
∇|dφ|

2
)
, voφ

〉
dvg.

Let {e1, ..., em} be a basis of TxM which diagonalizes φ∗can, we have

〈
dφ

(
∇
|dφ|

2

2

)
, voφ

〉
= 〈∇eidφ, dφ〉 〈voφ, dφ(ej)〉 〈dφ(ei), dφ(ej)〉

= 〈∇eidφ, dφ〉 〈voφ, dφ(ej)〉φ
∗can (ei, ej)

= 〈∇voφdφ (ej) , dφ (ej)〉

=
〈
∇dφ(ej)voφ, dφ (ej)

〉
+ 〈[voφ, dφ (ej)] , dφ (ej)〉 .

Likewise we get

〈[voφ, dφ (ej)] , dφ (ej)〉 = −
1

2

d

dt
|t=0 γ

∗
t |dφ (ej)|

2

= −
1

2

d

dt
|t=0 α

2
t |dφ (ej)|

2
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and taking account of (1) we obtain that

〈[voφ, dφ (ej)] , dφ (ej)〉 =
φv

|v|
|dφ (ej)|

2

so we infer that
〈
dφ

(
∇
|dφ|

2

2

)
, voφ

〉
=
φv

|v|
|dφ|

2
+
〈
∇ejvoφ, dφ (ej)

〉

and 〈
∇ejvoφ, dφ (ej)

〉
= ∇ej 〈voφ, dφ (ej)〉 −

〈
voφ,∇ejdφ (ej)

〉

= ∇ej 〈v, dφ (ej)〉 −
〈
voφ,∇ejdφ (ej)

〉

=
〈
v,∇ejdφ (ej)

〉
−
〈
voφ,∇ejdφ (ej)

〉

=
〈
v − voφ,∇ejdφ (ej)

〉
= 0.

Hence 〈
dφ

(
∇
|dφ|

2

2

)
, voφ

〉
=
φv

|v|
|dφ|

2
. (5)

Now set

ϕ(to) = 2
shto

|v|

∫

M

α3
to
oφ.F ′

(
α2
to
oφ.
|dφ|

2

2

)(
−
|dφ|

2

2
|voφ|

2
+ |dφv|

2

)
dvg

−

∫

M

α3
to
oφ.F ′′(α2

to
oφ.
|dφ|

2

2
)
|dφ|

2

2
〈dφ (∇ (αtooφ)) , voφ〉 dvg

and since by (2) we have

〈dφ (∇ (αtooφ)) , voφ〉 = −
shto

|v|
α2
to
oφ |dφv|

2

we get

ϕ(to) = 2
shto

|v|

∫

M

α3
to
oφ.

[(
F ′

(
α2
to
oφ.
|dφ|

2

2

)
+ α2

to
oφ.
|dφ|

2

2
F ′′

(
α2
to
oφ.
|dφ|

2

2

))
|dφv|

2

(6)

−F ′

(
α2
to
oφ.
|dφ|

2

2

)
|dφ|

2

2
|voφ|

2

]
dvg.

or

ϕ(to) = −2
shto

|v|

∫

M

α3
to
oφ.SF

g (γvt oφ) dvg.
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Proof ( of Theorem 1) Recall ( see [14] ) that for any conformal diffeomor-
phism γ of the unit sphere Sn there exist an isometry r ∈ O (n+ 1), a real
number t ≥ 0 and a vector v ∈ Rn+1 − {0} such that γ = roγvt , so it suffices
to consider γvt with t ≥ 0 and v ∈ Rn+1 − {0}.

On the other hand

d

dt
EF (γvt oφ) = ϕ(t) + χ(t)

where

χ(t) = −

∫

M

α2
t oφ.


F ′′(α2

t oφ.
|dφ|

2

2
)α2

t oφ−
F ′(α2

t oφ.
|dφ|2

2 )

F ′
(
|dφ|2

2

) F ′′

(
|dφ|

2

2

)
 φv

|v|
|dφ|

2
dvg

and ϕ (t) is given by (6). Now, since the function F is admissible we infer
that χ(t) ≤ 0 . Since the energy stress-tensor SF

g (γoφ) = SF
g (γtoφ) of γoφ is

positive ( resp. positive defined ) by assumption and

SF
g (γtoφ) = F ′

(
|d (γtoφ)|

2

2

)
|d (γtoφ)|

2

2
g

−

[
F ′

(
|d (γtoφ)|

2

2

)
+
|d (γtoφ)|

2

2
F ′′

(
|d (γtoφ)|

2

2

)]
(γtoφ)

∗
can

= α2
t oφ

[
F ′

(
α2
t oφ

|dφ|
2

2

)
|dφ|

2

2
g − F ′

(
α2
t oφ

|dφ|
2

2

)

−α2
t oφ

|dφ|
2

2
F ′′

(
α2
t oφ

|dφ|
2

2

)]
φ∗can

so the tensor

F ′

(
α2
t oφ

|dφ|
2

2

)
|dφ|

2

2
g−

(
F ′

(
α2
t oφ

|dφ|
2

2

)
+ α2

t oφ
|dφ|

2

2
F ′′

(
α2
t oφ

|dφ|
2

2

))
φ∗can

is positive ( resp. positive defined ). Consequently ϕ(t) ≤ 0 (resp. ϕ(t) < 0)
for any t ≥ 0 and the proof of Theorem 1 is complete.
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