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0.2 Introduction

0.2.1 Objectif

Dans plusieurs domaines nous sommes confrontés a des phénomeénes complexes
et aléatoires ol la prise de décision est assez difficile. Les outils de la théorie des
tests ont pour objectif d’aider a faire des choix entre différentes alternatives.

De facon générale, il s’agit de décider & partir des observations d’'un modéle
choisi a priori si on peut choisir entre deux hypotheéses.

Reéaliser un test statistique consiste & mettre en oeuvre une procédure per-
mettant :

-De confronter une hypotheése avec la réalité, ou plus exactement avec ce que
lon percoit de la réalité & travers les observations disponibles

-De prendre une décision & la suite de cette confrontation.

La théorie statistique des tests est trés bien développée et permet de répondre
a ce genre de problémes.



0.2.2 Problématique

Souvent nous sommes confrontés & tester un médicament s’il est efficace. Aussi
nous voulons savoir si des piéces sortant d’une machine sont-elle conformes a
un usage . De méme si des génes sont significativement exprimés de maniére
différente dans un tissu pathologique. Ce sont des questions auquelles des tests
statistiques peuvent apporter des réponses adéquates. Cependant nous devons
respecter quelques conditions qui sont les suivantes :

a. La question doit étre posée de sorte qu’il n’yait que
deux réponses possibles:"OUI" ou "NON".

b. Une expérimentation planifiée doit fournir des données
relatives a cette question.

c. Les données doivent étre considérées comme la réalisation
de variables aléatoires décrites par un modéle statistique.

d. La réponse a la question se traduit par 1’acceptation ou
le rejet d’une hypothése formulée par le modéle précédent.

0.2.3 Généralités sur les tests

Forme des hypothéses En statistiques des tests nous disposons de deux
hypothéses notée Hy dite hypothése nulle et d’une hypothése altérnative notée
H;.

Par des procédés statistiques et au vu des observations nous devons confirmer
I'une des hypotheéses précédentes.

De fagon générale, les hypothéses Hy et H; ne jouent pas des roles
symétriques et la formulation de Hy doit respecter certaines régles scientifiques.
Hy est 'hypothése comménument admise, sauf si une expérience vient la
refuter. Elle est conservée si les résultat de ’experience ne sont pas concluants.
Par analogie avec la justice, Hy est par exemple la présomption d’innocence pour
un individu et des éléments matériels sont requis pour rejeter Hy et prouver la
culpabiliteé.

Soit X une v.a. suivant un loi paramétrique Px = Py ou le paramétre § € ©
un espace paramétrique C R.On observe un échantillon (X ...,X,) de la loi Py.

Les hypothéses Hy et Hise formulent souvent sous cette forme:

Hy: 6 € ©g contre Hy: 6 € ©,

oul Oy contre ©; sont des parties de R.

dans le cas oul ces ensembles sont des singletons on présente les hypothéses
sous la forme suivante:

Hy: 0 =6 contre Hy: 0 =106,

Elles sont appelées hypothéses simples.

Dans d’autres situations les parties ©g et ©1 sont de la forme suivante:



Hy: 0=0¢ contre Hy: 0 < 6,
Hy: 6 =6y contre Hy: 6 > 604
Hy: 6> 0y contre Hy:0 < 6
etc...

Ces hypotheses altérnatives sont appelées composites.

Principe d’un test

La construction d’un test pour tester une hypothése Hy contre
H; repose sur la détermination d’une région de rejet notée D.

Si les observations (Xj....,X,,) € D on rejette Ho.Sinon on accepte
Hp.

Risques -Niveau et Puissance Dans un test d’hypothéses statistiques,
il existe deux risques d’erreurs:

Risque de premiére espéce : c’est rejet de 'hypotheése Hy alors qu’elle est
vraie.

Ce risque est noté a=supgco, Pm, (D)

Risque de deuxiéme espéce : C’est l'acceptation de I’hypothése Hy alors
qu’elle est fausse

Ce risque est noté 1- 3.

la fonction puissance du test notée 5, est la probabilitée de rejet de Hg
alors qu’elle est fausse 3y =Pg(D) , 0 € ©;

la puissance d’un test mesure donc son aptitude & bien rejeter une hypothése
fausse .

En théorie des tests et plus généralement en statistique inférentielle on
cherche & construire des tests uniformément les plus puissants (UPP).

Exemple

Dans cet exemple nous montrons I'importance de la formulation des hypothéses
et les risques associés.

Pour la consommation de ’eau potable nous considérons p la moyenne du
niveau de radioactivité en picoucuries par litre.

La valeur p =5 est considérée comme la valeur critique entre eau potable et
non potable.On peut donc tester:

Ho:"p > 5"contre Hy:"p < 5"

Hy est "I'eau est toxique" contre H; "’eau est potable"

L’érreur de premiére espéce a pour conséquences de laisser boire de 1’eau
toxique

alors que l'erreur de deuxiéme espéce conduit au rejet de ’eau potable.

la puissance d’un test serait la possibilité du rejet de ’eau toxique.

Démarche d’un test

Apres avoir défini ’hypothése Hg liée au modéle statitique sous-jacent, la dé-
marche d’un test suit les étapes suivantes:



1- Choix de Hy et Hjet fixer o

2- Détermination de la région de rejet D en fonction de a et Hy.
3- Calcul de la valeur observée de la statistique de test.

4- Conclusion : rejet ou acceptation de Hy au risque a.

5 - Cacul de la puissance du test §,.



Chapter 1

Tests d’égalité

1.1 Test d’égalité de moyenne

1.1.1 Definitions

Dans cette section , la question posée est de comparer deux moyennes de deux
échantillons. On veut tester :

Ho: py = py contre Hi: py # po

c’est & dire les deux échantillons proviennent de la méme population contre
qu’ils proviennent de populations différentes.

On considére deux variables X7 et Y7 gaussiennes de moyennes j1; et o et de
méme variance o2 et on tire deux échantillons d’effectifs n; et np indépendants.

X, et Y, désigne les moyennes empiriques :

on a

__ 1 n 1 n 1 n 2
fuar(an) = va’r(n—l Z ' Xz) = ﬁva'r(z ' Xz) =— ' ’UCL’I"(Xi) = 0-7
1



— 1 o
var(Y,,) = var(— Y,)=—.
(Vo) = var( 3 %) = 7
I’écart type est :
— o

N et 0(Yy,) = \/772

Pour n; > 30 et ny > 30 et par le théoréme central limite pour ¢ connu :

U(Ym) =

T, = Xm%E(X"I) — N(0,1)

o(Xn,)
et encore:
J— 0'2
XTL1 = N(.u“h ;1)
de méme pour Y,
2
— o
Yn2 — N(,U,2, n72)

Le test d’hypothese

Ho :pq = py contre Hy py # 1y o -
est basé sur la loi des différences de moyennes des variables X,, et Y,

qui sont des variables indépendantes car elles proviennent de deux échantillons

indépendants.
on a
E(X,, —Yn,)=EX,,)—-EY,,) =1 — .
— — _ . o2 o2
UG/I’(an - Yng) = 'UU/T(an) + ’UCLT(YnZ) = — 4+ —.
n1 o
Donc:

Xy =Y, = N(uy — pig, 0 (— + —
n1 Up)

et pour n; ,ng > 30
Xy = Vo, — (g —
1 2 (N’l :U‘Z) N(O, 1)

Z("lﬁu) =
0'2 0'2
— 4 —
n1 n9

Maintennant si o est inconnu ,dans ce cas on prend nij=ns = n et on le
remplace par la variance empirique
n ¥ )2
2ima (Xi = Xa)
n—1

S2 =



Pour la loi de la v a

7 Xy =Yoo — (py — pa) _Yn_?n_(ﬂl_lb) _yn_yn_(ﬂl_lb) _

|

n— Y — (1

— fg)

Q
e

5.5 = s

=

n n n
on sait que le numérateur suit la loi N(0,1) et le dénominateur est une
variable de x2_, divisée par son degré de liberteé.

Par le théoréme de Fisher: le numérateur et le dénominateur sont des v a
indépendantes et leur rapport définit une nouvelle loi de probabilitée usuelle en
statistique,appelée loi de Student & n-1 degré de liberté notée T}, _1

D’ou

Zn — Tn—l

1.1.2 Test d’hypothése bilatéral

on veut tester si les deux échantillons ont la méme moyenne:
Ho : pqg = po
Hi:py # po

Expression du test

on considére la fonction test ¢ suivante

1 si | X, —Y,
e(Xl,...,an,Yl,...Ym):{ ! [Xn, -

Région de rejet

La région de rejet D est définie par :

D:{(le cey Xn1 ) Y17 Ynz)/|Xn1 - Ynz |>k}

Le principe du test est le suivant :

si (X1, ey Xngy Y1, .Yn,) = 1 &|X,,, — Y,,|>k ; on rejette Hy sinon on
I’accepte.

Soit « un risque fixé o = Py, (D)

Détermination de k

D’aprés ce qui précéde on a:

— o?  o?

(n—1)S52
0-2

(n—1)




Sous Hy nous avons :

— — 1 1
Xn _Yn :>N07 (— -
V=V = N+ )
D’ou pour ny ,ny > 30
Yn *?n
an,nz = 712 22 - N(O, 1)
ni T omg
_ _ X, -Y, k
@ = Puy (D) = Py (Ko, = Vs | > ) = Py (el o B
oy — + — o\ — + —
ni n2 ni n2
k
o= PH0(|Z711,712| > ﬁ)
o4/ — + —
ni n2
on pose :
’ B k
a/2 — 1 1
o/ — +—
n1 no
on a aussi

k.
/1 1
o\ — + —
n1 no
Soit Z~ N(0,1)

On obtient le graphe suivant de la densite de Z ~ N(0, 1):

170‘:PH0(|Z711,H2‘ < ):PHo(it(x/2 <Zﬂ1,n2 <ta/2)

X L

D’ou o o
5 = PHO(Z > ta/g) = Fz(ta/g) =1- 5



On détermine t,, /5 & partir de la table de la loi centrée réduite
par suite :

o2 o2
k' = ta/? * — 4+ —
ny Up)
et donc la région de rejet devient :
_ _ o2 o2
D = {(X1,., X0, Y1,.Y0,) /| X0y = Yo >tapx )/ —+—}
nq no
Yn _?n
= {(Xla---aXn17Y17~-~Yn2)/% >ta/2}
ni | ng

Reégles de décision

on definit les decisions suivantes :
Si | Zn, my| >ta)2,0n rejette Ho,
Si | Zn, ny|<ta/2, on accepte Hy.

Mise en oeuvre du test

Une valeur z de la variable aléatoire Z,,, ,,est calculée par

Tny = Yn,

/o2 fokd
ny + no

On la calcule & partir des deux échantillons et nous utilisons les régles de
décision précédentes pour dire si les deux échantillons proviennent de la méme
population ou non.

Calcul de la fonction puissance du test

Nous commencons par calculer le risque de deuxiéme espéce:

— Xn, =Y, Xn, =Y,
1_50:PH1(D):PH1(‘ 12 22| S1504/2):PH1(_7§0¢/2§%Stozm)

gz 4 9 a- o

ny no ny no

Sous H; : py # po; nous avons d’aprés le théoréme central limite et pour
ni,ng > 30 :

X0 =V, — (1 —
:;1 = 1 2 (lul MQ) N(O, 1)
’ o2 o2
g

10



(11 — poy _ 4]

Notons A = = =~ = = ol 0=y — lhg
mtm Vmtn
Donc:
1- 69 = PHl(_ta/Z - A < Z’Zhnz < ta/2 - )‘)
avec

5i Z ~N(0,1) alors 1—py=Fz(tas — ) — Fz(—tas2 — M)

D’ou la fonction puissance:

Bog=PB(0) =1—Fz(tajs —A) + Fz(—tap —A)
Si on pose
u7:7ta/2 - )‘a u”:tu/Q - A
La fonction puissance devient :

B(6) = 1+ Fo() — Fy(u")
qui est ’aire comprise au dessous de la courbe centrée réduite et en dehors
de lintervalle [u’,u”].
la longueur de [u’,u”] est u”-u’=2t, /,=constante.
Siu'<0 = Fz(u')=1—Fz([v|)
Siu'<0= Fz(u")=1— Fz(Ju"])
On conclut que : si u’<0:

5(5) = 2—Fz(|u]) = Fz(|u"]) si u" >0
1= Fz(|W)) + Fz(lu”]) si w’ <0

et si u’>0:

sy < { LT Fe(D) = Fa(u'l) - si w” >0
B Fy(Jw'|) + Fz(Ju") siu’ <0

Exemple 1 :Comparaison de production laitiéres de deux races bovines

On désire comparer les productions laitiéres de deux races bovines qui provien-
nent de la méme région :
Pour cela on choisit au hasard et indépendament 50 bétes de chaque race,et
nous disposons ainsi de leurs productions laitiéres en deux échantillons A et B.
Les rendements moyens de A et B sont : T, = 3123l ,y,,, = 32001

11



Question

Est-ce que cette différence entre les deux rendements reflette une
certaine information (différence entre les deux races ) ou elle est die
au simple fait du hasard ?

On suppose que dans les deux populations les rendements sont des

v.a normales et de méme écart type o = 0, 5l

Solution Soit A et B les deux échantillons indépendants:
(X1, ey Xy )y (Y1, 0, V) tels que X, ~ N(pq,02) et Yy, ~ N(uy,0?),
o =0,5] et ny = ny =n = 100.

On veut tester les hypothéses suivantes:
Hp : 1y = po (absence de différence de rendements entre les deux races)
Hi : py # py (existence de différence de rendements entre les deux races)

1°"*méthode : par Iutilisation de la fonction test ¢ Soit le test déter-
ministe de fonction ¢ donnée par : L
1 si | X, =Y, >k

E(X17"'7X7L75/17"'ayn) = { 0 si ‘y _? |< k

C’est le test de région de rejet :

X,
> a2y = {(X1y s Xy Vi, V)

X,-Y,
D= {(X17"'7Xn7}/17 aYn)/‘ 2

Sous Hy et comme n>30 ,par le théoréme central limite
X,-Y
Zp, = ———" = N(0,1), par la table de la loi normale centrée réduite

or/2
n

on obtient: £,/5 = 1,96

Si Z ~ N(0,1)

Pour oo = 0,05 , Fiz(to/2) = 0,975

Pour a = 0,01 ,Fyz(ta/2) = 0,995, par la table de la loi centrée réduite on a
oy = 2,58

Pour a = 0,001 ,Fz(ty/2) = 0,999 par la table de la loi centrée réduite
tas2 = 3,29.

Remarque :
Si on réduit le risque « la région de rejet se rétrécit.

12
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Mise en oeuvre du test Nous calculons a partir des deux échantillons le
nombre |z|: T, = 3123l , ,, = 3200/ ,n=100 ,0c = 0, 5]
Tp — 7 3123 — 3200 7
2 2 ,
0 0,54/ 100
Pour a = 0,05 pour z=1,10 < 1,96.=t,/2.0n accepte Ho: Absence de dif-
férence de rendement entre les deux races.

g

Calcul de la fonction puissance (6) On rappelle la formule générale
de la fonction puissance :

Si u’<0:
2~ Fz(W/]) — Fz(Ju"|) si " >0

6(5){1—FZ(|u’|)+FZ(|u”) si u <0

Siu’>0:

sy = { L FAD = Fa(lu) - si w” >0
U Fa(lw]) + Fz(ju]) siu” <0

Dans notre exemple on a :

a=0,05,ta2 = 1,96, 1y — piy = 77,0 =0,5et n; =ng =100

N D)) —11

w' = toy — A =0,86

Comme u'<0 et u">0 alors:

B(TT) =2 — Fz(| — 3,6|) — F2(|0,86]) = 2 — 0,9995 — 0,8051 = 0, 1954.
Maintenant ,on va étudier les variations de 5, en fonction de § = |y — o,

|91
avec n=100,a = 0,05 et A = 0.070°

o] | Al u w | Fz(lu']) | Fz(Ju"]) | B (9)

0 0 —1,96 1,96 0,975 0,975 0,05
100 | 1,42 | —3,38 0,54 0,999 0,705 0,296
200 | 2,85 | —4,81 —0,89 0,999 0,813 0,814
300 | 4,28 | —6,24 | —2,32 ~1 0,989 0,989
400 | 5,71 | —7,67 | —3,75 ~1 0,999 0,999
600 | 8,57 | —10,53 | —6,61 ~1 ~1 ~1
700 10 —11,96 | —8,04 ~1 ~1 ~1
800 | 11,42 | —13,38 | —9,46 ~1 ~1 ~1
900 | 12,85 | —14,81 | —10,89 ~ 1 ~1 ~1
1000 | 14,28 | —16,24 | —12,38 ~1 ~1 ~1
1200 | 17,14 | —=19,1 | —15,18 ~1 ~1 ~1

13



Graphe:

fonction puissance du test bilatéral
1 — T T T T T

0.9 .

0.7 -

0.5 -

0.4} .

0.3 .

0.2 -

0.1 -

D 1 1 1 1
- 1500 - 1000 -500 0 a00 1000 1500

Etude de la variation de 3(4) pour differentes valeurs de

de n,a
@ 0,05 0,01
n n
0] 100 200 300 100 200 300
0 0,05 0,05 | 0,05 | 0,01 0,01 0,01

100 | 0,296 | 0,516 | 0,705 | 0,606 | 0,281 | 0,469

200 | 0,814 | 0,979 | 0,998 | 0,877 | 0,922 | 0,992

300 | 0,989 | ~1 ~1 0,9954 | 0,999 | ~ 1

400 | 0,999 ~1 ~1 0,991 ~1 ~1

500 0,9999 | ~1 ~1 ~1 ~1 ~1

600 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1
700 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1
800 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1
900 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1
1000 | ~1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1
1100 | ~ 1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1




Graphe:

variation de |a fanction puissance

niveau=0.05 et n=100
niveau=0.05 et =200 |4
— niveau=0.05 =t n=2300
niveau=0.01 et =100 ||
—— niveau=0.01 et n=200
—— niveau=0.01 et n=100

1 1 1 1 1
1] 200 400 GO0 a00 1000 1200

Remarque
La puissance tend vers 1 quand I’écart entre les moyennes est important.

15



2*meméthode: Test de Neyman-Pearson

nous rappelons le résultat suivant :

Pour « € [0,1],1l existe un test UPP de région critique D:

e X0
D = {(Xy,..X,) [ Fogmtd > k)

ot (X7q,...X,) est un échantillon de taille n de la variable X dont la loi de probabilité
dépend du parameétre 6 et L(Xq,...X,,) est la vraisemblance de I’échantillon.

Application :

On a

(X17'~~7Xn1)7(Ylvmaynz) tels que Xﬂl ~ N(/u'1702) et Ynz ~ N(N’2702)a
o =0,5l et n; = ny = 100.

On veut tester les hypothéses suivantes:

Ho @ py = pp
contre
Hy :py # o

qui est équivalent &
Ho : piy — pp =0
contre

Hyopy —py #0

On pose 0 = py — 9
Les hypothéses deviennent donc :

Hy:0 =0
contre
H1 1 0 7& 0

On considére Iéchantillon Z=(Z1, Zs, ..., Z,) = (X1-Y1, X2 — Yo, ..., Xy, —

Y,,),or Xiet Y; sont indépendantes donc Z; ~ N (py — pig, 202)
ou encore Z; ~ N(6,20?)
L’énoncé devient:
soit I’échantillon:Z=(Z1, Za, ..., Zy) avec Z; ~ N(0,20?)
On applique le théoréme de Neyman -Pearson

n

1 ~1 |

L2, 00) = D02, ) = | | T exelgoal) = ()" exvl
L(Zs e 2o 02) = Fu(Zs ) = || e e (20-0)%) = (—mem )" exp(
1y---%4n,V1) — J1 1y---4n _i:1am\/§exp 402 25 - J\/ﬁ\/i exp

On obtient

fl Z1, L, -1 n n -1 n
fo((leZn)) =exp( 50, (507D 2)) =exp( 5 0°-202)

16
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et par suite

fl(Zl, Zn) _ 77,92
ToZ oz - Pl (o S, )

La région de rejet du test de Neyman Pearson est:
2

D={(Z1,Z0)/ exp(~ ) explole iy 2) > K}

2
mk+Zi
D={(Z1,..Z,)/ > i 1z > Ta}
202
— Ink+ 267
D={(Z1,..2n)/ Zy > —5—}
202
20
D:{(Zl’ )/Z71> 0(1Hk+79 )}

D change en fonction du signe de 6 :

1*"cas: 0 >0

Dt = {(Z1,.-Zn)/ Zn > 22 (0k + 0%} = {(Z1,...Z0)] Zn > C'}, avec
C'=22"(Ink + 256%) 0 > 0.

2°¢ cas: 0 < O

D~ = {(Z1,.2,)] Zn < 2 (Ink + 1261} = {(Z1,...2Z0)] Zy < C"}avec
C”:%(lnk + &92) 6 <0.0na: D= Dt UD™.Par conséquent

D={(%,..Z,)] Z, >C"ou Z, <C"}

On remarque que C' = —C” d’oa D = {(Z1,...2Zy)] Zn, > C' ou Z, < —C'}

ou encore
D={(Z,..2,)/|Zn| > C'}y ={(Z1,..Z,) ]| Xa — XB| > C"}

c’est la méme région de rejet que le test précédent. Donc le premier test est
un test de N.P qui est U.P.P.

1.1.3 Test d’hypothése unilatéral

On veut tester si les deux échantillons ont la méme moyenne ou bien si I'une est
supérieur a l'autre:

Soit les deux échantillons suivants:

X=(X1,....,Xp,) et Y=(Y1,..Y,,)

soit le test:

Ho : pqg = po
contre
Hy:py > po

17



Expression du test

on considere la fonction test ¢ suivante

Xy, Xy Y, ) = {

1 si Xp =Yy, >k

0 si Xp, — Yy, <k

18



1.1.4
Région de rejet
La région de rejet D est définie par :

D= {(X17~-~7Xn17Y17~-~Yn2>/Yn1 — Ynz > k}

Le principe du test est le suivant :

si (X1, Xy, Y1,..Y0,) =1 X,,, —Y,, >k ;onrejette Hysinon on
I’accepte.

Soit « un risque fixé a = Pg, (D)

Détermination de k:

Pour ny et ny > 30

L . o2 o2
Xy = Yo, = N(py — pig, — + —)
n1 N2
Sous Hy nous avons :
— o2 o2
X, Y, = NO, — 4+ —
V= N0+ )
D’ou
Yn _?n
Dy na L Z — N(0,1)
o L_l_i
ni na
_ X, -Y, k
a:PHo(D)*PHo( an Ynz >k)*PH0( 11 12 > 1 1 )
o TT1+772 0'\/7714‘7
Donc:
k
a:PHo(Znh”z) > ﬁ) .
Oy =— + =—
ni no
k .
on pose t, = —————=,8i Z ~ N(0,1)
o L_FL
ni na
Donc .
l—a=Py,(Z < ————=) = Py, (Z < t,)
o L_~_L
ni nao

On obtient le graphe suivant :
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a=Py(Z>ty) = Fz(te)=1—a

On détermine t, & partir de la table de la loi centrée réduite

par suite
2 2
k=1tqy* 7 + 7
n1 Up)
et donc la région de rejet devient:
. — 1 1
D={(X1,..,Xn,Y1,.Y0,)/Xn, =Yy, >taxoy/—+ —}
ni na
X, —Y
D= {(Xla "'?X’VL17Y17 }/’ng)/% > t(x}
TV T

Reégles de décision

on definie les décisions suivantes :
Si Zn,n, >ta,on rejette Ho,
Si Zn,n, < ta, on accepte Hp.

Mise en oeuvre du test

f'rzl - ?nz

1 4 1
ni mn2
les régles de décision précédentes pour conclure.

on calcule le nombre a partir des deux échantillons ,nous utilisons

g

Calcul de la fonction puissance du test

Nous commengons par calculer le risque de deuxiéme espéce:
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53)) y’fh — ?sz

1_B9:PH1(D):PH1( <t0¢)

/1 1
g ni + no
Sous Hj : pq # po;nous avons d’aprés le théoréme central limite:

» Xﬂl - YTLQ - (:Ll‘l - N’Q) —

N(0,1)

ni,ng

1,1
g ny + na

(11 — 19y

et 0 = 1 — f1y
1 1
AV

Donc: 1-8y = Py, (Z; <ty —A) si Z~ N(0,1) alors

(n1,n2) =
17&0:FZ(to¢*/\)
D’ou la fonction puissance est

{5(5) =1—Fz([ta —A|) sita—A>0
B0) = Fz(lta —Al)  sita—A<0

Notons \ =

Exemple 2 : Les faiseurs de pluie

Des relevés effectués pendant de nombreuses années ont permis d’établir que le
niveau naturel X des pluies en milimétres par an suit une loi normale N(600,100?). Des
entrepreuneurs,surnommés" faiseurs de pluie " prétendaient pouvoir augmenter

de 50mm,le niveau moyen de pluie,ceci par insémination des nuages au moyen
d’iodure d’argent.Leur procédé fut mis a ’ev ssai entre 2001 et 2009 et on releva

les hauteurs de pluies suivantes:

Année 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
milimetres | 510 | 614 | 780 | 512 | 501 | 603 | 788 | 534 | 650

Question: Que pouvait -on conclure ?Deux hypothéses s’affrontaient : ou
bien 'insémination était sans effet ,ou bien elle augmentait réellement le niveau
moyen de pluie de 50mm.

Ces hypothéses se formalisent comme suit:

Si p désigne la moyenne de v a r égal au niveau annuel de pluie.
Hop : p = 600mm

H; : p = 650mm

ou encore

Hp : p = 600mm

Hy : > 600mm
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Les agriculteurs hésitaient a opter pour le procédé forcément onéreux des
faiseurs de pluie.Ainsi ,il fallait donc que ’éxpérience puisse les convaincre,c’est
a dire que les faits observés contredisent nettement 1’hypothése Hg.

Les agriculteurs n’étaient donc décidés & abondoner Hy qu’en présence de
faits expérimentaux traduisant une éventualité improbable de Hy.

Comment décider? il s’agit de tester la moyenne p .On utilise la moyenne

empirique: X,, = n% ?:11 X; que l'on sait convergente vers u par la loi forte

des grands nombres.

Alors si Hy est vraie Xg ~ N (600, 10902)

Les données relevées indiquent que Tg = 610, 2mm (la moyenne obtenue sur
toutes les années).

Région de rejet:

Pour o =0, 05. o

D:{(Xl, D, G Xg)/)& > fg)

sous Hyp : lavar Z:Xfoa?go suit la loi normale N(0,1)

Py (Sigie® > 9925600) = Py, (Z > 0,306) = 1 — 0,6406 = 0,354
Conclusion:

Comme cette probabilité critique est un risque supériure a a = 0, 05,alors on
accepte 'hypothése Hy,c’est & dire que les données sont compatibles avec Hy.
Ainsi le procédé des faiseurs de pluie n’a pas d’effet .

Exemple 2

On considére ’exemple de la comparaison de production laitiére de deux races
bovines:

On rappelle que:

(X1, .0y Xy )y (Y1, ..., Ve, ) deux échantillons tels que X, ~ N(u;,0?%) et
Yy, ~ N(ps,0%), 0 = 0,50 et ny = ny = 100.

Par le test unilatéral:

Les hypothéses deviennent:

Ho : pq = po contre Hy = pg > po.

On considére la fonction test suivante:

X1,y Xy Y, Y) =

Région de rejet

X,-Y,
D= {(Xl, ...,Xn,Yh Yn)/i > ta}

oi/2
n

22



Xn _?n .
Pour n assez grand Z,, = ——=— == N(0,1).Soit Z~ N(0, 1).Pour o =

g

3o

0,05, Fz(t,) = 0,95,par la table de la loi normal centrée réduite
on obtient: t, = 1,6449

Tn “Un _q 1

)

Mise en oeuvre du test On calcule z =

=

o
1,1<1,64 donc on accepte Hy

Calcul de la fonction puissance Formule générale:

1—Fylta— A si ta—A>0
5 =
B9) { Fzlta — Al St ta — A <0
Oud=M1"H2 9 1.6 =y — py = T30 = 1,6449
2
o /2
onate—A=0,54>0,dou B(T7) =1— Fy|0,54) = 1 —0,7054 = 0,2946
Remarque:

La puissance du test unilatéral est supérieure a celle du test bilatéral.

Mais est-ce que ce dernier est plus puissant que le premier?ce qu’on va voir
a l'aide de I'étude des variations de la fonction puissance du test

en fonction de § (n = 100, = 0,05)

6 A to—A | Fzlt —Al | By
-400 | -5,71 | 7,35 ~1 ~0
-300 | -4,28 | 5,92 ~1 ~0
-200 | -2,85 | 4,49 ~1 ~0
-100 | -1,42 | 3,06 0,998 0,002
0 0 1,64 0,05 0,05
100 | 1,42 | 0,22 0,58 0,42
200 | 2,85 | -1,21 | 0,886 0, 886
300 | 4,28 | -2,64 | 0,995 0,995
400 | 5,71 | -4,07 | ~1 ~1
500 | 7,14 | -549 | ~1 ~1
600 | 8,57 | -6,92 | ~1 ~1
700 | 10 835 | ~1 ~1
800 | 11,42 | -9,77 | ~1 ~1
Graphes
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fonction puissance du test unilatéral
1 T T T T T

niveau=0.05 et n=100

08

0.7

(nl=N 3

0.5

0.4

o L L L L L s L
-400 -200 u] 200 400 600 800 1000 1200

comparaison entre la variation de la fonction puissance du test bilatéral et unilatéral
“] —

fonction puissace du test bilatéral
0.9 —— fonction puissance du test unilatéral |

0.8 -

0.7 -

a I I
-1500 -1000 -500 a S00 1000 1500

Remarque :
Le test d’hypothése unilatéral

Ho : puy = pp
contre

HIZ/,L1</,L2

On consideére la fonction test suivante:

Xy, Xy, Y1,..Y,,) =

La région de rejet D est définie par :

D= {(X1,., Xp,, Y1,V /Xy — Yy, <k}
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1.2 Comparaison de deux fréquences

1.2.1 Principe du test

Soit X une variable qualitative prenant deux modalités (succes X=1, échec X=0)
observée sur 2 populations et deux échantillons indépendants extraits de ces
deux populations.

On fait 'hypotheése que les deux échantillons proviennent de 2 populations
dont les probabilités de succes sont identiques.

Le probléme est de savoir si la différence entre les deux fréquences observées
est réelle ou explicable par les fluctuations d’échantillonnage.

Soit les deux échantillons:

A d’effectif ns et de fréquence f4.

B d’effectif ng et de fréquence fp.

On note F 4, Fg deux va.

F4 : La va qui & chaque échantillon de taille n4 ,associe la fréquence f4.

Fp : La va qui & chaque échantillon de taille ng,associe la fréquence fg.

1.2.2 Loi de F4-Fp
Loi de F4

Soit (Y1,,...; Yn,4) défini par :

i A

v 1 si X se réalise.
1 - . , .
0 st X ne se réalise pas

Donc
P(Y;, =1) = P(X se réalise)=p4=(proportion ou fréquence du caractére
X qui se réalise dans la population)
Alors, pa=fy4 et
}/iA ~ B(pA)'

La va ) " Y; représente le nombre d’individus ayant le caractere X:

na
Y Yiu~ B(na,pa)
i=1

car les Y;, sont iid
Donc

25



na
1

?nA = a;YiA

représente la va qui a chaque na associe la fréquence f4 du caractere X dans
I’échantillon.Avec F4 =Y

na-
Les va Y;, sont iid,et

E(Yi,) =pa,V(Yi,) =pa(l —pa)

par le TCL et pour ng > 30

Y, —pa)
—a L —

Vna N(0,1)
pa(l—pa)
Alors
Fa—
v Fazea) v )
pa(l—pa)
D’out pour n4>30
1—
Fi— N(py, 2L =P4),
na
Loi de FB
De méme pour Fp on a pour ng >30
1—
Fp = N(ps, M)GWC pB = fB.

np

Loi de F4—Fp Les va F4 et Fp sont gaussiennes et indépendantes, puisque
les échantillons sont indépendants.
Donc F 4 — Fp est gaussienne.

E(Fs — Fp) = E(Fa) — E(Fp) =pa —pB

V(Fo—Fp)=V(Fa)+ V(Fp) = pa(l—pa) " pa(1 7pB).

nA np

Finalement pour n4 et np sont assez grand

pa(l —pa) n pp(1 —pB))

Fy — Fp = N(pa — psB,
na np
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1.2.3 Test d’hypothése bilatéral
Hypothéses

Tester Hy:psa =pp contre H; :pa # pB

Expression du test

On considére la fonction test ¢ définie par :
1 si |F,—Fp|>k
0X1, 0 X0, Y1,..Y, ) = A
( Tseees a1l B) { 0 si ‘FA_FB| <k
La région de rejet D est définie par :
D:{(le “-7XnA7Y17 Y’ﬂB)/l Fa-— FB| >k}
Le principe du test est le suivant :
si 0(X1,.s Xnyy Y1,..Yn,) = 1 <| Fu — Fp| >k ; on rejette Hpsinon on
I’accepte.
Soit « un risque fixé a = Py, (D)

Détermination de k

D’aprés ce qui précéde on a:

pa(l —pa) . pa(1 —pB))

Fo—Fp = N(pa—ps,
na np

Sous Hy nous avons :

1-— 1—
Fa— Fy — N(0, pa(l —pa) L pal ;DA))
na np

D’ou pour ny, np assez grand
Fa—Fp

VPall—pa)( + %)

Z,

na,ng —

= N(0,1)

|Fa — Fp| k
( >
VPal—pa)(E+ ) (ra—pa)(E + )

a = Py, (D)=Pu,(|Fa—Fp |>k)= Pg, )

a:PH0(|ZHA7nB| > 1 f
VAl —pa)(E + %)
k .
on pose tq)2 = - =, on a aussi
VPall=pa) (s + %)
l-a= PHO(|Z7lAa7lB| < toz/2) = PH0(|Z7lAanB| < toz/?)
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Si Z~ N(0,1)
«

«

On détermine t,, /5 & partir de la table de la loi centrée réduite
par suite

- ta/z\/pm —pa) (= + —)

na np
et donc la région de rejet devient:

D={(Xy,.... X0, Y1,..Y0,)/|Fa — Fp| > k}

|F'a — Fpl

D={(X1,.., X0, Y1,..Y0r)/ - -
\/PA(l —pa)(5; +5p)

> ta/g}

Reégles de décision

-Si | Znmp [>ta)2,0n rejette Ho.
-Si | Zpamp| <taj2, on accépte Hy.
Mise en oeuvre du test.
|fa— [B]

1 1
pa(l—pa)(Gis +5s)
tillons ,nous utilisons les régles de décision précédentes pour dire si les deux
échantillons proviennent de la méme population ou non.

on calcule le nombre z= a partir des deux échan-

Remarque

On général p est inconnu on utilise les deux échantillons et on estime p par
p donnée par:
. naFa+npls
p =
na+np
En effet

. naFa+ngFp  naYn, +npYa,
p = =
na+ng na+ng

Pour ny,np assez grand
Y, ~ E(Yi,)p.s par la loi forte des grands nombres

Y,, ~ E(Y;,)p-s par la loi forte des grands nombres
Alors pour ny,np assez grand:

. nafa+nsfs
~— " D5
na+npg

nafatnpfa
naA+np

Sous Hy: fa = fg =palorsp~ =p
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D’ou p est un estimateur convergeant p.s.
L’expression de la fonction puissance reste la méme soit pour le test bilatéral

ou unilatéral mais avec
\ = fa—rIB
(17 (Lt L
PP +75)

Calcul de la fonction puissance du test

Nous commengons par calculer le risque de deuxiéme espéce:
1_/69 = PHl(D) = PH1(|FA _FB‘ < ta/2) = PHl(_ta/Q S Fy—Fp < ta/Q)
Sous Hj : pa # pp;nous avons d’aprés le théoréme central limite:

Fa— Fp— (pa —
g = —— Pa—pB) _, n(o,1)
’ \/pA(lpr) + pe(1-pB)
na np
Notons \ = Pa — Pp et 0 =pa—pB
\/PA(l—PA) + pe(1-pB)
nA np

Donc

1_/89:PH1(_ta/2_/\/ SZ*

na,np < ta/? - /\/)
avec Z~ N(0,1) alors

1= By =Fz(tap —N) = Fz(—tays — X)

D’ou la fonction puissance:

B(0) =1 = Fz(taso = N) + Fz(~tas2 = X)
On pose
u’:—ta/g — )\/, u”:ta/g — )\/
La fonction puissance devient :
B(6) = 1+ Fy (/) — Fy(u")
Siw<0 = Fz(u')=1—-Fz(Jv'|)
SiwW<0= Fz(u")=1—- Fz(Ju"))
On conclut que : si u’<0:

B(5) = 2—Fz([v/|) = Fz(Ju"|) si w” >0
L 1=Fz(W]) + Fz(Jw’]) siuw” <0

et si u'>0:

14+ Fz(Ju']) = Fz(Ju"]) si w” >0
Fz(|w'|) + Fz(Ju"]) siu’ <0

50 = {
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Exemple 3 : Pouvoirs de détection de deux tests médicaux Soit P
une population d’individus qui représente une certaine maladie M. Pour déceler
la présence de cette maladie chez un individu on dispose de deux tests médicaux
TA et TB

on extrait de P un échantillon notée A d’effectif n4=300 et on applique aux
individus le test T 4.

On décele la présence de la maladie chez 243 sujets.

Indépendament de la premiére expérience, on extrait de P un échantillon
notée B d’effectif ng=200 et on applique aux individus le test Tpg.

On décele la présence de la maladie chez 152 sujets.

On se propose de savoir si les deux tests médicaux ont un pouvoir de détec-
tion égal.

Pour cela on construit un test bilatéral permettant de répondre a cette in-
terrogation au risque de 5%

On peut se demander :

1) D’aprés ces résultats expérimentaux,des estimations ponctuelles,notées
respectivement f4 et fg ,des pouvoirs de détection (inconnus) pa et pg

de chacun des tersts médicaux T 4 et Tg?

2) Si on note F4 la variable aléatoire qui a tout échantillon de taille 300,
associe le pouvoir de détection du test T4 dans cet échantillon . Quelle est la
loi de F 47

De méme, on note Fp la variable aléatoire qui , & tout échantillon de taille
200, associe le pouvoir de détection du test Tp dans cet échantillon . Quelle est
la loi de Fg?

Résolution: 1) Estimation ponctuelle.Dans 1’échantillon A le pouvoir de
détection de T4 est 4 = %, Donc f4 = 0,81 est une estimation ponctuelle de
pa.De méme dans I’échantillon B , le pouvoir de détection de Ty est fg = ;‘gg
donc fp = 0,76 est une estimation ponctuelle de pp.

2) La variable aléatoire F4 qui , & tout échantillon de taille 300, associe le
pa(l — PA))

na

pouvoir de détection du test T 4 dans cet échantillon ,suit la loi N(p 4,

La variable aléatoire F g qui , a tout échantillon de taille 200, associe le pou-
pp(1—pB) )

voir de détection du test Tz dans cet echantillon ,suit la loi N(pg,
np

Hypotheéses a tester :

Hy :<< les pouvoirs de détection des deux tests sont égaux >> ou encore
PA =DPB

Contre Hy : << les pouvoirs de détection des deux tests sont différents >> ou
encore p4 # pp.C’est un test bilatéral
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Région de rejet:
D={(X1,... Xn,, Y1,.-.Yu,)/|Fa — Fp| > k}
sous ’hypotheése Hy

1 1
Fa— Fp = N0, /pal—pa) + -0)
na np
Par suite
Fy—F
T ampy = A5 = N(0,1)

\/PA(l —pa) G5+ as)

Donc la région de rejet devient

|Fa — Fp
VPall—pa)( + %)

D={(X1,., Xp, V1,..Yn,)/ > tyya}

D= {(Xl, ...,AXVnA,}/l7 ~-~Yn5)/|ZnA7nB| > ta/Q}

Au risque 5%, on rejette Hy si | Z,,, ny| > 1,96
Mise en oeuvre du test :
On calcule la valeur de la v.a Z,, ,

L |fa — 5l
VPall—pa)GE + %)

pa et pp étant inconnus ils sont estimés par

p="atatnnls g
na+np

Alors
0,81 —0,76

V0,79 +0,21(5k + 55)

=1,34<1,96

Znamnp =

donc on accepte Hg.

Conclusion :

On conclut que les pouvoirs de détection des tests T1 et To ne sont pas
différents au risque 5% de se tromper

Puissance:
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Auseuil de 5% on a to, = 1,96 et ' = 1,34
Donc ¢v” = 0,62 > 0 et v/ = —3,30 < 0 alors on est dans le cas ou

Siu <0:
8, — 2 — Fy([u']) = Fz(Ju"]) si v’ >0
71 = Fr(ju!]) + Fz(Ju”]) siw” <0

Donc
Bo=2—Fyz(| —3,30]) — Fz(]0,62||) = 0,6945

1.2.4 Test unilatéral
Hypothéses

tester Hy : pa = pp contre Hy : pa > pp

Expression du test

On considére la fonction test :

0Xy, . X0, V1,0,

Ing

- 1 si Fa—Fg>k
"0 si Fua—Fp<k

Région de rejet On définit la région de rejet par:

D={(X1,... Xp,,V1,..Yp,)/Fa— Fg > k}

Détermination de k :

Soit o un niveau fixé : « = Py, (D) = Py, (Fa — Fp > k).
On a

pa(l—pa)  pB(1 *pB))

Fy — Fgp = N(pa — pB, +
naA np
Sous Hj
1 1
Fa—Fp = N(0,pa(1 —pa)(— + —))
na np
Alors
Fy—F
ZnA,nB = A = = N(07 1)

VAl =pa) (G + 5)
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Par suite
Fy—Fpg k
\/pA l_pA)(nA_FE \/pA 1—pA)(nA+E)

)

a = PHO
On pose

k Fy—F
ta Dioi, o = P, ( A_B > t)

\/pA 1—pa)(Gs +25) \/pA 1—pa)G +325)

Donc  Pp,(Z >ts)=a et Fyz(ty)=1—a avec Z~ N(0,1).

Et par la table de la loi normale centrée et réduite on détermine t,. comme
k

to =
Pa(l=paA) GG + 75)
Alors
1 1
k= tq 1—pa)(— + —
\/pA( pA)(nA - nB)
La région de rejet D devient :
D = {(X17"'7X7LA7}/17"'YTLB)/FA7FB >k}
Fa—Fp

D = {(X1,.. X0, Y1,..Y,)/ >t}

\/PA (1 =pa)G5 + 75)

Reégles de décision On définit les régles de décision suivantes :
Si Zn 4 mp>ta on rejette Hy

Si Znanp <to on accepte Hy

Mise en oeuvre du test

fa—fB

VPall—pa)(E + %)
et on le compare a t,, .On utilise les regles de décision pour conclure.

On calcule le nombre z=

Calcul de la fonction puissance du test D’abord on calcule le risque de
deuxiéme espéce

1—/80 :PHI(E) :PHl(FA_FB <I€)

Sous Hi(pa > ppB)
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pa(l—pa)  pa(1 pr))

Fy — Fp = N(pa — ps, +
na np
. Fy— Fp— (pa—pB)
Zpamy = = N(0,1)
\/PA(I*PA) + pe(l1—pB)
na npg
On pose
N = PA — DB
pa(l—pa) | p(l—psB)
\/ = + B = B
17&0:PH1(E):PH1(Z§1€0¢7>\/)
D’ou

1— By =Py, (Z <to—N)

avec Z~ N(0,1),
1 - /69 = FZ(tQ - )\I).
Par suite
/80 == 1 - FZ(tOé - )\,).

On pose u’ = to — N
Et donc

5= 1—Fz(u) si v/ >0
Fz () si u' <0

Exemple 3.Efficacité d’un médicament Un médicament a été expéri-

menté sur 200 malades divisés en deux groupes M 4 et M g choisis indépendament

Le groupe M 4 composé de 110 malades a absorbé le médicament étudié.

Le groupe M g composé de 90 malades a absorbé un placebo (produit d’apparence
identique au médicament mais inactif).

Les résultats sont les suivants : 66 malades guéris dans le groupe M 4,36
guéris dans le groupe Mp.

On voudrait :

1) Calculer le pourcentage de guérison pour chacun des échantillons M4 et
Mp.

2)En admettant que le phénomene étudié suit une loi normale , construire
un test unilatéral permetant d’accepter ou de rejeter I’hypothése de efficacité
du médicament ,au risque 5%

Résolution :
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1) Dans un échantillon de taille n extrait d’une population P ou la fréquence

de guérison suit la loi normale N(p, @) lorsque n > 30 (th central limite)

Si p est inconnu, on l'estime par f, fréquence de guérison dans I’échantillon.

66 36
Dans My, fa =100 = 0,6 ,dans Mp, fp =30 = 0,4 .
2)On construit un test d’homogénéité permettant de comparer les fréquences

fl et fQ .

Hypotheéses a tester :
Hy :<< Le médicament est inefficace>> contre H; :<« Le médicament est
efficace>>
Autrement dit Hg : << f4=fg>> contre Hj : <« fq > fp>>
C’est un test unilatéral.
Région de rejet : notons F4 = Fyy, , Fp = Fyp.
D:{(XlMl,... X X1M2,...,X,LM2)/FA—FB >k}

s A

Sous I’hypothese Hy,la variable aléatoire

1 1
Fa = Fp = N(O.\/p(0 - p)( + o)
na np
Ici p est inconnu nous estimons p par p:
102
potaliinsh 1024
nag+ng 200
Alors, sous I'hypothése Hy,
1 1
Fa— Fy = NO\p - D)+ 200 = N0,0.7)
na np
La va 7 7
T = Ale — = N(0,1)
\/P(l —D)(s tng)
La région de rejet devient
Fy—Fp

D = {( X1y, Xy s Xngy s oos Xing, )/ >k}

V=P + )

On pose t, =

D’ou
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5%

D = {(X]-Ml""’Xan7X1M2’ "'vXTLMZ)/T >t }

Aurisque 5%, onaP(T > t,) = 0,05ie P(T < to) = 0,95 = Fr(t,) = 0,95.
Par la table de la loi centrée réduite on obtient ¢, = 1,645.
La région de rejet est :D={(X1,, ;s Xnps s Xipry ooos Xnipg, ) /T > 1,645 }

On a
b Ja—fB
V=P + )
0,6 —0,4

t

= :2,82
V0,51 50,49 # (g + &)

Donc T=2,82>1,645 et donc nous rejetons Hg.
Conclusion :
Nous acceptons I’hypothése H; :<< Le médicament est efficace>> avec le risque

Puissance:
On a d’aprés les données précédentes:

to = 1,64et N = 2,82

W =t,—N=1,64-2,8=-1,18<0
La formule générale est :
5= 1—Fz(u) si v/ >0
Ez () si u' <0

Alors
B = Fx(l/]) = Fz() — 1,18]) = Fz(1,18) = 0,88

Conclusion :On a obtenu une trés bonne puissance ,notre test est puissant.
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Chapter 2

Test de conformité de
moyennes

2.1 Définitions

Soit C un caractére de moyenne m et d’écart type o connu.On veut comparer
sa moyenne m a une valeur p, fixée. Pour cela on considére un échantillon
(X1,...Xp) de C de taille n.

On sait que chaque X; est de moyenne m et d’écart type o.

X, désigne la moyenne empirique de la variable X:

1 n
Xn = - ' Xz
n =1

B(X,) = B(* Z; X;) =+ Z; B(X) =X insm=m

n

o2

1 n
X;) = 2 Zi:l var(X;) = —.

n

n

_ 1 n 1
var(X,) = var(— Zi:l X;) = ﬁvar(

n i=1

L’écart type est :

X)=—
@)=
pour n> 30 nous utilisons le théoréme central limite et pour ¢ connu :

X, - E(X,
Ly = % = N(0,1)
o(Xn)

et encore:
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X, = N(m, —)
n

Pour p, une valeur numérique fixée ,X,, — p, est une gaussienne, déterminons
sa moyenne et sa variance:

E(Xy — mo) = E(X) = E(po) = m — pg.

2
var(X, — py) = var(X) + var(uy) = %.

Donc:

— 0'2
Xn—uo:N(m—uo,;)

et pour n> 30

X, — _ _

n

2.2 Test d’hypothése bilatéral

Hypothéses soit le test:
Ho :m = pyg
Hy:m # pg

Expression du test on considére la fonction test £ suivante

o(x X,) = 1 osi | X, —po | >k
et T s (X —p | <k

Région de rejet La région de rejet D est définie par :
D:{(XlaaXn)AXn*:uO |>k} o
Le principe du test est le suivant : si £(X1,...,X,) =1 <|X,, — po [>k ; on
rejette Hy sinon on accepte Hy.

— Détermination de k:

Soit o un risque fixé a = Py, (D)=Pp, (| X, — 1o |>k)
D’aprés ce qui précéde on a :

R 0'2
Xn—MO:N(m—MO,W)
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Sous Hy nous avons :

D’ou

_ Y _
0 = Pty (D) = Py (K — ol > ) = P (Vi ol o

k
o= Pu(12,] > Vi)
on pose :
k
ta/2 = \/ﬁia
g

On pose Z~ N(0,1)
Par suite

k
1 7Oé:PHO(|Z‘ < \/77170') :PHO(fta/g < Z< tu/Q)

On obtient le graphe suivant :

D’ou o o
5 — PHO(Z > ta/Q) = FZ(ta/Q) == 1 — 5
On détermine t,, /5 & partir de la table de la loi centrée réduite

par suite
2
lo
]f = ta/2 * —_—
n
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et donc la région de rejet devient:
_ o2
D= {(X1, ..., X0, Y1, . Y0) /| X — pig] > tayo* ;}

X —
D= {(X1, "'7XTL7Y17 }/'n)/\/ﬁ‘nio_,uOI > ta/Q}

D ={(X1,...,; X0, Y1,..Y0) /| Z0n] > tay2}

Reégles de décision -Si [Z,| >t, /2,00 rejette Ho.
-Si |Zy| <ta/2, on accepte Hy.
Mise en oeuvre du test:

—M0|

|z . X _—
on calcule le nombre z=+/n—= et nous utilisons les régles de décision
o

précédentes pour conclure .

Calcul de la fonction puissance du test Nous commencons par calculer
le risque de deuxiéme espéce:

?n — W Yn — M
1_ﬂ9 = PHl (D) = PH1(\/E% < toz/?) = PH1(_ta/2 < \/570_0 < ta/2)
Sous Hj : pq # po;nous avons d’aprés le théoreme central limite:

X — iy (m -

n

Notons A\ = m\/_%m
Donc:
1= B = Pu,(—tap — A< Z} <tajp—A)
Si Z ~ N(0,1)
Alors

1 =By =Fz(tajs —A) = Fz(—taj2 — A)

D’ou la fonction puissance

5(5) =1 7FZ(ta/2 7>‘) +FZ(7ta/2 7>‘)

On pose
u’:—ta/g — )\, ll”zta/z — )\
La fonction puissance devient :

B(6) =1+ Fz(u') — Fz(u")
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Siuw<0= Fz(u')=1—-Fz(|u'])
Siuw<0= Fz(u")=1— Fz(|u"])
On conclut que : si u’<0:

B(5) = 2—Fz(Ju]) = Fz(|u"]) si w” >0
- Ez(|W)) + Fz(Ju”]) si w’ <0

et si u”>0:

1+ Fz(|v/]) = Fz(Ju”]) st v’ >0
B(6) = } p o
Fz(|u') + Fz(|u"]) st uw <0

Exemple 4 Pour un caractére C de loi normale on a un échantillon de 7

éléments.

La moyenne de cet échantillon est 257,9 et ’écart type est supposé connu et
égal al4.

Est il possible de conclure ,au seuil 5% que la moyenne de la population est
différente de 2507

Résolution :

On a un échantillon de taile 7 : (Xy,...,X7) avec X; ~ N(257.5,14%).
On prend py = 250 et o = 0, 05.

Soit le test d’hypothése suivant :

Ho :m=p, contre Hj :m # p,.

On considére la fonction test suivante :

1 si [X7—2500 >k

0(X1, . X7) = 2
(K, oy Xr) {0 si [ X7 —250] < k

D’ou
D = {(Xy,...,X7)/| X7 — 250 > k}.
Or X7 — 250 ~ N(m — 250, 1)

Donc :
X- — 250 k X- —250 k
OZZPHU(%>H):PHU(\EQ>\[7*)
14 14 14 14
V7 7
On pose o
X, — 250|
7 —
\[7 14
WiEy 122 0,075
2V T



k 1,96
Par la table centée réduite nous obtenons : — = ——

11" 7 ,par suite k=10,37

Donc

D={(Xy,...,X7)/ | X7 — 250| > 10,37}.

On a |m-250|=|257,5-250|=7,9<10,37 d’ott on accepte Hy.

Conclusion:

Au seuil 5% on conclut que la moyenne de la population est différente de
250.

Puissance du test :

A= 20T =1,492;

—to — A= —1,96 — 1,492 = —3,452;
to — A =0,468.

Bog=2—Fz(] —3,45|) — F'2(]0,47) avecZ ~ N(0,1)

ﬂe - 07 32

2.3 Test d’hypothése unilatéral

Hypothéses

on veut tester:
Ho :m = py
contre
Hl tm > Ho

Expression du test

on considére la fonction test notée ¢

1 si X, —
E(Xl,_“,Xn) _ { ST Ap Mo > k

0 si X, —pg<k

Région de rejet

La région de rejet D est définie par :
D={(X1, ..., Xn)/ X — 1y >k}

— Détermination de k:
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Soit « un risque fixé o = Py, (D)=Pu, (X, — po > k)
on a:

X7L_/-L0:>N(m_u0a;)

Sous Hy nous avons :

— 0‘2
Xn_/‘OzN(Oui)
n

D’out pour n assez grand

Zn = = H0 — N(0,1)
g

_ X, —
a = Py, (D) = P, (Xn — g > k) = Pr, (Vn—2—t0 > Vi)

k

on pose :
k
to = \/ﬁ*,
g
Si Z ~ N(0, 1)
Alors

k
l—a=Py(Z< \/H;) = Py, (Z < to) = Fz(ta)

On obtient le graphe suivant :

On détermine t, & partir de la table de la loi centrée réduite
et par suite

k:ta*ﬁ

et donc la région de rejet devient:
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- g
D= {(Xh---aXn1>Y17~-~Yn2)/Xn — Mo > ta * 7}

N

X, -
D= {(X1,.... Xn,, Y2, ...Ym)/\/ﬁio_“0 >t}

Reégles de décision
-Si Z,, >t,,0n rejette Hy.
-Si Z,, <tq, on accépte Hy.

Mise en oeuvre du test:

1T — pao

a2
n

on calcule le nombre z= et nous utilisons les régles de décision

précédentes pour conclure .

Calcul de la fonction puissance du test

Nous commencons par calculer le risque de deuxiéme espéce:

_ X, — X, —
1_ﬁ9:PH1(D):PH1(7MOSta):PHl( fo

a2 a2
n n

Sous Hj : m # pp;nous avons d’aprés le théoréme central limite:

S ta/Q)

X, - — (m—

Notons A\ = m- 50
Donc:
1— By =Py, (Z5 <ty—N)
Si Z~N(0,1)
Alors

1_50:Fz(ta—)\)

D’ou la fonction puissance:
BO) =1=Fz(ta —A)

(1= Fy(ta—2A) sita—A>0
O AT
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Remarque

Dans le test unilatéral précédent on a considéré les hypothéses: Hp : m = py
contre H; :m > py

On pouvait avoir :

Ho :m = pg contre Hy:m < pg

On considére le test suivant :

1 s Xy —py <k

Xy, X)) = { 0 5 Xom >

Région de rejet La région de rejet D est définie par :
D = {(X17 ey Xn)/Xi’l’L — Mo < _k}
— Détermination de k:

Soit « un risque fixé

a:PHU(D):PHo(Xn_/J‘O<_k)

on a:

Sous Hy nous avons :

Pour n assez grand

Xn
Zn = Lo — N0, 1)
w
— X, — nk
a:PHo(D):PHO(Xn_:U’O<_k):PH0(\/E O,u0<_\/;)
on pose :
. vnk
(o o b
Si Z~ N(0,1)
k
CY:PHO(Z<—\/>L).
o
Par suite

=Py (Z < —ta) = Fz(—ta)
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On obtient le graphe suivant :

0.2

4 5
X

On détérmine t, & partir de la table de la loi centrée réduite

et par suite

et donc la région de rejet devient

D= {(X1,.0, Xp) /S E0 < 1}
g
V o
Reégles de décision
-Si Z,, <-t,,on rejette Hy,
-Si Z,, > —t,, on accépte Hy.
Mise en oeuvre du test:
1T — po

on calcule le nombre z=

a?
n

précédentes pour conclure .

et nous utilisons les régles de décision

Calcul de la fonction puissance du test

Nous commencons par calculer le risque de deuxiéme espeéce :

17ﬁ0:PH1(D):

X, —
P, (FF0 S )

a2

n

Sous Hy : m # pg;nous avons d’aprés le théoréme central limite:

Z+

XTL_:U’O_

(

m— [
2

Notons \ =

ol
n

m= i) . n(o,1)

n

2
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Donc:

1— By =Py, (Z] >ty — )

On pose Z~ N(0,1)
Donc la fonction puissance est :

B(d) = FZ(_toz - )‘)

5) — Fz(—ta —A) Si-tq —A>0
plo) = {1—Fz(|—ta—>\) §i -t — A < 0

Exemple :

Dans un concours d’examen de copies, on pratique une double correction des
copies :

deux correcteurs A et B corrigent de fagon indépendante les copies.Ainsi
nous obtenons pour un échantillon de 50 copies les résultats suivant :

A|/B|A|B|A|B|A|B|A|B
17|18 17|14 |7 |6 |2 |4 |7 |8
12112 18 |18 |4 |6 | 18|16 | 16 | 15
9 |6 |4 |5 (12|14 |6 |7 |10] 12
1111416 |4 |14 |15| 13|13 |15 |17
10 (11 |15 | 17| 10|10 |11 12 |9 | 10
8 |9 |19(18]9 |7 |7 |6 |7 |7
6 |5 |9 (12|12 |13 |17 15| 12| 11
14 11510 |12 | 15|17 |8 |10 | 14 | 13
151711013 |7 |6 |4 |4 |8 |11
3 13 |8 |6 |5 |6 [12]13 |16 |17

Question : est ce que les correcteurs A et B corrigent par le méme baréme
ou bien le correcteur A est plus sévére que le correcteur B dans les notes 7
On associe a chaque copie i un couple de notes (X;,Y;) et i=1,...,50.
On effectue pour chaque couple de notes (X;,Y;) la différence d; = X; — Y;
de ces deux notes de A et B.
On obtient ainsi une nouvelle série statistique :
|32 ]-1]0][1]2]3
n, |4 |11 ]14|7]8|5]|1

Dont la moyenne d = —0, 54 et ’écart type=1,54.

Si les examinateurs notent de la méme fagon ,la moyenne de cette série
statistique doit étre =0

Si I'un note plus sévérement que autre d doit étre soit supérieur ou inférieur
ao

si A est plus sévére que Bie d <0

47



Hy: d=0contre H; : d<0
Utilisons le test de conformité de moyenne d’hypothése unilatéral :
d— ~ —0,54
ﬁ 0,218

P(Z<-ty) = 0,01

Au risque 1% a ’aide de la table de la loi centrée réduite on obtient t, =
2,33.0r z=—2,48. < —2,33

donc on rejette Hy

Conclusion:

Le correcteur A note plus sévérement que le correcteur B

Calcul de la fonction puissance:

B(0) = Fa(~ta — )
m— o

On calcule z=

—2,48.

Avec A = - et Z ~ N(0,1)
- 0,54
Pl L Y
o2 1,54
n 50

da—A=-2,33+2,48=0,15
B = Fz(0,15) = 0, 556.
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Chapter 3

Conclusion

Un test d’hypothése est un procédé d’inférence statistique permettant de con-
troler (accepter ou rejeter) a partir de I'étude d’un ou de plusieurs échantillons
aléatoires la validité des hypothéses relatives a une ou plusieurs populations.

Les tests d’hypothéses font appel & un certain nombre d’hypothéses concer-
nant la nature de la population dont provient I’échantillon étudié (égalité des
moyennes ,égalité des fréquences,tests de conformité).
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RESUME
Il serait vain de chercher a présenter I’ensemble des tests statistiques,la lit-
térature est trés abondante sur le sujet .Cette vignette introduit les plus couram-
ment calculés par les logiciels statistiques standards (SAS,Minitab,R).Sont con-
cernés les tests & un échatillon,de comparaison de deux échantillons:leurs moyennes,fréquence

et enfin les tests de conformités des moyennes.
Mots clés:TCL,va,iid,N(0,1),x2,T,,
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