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Introduction

Les processus moyenne mobile (M M) abordés dans ce mémoire trouvent
leurs applications dans plusieurs domaines: économie, biologie, medecine

ect...Un processus X; moyenne mobile d’ordre un MM (1) est défini par

X =¢e + Bgt—l (t € Z)

ou (&¢) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées centrées et de variance o2 (bruit blanc) et 3 est une constante en
module inférieure a un.

Parmis les problemes abordés dans cette classe de processus nous relevons
I'importance de 'estimation des parametres, en particulier le parametre
définissant le modele MM .

Dans ce mémoire nous développons les résultats traitants ’estimation des
parametres dans un modele MM par la méthode du RIV (Random initial
values).

Nous développons les résultats établis dans les articles

” A new preliminary estimator for M M (1) models ” Anna Clara Monti in
Computationnal Statistics Data Analysis 21(1996).

”A new preliminary estimator for M M (1) models ” Anna Clara Monti in
Journal of time series analysis, vol 19, No 2 (1998).

Dans le chapitre 1, nous rappellons les définitions et propriétés générales
des processus moyenne mobile de dimensions finis.

Dans le chapitre 2, nous citons d’abord les théoremes de convergence



(T.C.L) pour les variables indépendantes, et les variables dépendantes ainsi
que leurs applications pour les processus moyenne mobile d’ordre 1. Nous
étudions ensuite les différentes méthodes d’estimations : La méthode des
moments, la méthode des moindres carrés et la méthode du maximum de
vraissemblace dans le cas conditionnel et non conditionnel, pour un MM (1).

Dans le chapitre 3 et 4 nous développons les calculs dans [1] et [2]. les
deux articles de C.Monti, traitent de la construction et des propriétés asymp-
totiques (convergence en proba et convergence en loi) de l'estimateur RIV

(Random Initial Values) d'une M M dans les cas scalaire et multivarié.



Chapitre 1

Généralités sur les processus
moyenne mobile de dimension

finie

Un processus stochastique (X;)ier est une famille de variables aléatoires
réelles indéxée par 7', ot T un ensemble non vide

Lorsque T est fini (X;);er est un vecteur aléatoire.

Lorsque TCR® (d> 2) on dit que (X;)ser est un champs aléatoire.

Pour t fixé t— X;(w)est une variable aléatoire réelle.

Pour w fixé t—X;(w) est une trajéctoire.

1.1 Processus moyenne mobile réel

1.1.1 Définitions

Tout d’abord, on définit les processus bruit blanc réel, moyenne mobile

et son dual, le modele autorégréssif.

Définition 1.1.1. Un processus € = (g4,t€ Z)est un bruit blanc réel, si ¢’est

2

une suite de variables aléatoires réelles de moyenne nulle et de variance o7,
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non corrélées, ceci indépendamment de l'instant ¢, not¢ BBR(0,02). Si, de
plus, les variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées,

on dira que € est un bruit blanc réel fort, noté 17D(0,02).

Remarque 1.1.2. Un bruit blanc multivarié est une suite € = (g,t€ Z) non
corrélée si t # t' de vecteurs aléatoires £; de moyenne nulle, de méme va-
riance notée X, noté BBM (0,3). De ce fait, ¢ est centré et a pour fonction

d’autocovariance

st h=0
I'(h) =
0 sinon
Si de plus, les vecteurs aléatoires €; sont indépendants et identiquement
distribués, nous écrirons € est 17D(0, X). ¥ est une matrice symétrique définie

positive.

Définition 1.1.3. On dit qu'un processus est stationnaire si ses moments
ne varient pas au cours du temps.

La suite X = (X;, t € Z) de vecteurs aléatoires X; dont la moyenne et la
matrice de covariance sont définies par (1.1.5) et (1.1.7), est stationnaire si
wy et T'(t + h,t), h =0,1,..ne depend pas de t .

Sous cette hypothese, nous notons E(X;) = o, ou X un vecteur et

L(h): = E[(Xy— p)(Xewn — )]
(k) y2h) oo Ym(h)
Yar(R)  ya2(h) o oo Yam(R)
Ym1 (h) 7m2(h) - ’Ymm(h)

o v;5(h) = E(Xy — p:i)(Xjeen—pj) pour t,h € Z, et i,5 =1,2,...,m. Les
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éléments ~;;(h) de la diagonale de I'(h) sont les autocovariances des Xy, i =
1,...,m, et les éléments 7;;(h) en dehors de la diagonale de I'(h) indiquent la

covariance-croisée entre X et Xj;.

Remarque 1.1.4. La matrice I'(0) est la matrice d’autocovariance du proces-

sus.

Définition 1.1.5. Un processus X =(X;, t€ Z) moyenne mobile réelle d’ordre
q, noté MM(q), est défini par

Xt :Ht+€t+815t—1 + ... +8q€t_q (111)

o € = (g4,t€ Z) est un BBR(0,062), et V j = 1,...,q, on a 6;€ R avec
6,7 0.

Remarque 1.1.6. Un processus X = (X;, t€ Z) centré a une représentation

moyenne mobile multivariée d’ordre (q), MMM (q), s'il s’écrit

Xi =) L&, (1.1.2)

ol

-les L, sont des matrices de taille m xm des coefficients moyennes mobiles,
-Ly = I, avec I,, la matrice identité de R™,

g est un BBM(0,%).

Une notation équivalente a (1.1.2) est d’utiliser 'operateur de retard

B?®e; = g;_, pour écrire

X; = L(B)g

q
ou L(B) = Y L,B*, avec Ly = [l;;5| pour i,j = 1,...,m.
s=0
Pour que le processus soit stationnaire, il faut que les coefficients de la
matrice L, soient de carré sommable, Pour qu'un M M M (q) stationnaire soit

inversible, L doit verifier det(L(B)) # 0 pour |B| < 1.

8



Nous définissons la représentation duale du processus moyenne mobile, le

processus autorégressif.

Définition 1.1.7. Un processus X = (X;,t € Z) autorégressif réel d’ordre
p, noté ARR(p), est défini par

Xt = Ut =+ 77D1Xt—1 4+ ...+ ¢pXt—p + Et (]_]_3)
olt € = (g4,t€ Z) est un BBR(0,6%), et V j = 1,...,p, on a ¢;ER avec 1,# 0.

Les deux processus définis précédemment peuvent s’écrire sous une autre
forme.

Si B est Popérateur retard tel que B’(X,,)=X,,_; pour tout j=1,2,..., alors
on note pour tout t € Z :

Un MMR(q) par

X;=0(B)e; ot ©(B)=1+6, B+0,B*+...+0,B1

Un ARR(P) par

Y(B)X,=¢; ot (B)=1—y1 B —yB* —...4),B? .

Remarque 1.1.8. Un processus X = (X;,t € Z) est centré et admet une

représentation autorégressive multivariée d’ordre (p), ARM (p), s’il vérifie

p
Xt = ZASXt—S + &4 (].].4)

s=1
Ou

-Les A, sont des matrices de taille m x m des coefficients autoregréssifs,
-e¢ est un BBM(0,%).

En d’autre terme, la relation (1.1.4) peut s’écrire

A(Xy) =&

p
ou A(B) = I, — Y AsB®, avec Ay = [a;j 5] pour 4,57 =1,...,m.
s=1

Sous certaines conditions, le processus est inversible.



Maintenant nous allons étudier les premiers moments d’un processus .

Définition 1.1.9. La moyenne du processus X = (X, t € Z) est définie par
m=E(Xy)
On dit que le processus X est centré, si u,=pu= 0, Vt € Z.

Remarque 1.1.10. La moyenne de X;, notée p; est le vecteur de R™ donné

par
E(X1t> Haie
E(th) M2t
E(th) Homt

Définition 1.1.11. la fonction d’autocovariance du processus X = (X;,t €
Z) est définie par
v(s,t) = cov(Xs, Xy) = E[(Xs — E(Xy))(Xy — E(Xy))|Vs, t € Z.  (1.1.6)

Remarque 1.1.12. La matrice de covariance de X; de retard h, notée I'(h)

stationnaire, vérifie

T(t + h,t) = cov(Xean, Xi) = E[(Xoan — piesn)(Xo — 11)'). (1.1.7)

Définition 1.1.13. Un processus X = (X, t € Z) est du second ordre si

E |Xt|2 < 00,

de plus il est stationnaire si pour tout s, t, h € Z
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E(X}) = pet cov(Xs, Xy) = cov(Xgin, Xevn)-

Définition 1.1.14. Un processus M M R(q) défini, pour tout t€Z, par I’équation
Xi= O(B)ey, est inversible s'il existe une suite de valeurs réelles {a;} telles

que > |a;j| < oo et

gt = E CLth_j.

Définition 1.1.15. Une suite strictement stationnaire (X,) de variables
aléatoires de R est dite m-dépendante, avec me N*, si pour tous les en-
sembles de variables {X;, j< t} et {Xj, 7>t + m + 1} sont indépendants.

Remarque 1.1.16. La m-dépendance se traduit par 'indépendance des obser-

vations dés qu’elles sont séparées de m + 1 unités de temps.

Un M MR(q) est un processus g-dépendant.
Nous complétons maintenant 1’étude des moments d'un processus en
détaillant les fonctions d’autocovariances, d’autocorrélation et d’autocorrélation

partielle, puis en donnant quelques unes de leurs propriétés.

Définition 1.1.17. La fonction d’autocorrélation est pour un processus sta-

tionnaire définie a partir de la fonction d’autocovariance par

_ah)

Remarque 1.1.18. La matrice de corrélation de retard h de X; est définie par
R(h) = A72T(h)A™2 = [pi;(h)]

Pour i,j = 1,2,....m avec A = diag(711(0),722(0), ..., Ymm(0) et R =
[pi(R)]ij=12..m ol p;i(h) est la corrélation de Xy, et p;; est la corrélation

croisée entre X;; et Xy vérifiant
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wh)
[ (0)7,5(0)] 2

Si p est le vecteur nul de R™ | alors le processus est centré.

pij(h) =

Nous supposons dorénavant que X est un processus m-vectoriel station-

naire, centré. Ainsi ses matrices de covariance et de corrélation vérifient :
)I'(h) = T*(—h) et donc R(h) = R'(—h);
i) |73 ()] < [1i(0)73(0))2, 4,4 = 1., m;
iii)I'(.) est une fonction définie positive, c’est-a-dire que pour tout point
t1, ..., t, et tout vecteur (ay, ..., ;) de R™,

on a

i=1 j=1
iv)p;i(0) =1 pour i =1,...,n.

Nous résumons les notions vues dans cette sous-section pour un processus
MMR(1).
Etude des moments et propriétés d’un MM R(1)

De la relation (1.1.1), un MM R(1) centré est défini par

Xt =&+ 06}_1, t eZ. (118)

Ou ¢; est un I1D(0,62%), 6 € R tel que —6| < 1. Cette derniere condition
assure l'inversibilité du processus.

Sa fonction d’autocovariance vérifiant

(1+6%02 si h=0
v(h) = 0o s |hl=1 . (1.1.9)
0 si |h|>1
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On peut en déduire sa fonction d’autocorrélation par

1 st h=0
p(h) = ol si IHl=1 (1.1.10)
0 st h>1

Par définition d'un M M R(1), sa stationnarité est entierement établie.
Et pour linversibilité du processus, sous I'hypotheése |#| < 1, on peut
écrire (1+60B)7 ' X, = &

et comme

(1+6B)'=> 6B,

On peut écrire £,=> 67 X;_; et en déduire que le processus MM R(1) est
inversible.

Le processus MM R(1) est 1-dépendant. En effet, pour tout ¢t € Z, X; et
X1 sont des variables aléatoires dépendantes, alors que pour tout j > ¢+ 2,

X, et X; sont indépendantes.

Remarque 1.1.19. Si on a 2 processus : Xj=e;+0e;_1 et XP=e,+5e, 1, ils
auront la méme autocorrélation. Cepandant, si la racine de (1 — 6B) n’est
pas a l'intérieur du cercle unité, alors la racine de (1 — $B) y est. Parmis X/

et X? un seul processus est inversible.

1.2 Estimation des moments d’un processus

stationnaire

Nous donnons maintenant une définition concernant le comportement

asymptotique d’une suite de variables aléatoires.

Définition 1.2.1. Une suite de variables aléatoires X =(X,,n € Z) est

asymptotiquement normale de moyenne u,, et d’écart-type o, si 0,> 0 pour

13



n grand, et

Xn_ n
An " Hn L Z, avec Z ~ N(0,1),

On

ou N(0,1) indique une loi Gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type 1.
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Chapitre 2

Méthodes d’estimation

2.1 Théorie asymptotique pour les processus

moyenne mobile

Pour évaluer le comportement asymptotique des séries tomporelles, nous
avons besoin de connaitre la distribution de statistique (telles que la moyenne,
la fonction d’autocovariance...) a partir des données dont nous disposons.
Cependant, méme pour un nombre fini d’observations la distribution exacte
n’est pas toujours facile a déterminer. Dans ces cas-la, nous nous basons sur
I'inférence statistique obtenue a partir des grands échantillons pour obtenir

les résultats.

Théorémes limites centraux et résultats associés

Nous commencons par énoncer le théoreme de la limite centrale

Théoréme 2.1.1. Soit X,,~ IID(u,0?%) et X,,= (X1 +Xo+...+X,,)n~t, alors

X, —[i
g

~ N(0,1)
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Ce théoreme s’applique aux variables indépendantes, or nous avons vu
que le modele MM R(1) est un processus 1-dépendant. Nous énongons donc
des résultats qui étendent le théoreme de la limite centrale aux processus
m-dépendants, dus a Hoeffding et Robbins (1948).

Théoreme 2.1.2. Soit X = (X;, t € Z) une suite strictement stationnaire

de variables aléatoires centrées et de fonction d’autocovariance (.), st vyp=

7(0) +2229(5) # 0, alors

(i) limn var(X,) = vp,.
n—00
(i1) X,,~ N(0, va)
L’application de ce théoréme au processus MM R(1) donne :

Corollaire 2.1.3. Soit X = (X;, t € Z) une suite strictement stationnaire

de variables aléatoires 1-dépendantes définies par une MM R(1), tel que

X, =¢;+ 044 avec e, ~ I1D(0,02).

Ces variables sont centrées et ont y(.) pour fonction d’autocovariance, comme
v1="(0) + 2v(1) # 0, alors

(1) lim n var(X,) = (1 + 0)%c2.

(ii) (1 + 0)2 X, ~N(0,n"102).

Donc d’aprés la définition 1.2.1 de la normalité asymptotique, la condition
vm# 0 du théoreme 2.1.2 est indispensable pour I'obtention de (ii). Dans le
cas ou v,,= 0, on peut montrer que

nsX,5 0 et n var(X,) — 0 quand n — oo

2.2 Estimation du parametre d’un processus
MMR(1)

Nous considérons ici uniquement le cas d’'un processus MM R(1), centré

et inversible vérifiant
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Xt =&+ ‘9&}_1, (221)

ol & est un I1D(0,02), 6 € R tel que || < 1. Notre probleme consiste &
estimer le parametre ¢ a partir des observations X1,Xs, ...,X,,.

Dans le cas ou nous avons supposé que g = 0 nous n’avons pas ce pa-
rametre a estimer, cepandant si X n’est pas un processus centré, p est aussi
un parametre A estimer. De méme, le parametre o2 est a estimer, que le
processus soit centré ou non.

Par la suite, nous nous limitons au probleme de I’estimation du parametre

Bien qu’il existe plusieurs méthodes d’estimations, nous présentons les
trois méthodes les plus courantes, a savoir

-La méthode des moments.

-La méthode des moindres carrées.

-La méthode du maximum de la fonction de vraisemblance.

Pour chacune de ces méthodes, nous éxpliquons I'idée de la démarche de
I’estimation et nous donnons pour chacune les propriétés asymptotiques de

lestimateur obtenu.

2.2.1 L’estimateur par la méthode des moments

Cette méthode est basée sur la fonction d’autocorrélation, elle consiste a
substituer les moments empiriques aux moments théoriques et a résoudre les
équations obtenues.

Pour un MM R(1), I'éstimateur de 6 noté 6, doit étre solution de

17



Soit a partir de (1.1.10)

0
(1) = )
p(1) e
0 est alors la solution de I’équation
p(1)82 — 0+ p(1) =0, (2.2.2)

et vérifie

1+ /1—4p(1)?

0= _
2p(1)
Plusieurs cas se présentent :
1.Si [p(1)] < 3 , alors I'équation (2.2.2) & 2 solutions. Nous choisissons

celle qui donne un modele inversible, c¢’est-a-dire vérifiant |é| < 1. On obtient

donc

1—/1—4p(1)?
2p(1)

2.51|p(1)| = 1 . alors I'équation (2.2.2) admet une unique solution 0] = 1.

é:

Le modele n’est pas inversible.

3.5i |[p(1)] > 3 , alors les racines ne sont pas réelles et donc I'équation
(2.2.2) n’a pas de solution réelle.

En résumé, sous I'hypothese de 'existence d'un modele MM R(1) in-
versible défini par (2.2.1), lestimateur des moments se limite au cas ou
p(L] < 5.

Remarque 2.2.1. Dans le cas général, la méthode des moments est souvent
difficile a résoudre pour un MM R(q), car les autocorrélations p(h) sont des

fonctions non linéaires des parametres 64, ..., 0,.

Du fait de la sensibilité de cette méthode face aux erreurs d’arrondi, la

méthode des moments est davantage utilisée pour calculer les valeurs initiales
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des parametres avant 'utilisation d’autres méthodes d’estimation, que pour
estimer le parametre en lui méme.

Fuller [8] insiste sur le fait que l'estimation de # ne peut se faire qu’a
partir de p(1).

Cepandant, pour ne pas se limiter au cas ou [p(1)] < %, il propose

d’étendre estimateur des moments en définissant

(1-\/1-4p(1)2 . | .
o 1p(1)] < 0.5
A 1 siop(1) < 05
O =
1 st p(1)>0.5
\ 0 si p(1) =0

(1) estime p(1) avec une erreur de Pordre de O(n™2), et fp est un esti-

mateur consistant dont I’erreur asymptotique est du méme ordre.

2.2.2 L’estimateur des moindres carrés

Le principe des moindres carrés repose sur la recherche de la valeur de 6
qui minimise la somme des carrés des erreurs commises lors de 1’estimation.

Soit S(f) cette somme, définie par

S(0) = Zn: E(g,0,X)* = iéf (2.2.3)

t=—o0 t=—o0
Cette méthode est basée sur une relation de récurrence nécessitant des
valeurs initiales de &7 .
Selon la méthode d’initialisation de &, , pour ¢ < 0, on distingue deux
types d’estimateurs :
- L’estimateur des moindres carrés conditionnel.

- Lestimateur des moindres carrés non- conditionnel.
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2.2.2.1 L’estimateur des moindres carrés conditionnel

On considere que les valeurs initiales des bruits blancs sont des valeurs
fixées. Pour un M M R(q) les valeurs €1_,4,€2_, ....E_1, £ sont supposées nulles.
Nous limitant au MM R(1), nous présumons que £y= 0, et cherchons & mi-

nimiser

La relation (2.2.1) s’écrit,

&t = Xt — 95,5_1.

Lemme 2.2.2. Pour toutt > 2, e,.=X;—0ec;_1 s’écrit sous la forme suivante

t—1
&t — Z(_Q)ZXt—z
i=0
Démonstration. On a
gy — 0
g1 = Xl.

Donc

Eo = X2—¢961
= Xy, —0X;

3 = X3 — 982
- X3—9<X2—9X1)
= X3—0X,+0°X,
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Eq4 = X4 — 963
= X, —0(X3— 60X, +0°X,)
- X4 - 0X3 + 62X2 - 03X1

t—1

€ = Z(—H)iXt,i.

=0

Donc d’aprés le lemme 2.2.2, on a

t—1

g = Z(—@)iXt_i.

i=0
Ainsi, la somme des carrés conditionnellement a £y = 0 devient
n t—1

SC(O) = et = DS ()Xo

t=1 i=1

L’estimateur fgc est la valeur qui minimise la fonction SC (0). Celle-ci n’étant
pas quadratique en 6, ’équation permettant d’estimer # n’est donc pas qua-

dratique.
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2.2.2.2 L’estimateur des moindres carrés non conditionnel

Le probleme tout d’abord est de minimiser

SC(0) =) .
t=1

n
Mais minimiser Y e? revient & minimiser €'e,

t=1

et € s’écrit sous la forme suivante

e=MX+ We*

e est un parametre, M, W deux matrices dim M(n +1,n) et dim W (n +

1,1).
Car
( (
€0 = €0 €0 = ¢&o
&1 :X1 —9180 €1 :X1—01€0
€9 = X2 — 6151 E9 = X2 — t91X1 + 9%60
£z = X3 — (9182 €3 = X3 — 91X2 + G%Xl — 9?80
<~
En = Xn - 01571—1 En = Xn - 6)l)(n—l + (_01)2Xn +

\

\

i—1
e =Xi+ Y ()" { Xix + (—1)'6}<0.

k=1

22
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i—1
MX = S (105X,
k=1

Avec

W80 = (—1)10360

€0 1 0.0 1
_91
= X + €0,
En (-91)n_1 . 1 (—91)”

Commencons d’abord par estimer les valeurs initiales pour améliorer I'es-
timation.

Soit € = (e1-¢y -+, €n)-

On prend MM (1) donc € = (eq, ...,&,). Et € = &y.

Comme g = 1 donc M M(1)

g = —(WW)'WMX.

Dlaprés Y = Z0+V
Onaf=(Z2'2)712Y

On a la proposition suivante

Proposition 2.2.3. Soit £*= (¢1_,...,60), Uestimateur des moindres carrés

€* de €* est le suwivant
F = —(WW) "W MX
Démonstration. On a Soit Y = Z6 + V tel que V;— N(0, 0?)
Oors = (2'2)12'Y
Mais nous, on a € = M X + We* tel que g, — N(0,0?)
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e=MX +We'< =-MX =We*—¢

& = (WW)'W'(-MX)
= —(WW)"'W'MX

W=7
Y =MX.
Or
SO)=ce=(MX+We*)(MX +We")
et
S(0) = (MX +We") (MX +We*)
Soit
MX +We* = MX+We —Weé*+We*
= MX+We +W("—¢&Y)
donc

S() = (MX+We +W(e* —&)) (MX +We +W(e* — &)
= [(MX +We) + (" —&)W]MX + We* +W(e* —&)]
= (MX +We)(MX 4+ X&)+ (MX + We)W(e* — &)+ (5 — VW (MX + We*)

4+ (e* — EW' W (e* — &%)
De plus

(MX + W& YW(e*— &) =0
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(" — &)W (MX +We*) =0,

donc

S(0) = S(0) + (" — YW W (e* — &%)

et enfin trouver Pestimateur des moindres carrés non conditionnel revient

a minimiser le terme S(6).

2.2.3 L’estimateur par la méthode du maximum de la

vraisemblance

La encore, nous étudions deux types d’éstimateurs selon le choix des va-
leurs initiales, a savoir

-L’estimateur du maximum de la vraisemblance conditionnelle.

-L’estimateur du maximum de la vraisemblance non conditionnelle ou

vraisemblance exacte .

2.2.3.1 L’estimateur du maximum de la vraissemblance condition-

nelle

Ayant une relation entre X; et &;, la fonction de vraissemblance des X;
est déterminée a partir de celle de ;. On a donc besoin d’une hypothese sur
la distribution liée des &, : nous les supposons indépendantes de loi g(0, o2).

Partant de la densité des probabilités conditionnelles des bruits blancs, on a

&

f(X,H,af) = (2770'52>7§€33p(—27‘€2)

(2.2.4)

En réecrivant €; a partir de (2.2.1) , on peut écrire la fonction de vrai-
. N 2
semblance en fonction des parametres (0, 0.) en supposant que les valeurs
initiales Xy, €_1, ¢ sont fixées a 0.

La fonction de vraisemblance conditionnelle est alors
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n

n 1
Lo(6,02) = (2m0%) Fean(—5 > D)
€ t=1

d’ou la fonction de la log-vraissemblance

1
LogLc(6,0%) = —gLog(zmg) ~ 555C(0) (2.2.5)

£

ou

SC(0) = iaf(ﬁ) (2.2.6)

Les premiers termes de Log Lc (6, 02) étant négligeables lorsque le nombre
d’observations est grand, il en découle que Log Lo (6,02) est dominée par
SC(0), et de ce fait, rechercher le maximum du logarithme de la vraisem-
blance conditionnelle coincide avec l'estimateur conditionnel des moindres

carrés étudié précédemment.

2.2.3.2 L’estimateur du maximum de la vraissemblace non condi-

tionnelle

Comme on a déja vu dans la partie conditionnelle on connait la fonction

de vraisemblance des &;

n 1 &
Le(0,02) = (27"‘752)_2635]9(_W26t2)

€ =1
et pour obtenir la fonction de vraisemblance, nous utilisons la densité
de probabilité d'une série d’observation X1, ...,X,,, en supposant que chaque
observation de cette série est générée par une MM R(1) définie par (2.2.1).
Sous I’hypotheése de normalité des ¢; , et par conséquent des X; , on

obtient la fonction de densité jointe
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XT1x
202

f(X,0,0%) = (2m0?) "2 (detD) "2 exp(— ) (2.2.7)

et chaque X;= ¢;+60¢;, 1 pour chaque i =1,....,n

ou X est le vecteur des observations (X, ..., X,) et I' est la matrice de
covariance de a%, définie positive .

Mais la nous somme confrontés au probleme de l'inversion de la matricel’

donc on passe a une autre méthode qui nous facilite les calculs.

On commence d’abord par,

Proposition 2.2.4. Soiente = (e1_¢,....6n), X = (X1..., X,,), " = (61-¢;---,€0)
et M, W deux matrices de dimension (n+ q) x n et (n+q) X (n+q) x q
respectivement et leurs éléments sont en fonction de 0 seulement. Alors notre

€ va s’écrire sous cette forme

e=MX+We* (2.2.8)

Pour g =1

€= (807 "'78n)7X

[l
=
=

et M matrice, dim (n+1) x n
W matrice, dim (n +1) x 1
On a
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/

o = &o o = €o

&1 :X1 —6180 €1 :Xl —9160

&9 = XQ — 9161 E9 = X2 — 91X1 + 9%60

€3 = X3 — 9152 E3 — X3 — €1X2 + Q%Xl — 0?50

\En = Xn — 91871,1 \é“n = Xn — ean,1 + (-01)2Xn + ...+ (—91)”_1X1 + (—91>n€0
donc

i—1

gi=Xi+ ) (~1)! 01Xy + (—1)0c0-

k=1
o mio . - min X1 W1
e N . o, (2.2.9)
€n Mpo - « Mpgin Xn Wn+l

avec
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0 ) 0
1 0 . 0
-0, 1 0 . 0
Y 62 9 10 0|
.0
1 00
10
(=)™t (=02 1
et

1

_91

07

wo|

(—60.)"

(2.2.9) e =MX + W¢',

avec e =gp,i=1,..,n+qetj=1,..n

Proposition 2.2.5. Soit e*= (¢1_y,...,€0), l’estimateur de mazimum de vrai-

semblance €* de €* est le sutvant
= —(WW)'WMX (2.2.10)
Démonstration. Soit Y = Z0 + V tel que V;— N(0, 0?)
Oors = (2'2)12'Y

Mais, on a ¢ = MX + We* tel que g, = N(0,0?)
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e=MX +We'< =-MX =We*—¢

& = (WW)'W'(-MX)
= —(WW)"'W'MX

W=2
Y =MX.

Théoreme 2.2.6. Soient W une matrice de dimention (n+q)Xxq ses éléments

sont en fonction de 0 seulement et S(0) = €'c alors :
100,0%) = — “log2r — "logo® — LiogWW| — ——S(0)  (2.2.11)
B T T 207 -
Démonstration. On a

SO)=ée =(MX +We*)(MX + We")

e
S(0) = (MX +We") (MX +We*)
Soit
donc
S(O) = (MX+We +W(e* —&)) (MX +We +W(e* — &)

)]
+ (e = &)YW (MX + We")

(

(MX 4+We) + (ef =&)Y W|[MX + W + W(e* —&

(MX +We)(MX + X&)+ (MX + WeOW (e* — &%)
+ (ef = )WW(E — &)

(

(

MX + WY (MX + X&) 4+ (MX + W)W (e* — &) + (¢ = &)W (MX + Wé)
et — ) W'W(e* — &%)
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De plus
(MX +We)YW(e*—&*)=0

(6" — &)W (MX +We") =0,

donc

car

(2.2.12)

(MX+WeENYW (" —£*) = (MX) We*—(MX) W (W) Wer—(We*) We*

(W'Wwey
. o , (Wes) W
Sachant déja que W We*=W M X <— /
(Wer) We*
(We*)Wwe*

de ca on obtient
(MX +We")W(e* — &) =0.

On a :

!
(n+q) e e

f(5;970'):<271'0'2)_ 2 e 202

et € est une fonction de (¢*,X) car e = M X + We*
et de plus

fla,e") = f(h™(z,e"))[Jn1 (2, "))

avec
(X, ") = h(e)
— {5 =hY(X,e*) = MX +We*
|Jh*1($a5*)| =1
donc D
o0, = (ano?) 2L



en remplacant S(6) par S(0) + (e* — &) W' W (e* — &)

on aura H
n 5(6)
fla.e%:0,0) = (2m2><‘5”1%| a?
devient
n , ; 5(0) _ (* =t W wier—e)
flx,e%0,0) = (27r02)_5(27m2)_%|W W]_%|W W|%e_%e_ 22
N 5(0) ; (* =)W w(er et
= (2r0) EWW [ re 2? 2m0?) W W re T at
cepandant
f(x,e%0,0) = f(z;0,0)f(e\z;0,0),
P S ()
avec L(0,0) = f(x,0,0) = (2m0?) 2 |W W|Tle_%,
et

! 1
(=) W W(e*—g")

f(e\a:6,0) = (2m0%) "4 [W'W|2e T
avec L(0,0) = f(x,0,0) = (ZWUQ)_%|W'W|%6_%,

et maintenant on fait 'identification avec

L(0,0) la fonction de vraissemblance précedente

_ Iy,—1
L(0,0) = f(x,0,0) = (2m0*) E V| e wm
vl ='W

S@) =XVx
d’ou le résultat final.

o1 aura

1 1
1(0,0°) = —gl0927r — gloga2 — élog]W’W] — rﬂS(ﬁ)

avec
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Trouver 'estimateur du maximum de la vraisemblance non conditionnelle

revient a minimiser le terme S(0).
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Chapitre 3

L’estimateur du RIV (Cas

scalaire)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode RIV proposée par Anna Clara
Monti, c’est une méthode itérative d’estimation des parametres d’un proces-

sus moyenne mobile
Soit (X, t €Z) un processus mobile d’ordre 1 M M (1) défini par

Xt =&t — ﬂgt—l (311)

avec || <1 et (g,t € Z un bruit blanc faible
Le processus (X;,t €Z) est inversible si |3] < 1
On a

Xy =¢er— Per

donc
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.
X1 =¢1—Peo

X =&n — Bgn 1
On fait la somme

n n
E X, = E e — Bera
t=1 t=1

On multiplie par ;4

n n n

2
E X1 = E Et&t—1 — 52 €1
t=1 t=1 t=1

On passe a l'éspérance

Ztht 1 Z&ft 1 —5257: 1

n
1 _
On prend Etg—ftgt_l =0
1 — 1<
—§ Xigr1 = — —§ g2
Tlt:1 o 5nt:1 o

A %Ztht—l
= 3 = —tzi (3.1.2)
%25?—1
t=1
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3.2 Principe de la méthode RIV

On génere un échantillon de taille n, v.a.i.i.d, centrées, réduites, de loi

quelconque 03,89, ....00

Rour 1=1
X1: — 5[)80)
Xo=— ol

\ Xn=— 6b£(1)1

(
X0y = — gbg by
X" = — B

0 0) 1.0
\X”bgf)lz - ﬁbgjlbgjl
On sommant, terme a terme, on obtient

(0 (0 2
Zbg—)rXt = —5Zb§—)1
t=1 t=1
et on multiplie par £, on aura

n

1< T (o) 2
ﬁZthle = _552557)1
=1 t=1

Donc
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/37(7,1) = _ﬁ- (3.2.1)
DU

De nouveau, on définit bgi) par
b = X, + B0 t=1,...n
Aprés pour i =i+ 1(i = 2)

B9 — U] < ¢,

fH == (3.2.2)

avec ¢ quelconque (g > 0).

On définit
Brive = lim 3 (3.2.3)
11— 00
et aussi
o 1,y
t=1

et by = limb!”

1—00

37



donc

n

. 1 G
Ohay = 5D (i) (3:25)

t=1
Remarque 3.2.1. 1.Les nombres b, ....bY | peuvent etre générés, par exemple
en utilisant une distribution gausienne.
2.Quand le nombre d’itération ¢ augmente la variable aléatoire bgi) converge
vers le bruit ¢; en probabilité. Les propriétées des estimateurs Brive et o vE
pour un processus moyenne mobile d’ordre un, sont données par le théoreme

suivant.

3.3 Théoreme

Soient Brive et 0%y, définient par (3.2.3) et (3.2.4) respectivement,
g € ]—1,1], 'éstimateur RIVE a les propriétées suivantes
i) lim Brive— [ en probabilité.
n——+00
ii) lim 6%, — 02 en probabilité.
n—-+0oo

iii) lim bt—>5t en probabilité.
n—+

v )\/_(ﬁRIVE_ﬁ) = N(0,1).

Pour la démonstration de ce théoreme on a besoin des lemmes suivants

Lemme 3.3.1. On a pour j< i (i > 1) l’estimateurﬁ(j) admet la décomposition
suivante

BY) = u(§) + O, (n~2) pour j < i. (3.3.1)

A

Démonstration. Pour prouver cela il faut montrer que , E(3Y)) =v(j) et que
BO~ N(v(j), ).

On sait que
('L 1

> ¢
R T
L

S

(b2

le
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On pose
Y, = Xibi 1.

On passe a 'éspérance de Y;
E(Y) = E(Xibi—1) = v(j),

et
EMb %) =Var(h]-]) =1

Y; et Y, 1 ne sont pas indépendants,
car E(Y;Y;11)# 0
(Yi= Xibi 1, Y= Xopiby
Xy=¢-te,1 ;Xt:(5t7 0, €11 ) et Xip1=¢€41-0g; ;Xt+1:(5t+1a9; €t )
donc Xiet X;4q sont 1- dépendants )
Par contre
Y, et Y5 sont indépendants,
car (Y= Xibi—1 et Xy = ¢, — 04— donc X, est en fonction de &, 0, ;1
et yri0= Xyiobiiq et Xpio=¢e;10-05,11 donc X, est en fonction de g,49,0, €411
donc X; et X;,5 sont indépendants
et par suite
Y, et Y, 2 sont indépendants
Donc les Y; sont 1-dépendants d’aprés la définition 1.1.15
Et par le T.C.L 2.1.2

1 — N U1
-y YV~ N —).
ntz; t (V(])a n)
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@
3
|

1 (i—=1)\2
— g b
n (b=1)

i 1 - i—1
b= DX
t=1
1 n
= DV

t=1

Mais £37Y; ~ N(v(j), ) done 13- (557)285 ~ N(v()),
t=1 t=1
et puis B ~ N(v(j), 2).

n

Lemme 3.3.2. On convient pour j =1, on prend v(1) = 0.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.3.1 on a
BN = (1) + Op(n"2)

on doit montrer que v(1) = 0 ¢-a-d que E(3V) = 0.
Or

On pose

donc
E(X:b2) = E((e — 02,1)b”) = 0,

et enfin

V1

n

),



Lemme 3.3.3. On a pour k > 2
1 — 1
_ZXtXt*k = Op<n 2).
4

Démonstration. On a

E(XtXt—k> — O,

pour k > 2, d’aprés (1.1.9) ,les X, sont 1- dépendants donc d’aprés le T.C.L

U1

S KXok~ N@(), ),

t=1

Ici v(j) =0,

donc

1

1 n
EZXtXt_k = Op(n_i).
t=1

Lemme 3.3.4. On a
1 < 9 _1
_ZXtXt—l = —ﬁO' + Op(n 2).
[
Démonstration. On doit montrer que
E(X;X; 1) = — 307,
et on la d’aprés (1.1.9) pour h = 1.

Et que
v
X X,_1 ~ N(—f02, ﬁ).
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Les X; sont 1-dépendants donc d’aprés le T.C.L

U1

%thxtl ~ N (i), ).

t=1

Ici
v(j) = —po°
Donc on a

1 n
EZXtXt—l = —fo’ + Op(n_%)-
t=1

3.3.1 Preuve du théoréeme

D’aprés le lemme 3.3.1 on a :
Supposons qu’a l'étape j< i (¢ > 1), 'éstimateur B(j) admet la décomposition

suivante

ou 1(j) est un terme non aléatoire.
On a

i1 . s .
Nous remplagons b,g]_ 1 ) dans cette expression et par itération nous avons,
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b = X+ BO(X, oy + BRI
= X, + B(j)Xt_l + B(j)B(j—l)bg—Qz))
= X, + B(j)Xt—l + B(j)B(j_l)Xt—Q + B(j)B(j—l)B(j—Q)bgﬂ;_;’)

= X+ B9X + BDRIIX, 4+ fORGDFUITDR )
= X+ 89X,  +BDEEDX, 5+ .+ BU)BU*”B(Ub@j,

par 'expression (3.3.3) nous avons pour j < i

b = Xt () Xea (DG =D X (7)ot 2) X)) 40y (7).

Comme p(1) = 0 d’aprés le lemme 3.3.2, et Op(n_%)Xt_lz Op(n_%)

on a
bﬁj) = X+ p())Xem1 + p()p( = DXz + oo+ p(f) - p(2) X jn + Op(n_%).

Par suite

b = Xt p(i— 1) Xy pli— 1) p(i=2) Xo—g o p(i—1) . pu(2) Xy i1 +Op (072,
(3.3.4)
Multiplions I'expression (3.3.4) par X;

XY = X X4 p(i—1) X Xy p(i—1)p(i—2) X Xyt Ap(i—1) . pu(2) X, Xy i1+ O, (n2)
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Par conséquent

XY = —1thXt L+ (i — D) ZXtXt L (i — Dpli — 2)n ZXQ(&%
t=1 t=1
. -1 _1
(i — 1) pu(2)n thxt_m +0,(n72). (3.3.
t=1

Nous avons aussi pour k > 2,d’aprés le lemme 3.3.3

1 — 1
EZXtXt—k = Op(n 5)7
t=1

et d’aprés le lemme 3.3.4
1 < 9 _1
_ZXtXt—l = —,80' + Op(n 2),
[
par suite nous avons
nflzxt b = —Bo% + 0,(n2). (3.3.7)
De la définition

b = (X + BB

Et par suite en sommant on a
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n

-1

DR = S KE 42X D 4 ()

t=1 t=1

- n ZXQJFQBZ D ZXH 2 (7Y ‘12(1??__12))2)

t=1

= (14 B%)0 +2(u(i — 1) + O,(

= (14 %0+ 2u(i — 1)(= B0 + Op(n77)) + Op(n~2) + (u(i
+ 0y(n72)5 1n—12<b§ N

Donc

n n

D0 = (8o - 2Bu(i =)o +u(i=1)F Iy (657 Oy

t=1 t=1

(3.3.8)

Nous remplagons la relation (3.3.7) dans 'expression (3.2.2) et nous avons

B(i—l) t=1
S (b2
t=1
3D = Bo® + Op(n~2)
LY (02
t=1
A . 2
5(1_1) = " fo , + Op(n_%)
L3 (b 5Y)
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Alors 'expression (3.3.8) devienne

mli(bf”)? = (14 8%)0> = 28u(i — 1)o® + pu(i — 1)— po’ ny(0P) +
2 t=1

n Ly (00)
t=1
+ p(i =Y (05Y)?0,(n72) + Oy(n73),
t=1
On en déduit
nT (B5Y)? = (L4 B2 — Buli — 1))o* + Op(n77). (3.3.9)

t=1
Nous remplagons la relation (3.3.7) et (3.3.9) dans 'expression (3.2.2) et

nous obtenons

_ s
1482 Bui—1)

Ainsi pour i > 1, par la décomposition (3.3.2) on a

8o +0y(n"2).
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p(i) = B9+ 0,(n"3)
B
1+ 3 — Buli— 1)
B+ p%—pu(i—1))—BA+6%—=PBuli—1))+p
1+ 8% = Bu(i —1)
B2 — B*u(i — 1)

=T EauG- D)
_ 5 B - B oy
1+ 8 = b
4 B5 — Bu(i — 2)
L4+ 52+ 51 = (B + B)uli - 2)
_ 5 BT — Bu(i — 3)
L+ 62+ B4+ 30 — (B + 3*+57) i - 3)
_ 3 B = B2 — (i — 1))

LB+ = (Bt e+ B (i — (i — 1))

Donc

/821'71

M®=ﬁ—1+ﬂlh”+@F?

(3.3.10)

Et par suite nous avons

1 — B2

(i) :ﬁl——ﬂ%'

En effet de la relation

1_52i
1-p2

1+ 6824 ..+ B2 =

Car
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A=)+ B+ 4022 =142+ 2= =gl =g =1 %

On a
21 1
i) = 5"
1-p2
6(1 _ 522) _ 621'71(1 _ ﬁQ)
- 1 — 621‘
ﬁ _ 62i+1 _ 622‘71 + B2i+1
- e
_ pa-—p7?)
- 1— B2
B 1 — 521‘—2
= O

De 'expression (3.3.2) nous avons

A : . 1
Brive = lim (u(i) + Op(n”2)).
1—>+00
Nous remplagons p(7) par son expression (3.3.10) et nous avons

A Lom ).

Srrve = lim (8 — .
BRIVE i—%zi-noo(ﬂ 1+ 32+ ..+ 52

Donc

lim Brive — B,
n—-+oo

en probabilité .
d’ou (i).

ii) Le remplacement de (i) dans I'expression (3.3.8) donne
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n ' 2i—1 )
ISR = [+ 800 - (s o+ Oyl
t=1
521'

1+ 62+ ..+ 522’2]02 O

- 1+

Par conséquent

n—-+00

lim (n_Ibe) = lim (n7 "y (lim b{")?)
t=1

= lim (limn " (57)?),

t=1
en probabilité.
INC 2 B 2
Jim (n - (b)) = tim 1+ B2+ ..+ 522'—2](7 ’
avec |G| < 1
Et par suite
a2 2
nﬁngRIVE =07, (3.3.11)

en probabilité.

Do (ii).

iii) Maintenant nous devons distinguer les deux cas § € [—1,+1[ et 8 =
+1.

- Premier cas g € |—1,1]

Si nous appliquons l’expression (3.3.10) nous avons
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1 — 521'72 1— 52(1'71)72
1 — B% 6 1— 52(2‘—1)
1— 52i_4

1— 621’ ’

plu(i=1) =
62

En suite

1— ¥4 1 -6

(3.3.12)

(i—2) + Op(n~ 2)

p(i)u(i = Nuli —2) = B 1— B 51 — B4
_ 631 _ ﬁQ(i—?))
1— ﬁzi ’
Nous avons donc
1 — gD
. . . N +1
p(@)p(i = 1)...p(i — j) = 5 1——521
Si nous remplagons ces expressions successivement dans (3.3.4) nous ob-
tenons
; 1— g2 _ 24 .
Y = X+ 5WXt—1 + 521_—66%Xt—2 + ..+ 0 2
- 1_521251 - B2 )Xi—j + Op(n” 2)
ﬁi i—2
B 521 ZBZ — 2 Zﬁli]Xt*j + Op(nii)-
=0
Ainsi
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by

= lim b
1—+00

; 1 — ) ﬁz i—q _1
= lim e 52";5 Xej = 7 DB 7 Xy + Op(n72)]
i—2

i—2
= lim ( L ZBiXt_j) — lim ( .Zﬁi_th_j) + Op(n_%)
7=0

i—doo 1 — BZi -

j=0
+oo ) L
- Z/BZXt—j + Op(n”2)
3=0
+oo ) A L
= Z/Bz(gt—j — B'er—j-1) + Op(n~2)
3=0
+oo ) +oo A )
= D By =Y e+ Opn ).
3=0 §=0

Nous avons donc

bt = & + Op(n_%)

-Deuxieme cas § = +1.

Nous avons

pu(i) = d :
14 3% — Bu(i — 1)

Si nous remplacons § = +1 dans I'expression précedente nous avons

. 1
= 5=y
Donc
1
w2 =5— (1)



Et comme p(1) = 0 nous obtenons

1
2) = —.
w2) = 3
De meme nous avons
1
M(?’) = )
2—p(2)
2
3) = -.
1(3) 3

Nous montrons facilement par réccurence que

i—j—1

_ i—1
:LL<2> - i )
pour ¢ > 1.
Calculons maintenant
N e . 1—1,,1—2
p(ip(i = 1).p(i—j) = (—)—=)-(
1 1—1
i—j—1
= i
— 11T
1
Pour g = —1 nous obtenons le méme résultat.

Enfin pour f = £1 nous obtenons

p(i)pi = 1).p(i = j) = B (1 =

Ainsi

52

i—j
D g

J+1

).

)



— Zﬁf Xt]~|—0(n 5)
= Zﬁf )(erms = Beigr) + OplnH)
= Zﬂf 1=y, Zﬁf“ (1= D)1+ Opfn™)

7=0

= Z—gt]‘f‘o TL;)

Or
by = lzmb
i—+o00
i—1 j
= lim (e =3 e+ 0, H)
7=0
= & +0,(n72),
car

Ainsi dans les deux cas nous avons obtenu

bt =&+ Op(n_%)

Donc

lim bt — &y,

n—-+00
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en probabilité.
d’ou (iii) .
iv) En remplacant 'estimateur B rIvE par son expression (3.2.2) dans la

formule suivante

I XY iyl
Jim (Vn(Brive = B) = lim (- —F— e = f— ),
77712(@:—1 )2 ”71255—1

Par le résultat (3.3.11) on tire qu’asymptotiquement la variable aléatoire
V(Brive-B) & la méme distribution que la variable aléatoire
I Ei

T2

t=1 t=1

puisque (%=51) est une suite strictement stationnaire 1-dépendante de la
variables aléatoires de moyenne égale a zéro et variance égale a 1, par une
version du théoreme centrale limite, la variable aléatoire n%(ﬁ rivE-P) est
asymptotiquement distribuée comme N (0, 1).

D’ou (iv).
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Chapitre 4

L’estimateur du RIV (Cas

vectoriel)

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on aborde le cas vectoriel. La méthode est itérative, elle
consiste a estimer le parametre du processus M M (1) multivarié.

On considere le modele suivant

Z, = (I — ©B)q, (4.1.1)

Avec Z, =7y, Zot, .., Zmy)' un vecteur centré.

ay=[ai, @y, ..., Q) un bruit blanc avec une matrice de covariance définie
positive .

B est I'opérateur de retard : BZ; = Z;_;.

Le parametre a estimer :0 = [Ox]; k=12, .m,

et I est une matrice d’identité.

Ce processus est inversible si les valeurs propres de © sont dans le disque
unité.

Solent
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Z1, Zy, ..., Zn, n observations générées par (4.1.1) définies

Z =71, 2y, ... Z!]

et a =[a},d,...,a)
et A,lz BA.

donc le modele devient

Z=A—-A_0

Si A_; était observable, alors © peut étre estimée par la méthode des

moindres carrés .

4.2 Principe de la méthode RIV

Soient

2y Zay ey Zinym Observations générées par (4.1.1) définies

Z=1721,Zy,.. 72

et A =[a},dh,...,a))]
et A_1: BA.

donc le modele devient

Z=A—-A,0".

On génére m variables aléatoires indépendantes par la série du bruit blanc
(0)
{60,17' 7n 11} {€0m7' 7n 1m}
.. (0 . e
Soit E_l)— [eg’k)]t 0,..n—1:k=1,2,..m, avec ei,i sont tirées d’une distribution
centrée, réduite .
Apres avoir défini le nombre d’itération i = 1, les étapes suivantes sont

répétées jusqu’a la convergence des éléments de ©) (¢-a-d m%x|é§2 —(:)53;1)| <
7,
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g avec € > 0, fixé.

On a les observations Z et les Eﬁol), on veut avoir '),

i i—1) o(i
Z = BN — g Ve,

Et puis pour i =1

Z=E% - EVe'W,

Or on prend E© = 0;

donc

0
7z =-E%e'®,

e 0
On multiplie par E(—1)

et enfin

oW = —zpC)(EVE).

Aprés avoir ©), maintenant on veut avoir £

0
EW =7z + E%e®

o7



E® = z+E%e®

EY =z 4+ E' Ne® (4.2.1)

On multiplie (4.2.1) par E(_ifl) :

i) o (i—1 i—1 i—1) ~1(5) o (i—1
EOECY = 77 EU ) + U VOB

On passe a 'espérance ;
on a E(EOE) = .

Et puis
Lo -1 L 1) o) i)
n n
Donc
L, i-1) L i-1) q(i) i—1)
—Z'EY 7 = ——EY O ET.
n n
Et enfin,
S AR
O = — 2B (BT EL )T (4.2.2)
avec

Et E'7Y la transposé.

Z'=(21,74,....7"),
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et O matrice .

On répete cette opération jusqu’a

AG) A1
ﬂ}%ﬂ@gk) — G)gk )| <e.

Le Ogyy est donné par,

éRIV = lim é(i) )
11— 00

et .
20 - L g6,

et par conséquent X est estimé par |

2 = lim2®,

1—00

Dans cette section, nous étudions des propriétés asymptotiques de 'esti-

mateur, les résultats sont exprimés par le théoreme suivant :

4.3 Théoréme

Si Z; est un processus M M (1) multivarié inversible alors
(i) lim © = ©;
(i) lim & = %

Pour la démonstration de ce théoreme, nous avons besoin des lemmes

suivants.

Lemme 4.3.1. On a pourj < i eti > 1 l'éstimateur O admet la décomposition

sutvante

O = (j) + Oy(n"2).

59



Démonstration. Pour prouver cela il faut montrer que E(OW) = v(5) et que
B9 ~ N(v(j), %)

On sait que

Al 1 i i—1) (i—1)\—
@(z)l _ _EZ/Ev(_Z1 1)(El/_(1 1)E(_1 1)) 1

Y

On pose
Y, = 2B,

On passe a I'éspérance de Y;

E(Y,) = E(Z'EY)
= v(j)

Y, et Y1 ne sont pas indépendants.
Car
E(YYii1) #0

(Y, = ZEY v, = Z/EWY)

Zy=ay —Oar_1, 2 = (atv O, at—l)v

et

L1 = Qpy1 — Oay; Ly = (at+1, o, at),

donc Z; et Z;1 sont 1-dépendants.
Donc les Y; sont 1-dépendants, et par le théoreme T.C.L 2.1.2 du deuxieme
chapitre

1 — N U1
-y Y\~ N —).
n; t (V(j)un)
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é(i)/(E,Eil_l)ngl)) _ __Z/E(il—l)

et

3=

ZIY;E ~ N(”(])v %)
=
Donc O (ETVE ) ~ N(v(5), o)

Par suite

O = (j) + Oy(n"2).

Lemme 4.3.2. On a .
EZ’E(_’Lf) = 0,(n"2).

Démonstration. On a
i—2 i-1
EY? = BE'Y,

et
Z=A— A_l@’; 7 =A — @ALI.

1

n

i—2
A
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avec Z' = A'— QA et Z 5 =A 5 — A 30

1
77 =% (A —OAL) (A — A0

1 1 1 1
- EA/A_2 - EA/A_:;@, - E@Al—lA—Q + E@Al_lA_g@/
1 1 1
= EA’A_Q — EA’A_;;@’ — E@A'_lA_Q +0A A 30
= 0,
et
1 i—3) As(i— 1 i—4) AV(i—3)\ A(i—
_Z/E(_2 )@l(z 2) _ —Z,(Z_Q + E(_2 )@l(z 3))@/(2 2)
n n
1 g 1 AN A e ay A
_ ;Z/272@/(172) + EZ/E(jQ 4) @/(173) @/(272)7
or on a
Lrz 602
n
Encore une fois
L -1 L., (i=5) Ay/(i—4)
EZ E_2 == ;Z (Z,Q + E_2 @ )
1
— EZ,Z_Q +
ainsi de suite, donc on aura
LypeD _ o (n-h 4
2B = Oy(n 7). (4.3.1)

]

Affirmation 4.3.3. On a la formule suivante VC', D deux matrices inversibles :

(C+D)yt'=Cct-cHct+DHtch
Démonstration. On a
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<O+ D)—l — C—l o 0—1(0—1 4 D—l)—lc—l,

on multiplie des deux cotés par (C' + D)

(C+D)Y(C+D) = ¢c'—c ' (Cc'+D HlcT(C + D)
I = ¢cl'—cYct+ D H el C+D

~—

et donc

ct-ctct+pYHYyt'tc'c+D) = 1-cct+DYHY'+o'D-Cc Y C 4+ D!
= (I+C'D)y-CcHC '+ DY I+C'D)

= (I+C7'D)I-((C'+DHe)

= (I+C'D)I-((D'cC'D+D'0)™

= (I+C'D)I-(I+C'D)y'C'D]

= T

et enfin

clt-c'ct+DpH'lc(C+D)=1

Inversement
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(C+D)Cct-c(Cct+D Y)Y te) = cot+DCt—(CTt+ DY et = DO (CT
= (I+DC™) - (I+DCH)(CH+D e
= (I+DCHI—(C(Ct+D )
= (I+DCHI—-(CD'DC'+CD™H™
= (I+DCHI - +DCH'DC™Y
= T

Lemme 4.3.4. On a

R(iil)il - W1 -+ W2 + ...+ VV,L',Q,

Démonstration. On a

RO-1 — (@/)—1(2—1 + R(i—1)_1)@_1.

Or Wy = R®~!
par reccurence, on suppose que cette formule est vraie a ’ordre i-1 et on

la montre a Pordre i
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R(i_l)_l - W1 + W2 —|— + m_g,

et R(i)il = W1 + WQ —+ ...+ Wi—17

or

R(z) — @(E_l + R(i—l)—l)—l@l’

et

ROt — (@) x4+ RVt
= (@)7's7'e + (0) IRV
= Wi+ (@) Wi+ Wat ...+ W50
= Wi+We+ ..+ W1

D’ou le resultat.

Lemme 4.3.5. On a RY s’ecrit sous cette forme

L= W + (W WA + WZW, 4+ o+ W W) 7

11—

RY =W~

11—

Proof. On a d’aprés le lemme (4.3.4)
R(i)fl — R(i*l)fl + Wifl)

donc
R(Z) — (R(i—l)—l 4 Wi—l)_17

et puis on applique 'affirmation 4.3.3 on aura
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(RO 4w, )t =W —w o (wil + RED-H) =L

(R(l b 1+Wi71) = Wzill—Wfll(W 1+(W1+W2+ A Wie)” 1)71‘/{/[_11-
- Wzill Wz 11(I+ (W W1 +W W2 + .. +W Wz;g)il)il.
O
Lemma 4.3.6. On a
RO =W —{Wt + (W +Wo+ ...+ W) WL
Proof. D’aprés le lemme 4.3.5 , on a
RY = Wl —wIlI+WIAWi+ W iWo + .+ W AWy !
= Wi = W+ Wia (Wi + W + o+ Wisg) ™)™
= W =W (WIAWia + Wig(Wh + Wa 4 4+ W) )
= W =WIAWi{W i+ Wi+ Wt 4+ W) )
= W =W (Wit + (W4 We + o+ Wisg) T W)
= WA =W+ Wi+ Wa+ ..+ W) W
L]
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4.3.1 Preuve du théoréeme

D’aprés le lemme 4.3.1 on a
Supposons qu’a 'étape j < i et (i > 1), Iéstimateur 0@ admet la

décomposition suivante :

O = u(j) + Op(n"2), (4.3.2)
pour j < 1,
avec u(1) =0 et p(y) = O(1).
Soit
A 1 i— i—1) p(i—1)\—
@(z)/ _ ——Z/E(,l 1)(E'£1 1)E£1 1)) 1’
n
et Z_1 =BZ.
i—2 i—1
et E'5% = BEUTY.
Et

1 i— ]. 71— A i
_Z/E(_1 n _ —Z/<Z,1+E(_22)@/(Z 1))
n n
1 1 oy A s
= ~Z2'Z_+ -Z'EYPeD,
n n

et d’aprés le lemme 4.3.2

2N =0, Y),
et
%Z’Zl — 0%+ 0,(n}),
car
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1

~7'7Z

Donc

On a aussi

SEYEY =

car

(A'— A (A — A0

—3 |~

1 1 1
= SAA - -AALO — —OA A +-OA A O
n n n

n

= 0-0—-0X+0
= —O%+0,(n" 7).

1, )
—Z' B V= — 0% + 0,(n" 7). (4.3.3)
n

(Z_1 + EY;V0VY (z_y + EY; VeV

1 Y A g 1, o 1., . Y A
77+ Ezl—lE(—jz DGU) 4 E@(J)E/_(J2 1)Z,1 + H@(J)E/_(J2 1)E(_]2 1)@(]))

P3| =3 -

1 oo e
~Z7'\ 2+ EGU)E’_UQ VZ 1+ 0,(n" 1),

1

n

7' \EY;V=0,(n"2),

et LOVI Y, VEY;VEW=0,(n2).

On a aussi
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1 1 ., ,
EZ/ 1Z,1 - _(Afl - @ALQ)(A,I - Afg@ )

n

— Y-0-0+06%0.
= 2 +030 +0,n ).

Et enfin

1 L | i
—EYEY) =2+ 056 +09V-EYVZ 40,7
n ?7/

et
LGz, = v+ 0,
ﬁ -2 -1 = + p(n 2)?
car
1 - 1 oA
SEYVZ = (2 BYPOY) 2
1 1., .
= 7,7+ -0 VEYz
n n
= 2O +0,(n"?).
Enfin
1 n s N
—EYVEY) =% + 030 + 6956’ + 0,(n"?),
n
et
1 . ,
—EVEY =¥ + 050" + 606’ + 0,(n"3).
n
Or
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OW = u(1) + O,(n~2),

et (1) = 0 donc O = Op(n_%)

Et enfin
1
EE’_(?ES? =Y 4030 +0,(n"?).
Et pour 5 > 1,
on a
1 . . o L
EE'_(JBE(_Q) — %+ 0%0 + 0956 + 0,(n" ).
Or
NG — (4 -3
O = u(j) + Op(n7).
On prend

uw(j) =0 + RIS 1= 0x(T + RV, (4.3.5)

car

OX(X + R = Ox(Z+ RYSIn)!
= OX(I+ RVYLY(x)™
= Oy NI+ RUxL !
= O(I+RVL™H™L

Alors pour j > 1, R®= %60/,
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et pour 5 > 2, on a

RV = @ !4+ RU-DH) g (4.3.6)
= O{L - X(Z + RU-DInle (4.3.7)

On applique affirmation a (4.3.6)

avec C =X"1et D= RU-D!

donc

(T RUDTH T =% - B(Z 4+ RUTY) Ty

D’ou la formule (4.3.7).

On a toujours

O = 1(j) + Op(n"2),

avec

u(j)= OX(X + RV)~,

donc®Y) devient

0= O%(X + RW)~1 + 0,(n"2)

et puis on remplacant O | (4.3.4) devient

LpEY) = 0+ ene - (ON(S + Y)Y+ 0,26’ + 0,(n)
= 2+ 030 — O%(T + RD)1S6 + 0,(n"?).

RUT) = @¥0' — OX(X + RW)- 126,
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D’ou

1 . . . 1
EE/_(JI)E(_Jl) =Y 4+ RUHD L 0,(n72). (4.3.8)

Donc on remplace enfin (4.3.3) et (4.3.8) dans ©@, on aura

OV = OX + 0,(n"2)(S + RV 4+ 0,(n"2))".
On a limR® — 0.

i—00
car

R(z) — @(E—l + R(i—l)—l)—l@l’

et puis

RO-1 _ (@/)—1(2—1 4 R(i—l)—l)@—l'

Et les RU—D=1 g’ecrivent en fonction de W; d’aprés le lemme(4.3.6),

or

W, =)t (o) tet. .o

i fois i fois

et par conséquent

Ww1l=0.0x0.60,

v i fois i fois
donc limW, '=0
1—00
et comme le processus Z est inversible, les valeurs propres de © sont dans

le disque unité.

Puis, comme limW,*= 0, R — 0 (le nombre d’ittération augmente).
1—00

Et quand R — 0, on a

limé(i) = 0.

11— 00
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Et on a aussi

A 1 o g
lim$O = lim = E"Y) EY),

1—00 1—00 N,

et d’aprés (4.3.8) on a

1

o | B
SEYEY = D4 RO 4 0,(n3),

donc

lim3® = lim (S + RUHY 4+ 0,(n"7)),

1—00 1—00

et comme R — 0 quand i — oo
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Conclusion

Notre travail est une présentation des processus moyenne mobile en di-
mension finie, nous nous sommes intéressés aux principales méthodes d’es-
timation d’un moyenne mobile et en particulier a la méthode RIV proposée
par Anna Clara Monti dans les cas scalaire et multivarié [1] et [2].

Cette méthode a été généralisé par Turbillon, C dans sa these de Doctorat
[5]
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