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Introduction

Un modele mathématique est une représentation d’une situation réelle donnée a
I’aide d’objets mathématiques. Il nécessite de faire des hypotheses au préalable afin d’avoir
un modele traduisible de fagon simple en termes mathématiques et d’utiliser des outils
mathématiques permettant de décrire la réalité. Il permet ainsi de rendre intelligible un
phénomene réel en donnant une description la plus fidele possible.
Les problemes de dynamique des populations consistent a modéliser et a prédire I’évolution
de certaines populations, animales, végétales ou cellulaires. Les applications sont mul-
tiples, que ce soit en écologie, en médecine ou en démographie...etc
les premiers pas du modélisation sont basés sur les équations différentielles dont on étudie
I’évolution d’une population au cours du temps ; on parle des modeles de Malthus (crois-
sance exponentielle), de Verhulst( logistique)... Pour une seule population, et celui du
Lotka-Volterra (proie-prédateur), de Kermack- Mackendrick (SIR)... Pour des popula-
tions en intéractions.
Cependant, pour mieux modéliser les problemes de dynamique de populations, il est sou-
vent nécessaire de faire intervenir la structure de ces populations, que ce soit une structure
en age, en taille, ou une répartition spatiale. Les individus ne vont en effet pas intéragir
de la méme fagon avec leur environnement selon leurs caractéristiques. Dans ce cas on
modélise par des équations aux dérivées partielles. Ces modeles ont été principalement in-
troduits par McKendrick en 1926 et redécouvert en 1959 par Von Foerster en démographie

humaine, le modele de McKendrick-Von Foerster reposant sur 1’équation de renouvelle-
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ment de Lotka.

Dans ce mémoire on étudie un principe d’entropie introduit par Michel, Mischler et Per-
thame (2005). Plus précisément il s’agit d’entropie relative, qui s’éxprime en fonction de
solution du modele est celles des problemes de valeur propre et son dual. Cette quantité
décroit au cours du temps et a partir de cette quantité on tire des informations sur le com-
portement asymptotique et la convergence et de plus on connait des quantités conservées
et plusieurs inégalités utile dans les démonstrations mathématiques notamment les esti-

mations a priori.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions et résultats utiles pour la

suite de ce mémoire.

1.1 Initiation a la modélisation mathématiques

1.1.1 Modele de Malthus (exponentielle)

Le premier modele de croissance de population fut fourni par MALTHUS en 1798,
qui repose sur l'idée d'une croissance géométrique de la population, tandis que les res-
sources sont illimités. On définit x(t) comme étant 'effectif de la population a I'instant
t. Soit n et m les taux de natalité et mortalité par unité de temps et par individu res-
pectivement. Ces dits taux sont supposés constants. Malthus a proposé le modele linéaire

suivant :
dx(t)
dt

= nz(t) — ma(t) = rz(t), (1.1)

avec la condition initiale x(t) = .
Ou r = n —m est le taux de croissance (taux de Malthus) de la population. Son signe
détermine si la population est en croissance (r > 0) ou en décroissance (r < 0). Le cas

r = 0 correspond a une population dont la taille reste constante et égale a sa valeur



initiale.
Ce modele n’est évidemment pas réaliste, puisque les effets de surpopulation ne sont pas

pris en compte.

1.1.2 Modele de Verhulst (logistique)

Une hypothese plus réaliste consiste a supposer que les taux de natalité et de mor-
talité ne sont pas constants. Lorsque le nombre d’individus d’une population augmente,
les ressources étant limitées, on peut penser que la natalité va diminuer (par exemple :
n(x) = a— Bz) et la mortalité va augmenter (par exemple : m(x) = v+ dx), ou o, 5,y et
0 sont des constantes positives.

En remplagant n et m dans (?7), on aboutit a I’équation différentielle suivante :

dx(t)
dt

=rz(t)(1 — %) (1.2)

avec r = a — vy > 0, qui est le taux de croissance intrinseque de la population.

K = % : s’appelle la capacité limite du milieu.

1.1.3 Modele de Lotka-Volterra

Le modele concerne deux populations dont les effectifs au temps ¢ sont respec-
tivement notés x(t) et y(t), la seconde (les prédateurs) se nourissant de la premiere (les
proies). On fait les hypotheéses suivantes (inévitablement simplificatrices!) :

Les proies z(t) disposent de nouriture en quantité illimitée, seuls les prédateurs y(t) s’op-
posent a leur croissance et en ’absence de prédateurs la population des proies a une
croissance exponentielle (modele Malthusien).

Le nombre de prédateurs est limité par la quantité de proies dont ils disposent pour se
nourir et en ’absence de proies, la population des prédateurs a une décroissance expo-

nentielle (modele Malthusien).



Le taux de disparition des proies ainsi que le taux de croissance des prédateurs dues a
ces rencontres sont 'un et 'autre proportionnels au nombre de rencontres entres les deux
populations (loi d’action de masse).

Ceci conduit au modele suivant :

(1.3)

WO — —dy(t) + cx(t)y(t).

ou a > 0 est le taux de natalité (naturel) des proies, d > 0 le taux de mortalité (natu-

rel) des prédateurs, b > 0 et ¢ > 0 des coefficients d’intéraction entre les deux populations.

1.2 Outils mathématiques

1.2.1 Rappels d’analyse
Définition 1.2.1

Soit Q) un intervalle de IR. Une fonction f : Q) — IR est dite convexe si

(Va,y € Q), (VA0 1)), fhz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)-

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Jensen)

Soit (2, A, 1) un espace mesuré. On suppose que u(Q2) = 1, soit ¢ :Ja,b[— R une fonc-

tion conveze et f : Q0 —|a, b une fonction mesurable alors :

O(fo fdp) < [ o(f)dp.

Le théoreme suivant assure l'existence et I'unicité d’un point fixe dans un espace
métrique complet.
Théoréme 1.2.2 (du point fixe métrique (Picard))
[] Soient (E,d) un espace métrique complet et ¢ : E — E une application contractante,

i.e. Lipschitzienne de rapport k < 1. Alors, ¢ admet un unique point fize a € E c-a-d
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¢(a) = a. De plus, pour tout point initial xo € E, la suite itérée (x,)pen, avec :
Tpi1 1= @(Tp)
9 €EE quelconque

converge vers a.

Lemme de Gronwall :
Le lemme de Gronwall est plus un principe qu'un résultat précis, il se présente sous

plusieurs formes. Ici, nous en proposons une trés simple version.

Lemme 1.2.1
Soit ¢ € C(0,T) positive et soit une constante ¢ strictement positive, et une fonction

positive m intégrable sur [0,T], telles que
t

o) < [ mis)els)ds + e
0

alors,

o(t) < cellom(e)ds),

1.2.2 Les espaces fonctionnels

Cette section est largement inspirée des résultats donnés dans [?].

Les espaces LP({2) :

Définition 1.2.2 (Espaces LP)
Soit Q un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue, et soit p un entier tel que

1 <p<+o0. On définit :

LP(Q) ={f:Q — IR mesurable telle que/ |f(z)|Pdx < +o0 } .
Q
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La norme de cet espace est :

I£1= ([ It |pdx)

On pose,
L®Q)={f:Q — IR: f mesurable et 3C tels que |f(z)| < C p.p sur Q}.

On note,

[flloe = inf{C; | f(2)] < C pp sur Q}

En fait LP(2) est un ensemble de classes d’equivalences de fonctions égales presque partout

et on identifie deux fonctions de LP(2) qui coincident sur un ensemble de mesure nulle.

Proposition 1.2.1

L’espace LP(2) est :
e de Banach pour 1 < p < oo.
e Réflexif pour 1 < p < oo.

e Séparable pour 1 < p < cc.

-Les grands théoremes des espaces L

Théoréme 1.2.3 (Fubini)
Soit f une fonction de L*(R x R). Alors x — f(x,y) (respectivement y — f(x,y)) est
intégrable sur R pour presque tout y (respectivement pour presque tout x). De plus, les

fonctions

x'—>/Rf(x,y)dy etyl—>/Rf(x,y)dx

sont intégrables sur R et

I st [ oo | ]



Théoréme 1.2.4 (de convergence monotone ou de Beppo-Levi )
Soit ( fn)nen une suite croissante de fonctions de L' () telles que sup/ fo(z)dr < +00.
n Ja

Alors fn(x) converge presque partout vers une limite finie notée f(x).

De plus f € LY(Q), ||f — fulli = 0 et nl_l)gloo/ﬂfn(l‘) dr = /Qf(x) dx.

Lemme 1.2.2 (Lemme de Fatou)
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré et f,: 2 — [0,00] une suite de fonctions mesurables.

Alors la fonction f(x) =liminf f,(x) est mesurable et :
/liminf fudp < liminf/ fdp.
0 Q

Théoréme 1.2.5 (de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)nen une suite de fonctions de L*(2). On suppose que

i fo(x) — f(z) p.p. sur Q.

i. Il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour tout n , | f.(x)| < g(x) p.p. sur Q.

Alors f € LYQ), [|f — falll = 0 et nEIEOO/an(a:) dx = /Qf(m) dzx.

On note C§°(2), 'espace des fonctions C* & support compact dans 2.

Définition 1.2.3
On dit d’un sous-espace vectoriel A de E qu’il est dense dans E si pour tout élément f

de E, il existe une suite ¢, € A telle que :
n—oo
Théoreme 1.2.6

L’espace C§°(Q2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < oo

Lemme 1.2.3
Soit f € L,,(Q). Si [, f(x)p(x)dz =0 Vo € CF°(Q)

loc

alors f(x) =0 p.p dans Q.



Théoréme 1.2.7 (Inégalité de Holder)
Soit Q un owvert de R, Soit f € LP(Q), g € LY (Q) avec p € [1,00[, p' définit par
s+ =1 Alors ona fg e L'(Q), et :

/ Fal < 1T llgl
Q

Les espaces W'?(Q)) de Sobolev :

Soit © un ouvert de RY, 1 < p < +o0.

WP (Q) = {u e LP(Q2) 5 Fg1,92,...,9n8 € LP(Q) tels que

ugf =—gip Voe(Cr(Q) Vi= 1,2,...,]\7},

Lp ou _ _ (u ou ou
Pour u € WHP(€2),on note 5 = g; et Vu = (55 gass o gos) -

WhP(Q) est muni de la norme :

s 2= e+ Z [

ou de la norme équivalente :

A

e +2Hax

) st 1 <p<oo.
LP

On note : H'(Q) := W2(Q)
Proposition 1.2.2

L’espace W1P(Q) est :
e de Banach pour :1 < p < o0.
o Réflexif pour :1 < p < oc.

e Séparable pour :1 < p < 0.

L’espace H'(€) est un espace de Hilbert.



Théoréme 1.2.8 (Dérivation d’un produit de composition)

Soit G € C(IR) tel que G(0) =0 et soit u € WP(Q), Alors :

(G ou) € WH(Q)

et
(Gou) = (G ou)u'.



Chapitre 2

Modeles Mathématiques pour des

populations structurées en age

2.1 Interprétation et construction du modele

Le modele de McKendrick-VanFoerster est un modele linéaire de base, c¢’est une ex-
tension du modele de Malthus dans lequel on structure la population suivant son age. Il

est donné par :

In(t,a) + £n(t,a) = —D(a)n(t,a), t>0, a>0,

n(t,0) = f0+oo B(a)n(t,a)da, (2.1)

n(0,a) = ng(a),

ou;
— n(t,a) est la densité de la population qui a ’age a a 'instant ¢.
— B(a) est le taux de fertilité (de naissance) al'age a, i.e le nombre moyen de naissances
provenant d'un individu d’age a.

— D(a) est le taux de mortalité d’individus d’age a; i.e le nombre moyen de décés a

9



I’age a par unité de population de méme age.

Soit faaf n(t;a)da, le nombre d’individu dans la population ayant un age compris entre
al et a2 a linstant t et  N(t) = O+°on(t; a)da, est la population totale a l'instant ¢
(ou bien N(t) = [(* n(t;a)da, ay Stant Page maximum s’il est connu).

La construction du modele comprend trois parties :

— Premier principe : La loi d’équilibre pour a > 0
La variation totale V n(t, a) de population d’age a > 0 a l'instant ¢ est die a la

perte par mortalité :

Vn(t,a) = —D(a)n(t, a),

ou V désigne la variation totale qui peut étre aussi vue comme 'accroissement de la
population entre ¢ et t + At. En utilisant le fait que la population d’age a a 'instant

t est d’age a + At a l'instant t + At, on obtient :

n(t + At,a+ Aa) — n(t, a)

Vnita) = o, NS RO S,
— im n(t + At,a + Aa) — n(t,a + Aa) + lim n(t,a + Aa) — n(t, a)’
At—0 At At—0 At

= %n(t, a) + %n(t, a).

— Deuxieme principe : La loi des naissances
le nombre moyen de naissances provenant d’un individu d’age a entre al et a2 a

Iinstant ¢ est : faaf B(a)n(t;a)da.

— Troisieme principe : Condition initiale

10



La distribution initiale de lage est supposée connue : n(0,a) = ng(a).

2.2 Résolution le long des caractéristiques

On suppose que les données du probléme B, D et ng sont des fonctions continues par
morceaux, positives, B et D bornées, f0+oo D(a)da = +oo (i.e. La probabilité de survivre
jusqu’a linfinie est nulle) et que ng € L*(IRT). La technique des caractéristiques (ici on a
des demi-droites de pente +1) réduit la premiere équation du systeme sur chacune de ces
caractéristiques a une équation différentielle ordinaire dont la résolution est simple. Soit

(to; ag) € [0; +00[%x[0; +00[, Posons le changement de variables suivant :

ﬁ(h) = n(to + h; Qo + h),

alors :

= —D(ag + h)n(to + h,ap + h),
— _D()ah).

Cette équation différentielle a pour solution,

i(h) = 7(0)eJo D)ds,

En revenant a n, on trouve;

n(to + h;ag + h) = n(to; ag)e” Iy’ D(ao-+s)ds (2.2)

11



Sia > t, on pose

(to;ap) = (0;a —t) et h=t

d’ou I'équation (??) devient :

n(t;a) = n(0;a —t)e” Jo D(a—t+s)ds

Sia <t, on pose

Il
e

(to;ap) = (t — a;0) et h

L’équation (??) devient :

n(t;a) =n(t —a;0)e” Jo Ds)ds

par conséquent

no(a —t)e” Jo Dla—tts)ds o ¢ < g

n(t —a;0)e”Jo POMs  5i ¢t >q

2.3 L’équation de renouvellement

Le modele (??7) prend aussi le nom : modele de renouvellement car il peut s’écrire sous

la forme d’une équation intégrale de Volterra :

ro=Fw+ ' L()(t - a)da,

en effet ; soit :

m(a) = e~ Jo P&)s 1a probabilité de survie jusqu’a 1’age a.

12



L’équation des naissances a l'instant ¢ peut étre écrite comme suit,

p(t) = [, Bla)n(t; a)da,

0

= f(f B(a)n(t;a)da + f;roo B(a)n(t; a)da,

= [y B(a)B(t — a)w(a)da + [ B(a) 7 %sno(a — t)da,

ou bien,
t

p(t) = F(t)+ [, L(a)B(t — a)da,

Apres le changement de variables s =t — a, on aboutit a :

B(t) = F(t) + /0 "L(t — a)Bla)da,

2.4 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, on s’intéresse a l’existence et 'unicité de la solution du modele de

McKendrick-VonFoerster,

(

In(t,a) + Zn(t,a) + D(a)n(t,a) = 0, t>0, a>0,

n(t,0) = [," B(a)n(t, a)da, (2.4)

n(0,a) = ng(a),

13



Lorsqu’il n’y a plus de condition de régularité sur la condition initiale ng(a), (ng € L')
on ne peut plus dériver au sens classique et il n’y a plus de solution classique de (?7?). On

cherche alors des solutions au sens des distributions (sens faible).

Définition 2.4.1

On dit que n est solution de (?7) au sens des distributions si elle vérifie l’équation :

+oo  ptoo ) too oo 0
—/ / n(t,a)—@(t,a)dadt—/ / n(t,a)—e(t,a)dadt  (2.5)
0 0 at 0 0 3@

+oo  ptoo +o0
+ / D(a)n(t,a)go(t,a)dadt+/ n
0 0

0

(t,0)¢(t, 0)dt (2.6)

+oo
+ / n(0,a)¢(0,a)da = 0 Vo € CP(IRT x IRT)
0

En intégrant par parties, on montre directement qu’une solution forte de (??) est une
solution au sens de distribution. De plus, s'il existe une solution réguliere C! de (?77),
alors c’est aussi une solution forte de (??) (voir [?]).

Pour pouvoir prouver l'existence et 1'unicité de la solution, on a besoin de définir
quelques problemes et faire quelques hypotheses. En effet, on considére les problemes
suivants (voir aussi la section suivante)

D N(a)+ (A + D(a))N(a) =0, t>0, a>0,

N(0) = [,7° B(a)N(a)da,

14



et
—26(a) + (A + D(a)p(a) = B(a)p(0),  t >0,

N(+00)p(+00) =0,

fOJrOO N(a)p(a)da = 1.

L’existence et 'unicité du triplet (A, N, ¢) est traité dans la section suivante. Supposons

que

/ B(a)e o PO g > 1,
0

Alors on a

Théoréeme 2.4.1

(2.8)

Sous Uhypothése (?7) et pour une condition initiale satisfaisant no(x) < CN(x) anec
C' une constante positive. Il existe une solution unique au sens de distribution n €

C(R*; LY(R™; ¢(a)da)) du probleme (7). En plus on a

(i) |n(t,a)] < CN(a), Ya >0,

(i3) nd < nd = ni(t,a) < ny(t,a),

(i) /0 " n(t, a)é(a)da — /O " n0(a)é(a)da,

(iv) / " nlt, @) ¢(a)da < / " [0 (a)|$(a)da.

Preuve.
Soit lespace E :=C(IR"; L*(IR")) muni de la norme :

—+o0
| ||p= Sup/ u(t:) | da.
0

te[0,T]
On définit 'operateur A comme étant

A F — FE
m — Am =n tel que:

15

(2.9)

(2.10)



2n(t,a) + £n(t,a) + Dn(t;a) = 0, t>0, a>0,
n(t,0) = [,"° B(a)m(t,a)da, (2.11)

n(0,a) = ng(a),

On cherche a montrer 'existence et 1'unicité de la solution du probleme (?7?) par le
théoreme du point fixe de Picard c.a.d :

dneFE tel que An=n

pour cela il suffit que A soit contractant i.e :

Tout d’abord notons que notre opérateur A est lineaire.

On définit (mq,nq), (Mg, n2) tels que Amy = ny et Amy = ny. En posant m = my — me,
la fonction n, ou n = n; — ny vérifie le probléeme suivant,

Sn(t,a) + Zn(t,a) + Dn(t;a) = 0, t>0, a>0,
n(t,0) = f(foo B(a)m(t,a)da, (2.12)

n(0,a) = 0.

La fonction suivante est une approximation réguliere de la valeur absolue.

5 st |[n[<6

ss(n) =
In|—% si |n|>0

D’apres le Théoreme de convergence monotone de Lebesgue, on a :
ls5() = [n[ll 1y = O

Multiplions I’équation (??) par s§(n), on obtient :

0 0 ,
E&;(n) + %Sg(n) + Dss(n)n =0,
ou bien,
0 0 ,
as(g(n) + %sé(n) + D(ss(n)n — ss(n)) + Dss(n) = 0.

16



Il suffit de montrer que |s5(n)n — ss(n)| S 0.

En effet, par un calcul direct on a,

|s5(n)n — ss(n)| =

par conséquent,

|s5(n)n — ss(n)] < é — 0.

D’apres ce qui précede on déduit (au sens faible) :

0 0
= In(t,a)] + 5 [n(t )| + D |n(t; )] =0,

Intégrons maintenant cette derniere équation par rapport a a entre 0 et 400, on obtient :
d [+ e
i ), In(t,a)| da — |n(t,0)| + i D(a) |n(t,a)| da = 0.

En réintégrant par rapport au temps entre 0 et t , on trouve :

[ n(t,a)|da < [y |n(s,0)|ds,

< BMfOt 0+°°m(5,a)da‘ds,
< B [, sup ‘f0+°° m(s,a)da‘ ds,

ou B(a) < By, finalement on a
Inll < BuT |lm];.-

Il suffit de supposer que BT < % pour conclure que A est contractant.

Remarque 2.4.1

Pour construire une solution globale on suivra la méme procédure entre kT et (k+1)T
avec la condition initiale n(0,z) = n(kT, z) k=0,1,2,... et on pose a chaque fois
la méme condition i.e By, T < % Enfin on recolle toutes les solutions obtenues sur chaque
intervalle et on aurra une solution globale, d’ou le résultat du théoréme.
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Supposons maintenant que nous avons deux conditions initiales satisfaisant n{ < n9.
On définit comme précédemment deux opérateurs A; et A, associés aux deux conditions
initiales. Alors, pour tout m on a Aj(m) < Ay(m) et par conséquent les points fixes
vérifient n; < mo. d’ou (éi). La relation (i) devient une conséquence directe de (i7). On
considere A présent ng € LY(R'; ¢(a)da). Par densité (on montrera plus tard que ¢ est
bornée.) on peut trouver nf € L*(RT) tel que n{ — n® dans L'(R™; ¢(a)da). On note ny,
la solution correspondante du probleme (??). Nous allons prouver que ny est une suite de
Cauchy dans C'(R™; L'(R"); ¢(a)da). En effet, posons n = ny —n,, on a

%(n(t, a)p(a)) + %(n(t, a)p(a) + (A + D(a))n(t,a) =0, (2.13)

Apres intégration en a et en ¢, en déduit que

[ = mioda < [0 nfjoda

aisi ny est une suite de Cauchy. Notons aussi que ng(t,a) < CN(a). Par conclusion, la
suite ng converge dans C(RT; L'(R™; ¢(a)da)), et faiblement dans L>®(RT x RT) vers
une solution du probléme (??7). L’unicité peut étre prouver, en utilisant la relation de
contraction (?7). On déduit aussi de (?7) et apres intégration la relation de la conservation
de lois (?77).
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Chapitre 3

Entropie Relative Généralisée

Ce chapitre est consacré a étudier le comportement asymptotique de la solution du
modele McKendrick-VanFoerster. A cet effet, nous allons présenter une méthode dite
Entropie relative généralisée. Celle ci est basée sur la résolution des problemes aux valeurs
propres.

Supposons pour simplifier que D(a) = 0, le modele devient alors

In(t,a) + Zn(t,a) =0, t>0, a>0,
n(t,0) = [,"° B(a)n(t,a)da, (3.1)

n(0,a) = ng(a),

3.1 Le probleme aux valeurs propres

Le but de ce pargraphe est d’introduire le probleme a valeur propre associé au modele
??7) et de prouver l'existence de sa solution. Soit le systeme suivant,
??) et d I'existence d lution. Soit le syste ivant

2 N(a) + AN(a) =0, t>0, a>0,

N(0) = [," B(a)N(a)da, (3.2)

existe -t- il un (A, V) solution du probleme (77?)?

La solution de I’équation différentielle

N+ AN =0,
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est donnée par

N(a) = N(0)e™ (3.3)
Apres intégration on a,
N(0)=A
il suit que
N(a) = Xe ™.

En multiplyant I’équation (?7) par B(a) et en intégrant, on obtient :

/+OO B(a)e da = 1. (3.4)

Le probleme revient a prouver I'existence d'un A satisfaisant (?7); pour cela on pose :

fA) = /0+OO B(a)e *da,

sa dérivée vaut,

i.e f est décroissante, de plus :

Jim 100 =0
lim f()\) = +oc.
A——00

Donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique A strictement
positif tel que (??)(i.e(??)) soit vérifié.

si f(0) <1 alors A < 0 et vice versa.

Par conséquent si fOJrOO B(a)da > 1 le probleme (?7?) admet une solution unique positive

(\, N).

3.2 Le probleme dual

Le probléeme dual (adjoint) du modele (??) est donné par :

_% (@) + Ap(a) = B(a)p(0), t>0, a>0,
N (+00)¢(+00) = 0, (3.5)

f;oo N(a)¢p(a)da = 1.
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Montrons I’existence et 1'unicité de la solution du probleme (?7).

Soit :
_ N(a)¢(a)
Y= N6
par un simple calcul on trouve,
Q'(a) = BN ](Vgéf @) (3.6)

En intégrant 1’équation (??) entre (0, 00) on obtient,

Q(+00) = Q(0) — 5 Jy ™ N(a)B(a)da =0,
par conclusion, on a, N(+00)@(400) = 0.

D’autre part, en intégrant encore une fois la premiere équation du probleme (??7) on
obtient

En remplacant N par sa formule, on déduit,

1 / .
—_— B(o) e ™%do > 0.
Ny Jy B

La positivité de () provient du fait que

Qla) =1~

a +o0
/ B(o)e ™ do < / B(o)e ™ do = 1.
0 0

Par conséquent ¢(a) a le méme signe que ¢(0) pour tous a positif. Concernant la troisieme
équation du probleme (?7). Notons que

Q= [ B

intégrons cette équation entre (0, 00) et mulitiplyons par N(0)¢(0), on obtient,

+o0

NOO) [ Q= N0 [ [ B dsda

0
En utilisant le Theoreme de Fubini, on a

+oo

N©O0) [ Qa)da = N(0)6(0) /0 " B(x)e"ds.

0
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Afin que ¢(0)N(0) [ Q(a)da =1 (i.e [, N(a)p(a)da = 1) il suffit de choisir un ¢(0)
vérifiant,

P0) = N(0) [**° 2B(x)e~=dx -0

3.3 Comportement Asymptotique

La notion d’entropie relative se réfere a des fonctionnelles dépendant des valeurs ini-
tiales des parametres du systeme, et décroissant au cours du temps, dans le cas d’'un
sysetme conservatif. Ici, on I'applique a un systeme non conservatif, d’ott la notion d’en-
tropie relative généralisée (ERG).

Définition 3.3.1
On appelle entropie relative généralisée la quantité
oo n(t,a)

= [ N@o@H(F

)da,

ou H est une fonction positive conveze.

Théoréme 3.3.1 (Inégalité entropique)
Soit H : IR™ — IR™ une fonction conveze telle que H(0) = 0. Soit n la solution du
probléme (77).

Alors
S = ooNO)(= [ HCE i@ [ ) <o
avec n(t,a) = n(t,a)e ™ et du(a) = %da.

Remarque 3.3.1
Le deuzieme membre de [’équation s’appelle dissipation d’entropie.

Preuve.
Il est clair qu’on a,

il suit que,



Multiplions cette derniere equation par N¢H' (%), on obtient,

0 n 0 n
—N¢pH(—)+ Np—H(—=) =0.
i VOH () Nog HiRg) =0
Apres intgration entre (0, 00),
dl +oo 0 n
b Noé—H(—
dt 0 gb@a (N )
une intégration par parties nous ramene a,
dl Tt a) to n
= N(0)p(0)|H —2d — H(—=)d )
= N[ @)~ [ HG duta)
D’apres I'inégalité de Jensen nous permet d’obtenir le resultat suivant
dl
dt = =0.

Par conséquent t — fOJrOO N¢H (%)da est décroissante i.e

oo n(t,a) +oo n(0, a)
(vt > 0) NoH(BE D0 < [ Nom(B:
0 N(a) 0 N(a)
Corollaire 3.3.1 (Quelques inégalités)
Soit n la solution du pmbléme (7?) alors :

1. [0t a)p(a)da = [ no(a)p(a)da.

2. Jo It a)| pla)da < [T [no(a)| ¢(a)da

Cette inégalité s’appelle principe de contraction.

3. 51

/+°° ng(a) o(a)da < 400,
0

alors

/+°<> G, a)gb(a)da < +00.
0

4. Sl existe une constante ¢ > 0 tel que

no(a) < eN(a),

alors,

)da.

(3.7)



Preuve.

Tous ces resultats se déduisent du théoreme précédent, en remplacant la fonction
convexe dans (??) respectivement par :

1. H(a) = a.
2. H(a) = lal.
3. H(a) = a*.

4. H(a) = (a — ¢)4, d’ou I"équation (??) devient :

0 msts(%t(’a‘? ~ouda< [ °°N¢<§$EZ)) — ¢)sda,
Si
no(a) < eN(a),
alors
(no(a) ), =0
N(a) + )
ceci implique
o +oo n(t,a)
: N¢( N(a) - C>+da =
Donc
(ﬁ(t,a) ), =0
N(a) + 3

et par suite

Lemme 3.3.1

Supposons que |ng(a)| < cN(a), |ny(a)] < eN(a) et ng(0) = 0+°O B(a)ng(a)da (pour la
compatibilité), alors la solution n du probléeme (77) vérifie,

i/ w < ¢N.
i/ |24 | < eN,
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preuve.

on(t,a)
ot

i/ Posons ¢(t,a) = donc ¢ est une solution du probleme :

bDa(t.a) + Zq(t,a)=0, t>0, a>0,
q(t,0) = f0+oo B(a)q(t,a)da, (3.8)

q(0,a) = —ng(a),

D’aprés la troisieme équation ona |¢(0,a)| < ¢N(a)
il suit que |q(t,a)| < ¢N(a) d’aprés derniere inégalité du corollaire.

it/ Gin(t,a) + genlt,a) = 0, = [Gin(t )] = |Fn(t, @) < eN(a)  cq.fd

Théoreme 3.3.2
Supposons que |ng(a)] < cN(a), et B € L®(IR") verifiant f0+oo B(a)da > 1. Alors la
solution de (??) vérifie,

i |ft, a) — YN (a)| (a)da — 0

t——+o0

ou :
v = [ no(a)p(a)da.
Preuve.

Puisque ny € L*(IR") alors In§ régulicre telle que n —2 no, dans LY (RT)
e—
Soit n¢ la solution du probleme (?7) associée a la condition initiale nf.
Puisque le probleme est linéaire alors n = n° —n est aussi une solution avec ng = nj — ny.
Par le principe de contraction on a,
Jo ™ Ine = nléda < [ |nf — nol ¢da — 0
=l = |Jg e = Jy noo
e = = o = mo)e]
=l < 57 Ing = nol ¢ — 0.
Notons & présent que [ |n —yN|¢da < ["°|n—n|¢da + [ |n° — v N| ¢da +
+o00 | ¢
fo h/ - 7‘ Noda

Cette derniere inégalité nous permet de conclure qu’il suffit de travailler avec les fonc-
tions réguliere. Par suite, nous allons établir la preuve pour des fonctions régulieres.
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Posons h(t,a) = n(t,a) —yN(a), qui est une solution du probléme suivant,

Dh(t,a) + Lh(t,a) + Ah(t,a) =0, t>0, a>0,

h(t,0) = [,"° B(a)h(t, a)da, (3.9)

h(0,a) = ho(a) := ne(a) — yN(a).

Comme h vérifie I’égalité entropique définie dans le Théoreme 7?7, alors il existe [ > 0 tel
que [ |h(t,a)| ¢(a )dat—+> [ car
—+00

fo |h(t,a)| ¢(a)da est décroissante en ¢ est minorée par 0.

Remarque 3.3.2

o h(ta)p(a)da = [" At a)p(a)da — v [ N(a)da
Par définition de v et du a la lot de concervation on a,

Jo it a)pla)da = [ io(t, a)p(a)da — [, ii(t, a)é(a)da = 0.

Posons a présent hy(t,a) = h(t+k, a); d’apres le Lemme ?7 et la régularité des condi-
tions initiales on a,

|hi(t,a)] < eN(a)

ghk(t,aﬂ < ¢N(a),
éhk(t,a” < ¢N(a),

da

par conséquent, hy, k—+> g dans C([0,T] x IR™)
—+o0

D’apres le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a :

—+00 —+00
/ |hi| da — / lg|da == L.
0 k——+o0 0

Comme

+00 h
i H(N)Ngbda < 400
et N (t.a)
>~ __h(t,a
H — )N

[ 1) Noda,

est décroissante en t alors,
oo ht
(3C > 0)(vt € 0,T)) : H((—’G))Ngbda <C.
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D’une part on a,
G| G Noda = N[ St - [ G duta)l

En intégrant entre t et 400 on déduit,

[ en e+ [ HGa) < g [ HGpNoda

et par conséquent,

+oo +00 a +o0 Wt a
[ e[S [ s < c.

D’apres le critere de Cauchy pour les intégrales, on a :

[ R e+ [ G o

0 k—4o0

par un changement de variables on aboutit a,

Ten) T By + [ aau@ia — o

— —du(a — a :

D’autre part, en utilisant les résultats de régularité concernant la fonction h, on peut
montrer que,

hi, — g p.p,
k——+o0

d’ou,
R, g
H—) — H(=
(N)k:—H-oo (N)’

hi

Puisque H est continue et H(3:) < C, on applique le théoreme de convergence dominée :

[ by — [TUH(L).

En employant les mémes arguments on a,
(™ %) = B %),

0 N/ 0 N
d’ou :
BT HG) —HUTT ) o T HE) - HUS ),
et JoTIHUT R+ T HEG)A < C.



On conclut en utilisant le lemme de Fatou que :

S =H ™ )+ [ H()de < liminfy oo 75 [=H(f,™ 56) + o7 H(%)]dt = 0.

Par 'inégalité de Jensen,

/0 o 0 OO%H 0 ) (D)t > 0.

Par conclusion elle est nulle i.e :

Jo T Hf,™ Sdp(a))dt = [7 7 H(&)dp(a)dt.

Si H est strictement convexe alors :

g(t,a)
Na) c(t), (3.10)
on a aussi,
0y 0

7%\ n) T aaly) =0

en passant a la limite

d.yg d. 9,
E(ﬁ) + %(ﬁ) =0,
d’ou
d(t) =0,
1.e

c(t) = constante,
on remplagant dans ’équation (?7) on trouve
g(t,a) = cN(a),

par conséquent on a,

+00 +o00
0= / g(t,a)da = c N(a)da = c.
0 0

Donc
g(t,a) =0,
et



C.Q.F.D.

Théoréme 3.3.3 (Vitesse de convergence)
Sous les hypotheses du Théoréeme 7?7. S’il existe 6 > 0 tel que

B(a) > (52’)&83, alors on a

+00 +o0
/ |n — yN| pda < e_ét/ |ng — yN| da,
0 0

ot

_ 1.7 no(a)¢(a)da.

Preuve.
On pose h =n — vN ; alors h¢ vérifie le probleme suivant,

() { 5 (h(t, a)¢(a))+ 8( ( ) ( ) =
o(0)h(t, (0) Jy Ba)h(t, a)da

Multiplions par le signe de h(b et intégrons,
Iy 1l gda = —¢(0) i B |h| da + 6(0)

— ( )B(a)h(t,a), t>0, a>0,

+o0

On sait que : § fOJrOO h¢da = 0 (par loi de concervation)

LIl gda = —6(0) i 81kl da+ | [ (56(0) — 6¢)hdal.

< —0(0) i Blhlda+ [ ] (86(0) — 6¢)da

IA

—0 fo+oo ‘h| ¢da,

En appliquant le lemme de Gronwall on obtient,
[ el da < e [ |ng — ¥ N| da.
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Chapitre 4

Analyse numérique et simulation

Le présent chapitre est consacré a ’analyse numérique d’un modele de McKendrick-
VanFoerster avec une croissance initiale qui peut étre controlée. Dans un premier temps, on
va écrire le schéma numérique utilisé. Puis tester sur des exemples la méthode numérique,

en attribuant des valeurs convenables a nos parametres.
On considere le modele suivant,

%n(t, a) + %n(t, a) =0, t>0, a>0,

n(tv O) - f(f0+oo B(a)n(t’ a)da))7
n(0,a) = ng(a),

Dans ce chapitre nous allons faire I’hypothese suivante
+o0
/ B(a)da = o < 400.
0

On introduit une fonction ¢ > 0 non identiquement nulle, définit comme suit

o) =20 [ igay

Proposition 4.0.1
Supposons que (?7) est satisfaite. Si f(x) < Z on a

—+00

lim n(t,y)o(y)dy = 0.

t—+o00 0

Preuve
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Multiplions et intégrons la premiére équation du systeme (??) par ¢

d [T

400 400
G| nteta = o[ Bt na - [ ntad@d @)

En remplacant ¢ par sa formule on trouve

“+oo
7 n(t, y)¢(y)dy < 0. (4.6)
0
Par conséquent
+o0
Jim i n(t,y)o(y)dy = L. (4.7)

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du théoreme ?? on démontrera que
L=0.

4.1 Simulation numérique

Pour calculer une solution approchée on se donne une discrétisation en temp et
en age, cette derniere consiste a donner un ensemble de point (¢,)n,—o.n de [0,7] et un
ensemble de point (a;);—o..p de [0, A] avec A et T sont trés grands.

Pour simplifier on considere des pas constants k = %, et h= %.

On pose alors
t, =nk, n=0...N,

On consideére le schéma suivant

¢ uttloyn ult—ul |
. k t + h :O
M
up = OO Blauh) |, n=1.N (4.8)
i—1
[ u) donnée.

dont on a utiliser la méthode des différences finies pour la premiere équation, et la méthode
de trapezes généralisées pour approximer l'intégrale.

Proposition 4.1.1
Le schéma (?7?) est consistant d’ordre 1 , en plus il est stable sous la condition de Courant-

Friedrichs-Lavy (CFL) k < h.

31



Remarque 4.1.1
La simulation numérique de ce mémoire a été éffectué sous C++ et Matlab.

Maintenant, on donne deux exemples concernant la variation de la population n au
cours du temps.

4.1.1 Premier exemple

Dans cet exemple, on associe aux parametres du modele (??) les valeurs suivantes :

u(0,a) = 2, B(a) = exp(—a) et f(z) =09z,

N = 2000, =005 M=50, e h=02

on obtient alors, la figure suivante :
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FIGURE 4.1 — La variation de la population au cours du temps

FIGURE 4.2 — La variation de la population au cours du temps

4.1.2 Deuxieme exemple

Dans cet exemple, on associe aux parametres du modele (?7) les valeurs suivantes :
u0.0)= 1%, Ba)=exp(-a) ot flr)=E
N = 2000, = 0.05, M = 50, et h=0.2
on obtient alors, la figure suivante :

Le deuxiéme exemple montre clairement, que sous certaine condition sur f (f admet

un point fixe non trivial) la solution du probleme (?7?) converge vers un état stationnaire
nontriviale.

33



Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté le principe d’entropie relative généralisée, qui est une
méthode générale qui permet de caractériser le comportement des solutions d’équations
aux dérivées partielles linéaires. Ces EDP linéaire apparaissent naturellement quand il
s’agit de modéliser des situations biologiques. On peut ainsi trouver des invariants, et
étudier le comportement asymptotique des solutions normalisées. Un des problemes ac-
tuels est d’étendre ces méthodes a des classes de systemes non-linéaires, probleme toujours
ouvert.
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