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Introduction

Notons d’abord que ce travail est une synthese des deux articles suivants :

o Effect on persistence of intra-specific competition in competition models [6].

o Stability analysis of an ecological model [4].

Le chemostat est un outil développé pour comprendre le fonctionnement d’un systeme
simplifié, controlé au laboratoire (voir [12, 7]). Il est également largement utilisé dans
des applications nécessitant la production d’organismes vivants de petites tailles interve-
nant dans des réactions biochimiques comme les bactéries par exemple. Le chemostat est
un dispositif expérimental comportant au moins deux compartiments : un réservoir de
ressources nutritives et un milieu de culture (voir le figure 1).

Figure 1: Schéma d’un chemostat
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La ressource nutritive est en concentration fixée Sy dans le réservoir. Elle est apportée
en continu dans le milieu de culture, a un taux noté D. Cette ressource est utilisée ensuite
par une ou plusieurs populations de micro-organismes. Chaque population est caractérisée
notamment par un taux de croissance. Dans le cas d’une population isolée notons pu le
taux de croissance de la population !. Supposons que nous ne considérons comme variables
d’état que la ressource nutritive dans le mileu de culture et la biomasse de la population
en culture. On note s(t) la concentration de ressources a l'instant ¢ et x(¢) la biomasse a
I'instant . La formulation est :

s = D(Sy—s)— pu(s)z,
{ T = wu(s)x — Du. (1)

La théorie mathématique de ce systeme a été élaborée par Spicer [1] dans les années 1950 et
peut étre trouvée dans de nombreux manuels. La monographie de Smith et Waltman [11]
traite un bon nombre de questions mathématiques liées aux chemostats. A 1’équilibre, les
concentrations de substrat et de la biomasse (s*, x*) sont données par le systeme suivant :

{ 0 = D(Sy—s*)— p(s*)z,
0 = (u(s7) = D)o,

a partir duquel on peut déduire que soit z* = 0 auquel cas, le chemostat est dit étre
« lessivé », soit u(s*) = D .

Le modele avec compétition entre plusieurs micro-organismes dans le méme dispositif
a été ensuite étudié, soit

s = D(SO—S)—ZL%W(S)%’ (i=1,..,n) (2)
T; = (pi(s) — di)my,

et pour lequel il a été montré que la coexistence n’était pas possible, une des especes
éliminant toutes les autres. Cette prédiction théorique a été corroborée par les expériences
de Hansen et Hubbel [14], mais il y a de nombreux exemples de cultures en continu ou
un grand nombre d’especes sont en compétition pour relativement peu de substrats et ol
aucune espece ne semble étre éliminée.

Par exemple, des travaux récents (voir par exemple [2; 3, 4, 5, 6, 7, 8]), montrent com-
ment la considération d’un terme d’interaction intra-spécifique dans les lois de croissance
des populations permet d’expliquer la persistance de plusieurs especes en compétition
pour une méme ressource. Pour exprimer I'interaction intra-spécifique, les fonctions p;(s)
sont remplacées dans le modele (2) par des fonctions « densité-dépendantes »(c’est-a-dire
dans lesquelles les taux de croissances dépendent de la taille de la population) qui sont

ms

a+s”

L Souvent, u est choisie telle que (0) = 0 et p/(s) > 0. C’est le cas de la fonction de Monod u(s) =
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notées par h;(s,x;) et cela veut dire que les seuls individus qui exercent une pression sur
un individu d’une espece ¢ donnée sont les individus de sa propre espece. En d’autres
termes, plus forte est la concentration d’une espece, plus petite est sa croissance. Dans [2]
et [8] les auteurs présentent une étude sur le nouveau modele, ou les coefficients d; sont
tous égaux aux taux D. Le principal message véhiculé par ces travaux est que l'interac-
tion intra-spécifique peut conduire a I’existence d’un point d’équilibre positif globalement
asymptotiquement stable et donc peut expliquer la coexistence des especes.

Ce mémoire est consacré aux problemes d’analyse de stabilité pour des modeles densité-
dépendants avec interaction intra-spécifique. Le modele général est donné par :

$ o= JE) - Lm0 (3)
T, = (hi(s, ;) — d;)x;.

Ce travail est composé de deux chapitres :

e Dans le premier chapitre, f(s) appartient a une famille de fonctions qui ne sont
pas nécessairement linéaires ou décroissantes comme dans le chemostat classique. Les
constantes d; sont strictement positives, non nécessairement égales et les fonctions de
croissance admettent une décomposition de la forme h;(s, z;) = pi(s)0;(z;). La fonction
0; est choisie de maniere a réduire la croissance lorsque la taille de la population augmente.

e Dans le second chapitre, nous considérons le méme modeéle mais ou la fonction f est
décroissante mais pas nécessairement linéaire, les coefficients d; ne sont pas nécessairement
égaux et le taux de croissance de chaque espece h; est une fonction croissante du substrat
et décroissante de la concentration de I'espece.

Dans les deux cas, nous allons montrer, avec des présentations légerement différents,
qu’il y a coexistence a I'équilibre des populations.



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Persistance a 1’équilibre d’un
premier modele

Dans ce chapitre (voir [6]) nous considérons un modéle de compétition de n espéces
pour une ressource avec interaction intra-spécifique comme expliqué dans ['introduction.
L’intra-spécificité est modélisée dans ce cas par la considération d’une fonction de crois-
sance densité-dépendante. Nous montrons que ce systeme admet un point d’équilibre positif
globalement asymptotiquement stable. La démonstration repose sur ’existence d’une fonc-
tion de Lyapunov.

1.1 Présentation du modele

Nous considérons le modele densité-dépendant défini dans D; = [0, +oo[**?

§ 0= )= Lmls)bilwz, (i=1,..n) (1.1)
T o= [pil(s)0i(x;) — di]s.

Nous supposons que le systéme satisfait les hypotheéses suivantes?! :

(H1) La fonction f est telle que f(0) > 0.

(H,y) Les fonctions x; — 6;(x;) sont strictement positives, strictement décroissantes

et 0;(0) = 1. Les fonctions x; — 0;(x;)x; sont strictement croissantes.

1 On supposera dans tout le chapitre que les fonction utilisées sont de classe C*.

7



8 CHAPITRE 1. PERSISTANCE A L’EQUILIBRE D'UN PREMIER MODELE

(H3) Il existe (s*,2%,...,z%) €]0, +o00["*! tel que
f(s7) = di}
i=1

et, pour tout 1 =1,...,n,

(H,) Les fonctions s — p;(s) sont bornées, nulles en zéro, strictement croissantes et

pi(0) > 0. De plus, il existe une fonction positive et continue §2 et des
constantes positives c; telles que, pour tout 1 =1,...,n,
( s pi(s)—pi(s”)

N *
I st s #s",

*

Q(S) = Ciﬁ;)ug(s*) ST S§= 8 R

i(s*) : _
C; st s=0.
\ 1#2(0)5*

1.2 Etude du modele

Dans ce paragraphe on établit ’existence d’un point d’équilibre positif, on détermine
un domaine positivement invariant pour le systeme (1.1) et on termine par la preuve du
théoreme principal qui donne la stabilité de ce point d’équilibre.

1.2.1 Lemmes préliminaires

Lemme 1.2.1 Supposons que le systeme (1.1) satisfait les hypotheses (Hy)-(Hy). Alors
le point E = (s*,z%,...,x%) est un point d’équilibre positif.

Preuve : A 1'équilibre, il faut que les (n + 1) équations

N (OR AC A E .
0 = [145(8)0s (i) — di]s,

)

soient satisfaites. Dans le cas ou les especes sont présentes, cela implique que tous les z;
sont non nuls et donc que les n équations :

0=pi(8)0i(z;) —d; (i=1,..,n)
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sont satisfaites. De ’hypothese (Hj), on déduit naturellement que E est un point d’équilibre
positif du systeme (1.1).

Introduisons alors I’hypothéese suivante :
(Hs5) La fonction

POl i1 T C R | 1 LA g

—f(s*) + Do pi(s*)0i(x)x; st s = s,

est strictement positive.

[(s) :=

Lemme 1.2.2 Les domaines Dy = [0, +oo["™! et DY =]0, +00["*! sont positivement in-
variants.

Preuve : Les plans x; = 0 sont clairement positivement invariants. De plus, en s = 0,
chaque fonction y; est nulle et par I'hypothese (Hy), on a § = f(0) > 0. Ainsi, si ¢(t) est
une trajectoire de (1.1) telle que ¢(0) € dDy, cette trajectoire peut soit rester sur le bord
soit rentrer dans l'intérieur du cone positif, ce qui dit que D est positivememt invariant.
De plus, si ¢(t) est telle que ¢(0) € D(} alors cette trajectoire ne peut pas quitter D?f. Ce
dernier est aussi positivement invariant.

1.2.2 Résultat principal

Nous rappelons ici le théoreme de Lyapunov pour la stabilité asymptotique globale
d’un équilibre. Pour plus de détails sur la notion de stabilité, notamment la stabilité ex-
ponentielle, le lecteur est invité a consulter H.Khalil [10], F.Mazenc [9], V.Arnold [13].

Considérons un systeme différentiel de la forme

dx

— =F(z 1.2
 — F(@) (12
o F est de classe C' sur un ouvert de RY. Soit G. un ensemble fermé et positivement
invariant pour le systeme (1.2) et supposons que l'origine est un point d’équilibre de (1.2)
dans G.. On dit que la fonction V' définie sur un sous-ensemble G de GG. contenant 0 est
une fonction de Lyapunov pour le systeme (1.2) si :
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1. V définie positive et de classe C! dans G.
2. Pour tout T € G, la ferméture de G, la limite lim V() existe dans RY U {+o0}.

zeG

3. % (2)F(z) <0 sur G.

V' est appelée une fonction Lyapunov stricte pour (1.2) si, de plus :

4. % (z)F(z) < 0 pour tout = € G\ {0}.

De plus, V est dit propre si :
5. Pour chaque z;, € G, le bord de G,

lim V(z) = 4o0.
xEGb

Théoreme 1.2.1 Si V est une fonction de Lyapunov stricte et propre pour le systéme
(1.2) alors lorigine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Nous pouvons énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 1.2.2 Supposons que le systeme (1.1) satisfait les hypotheéses (Hy) — (Hs).

Alors le point d’équilibre positif E = (s*,x7,...,x}) est globalement asymptotiquement et

localement exponentiellement stable pour le systeme (1.1) sur Dg]c =)0, +oo[**1.

La preuve est donnée on plusieurs étapes dans le sous-paragraphe suivant.

1.2.3 Preuve du théoréme

e Construction d’une fonction de Lyapunov :

On utilise les variables § = s — s*,2; = x; — 2. Du lemme 1.2.1, on deduit que

= 1) = 1) = ) 3 () a)as w3
o= [w(s)0i(z) = w(sM)0i(@)]zm.  (i=1,..,n)

De la définition de I" dans (Hj) et de 'égalité
pi(8)0i () — i (s7)0:(27) = pi(s7) |05 (i) — 03 (27)] + [pa(s) — pa(57)10s(x4),

il s’ensuit que

KO I 6T) i M) 5 S 1) [0, ()t — ()]

s—s* s

8 |§' » |
I
=
<
—
Vo)
*
~
=
B
—
8
=R
~
|
<>
~
—
8
< %
=
+
=
ST
—
~
|
=
S
V)
P
>
~
—
8
N
~
—~
~
I
\‘H
N
~
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Pour simplifier le systeme, nous adoptons les notations suivantes :

Tp — T T; — T}

L’hypothese (Hs) assure que les fonctions a; et (3; sont strictement positives. Le systeme
(1.4) se réécrit :

i S)
> (i=1,..,n) (1.5)
= —oy(T)T; + [Mz( ) — wi(s%))0:(s).

On observe que le systeme (1.5) est équivalent a

}f |§I @ |t

§ = _Fss)g Z MS(S) @'(%)ii,
X 7;:1 (t=1,...n)

les fonctions T, p;, a; et [3; étant strictement positives sur |0, +oo[. Or les fonctions
étant strictement croissantes sur |0, +oo[, on peut voir que

n

—Ff)g - F S(S)ﬁz(ﬂfz)f%z =0, .
i=1 ) (1=1,..,n)
— () + [P0, ()5 = 0,

si est seulemente si (3, Z1, ..., Z,) = (0,0, ...,0). Le seul point d’équilibre de ce systeme est
l'origine. Ensuite, de I'hypothese (Hy), le systeme (1.5) s’écrit

<5 Q(s)I'(s * ~
Qs = —EERE - S afus) BT
ng(( ; ‘%z zz = _Cz%m + Cz[,uz( ) Z(S*)]ﬁl(xl)jl

Ces égalités nous conduisent a considérer la fonction

. N i Gill + 27)
% ey Tp) = Q(l dl g ldl
(S7$17 y & ) /0 ( +S + / l+$ l—l—i’j)

définie dans D; =] — s*, +00[x]| — a7}, +00[X....x]| — 2}, +00[. La dérivée le long des tra-
jectoires du systeme (1.3) est

V(3,21, ..., &) = %—Zé +) a_vx = —W (8, &1, ..., ) (1.6)

avec

W (8,21, ooy dn) = —2 T g2 ZCO‘QTQ;
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o Stabilité asymptotique :
Lemme 1.2.3 V est une fonction de Lyapunov stricte pour le systéme (1.3).

Preuve : V est définie positive sur D; =] — s*, +00[x]| — a7}, +00[X....x] — 2%, +o0o[ car
les constantes ¢; et Q, [3;, 0; sont strictement positives. De plus, W(0,0,...,0) = 0 et
W(3,Z1, ..., &Tn) > 081 (8,21, ..., 7,) # (0,0, ...,0). La fonction W est donc définie positive.
De (1.6), on déduit que V' est une fonction de Lyapunov stricte.

Le lemme précédent montre donc que 'origine de (1.3) est asymptotiquement stable.

Lemme 1.2.4 La fonction V est propre dans D;.

Preuve : Il s’agit de montrer que V' (3, Z1, ..., Z,) tend vers U'infini lorsque (8, Z1, ..., &)
tend vers le bord 0D;. Montrons d’abord que pour tout s > 2s*

Qs) >Kk>0 (1.7)

=)

_ .S pal(s")
fs) = a1 i () )

Puisque p; est strictement croissante, pour tout s > 2s* et s # 0 on a

avec

Pour cela, observons que

pa(2) _plst) _ pls)

<l= < .

1i(s) pi(s) — pi(2s%)
Or

1_#:'(5 ) >1-— #z‘(s*) ~0

pi(s) p1i(2s%)
D’autre part,
s—s"<s= ->1
s—s

et les constantes ¢; sont strictement positives, donc

S _ 1i(s”)
=T

pi(2s%)”

) >l -

C;

Maintenant, on a

*

s I s I s l
Q(l + s* dl = Q(l + s* dl Q(l + s* dl.
/0 (+S)l—|—s* /0 (+S)l—|—s* +/S (+S)l+s*
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De (1.7), on peut dire que

s l S S
Q(l * dl > dl > dl
/S* (+S)l+s* _H/S*H—s* _R/s*fs'%—s*

et : 3
lim /@/~l dl:hmM:—i—oo
otoo  Jou S+ 5* §—+00 2
donc i
s l
li Q(l * dl = ) 1.8
i ) U7 gdi = oo (18)

Puisque la fonction €(s) est strictement positive et continue dans [0, s*], il existe £ > 0

tel que 2(s) > €. On a
5 l
/ Ql + 5°)
0 l

D’autre part, on obtient

lim Q + s*)l —dl > 5/ = 400
5—==s5" Jo s—> s*
donc )
lim Q(l + S*)l ! dl = +o0. (1.9)
§——s* 0 S*

Observons a présent que

Bi(w;) _ Oi(x;)x; — 0;(x})at _ 11— br(0)ws
0i(;) Os(x:)(z; — o) 1 %

T

Selon I'hypothese (Hs), 6;(x;)x; est strictement croissante. On deduit que pour tout x; >
2xf et x; #0

0,(2x)2x* 0;(x)xs 0;(x)x;
6(71(:;,;%,1 sl= Qi((xgxl = 0; (2(:EZ§2Z
" Oat)rs B
J(xf)a? ()
L= 0;(z;)x; = 0;(2zF)2 >0
D’autre part,
r—x; <z =>1-— —* <1
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donc .
0i(xi)z; i ZEZ)J}Z
— - > 0. 1.10
1-% 0;(2x7) 2z} (1.10)
Pour simplier, notons par
=1 bi(af)ey
0;(2x}) 2z

On a

/l o M:/i ) MH/W e N
o iz} + 0 +x7) o izl + D +27) zr O] + D+ 27)

De (1.10), on peut dire que

/l Bila; +1) lﬂzm/ll mZM/I U

s~ *

T; — ]
lim &; = 400
Zi—+o0 2

et

donc i
lim
gi—too Jo  Oi(xF + 1) (1 + xF)

ldl = +00. (1.11)

Puisque les fonctions 3;(z;), 6; (932) sont strictement positives et continues dans [0, ], on

peut dire que pour tout 7 = 1, ..., n, il existe & > 0 tel que > &. Alors
l T
@x+” lﬂz&/ di
Oi(xf + 1) (1 + x7) o l+af

et la limite

Par conséquent ~
lim ” "
gi—o—at Jo  Oi(xr + 1) (1 + xF)
Enfin, a partir de (1.8), (1.9), (1.11), (1.12) on conclut que V' est propre dans D;.

ldl = +00. (1.12)

Le résultat précédent, en combinaison avec le lemme 1.2.3, assure que l'origine est un
point d’équilibre globalement asymptotiquement stable du systeme (1.3).
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o Stabilité exponentielle :

La stabilité locale exponentielle de l'origine du systeme (1.3) peut étre prouvée en
vérifiant que la fonction V' est encadrée par des fonctions quadratiques définies positives
et la fonctions W est minorée par un fonction quadratique définie positive sur un voisinage
de lorigine (voir H.Khalil [10]. Page 154). On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 1.2.5 (voir [9]) Pour tout A €] — 1, +o0] l'inégalité

A

A— ln(l—i—A)_m

est satisfaite.

Soit la fonction différentiable
V(g, i’l, ceey JNZn) = U1<S) + Ug(fi‘l, ceey jn)

définie pour |5| < £ et || < I par

. 5 [ Bi(x +1)
= [ Q * : ldl.
v1(8) /0 (l+s )l—i—s*dl et vy, Zc / CEIE)

Par la continuitée de (5 4 s*) sur le compact [%, 32*}, il existe des constantes & et o

strictement positives telles que

0’/ l dl§01(§)§a/ l dl
o I+ s o I+ s

De plus, en utilisant le dévelopement de Taylor-McLaurin de In (1 + S%) et apres des
calculs directs on obtient

Ensuite, du lemme 1.2.5 (on prend A = £),

(i D)s
S—§ In — — -
s*) 7 2(s* +13])

os i) <35> > !
S S S . 1~
N 2(s* +[3]) ~

s ~2
/ Lo S
o [+ s* 3s*

donc
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On en déduit que

52 52
75 =5 <v(3) <o= =08
3s* s*
A présent, pour tout |z;| < %’, les fonctions f3; et ; sont continues. Alors, pour tout

1 =1,...,n, il existe des constantes 7; et o; strictement positives telles que

Bt
b Qz(iz +I;k) -
On peut déduire que pour tout i =1, ...,n,

72 i : * 72
5t g/ Bl + ) < %0
3x* o Oi(l+xH)(l+ ) x*

Par conséquent,

n ~ n ~9
E Ci0; < (T ey Ty) < E Cio;—
3
i=1 t i=1 v
ou
n n
* e *~2
E 077 < (T, ey Tp) < E ol
=1 =1

On obtient alors

i=1 i=1

n
"5 + § Gia2 <V (3,81, ..., 7)) < 0" 5+ ofil.

D’autre part, on sait que
V(3,81 .., 8) = =W (5,21, .., &)

avec
T . aile)Bim)
W(§, &q,..,0,) = —2 25 o 52
3t = B 5 )

Par la continuité des fonctions I', 2 dans le compact [%, %] et les fonctions «y, (;, 0; dans

x¥ 3x* . A~ . , . . , . .
[71, 5 ], la fonction W peut étre minorée par une fonction quadratique définie positive

sous la forme suivante : .
W (3, &1, .. d0) > 08+ i
i=1
avec 11 > 0 et pour tout © = 1,...,n, n; > 0. Donc
n
V(35 d1,.,8,) < —03° = Y _mid7 <0
i=1

Le théoreme 1.2.2 est démontré.
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1.3 Cas particuliers

Dans ce paragraphe, nous présentons des exemples de fonctions qui satisfont les hy-
potheses (Hs) et (Hy).
1.3.1 Exemples de fonctions
Lemme 1.3.1 Prenons n fonctions linéaires
wi(s) = K;s.

avec K; > 0. Ces fonctions satisfont 'hypothése (Hy) avec Q2(s) = 1 et pour tout i =
1,..,n, ¢ =1.

La preuve est évidente.

Lemme 1.3.2 Soit les n fonctions

B K;A(s)
© LiB(s) + A(s)

11 (8)

ou K; > 0,L; >0, A est strictement croissante, A(0) =0, A'(0) > 0 et B est strictement
positive et croissante. Alors les p; satisfont ’hypothese (Hy) avec

s A(s)B(s*) — A(s*)B(s)

Q(S):A(s) P si s # s,
A(s")B(0) s ,
Q0)=——7——= Qs")=—=]A(s")B(s") — A(s")B'(s"
0) = e ) = a4 BT — A)B )
et pour tout i=1,...,n, ¢; = %f’%*).

Preuve : Les fonctions p; satisfont 'hypothese (Hy) car

o u;(s) < Kg?s()s) = K. Donc les j; sont bornées.

_ K;A(0) _
° 11i(0) = L 5waw = O

o Pour tout s # 0

o) — LA G)BLs) — A (5)
: [LB(s) + A(s)P2

et elles sont strictement positives si

A'(s)B(s) — A(s)B'(s) > 0.
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A présent, d’apres le calcul suivant

s pi(s) —pi(s) _ LiB(s) + A(s) 1 [ K A(s) iA(s") ]
pi(s)  s—s* KA(s) s—s*'LB(s)+ A(s) L B( ) A(s*)
_ s 1 [A(S)(Lz‘B(S*) +A(sT) Al (LiB(s )+A(8))]
A(s)s—s*"  L;B(s*) + A(s*) L;B(s*) + A(s*)
s 1 [A(S)(LiB(S*) + A(s7) = A(s™) (LiB(s )+A($))]
A(s) s — s* L;B(s*) + A(s*)
_ Li s A(s)B(s") — A(s™) B(s)
L;B(s*) + A(s*) A(s) 5 — s*

et puisque A est strictement croissante, A(0) = 0, A’(0) > 0 et B est strictement positive
et croissante, il s’ensuit que la fonction
s A(s)B(s*) — A(s*)B(s)

A(s) 5 — s*

est bien définie et positive dans [0, +oo[. De plus,

Q0) = IUZ(( e *)
_ LiB(s") + A(s") [L; B(0)]? K;A(s*)
L K;L;A'(0)B(0) s*[L; B(s*) + A(s*)]
_ BO)A)
A'(0)s*
et
Q) = o tl(s)
_ L;B(s*) + A(s*) s*[L; B(s*) + A(s*)] L; K;[A'(s*)B(s*) — A(s*)B'(s*)]
— B - A B

Remarque 1.1 Lorsque A(s) = s et B(s)=1, les fonctions p; du lemme 1.3.2 appar-
tiennent a la famille des fonctions Monod et la fonction correspondante §2 et les constantes

¢; sont Qs) =1,¢; = LZFS
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1.3.2 Exemple de fonctions 6,

Lemme 1.3.3 Considérons la famille de fonctions suivante
a

9($)=m7 x>0

avec a > 0 et v €]0,1]. Alors cette fonction est strictement positive, strictement décroissante
et x6(x) est strictement croissante.

Preuve : On vérifie que 6 est positive avec une dérivée négative. Par ailleurs,

dlf(z)r]  (a+x) —vz(atz)" .2 +(1—v)x

dr (a+ z)%  (a+ )t >0

et donc zf(z) est strictement croissante.

1.4 Applications

On considére le modele (1.1) ou on prend comme taux de croissance les fonctions
hi(s,z;) = pi(s)0;(x;) telle que les u; sont de type Monod (ou Michaelis-Menten) c’est-a-
dire

( ) m;Ss
Hi a; + s
ou m; désigne le taux de croissance maximal, a; est la constante de Monod et pour tout
1=1,..,n,
1

o Exemple 1 : (voir [6])

Le premier exemple est un modele de deux especes avec une fonction de croissance du
substrat f(s) constante positive. Ce systéme est de la forme :

s = 7T _ s xm _ 45 _x2
6 1+s 14z 2+4s 142’
. _ S r1 1
Ty = [1+s 1+ 2]x1’ (1.13)
. 4s _x2
T2 (35515 — Hae.

Des calculs directs montrent que le systeme admet un seul point d’équilibre positif donné

par £ = (2, %, ). On sait que py et po sont des fonctions de type Monod, d’apres la
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remarque 1.1 on peut choisir (s) =1, ¢; = 3 et ¢3 = 2. De plus, dans ce cas,

[un

st E-SElEr R+ a5k 1 1
s—2 12(1—|—s)+2—|—s

est strictement positive. Les hypotheses de théoreme sont donc toute vérifiées, c’est-a-dire
E est globalement asymptotiquement et localement exponentiellement stable.

[N

I(s)=—

A titre indicatif, on reprend ci-apres les calculs qui assurent cette propriété. Avec Les
variables s = s — 2,71 = x1 — 3,x2 = 19 — 1 et les fonctions «; et (3; qui sont données par

1 3
041(371) = ma 51(951) = m,
1 1
a?(xQ) = 1 +l’2’ ﬁQ(wZ) = 2(1 +.T2)

Le systeme (1.13) s’écrit

(5 _ 1 4 1358_31 1 5 _ 2 1 x
s _ [12(1+s) + 2+s]s 4 14s 1421 1 2+s 1+12x27
& __ 1 s 211
1 2(1+11)x1 + [1+s 3]1+x1’ (114)
Iy _ 4s _9]_1
\ 2o 1+:E2 'TQ + [2+s 2] 1420 "

Considérons alors la fonction

L 5o B By (x4 1) / Bo(z3 +1)
V(3 i1, 0s) = dl + / ldl + ldl
(5,21, 22) / I+ O 0@ D@+ T T2 Gl + O+ D)

9 _ N Z1 N N T2
Z[xl — i In(1+ w—}{)] + 29 — x5 In(1 + :B_§)

définie dans D, =] — 2, +-00[x] — &, +00[x] — 1,400[. La dérivée le long des trajectoires
du systeme (1.14) est

= §—s*ln(1—|—§)—|—
s

V = _W(gv ila f?)

avec

o 1 1 52 9 22 1
W(8,&1,72) = (12(1 o) t3 —i—s) . + S +x1) 1+ n 2;U2.
Par I'application du lemme 1.2.3 | on conclut que l'origine est asymptotiquement stable.
Pour prouver la stabilité globale, il reste a vérifier que V' est propre. Pour cela, on voit
que la preuve du lemme 1.2.4 et donc :

S l =
lim dl = lim [§—s*ln(1—|—i*)] +o0, lim [s—s ln(l—l—s )] = +o0 (1.15)

§—+o0 Jo [+ s* §—+o00 s 5——2
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et, pour tout ¢ = 1, 2,

ol L s i
lim dl = lim [7; — 2] In(1+ x_)] = +o0, lim [Z; —zfIn(1+ I—)] = +o00.
Zi—+oo Jg ZL‘: +1 Z;—+00 ¥ T;——x] ¥
(1.16)

De (1.15), (1.16) la fonction V' est propre. L’origine est globalement asymptotiquement
stable.

3 3

Ensuite, par le choix de 3] < 1,|7| < 3, |Z2| < 1, on a
1, 1 1, 27,

9. - R - -
65 + Zl‘% + gl’g < V(S,l’l,l’g) < 582 + Zl’l +I‘§

La dérivée le long des trajectoires de (1.14) satisfait 1'inégalité suivante

L’origine est donc localement exponentiellement stable.

F1G. 1.1 — Convergence des trajectoires de 1.13 vers un équilibre
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08}

0B}

04t y

0.2F =

F1G. 1.2 — Equilibre stable du systeme 1.13

Les simulations numériques des figures 1.1 et 1.2 illustrent ce résultat. Elles ont été
effectuées avec MATLAB. La figure 1.1 représente quelque trajectoires dans 'espace des
plans (s, x1,z3) de exemple 1. On voit qu’elles tendent vers 1'équilibre E = (2, %, 1). La
figure 1.2 est une superposition des espaces (s, x1) et (s, x2).

e Exemple 2 : (voir [3])

Le deuxieme exemple est un modele de trois especes avec une fonction de croissance du
substrat de type logistique. Les fonctions f(s), h;(s,z;) et les constantes d; sont définies
comme suit :

S

fls) =251 2)

14 s 1
h = — dy =0.3
1(87$1) 5 2"—81—{—1’1’ 1 )

12 s 1
h = dy =0.3 1.17
2(871'2) 5 2+81+ZE27 2 ’ ( )

2s 1

h3(5,$3>:2+51+x3, d3:O3

Le systéeme admet un seul point d’équilibre positif E = (s*, z1, x5, x3) avec

s* =0.6585, 7 ~1.3118, 3 ~0.9815, x5~ 0.6513.
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La fonction € est de la forme suivante

2
Q(s) = ¢
( ) 2+ s*
et comme les fonctions p; sont de type Monod, on peut choisir Q(s) = 1 d’apres la

remarque 1.1. Il en résulte que pour tout i = 1, 2, 3,

24 s*
C; = .

2

On peut vérifier que la fonction

1 28" 24 A

e PR R Gl R (e ()

est strictement positive. Les hypotheses de théoreme sont donc toute vérifiées, c’est-a-dire
E est globalement asymptotiquement et localement exponentiellement stable. Ce résultat
est illustré par la simulation de la figure 1.3.

05+

Fia. 1.3 — Equilibre stable du systeme 1.17
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Chapitre 2

Persistance a 1’équilibre d’un second
modele

Dans ce chapitre (voir [4]), nous proposons d’étudier la persistance a l’équilibre d’un
modeéle densité-dépendant a [’aide d’une autre approche que celle du chapitre précédent.
Cette approche s’appuie sur un changement des coordonnées qui transforme le systéme
considéré en un autre de la forme :

X = AX)X (2.1)

ou A(X) est telle que, pour tout vecteur X, la matrice A(X) est de Hurwitz' . Cette pro-
priété implique la stabilité locale exponentielle de l'origine de (2.1), mais pas sa stabilité
asymptotique globale. Pour assurer la globalité, nous proposons des conditions suffisantes
permettant de conclure au moyen d’un fonction définie positive dont la dérivée le long des
trajectoires est définie négative sur un ensemble invariant attractif.

2.1 Présentation du modele

Considérons le modele non linéaire défini dans R”t!

So= fe) - p by (2:2)
io= [hi(s,2) — di]a

Le modele s’appuie sur les hypotheses suivantes :

(A1) La fonction f est de classe C* dans [0, +oo| décroissante. Il existe un nombre

réel positif Spmaz telle que f(s) > 0 quand s < Spaq et f(s) <0 quand s > Spaz-

1 Une matrice est de Hurwitz si les parties réelles des valeurs propres sont négatives

25
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(Ay) Les fonctions h; sont de classe C* dans [0, +00[X [0, +oo| et vérifient :
1. pour tout x; > 0, h;(0,x;) = 0,

2. pour tout i = 1,...,n et pour tout s > 0, les fonctions h;(s,.) et %(s, .) sont stricte-

ment positives, et la fonction gif: (., x;) est strictement négative.

(A3) Le systeme  f(s)=> 1  dix;, hi(s,x;) =d;  pour touti=1,...,n admet

une solution positive E = (s*, x%,...,x}).

2.2 Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe on détermine un ensemble invariant et attractif pour le systeme
(2.2) et on établit I'existence et I'unicité d’un point d’équilibre positif pour ce systeme .

Lemme 2.2.1 Soit (s(t), x1(t), ..., z,(t)) une solution du systéme (2.2) telle que s(0) > 0
et ;(0) > 0 pour tout i = 1,....n. Soit a > 0 alors il existe un instant T, > 0 el une
constante positive Xy tel que pour toutt > T,

O<S(t> SSmam—l—a, O<ZL'Z(t) < Xu.

Preuve : Supposons par 'absurde qu’il existe un plus petit ¢t; > 0 tel que s(¢;) = 0
(i.e.Vty € [0,t1] on a s(t2) # 0). Par les hypotheses (A1) — (A3) on a

ds
—(t1) = f(0 0
Or,
ds . s(ty) — s(t)
i -1
g () = im == —— <0
t<t1

ce qui est une contradiction. Par conséquent, il n’existe pas un tel ¢;. Alors,

s(0) > 0= s(t) >0

tant que s(t) existe.
Soit la fonction

t — g(t) :== hi(s(t), z;(t)) — d;.
La fonction t — z;(t) est une solution de I’équation différentielle :

dx i
dt

= g(t)x;(t) (i1=1,..,n)
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c’est-a-dire, pour tout i =1, ..., n,

t
(t) = wi0) expl | g(t)dt).
0
Cette formule qui est valable tant que s existe, montre que :
z;(0) > 0= x;(t) > 0

pour tout t.

A présent, montrons que s(t) < Syq: + a pour t assez grand. On a

ds &
- = fs(t) - D hals(t) @it)z():
i=1
Le terme — > hi(s(t),z;(t))z;(t) est négatif ou nul pour tout ¢ > 0. Cela conduit a
i—1
I'inégalité différentielle suivante :
ds
— < t)).
- < f(s(#))
Soit u(t) la solution de I'équation différentielle
ity = ),
u(0) = s(0).

De (A1), on déduit que u(t) — Sper quand t — +oo (ie : si a > 0, IT, > 0 tel que
u(t) < Spmaz+a ¥Vt >T,). Par le lemme de comparaison (voir H. Khalil [10]), on obtient :

s(t) < u(t) < Spae +a (2.3)

et par suite s(t) < Sy + @, pour tout ¢t > T,. Soit

n

w:s+in.

=1

dw -

Posons n = min{d;} (n est strictement positif) et M = max {f(s(t)) +ns(t)}; ce maxi-
mum existe d’apres I'hypothése (4;) et Vinégalité (2.3). Par une majoration, on obtient
dw

M
o S M= ”[n w]



28 CHAPITRE 2. PERSISTANCE A L’EQUILIBRE D’UN SECOND MODELE

Par suite,

M M

= (w(0) = e
Ui n

w(t) <

n

Ainsi, si t > T, (T, donné plus haut), w(t) est majorée. Or w(t) = s(t) + > z; et
i=1
s(t) < Spae +asit>T,, done Vi > T,, Xy > 0, z;(t) < Xy

Lemme 2.2.2 Le systeme (2.2) admet un point d’équilibre E = (s*,z7, ..., x}) positif et
unique.

La preuve de 'existence du point d’équilibre E est analogue a celle du lemme 1.2.1 du
chapitre précédent. L'unicité découle de la décroissance de f.

2.3 Etude de stabilité

2.3.1 Transformation du modele

Dans la suite, on se propose d’étudier la stabilité du point d’équilibre £ du systeme
(2.2). L’étude peut étre réalisée en utilisant le changement de variables

S=s—8" ;= —x; (2.4)

et les fonctions A\, A\g;, Aui, Osiy 00, pi qui sont définies par les égalités suivantes :

— f(s* hi(s, o7) — ha(s*, 2}
A(s) = _f(si - f*(s )7 Mi(s) = (s xli = S*(S xz)’
hi<87~ri> - hz’(S,xi) /\m'(S*axi) - )\zz’(swri)
Aai(s, @) = — R ,opils @) =— . _ o ’

5sz‘(8,95i) = /\si(S)Ii, 5zi(37xi) = /\:ci(37xi>xia
L(s, 21,y ) = A(S) + Z 0si(S, ;).
i=1
Des hypotheses (A;) et (Ay), on peut dire que ces fonctions sont bien définies, continues
et de plus, les fonctions A, A, A,; sont strictement positives pour tous les x; > 0, lorsque
s> 0.
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Le lemme suivant, tres technique, nous permet d’écrire notre modele sous la forme de
I'équation(2.1).

Lemme 2.3.1 Le changement de variable (2.4) transforme le systéeme (2.2) en

7 =A2)Z (2.5)
ot Z = (8,1, ..., &) et
—T(s,21, .y xn) [0p1(s,21) —di] ... [Oan(S,2n) — dy)
az)-| el et 9
5571(3.,:10”) 0 —5xn<s,xn)
et Z € D =] —s* +oo[x] — x¥, +o00[x...x]x*, +00[.

Preuve : L’utilisation de 'hypothese (A3) permet d’écrire le systeme (2.2) sous la forme
suivante :

n

§ = f(s) = f(s") = X huls, wz)xz+2h( z;)ai, (2.6)

i=1
b= [lse) — h(stadle (= 1,.0m)
La premiere équation du systeme (2.6) se réécrit :

n

§=1(5) = F(57) = D_(hals, 1) = hals, )+ D hals™, ) (& = 2)

i=1
Par ailleurs, notons que pour tout i =1, ..., n,

hi(s,x;) — hi(s*,27) = (hi(s,x;) — hi(s,z})) + (hi(s, z}) — hi(s*, x7)),
_ hi(s, z;) — hi(&%)ji 1 hi(s,x}) — hi(s x')§7
T; — X s—§

= = —Au(s,2)T; + Agi(s)S.

Par la définition de la fonction A(s) et I’égalité précédente, nous obtenons :

; :—A@+§&xmk+iU@%m ho(s*, 23 ),

i=1
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Le systeme se réécrit :

5 = —F(S,Il,...,ﬁﬁn)g“f‘i[(;zi(suxi) —dz‘]fz#
2 (2.7)
Ty = —02i(8, 1) T + 0i(s, 74)8. (i=1,..,n)

avec § > —s*, ¥ > —x}, ..., T, > —z} ce qui implique que le systeme (2.2) est équivalent
au systeme (2.7).

2.3.2 Stabilité locale

Théoréme 2.3.1 Pour tout Z € D, la matrice A(Z) est de Hurwitz.

Preuve : Nous allons montrer que les parties réelles des valeurs propres de la matrice

A(Z) sont strictement négatives et cela découlera du fait que A(s) est strictement positive.
D’apres le lemme 2.3.1 la matrice A(Z) s’écrit :

_ A(s)+i1 5&-(3,@)} Gor(s,21) —di] .. [San(s, @) — o]
AZ) = 0s1(8, 1) —0z1(8, T1) 0
§sn(s',xn) 0 —(5;,3”(.5,:5”)

Soit

V = (U[),Ul, ...,’Un)T

un vecteur propre correspondant a une valeur propre pu = « + i3 réelle ou non. Nous
supposons que a > 0 pour aboutir a une contradiction. Par définition d'un vecteur propre
nous avons :

—[A(s) + Z 0 (5, ) Jvo + Z[(sm@, ;) — diJvi = (a + if)vg (2.8)
0si(8, )00 — 0gi(s, xi)v; = (v + i 8)v; (2.9)

De (2.9), nous déduisons la propriété suivante :

e Si vy =0, et comme un au moins des v; doit étre non nul, on doit avoir pu = —d,;(s, x;)
pour cet indice 7. La valeur propre correspondant a un tel vecteur propre est donc réelle
négative.

e Si vy # 0, pour tout i nous avons « + i3 # —d,(s, x;) et donc nous pouvons exprimer
les v; en fonction de vy :
0si (8, T3)vo

0pi(8, ;) + a+if3

V; =
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et de I’équation (2.8) nous tirons :

551‘(8,%')
v
wi(8, ;) +a+ i 0

= (o +1if)vo.

A(s) + Z dsi(s, ;)

vy + Z[ém(s, x;) — d;] 5
i=1

Comme vy n’est pas nul nous pouvons simplifier et il vient :

551'(57%)

—\(s) — Z Osi(s, 25) + Z[(S“(S’ ;) — di]ém(& o)t T (o +1if3). (2.10)

Nous calculons la partie réelle R du premier membre de I’équation (2.10), soit :

S S e

Puisque A(s) > 0 on a une premiere inégalité :

0si(8, ) [0z (s, ;) +
[00i(s, ;) + )2+ 32

R< =Y bls,xi)+ > [0uils,2;) — di]
i=1 i=1
Puisque d,(s, z;) + « est positif on a une seconde inégalité :

- - 551;(575171)[%1(5,331‘) + a]
R< — ;551(3,;@) + ;59“(3, ;) Gosr) LoP LB

On a les majorations suivantes :
O5i(8, 23) [00i(8, 23) + o Osi(s,2)[00i(s,23) +f  bails, )
[02i (s, 2;) + a2 + (32 [62i(s,2:) +a]2 Guls,x;) +

et donc finalement :

n

R < — Zési(su'xi) =+ Z(;M(S,QJZ) 551 S;l’i.; =0
i=1 ]

ce qui contredit R = a > 0 et acheve la preuve. Par conséquent, le point d’équilibre de
systeme (2.2) est localement exponentiellement stable.

2.3.3 Stabilité globale
Théoréme 2.3.2 Sile systéme (2.2) satisfait U'hypothése (Ay) — (As), et pour tout s > 0,

A(s) > sup Sup n[ X |pi(s, )| + [Nsi(8) + Aai(s, zi)xs — di]]?
el ie{l ,,,,, n} 0<z; <Xpns Azi(s*’ xz) y

alors E est globalement asymptotiquement stable.
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Preuve : Considérons les fonctions

%1 xla"'; E /

On peut voir que la fonction

2{ —xln(1+j—§)], vg(g):%ﬁ

V(Z) = 01(F1, ooy Gon) + 02(3).

est une fonction définie positive sur D ; on peut montrer que les dérivés de vy(Zy, ..., Ty,)
et v2(8) le long des trajectoires de (2.7) sont données par :

le = — Z )\m(S, xl)i’? + Z )\si(s>‘%i§7
i=1 i=1
s)+ Z Asi(s)x
i=1

Uy =

Donc

- —ixzxs,xi)ﬁ +3 A(s)id -
; i=1
+Z Tl 3 xz i d; ]*% s

s) + Z)\Si(s)xi] Z i85, 1) T3 + sz s, 1;)3%2
i=1

i=1 =1

n

+Z[)‘sz(5> + Am(s,xi)xl d]j;

=1

CIJI

n

On observe que pour tout i = 1,...,n, le terme (— > Ag(s)x;) est négatif et z; < Xy.
i=1

Cela conduit a I'inégalité

Vo< =M9)F =) Nl ) 4+ > [pils, ) Xar 4 Aai(8) + Aails, 21)a — di] 5.
i=1 i=1
On utilise les inégalités

n

Z[}Oz(s xz>XM + >\sz( )+ /\m<5 xz) Ty — d j: s S Z pz S xz)XM + Asz( )+ >\:m(8 xz) T d |§:z~

=1



2.3. ETUDE DE STABILITE 33

< Z[XM pi(s, )| + [Asi(8) + Aai(s, 2i)w; — dif |3,
i=1
On obtient

n

Vo< —M\s)5 - Z Aai (8%, )77 + Z (X |pi(s, @) + [Asi(8) + Agi(s, x) s — di|] 2:8

i=1 i=1
Pour simplifier, on note
(X |pi(s, m5)| + [Asi(8) + Aai(s, 25) i — di|] = Bi(s, ;)

et donc V est bornée par une fonction quadratique, ¢’est-a-dire

< — $)§? (s, x; 5@5—1 wilst x)i2=-2"PZ
V< =5A() +;ﬁ( ) 2;“ )7;
avec
1%/\(8) 1—%51(871’1) —30n(s, )
p— —§B1(S,l’1) §>\I1(8*,$1) 0 0
: 0 :
—%@L(s,xn) 0 %)\m(s*,xn)

La matrice P est définie positive si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs.
Alors, le premier mineur principal est

Le second est donné par

D2 = det %)\(S) _%5

et Dy est strictement positif si

Le dernier mineur est

Dpyi = detP

n 1 n
= 2n+1/\(3)H)\xj($*axj)—ﬁZ 3 (s, ) [ [ i (57 )
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Il est strictement positif si

2 8205 2 TTj g e (57, )|

Als) > = . .
[Tj=1 Awj(s™, 25)

Pour que ces conditions soient verifiés, il suffit que pour tout s > 0

. 2 n *
] [ i—=1.4 /\r y g
; 62 (571‘ )HJ—LJ#z J(S x])i| N - [XM |Pz’(3,1‘z’)| + |/\s7,(3) + )\m(&mz)xl . dzH2

[I21 Aws(s*, 7)) 0<zi< Xy Azi(8*, i)

et donc,

. . . . N — A.112
Ms) > sup [ sup n[Xar 1pi(s, x:)| + [Nsi(8) + Aai(s, 25)x; — di] (2.11)
n}

0<JCZSX1\/[ )\:Bl(s*7 I’L)
Si inégalité (1.11) est vérifiée, la fonction (ZTPZ) est définie positive. On conclut que
V<-ZTPZ<0.

De plus, on sait que I'ensemble —zf < z; < Xy —af, —s* < § < Spae — k (OU k = s* —a)
attire toutes les trajectoires et qu’il est positivement invariant pour le systeme (1.7).
Cela conduit a dire que l'origine de systéeme (1.7) est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable.

En revenant aux coordonnées originales, on en déduit que E est un point d’équilibre
globalement asymptotiquement et localement exponentiellement stable du systeme (2.2)
dans I'ensemble 0 < z; < X37,0 < s < Sj0z + a.

2.4 Application

Considérons le systeme suivant (voir [7])

; zd%—$—ém®%M% (i=1,...,4) (2.12)
T; = [1i(5)0(x;) — dlzi,
avec s 9 ) )
pi(s) = b+ 5 (zi) = T\d/x_z

Les valeurs des parametres constants sont rapportées dans le tableau suivant :
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Indice 1 2 3 4
Couleur | Bleu | Rouge | Vert | Rose
a; 0.83 1.00 | 1.20 | 1.60
b; 0.20 | 0.20 | 0.30 | 0.40

0.4

035

03r

025

0.05

01 012 014

ERE 0.18

0.2 022

Fi1G. 2.1 — Equilibre stable du systeme 2.12

Les fonctions f(s) et h;(s,x;) satisfont les hypotheses (A;) et (A2). En admettant que
I'hypothese (Aj3) est satisfaite, ’équilibre serait d’apres le théoreme 2.3.1 localement ex-
ponentiellement stable et aussi globalement asymptotiquement stable d’apres le théoreme
2.3.2. Les simulations semblent d’ailleurs le confirmer.
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