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RESUME L’analyse de la vibration libre et la stabilitéesl plaques épaisses symétriques et
antisymétriques en matériau composite, sur unedbon élastique sont examinées par un
nouveau modéle de déplacement, dans ce travailndiwevelle fonction de forme, suivant
I'épaisseur de la plaque, représente la distribotidles contraintes de cisaillement
transversales qui sont nulles a la surface supgeet inférieure de la plaque. La fondation
est modélisée comme un systeme de ressort a deamgiees Winkler et Pasternak.
L'équation de mouvement pour des plaques épaissddides reposant sur une fondation
élastique et soumises aux charges en plan eshobtpar le principe d'Hamilton. Les
solutions sont obtenues, en utilisant la technigiée Navier et ensuite les charges du
flambement et les fréquences fondamentales sontvées, en résolvant un systeme
d’équation des valeurs propres. Les résultats nismés obtenus pour la vibration libre et la
stabilité des plaques stratifiées sur la fondatéastique sont présentées et comparées avec
ceux disponibles dans la littérature.

ABSTRACT Analysis of free vibration and stability of syntriteand antisymmetric thick
composite plates on an elastic foundation are erathby a new displacement model, in this
work. The new shape function depending on the théskmé the plate shows that the
distribution of transverse shear stresses is zéthatop and bottom surface of the plate. The
foundation is modeled as a spring system with twampaters Winkler and Pasternak. The
equation of motion for thick laminated plates negton an elastic foundation and subjected
to inplane loads is obtained by Hamilton principlEhe solutions are obtained using the
technique of Navier and then buckling loads and &mental frequencies are found by
solving an eigenvalue system. The numerical restitained for free vibration and stability
of laminated plates on elastic foundation are préed and compared with those available in
the literature.

MOTS-CLES :fondation élastique, stratifiées, contraintes dsaidlement, stabilité, vibration
libre.

KEYWORDSelastic foundation, laminated, shear stress, ditgbfree vibration.
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Stabilité et vibrations libres des plagues en neaig&rcomposites sur fondations élastiques

1. Introduction

Les déformations du cisaillement transversal $ont des intéréts principaux
des plaques stratifiées épaisses composites. dteeglusieurs théories des plaques
stratifiées qui incluent des contraintes de cisai#int transversales ; une des théories
bien connues est le modele de (Reissner, 1945gsj@ionnue comme la théorie des
ordres premiére de déformation de cisaillement.

Il'y a eu un nombre considérable d'études (PhaB)1%8r les plagues reposant
sur des fondations élastiques ; dans certainesmkdgses, un paramétre simple kO
est utilisé pour décrire le comportement de formataf{lUtku, 2000).La fondation est
modelée par des ressorts verticaux discrets et readppas en compte les
déformations de cisaillement transversal. Certathercheurs ont modélisé la
fondation & deux parametres différents; un de roesgéles est le modéle type
Pasternak. Ce deuxiéeme parametre prend en coreffe e l'interaction entre les
points de cisaillement dans la fondation (Omurtegj. 1998).

L'objectif de ce travail est d'analyser un nouveamdele de déplacement pour
des plaques stratifiées composites sur fondatiastigLie. Les solutions analytiques
sont présentées en utilisant la présente théowlidation du principe d'Hamilton
tire les équations gouvernantes. Les fréquencedafoantales sont trouvées en
résolvant des équations aux valeurs propres. éadtats obtenus avec la méthode
actuelle ont été comparés avec les solutions toulads d’autres modeles de la
littérature, pour étre dans le bon accord.

2. Equations constitutives

Considérons une plaque rectangulaire stratifié¢enposée de N couches
élastique orthotrope, de longueur a, de largewst'épaisseur uniforme totale h
figure 1.

Figure 1. Description de la plagque stratifiée
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Le systeme de coordonnées (x, y, z), est choiplaegé au milieu de la plaque,
Les équations constitutives de kieme couche deldqup stratifiée peuvent étre
exprimées comme suit :

x| [Qu Q2 0 || & Tyz| _|Qaa O || )y
Oyr=|Q2 Q2 0 f&yret) (7| g s
Tyy 0 0 Qe ||Vxy “ sV

ou(o,, g, 1

T,,, T,)sontles contraintes e€(, &, Vy .\ Vy,s Vix)

xy' “yz?

les composants de déformations dans le repérelglﬂb@j sont les constantes
de transformées matériel
Vo, E
E E =221 -1
Ql].:—l! Q22:—2‘ le - 1_[/ v [}
1-vigvy; 1-vipvy 12V 21

Q44 =Go3, Qs5=Gy3, Qgs =Gr2-

Sur la base de la théorie des plaques épaisselsaep de déplacement supposé
peut étre exprimé dans unifiée formulaire comme:sui

U=ug(x,y)-zw, + f(z)8y
V=vo(x,y)-zw , + f(2)8, [2]
W=WO(X!y)

Ou u, v, w sont les déplacements dans les directionsy, z;uy, vo et W,
sont les déplacement au plan moye#), ,et 6, sont les rotations des normales au
plan moyen par rapport aux axg®tx, respectivementf(z) est la fonction de
cisaillement transversal,est choisie comme suit:

4
f (Z) = i{l_zcoa@ +1j +1—O.Z. 1- 16z [3]
13\ 2 h 13 _5h4

La fonction proposée (3), permet de satisfaireidaillement transversal nul a la
surface supérieure et inférieure de la plaque. istrildution a ordre élevé des
contraintes du cisaillement transversal a travémaisseur de la plague est prise en
compte .Les composantes normales et déformatianswtersale sont comme suit :
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Stabilité et vibrations libres des plagues en neaig&rcomposites sur fondations élastiques

Exx = Ugx —ZW xx +T(2)0y x ; Eyy =Vox ~ZWy +1(2)8yy ;

Yxy =Uoy *Vox _2W,xy+f(z)(ex,y+ey,x) D Yy =T @0y 5 vy =1'(2) 6 [4]

rep=22 [5]

3. Equations gouvernantes

En utilisant le principe d'énergie de Hamiltorégliation de mouvement pour
une plaque stratifiée composite s'écrit comme suit:

t,
aj(u+uF—K—w)dt:o 6]
ty

Ou U est I'énergie de déformation et K est I'érecgiétique de la plaquegldst
I'énergie de déformation de la fondation et W edtdvail des forces externes.

Employant le minimum du principe d'énergie totajei conduit & une équation
générale du mouvement et aux conditions limites.

t
I [Oxxéexx +0,, B,y + Ty DYy Ty DYy + T Vox P (IBU+BY+iBW) dv +
4LV

I [feéw + N W, OW +mw,yy 6w]dA d =0 [71
A
fe: est la densité de force de réaction de la foodatsi la fondation est

modélisée comme une fondation linéaire Winkledefficient k; de I'équation (8)
est égal a zéro.

fo =kow—k,0%w. [8]

En utilisant les équations (4) , I'équation (7)noféa forme suivante:
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t2
J. J.{éu Nyx FOVNyy +8UN,y +OV N,y +EWMy 0 +OWMy \ +28W M,y oy
t, LA
£8P +80, P, +30, Py, +30, Py x + 30, (R, )+ 50, (-R, ) dA

+J.f66WdA—J.{6u(I1U—I2WYX 1,8, )+ ov (1910, +1,8,)
A A

[9]

+6w(|1w+|2qX ~1gW i 150 +1oV ~13W 4 +lséy,y)+59x(l4ﬂ—lsw,x +|6éx)

+80, (149150 +Iaéy)}—J.{wa,XX+NyW'W}6WdA dt=0
A

Ou les contraintes et les moments résultantsds&firtis comme suit:

N AIJ B'] C'l €
Mi=|B; Dy Ej[{k (.j=126) [10]
{Rh=|r [{e} (i.i=45)
Dans laquelle:
uO,x W‘xx ex‘x e
€= vo,y k=- W,w ke - ey‘y 6= 0 [11]
uOy+VO>< 2W Xy 9><y+ey>< ’

4. Solution de Navier et probléme aux valeurs proms d'une plaque sur appuis
simple

Les conditions aux limites sur les bords de la péagimplement appuyée
peuvent étre obtenues en tant que:

Ny=v=w=M, =R, =6,=0 pour x=0a

N, =u=w=M, =P =g, =0 pour y=Qb [12]

Pour la solution analytique des équations (13)médéhode de Navier est utilisée
dans des conditions limites spécifiées. Le déplacerdes fonctions qui satisfont
les conditions aux limites (12) sont choisies confengerie suivante de Fourier:
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u(x,y) = ZZA ncosmsmngy dot
m=1n=1

[ee] (o]
. mmx __nm
v(X,y) = B, Sin cosY gt
mn a b
m=1n=1

w(X,y) = chm” sin m;rx sinmbyei‘*’t

m=1n=1

[ee] (o]
mmx . nm
=§ E xmncos—sm Y got
b
m=1n=1

Z_:lnzl mnsm cos%e""t [13]
1) probléme de vibration libre(k] - w?[]fa} = {0 [14]
2) probléme de fIambemen([K] w[N]){A} :{ } [15]

Pour les solutions non-triviales, le déterminarg égquations (14) et (15) doit
étre égal a zéro:

[<]-w?[m] =0 [16]

[K]-oIN] =0 [17]

5. Exemples numériques et comparaisons

Dans cette étude, l'analyse des vibrations libredeeflambement, pour les
plagues stratifiées symétrique et antisymétriquapzsites sur fondation élastique
par la nouvelle théorie de déformation de cisadlatndes plaques stratifiées est
proposée pour la recherche.

Les solutions de Navier pour les vibrations libetsanalyse du flambage des
plaques stratifiées composites sont présentéedseivant les équations aux valeurs
propres. Afin de vérifier I'exactitude de la présemanalyse, quelques exemples
numériques sont résolus. Il est supposé que Ispaiet les propriétés des matériaux
pour tous les stratifiés sont les mémes. Danslys@ales propriétés élastiques du
stratifié sont supposées étre:
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B 40 C812-518_ g6, S35 Vi, =V 3= 025, [18]
E> E, E E>

Les relations suivantes sont utilisées pour la gmigion de la fréquence
fondamentale, la charge de flambement, les paraméi fondation de Winkler et
Pasternak sans dimension.

2 2 4 2
= [P )\=Nx.a—3, kO:KLLg, Kl= K1|—3_ [19]
hVE E,H Eh E,H

6. Validation des résultats
6.1 vibrations libres

Les fréquences fondamentales du systeme sont éafcydar I'équation de la
vibration libre (16) comme probléme de valeurs pesp

Le tableau 1, représente les fréquences fondamen&dns dimension des
plagques stratifiées symétrique et antisymétrigmpkment appuyée pour différentes
rapports d’orthotropes. en comparaison avec diftétbéories de déformation de
cisaillement.

Degré E1/E2 (a /h=5) K1=0; k0=0
d'orth Théories 3 10 20 30 40
(Akavci ,2009) | 6.2181114| 6.9939429  7.8327017  8.5334| 9.112452
(Aydogdu,2005) | 6.2223905  7.0065837  7.85842D5  8.5639| 9.166098
(0/90) (Reddy,1984) 6.2169 6.9887 7.8210 8.505( 9.0871
présent 6.2205507,  7.001943p  7.84936p7  8.5491787 4738¥
(Akavci,2009) 6.5009210 8.193271F  9.6215782  10.3982 11.16424
(0150} (Aydogdu,2005) | 6.5034282  8.1939070  9.6200819  1(L586| 11.16282
(Reddy,1984) 6.5008 8.1954 9.6265 10.534 11.171
présent 6.5018895  8.1912325  9.61533F7  10.518817 15282

Tableau 1.Les fréguences fondamenta}ggmiz_ P sans dimension d'une plague
h\E

carrée antisymétrique avec variables rapports diottopes

On voit sur les figures 2 (a) et (b) que l'augmemmadu degré d'orthotrope
produit une augmentation des valeurs de fréquenrmaimentale.
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(@)

(b)

Figure 2. Effet de E1/E2 sur les fréquences fondamentales damension d'une
plagque stratifiée sur appuis élastique (a) (0°/90%/0°) et (b) (0°/90°/0°/90°).

6.2.Analyse de la stabilité

Les facteurs de charge de flambement du systemecalmulés par I'équation de
la stabilité (17) ,Les différents facteurs des gkarde flambage pour les plaques
stratifiées sont présentés ici pour évaluer I'éxate de la nouvelle théorie de
déformation du cisaillement.

Dans le tableau 2, les facteurs des charges dibdlamant sans dimension d'une
plague stratifiée symétrique (0°/90°/90°/0°) samdigqués par rapport a différentes
théories de déformation de cisaillement pour défifiés degré d’orthotrope.

|

L E1/E2 kO=R1=0
Théories
3 10 20 30 40
(Aydogdu, 2009) 5.39457616 9.94802782 15.3220529 .711/B565 23.402664
(Akavci,2009) 5.39327694 9.94117607 15.3015399 8®6B89 23.3495614
(Phan,1985) 5.1143 9.7740 15.298 19.957 23.340
Présent 5.39398442 9.945454p4  15.3143703 19.7030pP2B.3809228

Tableau 2.Les facteurs des charges du flambement uniaxiak damension d'une

plague stratifiées symétrique (0°/90°/90°/0°)@aferh =10)
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Le tableau 2 montre que les résultats de la théatigelle sont également en bon
accord avec d'autres théories de déformation @ddllerment dans la présence de la
fondation élastique.

—®— E1/E2=40 —4— E1/E2=20 —— E1/E2=3

E1/E2=30 —v— E1/E2=10 —4— E1/E2=1 20 —8— E1/E2=40 —A— E1/E2=20 —— EV/E2=3
A B EVE2=30 —v— EVE2=10 —¢— EVE2=1
e ' 184 S — — 1
324 = —
/-/ 164 -
304 present e present
14 |
284
» 124
264 "
A N A /
ud | A — 104 | A —
| & N NS
2] 1/ 8 [«
L v 64 &
204 — —v— v
e w /v/
i 4
184 ',, o * "
)//:AJ PN .
16]¥ k=100 ; k=10 2 k=0; k=0
0 T
T T Y T T T ! o T T T T T T T T T 1

a2
E,.h°
dimension d’'une plaque carrée symétrique (0°/9TI®).

Figure 3. L’effet d’a/h sur le flambement bi axiadl=N .

critique sans

On remarque sur la figure 3 que la fondation éastia un effet significatif sur la
charge de flambage de la plaque. Pour différengséded’orthotrope. L'effet de la
rigidité de la fondation et le rapport d'orthotroger le flambage des plaques
épaisses stratifiés est montré dans les figurest 48 On voit selon les figures que
augmentation des valeurs de la rigidité de lad&iion et du rapport orthotrope
augmente la charge de flambage de la plaque.

(a (b
]
2] PRESENT <//<//4 2] pRESENT </;
24 / } ° 404 < e
2+ /< /‘// —5—K=0 1 < //‘// '/:
ol /o/ " K20 3 <// .//v/k —
v N T 344 <« A
2\ 187 0/‘/'/,‘/ . :E;gg 32 0/‘/ I . —
w1 v ' ——K=80 Mol oy : . +K020
W] 7, . —4—K=100 z: B . +2jw
] ¥ — ul DR
10 e 2] —4—K=80
] g ] —4—K=100
: k=100 12 k=10
S 5 b B » ® @ s o ® 0 5 b 5 m»_m B B e s
EVE2 EVE2
. R .
Figure 4. L’effet de E1/E2 sur le flambement uniaxihFN x-m critique sans
2.

dimension d’une plague carrée antisymétrique (07®@90°) et a/h=5
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7 .Conclusion

Dans I'étude présente, les solutions de la vibratibre et flambement des
plagues orthotrope stratifiées, sont développéesupposant que les déplacements
de cisaillement transversal sont variables damalsseur de la plaque.

Pour les plagues rectangulaires stratifiées, leatéans d'équilibre sont obtenues
en utilisant le principe d'Hamilton.Les résultatnts comparés avec différentes
théories d’ordre élevé ; et trouvés pour étre darison accord. On peut constater
d'apres les figures que la présence de la fondatigmente la charge du flambage et
les fréquences de stratifiés.

Il est conclu, a travers les exemples numériquas, lg théorie présente peut
fournir des résultats précis pour les fréquencesldmentales et des charges de
flambage pour les plaques symétrique et antisyqmédrstratifiees composites sur
une fondation élastique.
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