1 Introduction

Dans plusieurs branches de la science ont utilisé la "randomisation" comme
un outil de modélisation des systémes & grande échelle. De I'étude des popu-
lations & I’étude des interactions atomiques, la randomisation a été utilisée a
chaque fois que la taille et la complexité du probléme rendent une approche
systématique et déterministe pratiquement impossible.

L’étude des matrices aléatoires a émergé a la fin des années 1920 (avec la
publication de Wishart en 1928) et 1930 ( Hsu [26]). Ils ont crée un domaine
croissant de recherches, avec en colaboration avec la physique nucléaire [15, 20,
58], les statistiques multivariées [10, 29, 45], ’algébre combinatoire numérative
[12, 22, 24], les algorithmes [52], et la théorie des graphes aléatoires [41], ’analyse
numeérique [1, 11, 17] , la biologie computationnelle, la génomique [18], et les
communications sans fil [57, 61].

Beaucoup de progrés ont été faits sur I’étude des espacements des zéros de
la fonction (¢ par Montgomery [44], et leur lien avec les matrices aléatoires
hermitiennes GUE. Odlyzko [47] a fourni suffissamment de preuves numériques
pour renforcer la conjecture de Montgomery, Ce phénomeéne est maintenant
connu comme la loi de Montgomery-Odlyzko.

Un autre point de confluence des différents domaines de la théorie des matri-
ces aléatoires est donné par Baik-Deift-Johansson [4] en étudiant un probléme
important en combinatoire: la distribution de la plus longue séquence croissante
d’une permutation aléatoire de longueur n est le méme que la distribution de
la plus grande valeur propre d’une matrice hermitienne n x n (GUE). Cette
distribution asymptotique est également connue comme la loi de Tracy-Widom
pour GUE, Tracy et Widom ont été les premiers a la calculer [55] et depuis,
elle a été identifiée comme une distribution limite pour d’autres problémes de
combinatoire.

Parmi les nombreuses lois que les éléments d’une matrice aléatoire pourrait
avoir: est la distribution normale. Elle poséde deux proprietés importantes:
I'invariance par rapport aux transformations orthogonales et un théoréme cen-
tral limite .

Il ya deux approches pour la symétrisation de la matrice de lois indépen-
dantes normales. En physique, la partie symétrique de la matrice (A + AT)/2
est extraite, et la matrice symétrique aléatoire résultante est liée & un ensemble
de Gauss.

Dans les statistiques, la matrice est symétrisée en multipliant par la trans-
position: (AAT). L’ensemble résultant des matrices positives est nommé : en-
semble de Wishart.

Plus tard, les statisticiens définissent un autre type de matrices aléatoires
positives précises, qui code pour l'essentiel deux matrices de Wishart indépen-
dantes, A et B, est nommé matrice de Jacobi: (C' = A/2BA/?).



La premiére loi normale considérée pour les entrées de la matrice aléatoire
est la loi normale.Peu apres, la loi normale complexe a été étudiée. Dyson [15]
étudie la classification des ensembles de matrice et fait valoireet le modele de
matrices aléatoires et leur compatibilité avec le modéle physique, trois types de
variables normales: réelles, complexes ou quaternioniques.

Plus tard, Zirnbauer [62] et Ivanov [27] étendue la classification de Dyson
en étudiant les espaces symétriques. Leur taxonomies comprennent certains cas
de Laguerre et Jacobi, et aussi des ensembles circulaires Dyson [14], mais tous
et chacun de ces cas n’est pas en dehors de la «triple voie" royaume, car ils ne
tiennent pas compte des valeurs ( les autres ( ils ont toujours travaille avec les
entrées réelles, complexes ou des quaternions).

Le travail de Dyson a été publié en 1963 et La communauté des physiciens
s’est intéressé aux trois ensembles de Gauss: ensembles Guaussien orthogonale
(GOE), unitaire (GUE) et symplectique (GSE). Ceux-ci correspondent a un
choix d’un parameétre 5 dans la loi de la valeur propre (  peut étre considéré
comme le nombre de gaussiennes réelles dans chaque entrée, qui est, 1 pour les
variables aléatoires réelles, 2 pour les variables aléatoires complexes, et 4 pour
les variables aléatoires quaternions). De trvaux statistiques ont soigneusement
étudiés ces ensembles. Les fonctions de commencant (également connues comme
densité de niveau , espacement du plus proche voisin), les déterminants et les
valeurs propres extrémales. Les approches ont été quelque peu différentes pour
chacun des trois cas.

De l'autre coté, les statisticiens ont été trés intéressés par le modeéle Wishart
et JACOBI de réel et complexe, mais moins par les quaternions. Des statistiques
similaires comme dans le cas des ensembles gaussiens ont été étudiées, parfois
avec plus de succes, car il semble que les ensembles Wishart et JACOBI sont plus
maniables. Les méthodes utilisées sont pratiquement les mémes dans tous les
cas, ce qui a permis une approche plus homogéne avec des progrés plus rapides
dans les statistiques des valeurs propres.

De nombreuses études d’intégrales sur ces ensembles ( avec 5 générale ) ont
porté sur la connexion avec les polynoémes de Jack. Nous notons celles inspirées
par le travail de Selberg, comme Aomoto [2], Kadell[34], Kaneko [35] et d’autres.
Les deux derniers auteurs ont également travaillé avec des polynémes de Jacobi
A plusieurs variables.

Une autre source de motivation est venue dans le cadre de la théorie des
opérateurs de Schrodinger avec un parametre [ arbitraire (température inverse),
en particulier pour les valeurs et fonctions propres de ces opérateurs.

Enfin, on peut signalier le lien de ces ensembles( 3 arbitraire) avec la géométrie
algébrique, ou le lien avec les matrices aléatoires est sans doute le plus sur-
prenant avec des intégrales de matrices aléatoires pour le comptage de cartes
sur certaines surfaces [22 ].

Dans ce mémoir, nous présentons une étude sur les matrices aléatoires en
abordant prisipalement les trois ensembles gaussiens de matrices GOE, GUE et
GSE. Nous développons les resultats chap 2 et 3 du livre de Mehta[42] portant
sur les densités de probabilité de matrices et les densités des valeures propres
dans chacun des ensembles gaussiens et les chap 2, 3, 4, 5, et 7 de Dimitriu[27].



Dans le chapitre 1, nous rappelons les trois ensembles gaussiens de matri-
ces et la forme générale de la densité de probabilité dans chacun de ces trois
ensembles[27].

Dans le chapitre 2, nous développons les calculs donnant la densité de prob-
abilité d’un élément de I'un des trois ensembles ( le théoréme de Porter, Rosen-
zweig). Par la suite nous développons les calculs donnant la densité des valeures
propres.

Dans le chapitre 3, nous développons les calculs de la densité des vecteurs
propres de matrices tri-diagonale dans les trois ensembles, en suivant la thése
de Dimitriu[27].



2 Chapitre

2.1 Ensembles gaussiens de matrices

2.1.1 Introduction

Les ensembles gaussiens ont été introduits par Wigner dans les années 1950 ou
il a commencé avec un modele simple pour une matrice aléatoire: les entrées ont
une loi uniforme sur {-1, 1}( [58]). Wigner a également donné la loi conjointe
des valeurs propres pour les ensembles de Gauss.

La densités de niveaux limites pour chacun des trois ensembles sont connus(
Gaudin [20] et Mehta [43]); de méme pour les densités de niveaux asymptotiques
(BASOR, Tracy et Widom [6]).

Enfin, la loi des valeurs propres asymptotique extrémales ont été calculés
par Tracy et Widom [55].

Les trois ensembles gaussiens ont en commun la forme de la densité conjointe
des valeurs propres .

Nous introduisons les ensembles gaussien de matrices.

Avant d’introduire les ensembles des matrices aléatoires nous presentons les
notions d’inversion des temps et leur conséquances

2.1.2 Inversion du temps et invariance

On commence par donner les notions de base du renversement du temps in-
variant & partir des considérations physiques. L’opérateur de renversement du
temps est antiunitaire (Wigner, 1959) et peut étre exprimé sous la forme:

T =KC (1.1)

ou K est un opérateur unitaire fixé et 'opérateur C' est un conjugué com-
plexe. Ainsi, un état par renversement du temps se transforme en:

Pt =T = Ky* (1.2)
1™ étant le conjugué complexe de 7). A partir de la condition:
(6, Av) = (47, A%6")

pour touts les paires d’états (1, ¢) et (1.2)), on en déduit que par renverse-
ment du temps, un opérateur A se transforme en:

AR = KATK! (1.3)



ott AT est la transposée de A. A est dit auto-dual si A® = A. Un systéme
physique est invariant par renversement du temps si son hamiltonien est auto-
dual, est comme suit:

HE=H (1.4)

Lorsque la représentation des états est transformée par une transformation
unitaire, ¢ — U, T est transformé selon I’application suivante:

T —UTU ' =UTU' (1.5)

et K transformé selon 'application suivante:

K — UKU”" (1.6)

Parce que l'exploitation & deux reprises avec T devrait laisser le systéme
physique inchangé. Nous avons:

T? = al, la] =1 (1.7)

ol 1 est I'opérateur unité :

T? = KCKC = KK*CC = KK* = a.l (1.8)

Et ou K est unitaire:
K*KT =1

De ces deux équations nous obtenons:
T T 2

Par conséquent:
a>=1lou a==1 (1.9)

de sorte que la matrice unitaire K soit symétrique ou antisymétrique. Autrement
dit: soit

KK*=1 (1.10)

ou
KK*=—1 (1.11)

Ces alternatives correspondent, respectivement, & une intégrale ou une demi-
intégrante impair du mouvement angulaire total du systéme mesuré en unités
de h (Wigner, 1959) pour 'opérateur moment angulaire total J = (Jy, Jo, J3)
doit se transformer en
JE=—J,, i=1,2,3 (1.12)

(2

Par souci de concision, nous appelons les deux possibilités le cas paires-spin
et impaire-spin respectivement .



2.1.3 Ensemble Orthogonal Gaussien GOE

Supposons maintenant que le cas paires-spin et (1.10) sont valables. Ilexiste un
opérateur unitaire U telle que

K=UU" (1.13)

Par (1.6) une transformation ¢ — ¢ U~ éffectués sur les états ¢ met K
a lunité.

Ainsi, dans le cas paire-spin la représentation des états peut toujours étre
choisi de sorte que

K=1 (1.14)

Apres une telle représentation est trouvé, d’autres transformations ¢ —
R sont autorisés uniquement avec R une matrice réelle orthogonale de sorte
que (1.14) reste valable. La conséquence de (1.14) est que les matrices auto-
duales sont symétriques. Dans le cas spin-paire, chaque systéme invariant par
renversement du temps sera associée & une matrice symétrique réelle H | si la
représentation des états est choisie convenablement. Pour les systémes spin-pair
par renversement du temps sont invariance de ’ensemble gaussien orthogonal
A1 des matrices symétriques réelles.

Définition:  L’ensemble gaussien orthogonal GOE est un sous ensemble de
l’espace A1g des matrices symetriques réelles vérifiant les deux conditions:
1. L’ensemble est invariant par les transformations Ty

H— WHW (1.15)

de A1 sur lui meme, ou W est une matrice réelle orthogonale ie Ty (H) €
Mg

2. Les éléments H;j;,% < j de la matrice H sont des v.a indépendantes.

Ces conditions, exprimées sous la forme d’equations, comme suit:

1- La probabilité P(H)dH qu’un élément H de GOE appartenant a I’élément
de volume dH = [][dH;; est invariante sous les transformations orthogonales

i<j
réelles:
P(H € dH) =p(H)dH = p(H')dH' (1.16)
avec
H =W'HW (1.17)
et
W'W =WW"'=1 (1.18)

2- La densité de probabilité p(H) est un produit de fonctions, dont chacune
dépend seulement de H;; variable:



dH = [] fi; (Hij) (1.19)
i<j
Pour un systéme de I’espace invariant par les rotations, le spin peut étre pair
ou impair. Le hamiltonien de H représente le systéme commute avec toutes les
composantes de J. Si nous utilisons la représentation standard des matrices J
avec Jy , J 3 réel et Jy imaginaire pur, (1.12) peut étre satisfaite par le choix
habituel (Wigner, 1959)

K = ¢i™2 (1.20)
Avec ce choix de K, H et commutent K et H se réduit & HT. Ainsi,
aprés une rotation, les invariants du systéme sont représentés par une matrice
symétrique réelle H, 'ensemble de Ajg est bien approprié.
-Dans ’ensemble gaussien orthogonal GOE, un élément H est une varéable
aléatoire de loi une mesure gaussienne de densité:
Coppe 1rH (1.21)

GOE

Sur I'espace des matrices carées réelles symétriques H = (H}';)}';_;, la distri-
bution est invariante par conjugaison orthogonale. Ce sont des modéles hamil-
toniens avec la symétrie du renversement du temps.

Autrement dit,GOE est I’ensemble des matrices M ou M est une matrice
symétrique n x n obtenue en (A + AT)/2 ot A est une matrice de G(n,n). Les
éléments diagonaux de la matrice A sont i.i.d. avec une distribution N (0, 1), et

les entrées hors diagonale sont iid avec une distribution N(0,1/2).

2.1.4 Ensemble gaussien unitaire GUE

Définition: L’ensemble unitaire gaussien GUE est un sous ensemble de
lespace Ao de matrices hermetiennes vérifiant par les deux proprietés suiv-
antes:1. la probabilité q’un élément H = (H,;) de Aag appartient & l’élément
de volume dH

dH = [[au)[[ax) (1.22)
i<J 1<j
ot Hi(,y(‘)) et Hi(jl)sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de

Hij est:

P(H € dH) = Pg(dH) = p(H)dH = p(H)[[da ) [[dH

1< 1<y

La loi Py est invariante sous les automorphismesTy de Ao sur lui méme
(Ty(H) € Aog) définis par :

H - U 'HU (1.23)



ot U qui est une matrice unitaire .
2. Les différentes combinaisons linéaires des éléments de H sont indépen-
dantes.
Nous remarquons que nous intérprétons ces conditions par :
1.
Py =Ty Py = PyTy! (1.24)

Py(dH) = P(H € dH) = Py/(dH) = P(H' € dH) (1.25)

Par ce que on a: Py (dH) = Py:(dH) (car p est invariant par transformation
TU) et
P(H' € dH) = P(U"'HU € dH) = P(H € dH") =
Py (dH') = Py/(dH') (p est invariant par transformation)
Donc
Py(dH) = Py/(dH')

H' =U'HU =Ty (H) (1.26)

et U une matrice unitaire et H, H' deux éléments de Aog.
2. La densité p(H) est un produit de fonctions dépendant seulement d’une
variable:

0 0 1 1
p(i) = T4 (89) 1145 (1) (1.27)
i<j 1<j

Dans ’ensemble gaussien unitaire GUE, une matrice est une varéable aléa-

toire de loi gaussienne admettant la densité (cf, Théoréme de Porter et Rosen-
zweig chap 2)

—ntrH?
p(H)= C,,p€e 2 (1.28)

Sur ’ensemble GUE des matrices hermétiennes carées, la constante Copg
est la constante de normalisation choisie pour que l'intégrale de la densité soit
égal & un. Le terme unitaire signifie que la loi est invariante par transformation
unitaire.

2.1.5 Remarque:

L’ensemble GUE peut étre vu comme ’ensemble des matrices M hermitiennes
nxn, M= (AA")/2 ot A est une matrice de Go(n,n) et A7 est la transposée
hermitienne d’une matrice complexe A. Les éléments diagonaux de A sont i.i.d
avec une distribution N(0,1), tandis que les entrées hors diagonale sont iid
(sous réserve d’étre hermitienne) avec partie réelle et partie imaginaire de loi
N(0,1/2).AH = AT = A,

Cet ensemble GUE s’applique aux systémes non invariants par renversement
du temps. Ces systémes sont faciles a créer, en mettant un atome ordinaire ou
le noyau, par exemple, dans un champ magnétique généré extérieurement. Le
champ externe n’est pas affectée par 'opération renversement du temps. Toute-
fois, pour que I’ensemble unitaire soit applicable, le fractionnement des niveaux



par le champ magnétique doit étre au moins aussi grand que ’espacement niveau
moyen en ’absence de champ magnétique. Le champ magnétique doit étre fort,
qu’il doit "mélanger" complétement la structure des niveaux parrapport a celle
qui existerait qvec un champ nul. Cet état de choses ne pourrait jamais se
produire en la physique nucléaire.

Un systéme sans renversement du temps invariant a un hamiltonien qui peut
étre une matrice hermitienne arbitraire aui ne se limite pas a étre réelle ou auto-
duale.

2.1.6 Ensemble Gaussien symplectique GSE

Definition:  L’ensemble gaussien symplectique GSE est défini dans l’éspace
Ay de matrices auto-duales hermétiennes par les proprietés suivantes:
1-L’ensemble est invariant sous tous les automorphismes Ty, ci définis:

H— H =wfgw (1.29)

de Ay sur lui meme et W est une matrice symplectique.
(1) -la probabilité p(H)dH qu’un élément H de GSE appartenant au volume.

©) P (@)
dH =T]dH I] [1dH (1.30)

i<j a=1i<j

est invariante par les différentes transformationts symplectiques:

p(H')dH'= p(H)dH (1.31)
St
H — H =WwEtHaW (1.32)
avec
WEW =100 WzwT =2z (1.33)

(2) La densité de probabilité p(H) est un produit de fonctions dépendent
d’une seule variable:

3
0 0 a «
p() =TLA () T1 LAY (1) (1.34)
i<j a=1i<j
-Dans I’ensemble gaussien symplectique GSE, I’élément est une variable aléa-
toire de loi qui est la mesure gaussienne admettant la densité

C,. e " (1.35)

GSE

Sur l'espace des matrices carées hermitiennes quaternions H = (H, Z)? j=1:la
,

distribution est invariante par conjugaison du groupe symplectique et est lemod-

¢le hamiltonien avec la symetrie de renversement du temps sans aucune symetrie

de rotation.



Autrement dit,GSE est I'ensemble des matrice M ou M est une matrice
auto-dual n x n obtenue par (AAP)/2 dont A est G4(n,n) et D désigne le
transposé "dual "d’une matrice de quaternion. Les éléments diagonaux de A
sont iid avec une distribution N (0, 1), tandis que les entrées hors diagonale sont
iid (sous réserve d’étre auto-dual) avec les quatres variables de chaque entrée
suivent une loi N(0,1/2).

Nous discutons un systéme impairs-spin, invariante par renversement du
temps, mais n’ayant pas une symétrie de rotation. Dans ce cas (1.11), K ne
peut pas étre diagonalisable par une transformation de la forme (1.6).

Chaque opérateur antisymétrique unitaire peut étre réduit par une transfor-
mation (1.6) a la forme standard canonique. Par definition on écrit Z sous la
forme suivante:

0 1 0 0
-1 0 0 0
Z = 0 0 0 1 —{_01 (1)]+[_01 é:|+ (1.36)
0 0 -1 0
. 0 1 . .
qui se compose de blocs (2 x 2) 1 0 } le long de la diagonale principale,

tous les autres éléments de Z sont nuls. Nous supposons que la représenta-
tion des états est choisi de sorte que K est réduite a ce forme. Le nombre de
lignes et de colonnes de toutes les matrices doivent maintenant étre encore, car,
autrement, serait singuliere K en contradiction avec (1.11). Il est commode de
désigner l'ordre des matrices par 2N au lieu de N. Apres une telle représenta-
tion, pour laquelle K = Z, d’autres transformations ¢» — Bt sont posible,
uniquement avec B une matrice unitaire (2N x 2N) pour lequel la matrice

Z = BZB" (1.37)

Ces B des matrices forment précisément le groupe N-dimensionnel symplectique
(Weyl, 1946), généralement désigné par S,(N).

On sait bien que 'algébre du groupe symplectique peut étre exprimé en

termes de quaternions (Chevalley, 1946; Dieudonné, 1955). Nous avons donc
introduit la notation standard pour les quaternions des matrices (2 x 2),

e (50 e (O D)o (00) s

avec le tableu de multiplication usuel :

el =es=es=—1 (1.39)

€1€2 = —€9€1 = €3, €2€3 — —€3€2 = €1, €3€1 — —€1€3 = €9 (140)
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Notez que dans (1.38), ainsi que dans le reste de cette thése, ¢ est 'unité
imaginaire ordinaires et non pas une unité de quaternion. Les matrices ey, e et
es, avec la matrice unité (2 x 2)

()

forment un ensemble complet et toute matrice (2 x 2) avec des éléments com-
plexes peuvant étre exprimées linéairement avec ces termes avec des coeflicients
complexes:

(2 4) = Yornn-fmders Jorom-Jorons  cuan

Toutes les matrices (2N x 2N) seront considérées de N? coupé en blocs de
(2 x 2) et chaque bloc (2 x 2) exprimé en termes de quaternions.

En général, une matrice (2N x 2N) avec des éléments complexes devient
ainsi une matrice (N x N) avec des éléments quaternions complexes.

En particulier la matrice Z est maintenant de la forme

Z = el (1.42)

ot I est la matrice unité (N x N), qui peut étre vérifiée par les régles de la
multiplication des matrices.

Ajoutons quelques définitions.

Nous appelons un quaternion "vrai" si elle est de la forme

7=¢" +qe=q?+qYe; +¢Pes +¢Pes (1.43)

a coéfficients réels ¢(@ |, ¢, ¢® et ¢®, ainsi un quaternion réel ne cor-
respond pas & une matrice (2 X 2) avec des éléments réels. Tout quaternion
complexe dispose d’un "quaternion conjugué"

7=4q¢% —q.e (1.44)

qui est distinct de son "complexe conjugué"
¢ =q¢9" +q-e (1.45)
Un quaternion avec ¢* = q est réel, I'une avec ¢* = —q est imaginaire pur. En
appliquant ces deux types de conjugaison, on obtient le «conjugué hermitien»
=7 = q(o)* —q*.e (1.46)

Un quaternion avec gt = ¢ est hermitien et correspond & la notion ordinaire
d’une matrice hermitienne (2 x 2), I'un avec ¢t = —¢q est anti-hermitien. Le
conjugué d’un produit de quaternions (conjugué hermitien) est le produit de
leurs conjugués (conjugués hermitiens) prises dans l'ordre inverse:

11



9192---Gn = Qn---q2-G1 (1.48)

(@1g2--a2)" = qf ..-ala] (1.49)

Considérons maintenant la matrice A (2N x 2N) qui doit étre écrite comme
une matrice @ (N x N) avec des éléments de quaternion qx; k,j =1,2,...,N.
Les opérations sur la matrice standard A est ensuite reflétés sur @ de la facon
suivante:

la transposition:

T _ _
(Q )kj = —eq,, €2 (1.50)
conjugaison hermitienne:
(QT)kj = q;k (1.51)
renversement du temps:
R T -1 _
(Q )kj = €2 (Q )ch €2 =4y (1.52)

La matrice QF est appelé le "dual" de la matrice Q. Une matrice "auto-dual”
est I'une avec QT = Q.

Soit gjr = ( @it bjk )7 alors @ = [g;i] est auto-dual si
Cik djk

ajr = dij, bjr = —bi; et cj = —cij (1.53)

L’utilité de ’algebre des quaternions est une conséquence de la simplicité de

(1.51) et (1.52). En particulier, il est & noter que les opérateurs K renversement

du temps n’apparait pas explicitement dans (1.52) comme dans (1.3). Par (1.51)
et (1.52)la condition

Q" =Qf (1.54)

est nécessaire et suffisante pour les éléments de (@ pour étre quaternions
réels. Lorsque (1.54) détient, que nous appelons @ " quaternion réel" .

Une matrice unitaire B qui satisfait (1.37) est automatiquement un vrai
quaternion. En fait, elle remplit les conditions

BR =Bl =p~! (1.55)
qui définissent le groupe symplectique. Les matrices H qui représentent les
opérateurs d’énergie pour des systémes physique sont hermitiennes ainsi que

I’auto-adjoint:

HRE=H e H'=H (1.56)

12



donc elles sont également quaternions réels. A partir de (1.51) et (1.52), nous
voyons que les éléments d’'une matrice hermitienne de quaternion auto-adjointe
doit satisfaire

a =T, = (1.57)

ou qj(.g) doit former une matrice symétrique réelle, alors que qj(.i), q](,i), et

q](fz) doit former des matrices anti-symétriques réelles . Ainsi, le nombre de
parameétres réels indépendants qui définissent une matrice hermitienne (2N x

2N) auto-dual est

%N(NJF 1)+ %N(Nf 1)3=N@2N -1)

Avec ces notation, le systémes spin-impairs, invariance par renversement
du temps mais pas par des rotations symétriques , doit étre représenté par
Hamiltoniens hermitiennes auto-adjoints. Par conséquent l’ensemble gaussien
symplectique, tel que défini ci-dessous, devrait étre adaptés & leur description.

2.1.7 Définitions et Notations

L’une des lois la plus utilisée en statistiques et théorie des matrices aléatoires
est la distribution normale (ou gaussienne) N(u,0?). Cette distribution a une
version complexe que nous désignons par N2(u,c?) : les entrées d’une matrice
sont de la forme x4y, ol = et y sont des variables aléatoires réelles i.i.d avec une
distribution N (i, 0?). De méme, on peut definir la version quaternion complexe
N*(u,0?), avec la forme z + iy + jz + kw , ot 2,9,z et w sont des variables
aléatoires réelles i.i.d avec la distribution N(u,o?).

une matrice aléatoire est une matrice dont les éléments (Les entrées) sont
des variables aléatoires.

Les matrices Wishart sont des matrices aléatoires n x n de la forme H =
X X*ou X est une matrice aléatoir n x n avec des entrées independentes,et
X*est la matrice conjugué de X. Un cas special consideré par Wishart ot les
entrées de X sont des variables aléatoires Gaussiennes i.i.d (soit réelles ou
complexes).

. G(m,n) c’est Pensemble des matrices m x n réelles gaussiennes indépen-
dantes standards (Les entrées sont i.i.d avec une loi N(0,1)).

. G*(m,n) c’est 'ensemble des matrices m x n complexes gaussiennes in-
dépendantes standards (Les entrées sont i.i.d avec partie réelle et imaginaires
indépendantes de loi N(0,1)).

. G*(m,n) c’est 'ensemble des matrices m x n quaternions gaussiennes
indépendantes standards (Les entrées sont i.i.d avec une distribution N (0, 1)).

Une propriété limportante de la loi gaussienne multivariée ( soit réelle, com-
plexe ou quaternions) est l'invariance orthogonales.
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Ensemble de matrices de Wishart Nous introduisons les trois ensembles

de Wishart suivants:

Definition 1: L’ensemble des matrices réelles de Wishart (W (m,n),m <
n) est formé de matrices symétriques W m x m obtenues comme W = AAT
ot A est une matrice dans 'ensemble G(m,n).

Definition 2: L’ensemble des matrices complexes de Wishart (W?(m,n),m <
n) est formé de matricess hermitiennes m x m obtenues comme W = AAT o1
A est une matrice dans l’ensemble Ga(m,n).

Definition 3: L ’ensemble des matrices quaternions de Wishart (W*(m,n), m <
n) ot W est une matrice auto-duale m x m qui peut étre obtenue par AAT et

A € Gyg(m,n).

Ensembles d’Hermite La densité conjointe des valeurs propres (\;)!,
d’une matrice d’Hermite pour les trois ensembles Gaussiens est (cf [27], chap 1):

= T =217 TLe 7 (1.58)
i<j i=1
ou
(1+5/2)
_ —n/2 1
Cr Hr (1+36/2) (1.59)

Dans les années 80, ce sujet a été étudié par des physiciens et ensuit un
ensemble de travaux sur le sujet a ’aide de l’algébre combinatorialists. Des
problémes en combinatoire ont été liés a la théorie des matrices aléatoires (
pour les statistiques du Groupe d’experts et GUE). Il s’agit notamment de la
plus longue séquence de plus en plus une permutation aléatoire (Baik, Deift, Jo-
hansson [4], Okounkov [48]), les partitions planes (Borodin et Olshanski [8]), les
carrés magiques (Diaconis et Gamburd [19]), les modeles de croissance (Gravner,

Tracy et Widom [23]), et le comptage des cartes de sur les surfaces conformes
(Goulden et Jackson [22]).

Ensembles de Laguerre (Wishart) et Jaccobi Les ensembles de Wishart
ont été introduits par les statisticiens. A partir de 1928 [59], a proposé un
modeéle de matrices aléatoires connu comme le modele de Wishart réel.

L’étude des modeles de Wishart ont progressés vers la fin des années 1960
et 1970, en prenant une direction différente de celle de I’étude des ensembles
gaussiens. La découverte des densités de limitation de niveau est venu dans le
document de Marcenko et Pastur [40], dans un contexte encore plus large que
les modeles de Wishart.

Un travail de A.T James [29], sur les lois de Wishart réelles, décrite par les
polynémes zonal, donne une étude statistiques des valeurs propres en termes de
fonctions spéciales. Constantin [10] a généralisé les fonctions hypergéométriques
univariées & l'aide des polynomes zonaux. Finalement. Ils sont maintenant
connus comme sous les polynomes de Jack [28].
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Une partie importante des statistiques des valeurs propres en termes de
fonctions spéciales a été faite par Muirhead [46] et Chikuse [9]. Muirhead [45] est
un ouvrage de référence pour 1’étude des ensembles Wishart réels et complexes.

Dans I’étude des valeurs propres asymtotiques des ensembles de Wishart,
nous signalons les travaux de Krishnaiah et Chang [36], Silverstein [51], et Edel-
man [16]. Récemment, Johnstone [33] et Johansson [32] ont donné un lien trés
intéressant entre les ensembles gaussiens et de Wishart: la distribution de la plus
grande valeur propre dans les deux cas est donnée par la loi de Tracy-Widom
(Fy pour le cas réel, Fy des complexe, voir [53, 54, 55]).

La densité conjointe aux valeurs propres O‘Z‘)?:l d’une matrice de Laguerre
A = X*X (ie modele des matrices Wishart m x n ) oi X est une matrice
m x n,et X* la transposé de X, est donné par suit:

Ensembles d’Hermite

" — S22
fs) = o TTIv = M1 T[re e = (1.60)
i<j i=1
avec a = gn et p=1+ g(m — 1).aussi,8 = 1 pour le cas reel,§ = 2 cas
complex et 5 = 4 cas quaternions.
Le constant C’f’a est definie comme suit:

B.a _ o—ma . F(l + 6/2)
Lt =2 HF(I +38/2)T(a— B(m — j)/2)

Jj=1

(1.61)

Nous mentionnons ici les ensembles SB—Jacobi. Ils sont mieux connus
dans la littérature comme des ensembles de Jacobi pour une matrice A =
X*X/(X*X +Y*Y), ou X et Y sont des matrices m X ny , m X ny respéc-
tivement, X* est la matrice conjuguée de X.

La fonction de densite joint aux valeurs propres est donné comme suit.

Ensemble de Jacobi
fa) = CP T In = NP AP (=2 (1.62)
1<j 1=1

avec a = gnl b= %nQ et p=1+ %(m — 1),aussi, 8 =1 pour le cas reel,
B8 =2 cas complex et [ =4 cas quaternions.
La constante C?’a’b est definie comme suite;

R | SRACRS, o\ (R U] (L3

o D(L+58/2)T(a = 5 (m — )T (b = §(m — j))

Les cas JACOBI réel et complexe (ie 5 = 1 et 2) ont été étudiés par les
statisticiens pour f=1et B =2,
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voir [45]). Pour des raisons similaires a celles décrites a la section (1), tout
au long de cette mémoire, nous nous référerons a des ensembles Wishart (pour
B général ou particulier) comme des ensembles de Laguerre.

2.2 [ -ensembles et leurs distributions

L’un des premiers chercheurs & considérer les valeurs générales comme la puis-

sance du facteur de répulsion 1_[\)\Z — Aj| est Selberg [50]. Un de ses plus
I£J

importantes contributions a la thﬁorie des matrices aléatoires est de calculer les
constantes de normalisation pour la distribution de S-Jacobi. De ce calcul, on
peut obtenir beaucoup d’autres resultats par changements de variables et des
limites (voir [42]). Dans le début des années 80, Askey et Richards [3] sont sim-
plifiés la preuve, et quelques années plus tard, Aomoto a généralisé I'intégrale
de Selberg [2]. Les premiers qui ont consédiré les polynoémes de Jacobi multivar-
iés comme polynomes de fonctions propres (formes de Jacobi de lopérateur de
Schrodinger) sont Beerends et Opdam [7]. Lasalle [37, 38, 39] a poussé I’étude
aux polynomes orthogonaux & plusieurs variables et les fonctions propres des
opérateurs de Schrodinger, en définissant et en décrivant les polynémes de La-
guerre Hermite multivariée comme limite du cas de Jacobi. Yan [60] a généralisé
les polynomes de Laguerre pour S et n (le nombre de variables) égal 4 2. Par la
suite Forrester et Baker [5] ont prouvé orthogonalité des polynomes d’Hermite
et de Laguerre multivariées avec des distributions générales .

Enfin, deux résultats importants ont été prouvés par Johansson pour [
général. Il a montré que les valeurs propres des ensembles [S—Hermite [31]
et B—Jacobi [30] obéissent & un théoréme central limite .

Le tableau suivant résume les lois des éléments d’une matrice dans chacun
des deux ensembles.

N(07 2) X(n-1)8 0 0
Xin-1p N(0,2)  Xm-2)8
Hy ~ 5 0 ' 0
Matrice d/Hermite v .
. X2 N(Oa 2) X
necN 0 e 0 X5 N(0,2)
Lg = BﬁBg avec
Matrice de Laguerre Xa 0 - 0
. g 0
neN By ~ Xp(m—1)  X2a—p
0 0
a>p(m—1) 0 0 Xg X2a-B(m-1)

Tableau 1.1: Lois des éléments des matrices aléatoires.
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Nous soulignons que dans cette mémoire nous avons systématiquement traité
S =1, 2,4 dans un cas unique, en offrant des formules qui dépendent de /3,
plutot que d’énumérer trois cas différents.

2.2.1 Remarque:

Cette propriété, comme nous le verrons plus loin, est la clé de ’analyse des
matrices aléatoires qui sont construites en utilisant la distribution gaussienne.

La distribution x,. est connue comme la racine carrée de la distribution x?2.
Si le parametre r est un entier positif, une seule définition de y,, est donnée
par ||G(n,1)[|?, en d’autres termes, le 2-norme d’un vecteur d’indépendance
normales standard. La fonction de densité de probabilité de x,. est:

+o) = e e (1.64)

ol r est un nombre réel (le nombre de «degrés de liberté»). Il n’est pas
difficile de voir qu’'une variable aléatoire = avec distribution x, a une moyenne:

= 271) (1.65)

et variance:

(1.66)
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3 Chapitre

3.1 Loi de matrice aléatoire et des valeurs propres

3.1.1 Densité de matrice aléatoire

11 s’agit de donner la densité p(H) d’une matrice H de I’ensemble GUE. Nous
allons voir que les deux axiomes d’invariance et de I'indépendance cités ci-dessus
déterminent de maniére unique la forme de la densite p(H).

La condition d’invarianc implique que p(H) dépend d’un nombre fini des
puissances de traces de H.

Le lemme suivant de Weyl (1946) montre ce fait .

Lemme 2.1 ([42], p 59): Tous les invariants d’une matrice H, (N X N) sous
les transformations de similarité unitaire suivantes

H— H = AHA™! (2.1)

ou A est une matrice unitaire peut étre exprimée en termes de N premiéres
puissances de traces de H.

En fait, la trace de la j-eme puissance de H est la somme des puissances j
de ses valeurs propres i, k= 1,2,..., N,de H.

N
trH) =Y "M =p; (2.2)
k=1

Ce fait est bien connu: tout opérateur symétrique de valeurs propres ()\k)ivzl
peut étre exprimé en fonction de N premiers termes

de p;, 5 =1,..., N (voir Macdonald 1979) ou (Mehta 1989 ).

Comme invariant d’une matrice H, (N x N) sous les transformations Ty on
peut citer la loi de H.

Nous allons remarquer que par le Lemme suivant et la condition d’indépendance
impliquent qu’on ne conserve que les traces des deux premiéres puissances.

Lemme 2.2 ([42], p 60): Si trois fonctions fi (z),k = 1,2,3 sont continues
et dérivables et satisfont a l’équation

fi(zy) = fa () + f3 (v) (2.3)

alors ils sont nécessairement de la forme alnz + b,k = 1,2,3 avec by =
by + b3.
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Preuve: En différenciant (2.3) par rapport a x, nous avons:

yfi(zy) = fi(=)
Par intégration par rapport & y ceci donne:
1 , 1
Sfiy) = fo(z)Iny + —g(2) (2.4)

ot g(x) est une fonction arbitraire. En remplagant f;(zy) de (2.4) en (2.3),0n
obtient:

afy (@) Iny + g(z) — f2 () = f5 (y) (2.5)

Donc le coté gauche de (2.5) doit étre indépendant de z. Ce qui est possible
uniquement si:

afy(x) =a et g(z)— fa(z) = bs
c’est uniquement si:
fo(x) =alnz + by = g(x) — b3

ou a, by et b3 sont des constantes arbitraires.
Maintenant (2.5) donne:

fa(y) = alny + b3

Enfin (2.3) donne :

J1(zy) = aln (zy) + b2 + b3

Nous allons montrer le théoréme suivant qui donne la forme de la densité

p(H) de 1 ensemble GUE.

Théoreme 2.1(Porter et Rosenzweig [42], p 63): Dans les trois ensem-
bles de matrices aléatoires , la densité p(H) admet l’expression suivante

p(H) = exp(—atrH? + btrH + c) (2.6)

ou a est un réel positif ,b et ¢ sont des réels quelconques.
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Preuve: Nous examinons d’abord les conséquences de I'indépendance des dif-

férentes composantes de H.

Considérons un exemple de transformation particuliére Ty, définie par :

Hv+—Ty(H)=H =UHU !

ou U est une matrice dependant d’un parameétre § donné par

cos) sinf O --- O

—sinf cos® 0O -+ 0

U= 0 0 1 -~ 0
0 0 o --- 1

Dans ’éxemple des quaternions, U est donnée par (avec N pair),

cosf + exsinf 0 o --- 0

0 1 o --- 0

U= 0 0 1 - 0
0 0 o --- 1

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Dans les deux cas la matrice U est orthogonale, symplectique et unitaire.
La différenciation de (2.7) avec H' = UHU~! = UHU?”, par rapport a 0

donne:
OH' oU ouT U ouT
:7HT H= == THI Hli
oo~ gp 1V TUH G =gV H + HU5,
Nous déduisons :
!
a;é =ATH'+H'A = H'A - AH'

ouA::U% et AT =-4
Nous obtenons de (2.8) ou (2.9) nous obtenons

o -1 0 --- 0
1 0 o --- 0

ouT
A:Uiz 0 0 0 . e 0
0 0 o --- 0

Dans le cas des quaternions, A est diagonale et elle vaut

—es 0 - 0
a= 200l
0 0 0

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



Soit H = (H;;) une matrice aléatoire de I’éspace Ay de fonction de densité

=111+ (a)(Hé?))=p(H') = HHf ( ) (2.14)

() i<k a)j<k

car nous savons qu’elle est invariante sous la transformation Ty pour toute
U matrice unitaire. La dérivée de log p(H) par rapport a 6 est nulle car H ne
dependant pas de 6 . C’est a dire :

) o)
1 0 8H
S ) f‘j( ) =0 (2.15)
£ ol o0

(@),j<k

Ecrivons cette équation explicitement pour le cas unitaire. Les équations
(2.11) et (2.15) donnent:

1 f
Y ,(a ( AH' + H'A)) =0
()g<k Frj” OHy

(a)
I, (@)

o o o 3 + o o (H A)k =0
(),j<k f( aHI( ) (),j<k flg_]) aH/( ) ’

oH,\
Par (2.11) ona —— = (H'A — AH’)

Calculons

[ cosf@ sinf O -+ 0
_52 8 8 —sinf cosf® O .- 0
AU = 0 0 1 0
L 0 0o ... 0 0 ) . :

—egcosf 0 0 0

0 0 0 0

= 0 0 0 0

L 0 0 0 0
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et encore

cosf sinf O --- O

—sinf cos® 0 --- 0 7062 8 8
UA = 0 0 1 - 0
| 0 0 0 1 0 0 0
[ —eycos6 0 0 0
0 0 0 0
= 0 0 0 0
i 0 0 o -~ 0

remarquons que AU = UA

du fait que tr(AH') = tr(AUHUT) = tr(UAHUT) = tr(AH)

car pour toutes matrices X et U, avec U une matrice unitaire on a tr(UXU7T) =
tr(X)

Donc p(AH) = p(AH/) ce qui donne.

() (e)
1 afk: a 1 afk o
= Y o AR+ Y (HAYS =0
<k fr; Oy ()g<k Trj” OHg;

ce qui implique

1 0
Y S (HA- AH)G =0
(a),j<k fkj 8H’€j

HA= :
N
Hyy (1) Hy, 0 0
—Hy —Hy —Haon
_ Hyy Hyo Hiy
Al = 0 0 0
0 0 0
Donc
2H19 —Hy1+Hyy Hpy3 -+ Hoy
—Hi1 + Hao —2H15 —Hiz -+ —Hin
HA— AH = Hss Ha o - 0 = Gy
Hpyo (fl)NHNl 0 0
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Comme H est hermétiénne; alor H'est aussi hermetiénne; ce qui donne G,
matrice hermetiénne symétrique
Pour j < k ,nous obtenons la matrice particuliére :

0 0 0 «@ «

2H1(2) _Hfl) ‘('I))HQ(Q) H2E3; H%N;

(@) 0 2Hl2 H13 HlN
Gl = 0 0 0o - 0
0 0 0 0

D’ou de (2.15) nous obtenons

()

1 Ofy;
2 wpg@Cn =0
(a)g<k Trg OHyj

Remarquons que G](.z) =0 pour j >3, par suite:

1 orY 1 ofsy ) (0) 1 afy o (0)
- (2H12 ) - (Hll - H22 O 16)
0 0 0 0 0 0

N (0) (0)
1 0 1 af
Z( ik Hé(zi) 2k H(0)>

(0) 0 0 0) 11k
k=3 1(k) 8H£k) 2(1<:) 8H2(k)

N 1 1

M) 5D 2k T L0 g () 1k
3 1k aHlk f2k aHZk

k=
= 0

ou le premier terme correspond aux éléments diagonaux, le second et le
troisiéme corespondent aux éléments parties réelles et parties imaginaires des
éléements hors diagonaux. Les accolades du coté gauche de ’équation (2.16)
dépendent de variables aléatoires appartenant & des ensembles disjoints et sont
mutuellement

independantes et leur somme est égale & zéro. Donc chacun terme doit étre
une constante. En effet pour simplifier si on prend Zi, Zs,...Z,, des variables

aléatoires independantes noncentrées telles que 27 + Z + .. + Z,,, = 0 alors on
aZy =c1,%y = ¢y ...loy, = ¢, (Montrons cela par récurrence : pour m = 2 |

Z1+Z5 = 0 alors Z; = —Z5 comme elles sont independantes donc Zy = ¢1, Zy =
—c1 . On suppose que cela est vrai pour k : Pour Z; + Z5 + ..+ Z;, = 0 implique

Zl = Cl,ZQ = Co, Zk = Ck.

Pourk+1lona: Z1+Zo+ ..+ Zpy1 =0=U1 4+ Zi4+1 = 0 avec Uy et Zy41
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des variables aléatoires independantes. Par suite U; = kjet Zx41 = —k1 . D
‘ou le resultat.
Ainsi

11 0f9 11 oY

— = cst
0) (0 0) (0 0
Hl(k) flk) 8H1k Hék fQ(k) 8H§k:)
11 ooy 11 oafy)
1) ,(1 1 1 1)
Hl(k) flk) aHlk Hék) f2(k) 5H§k)
Par exemple
1 ofy o 1 afy HO = c©
Lk 2k =C, (2.17)

£(0) 0) "2k 0 0
FOon® * D an®

En divisant les deux cotés de (2.17) par H {2) HZ(k) , hous obtenons

1 1 afY 11 8f0 c”
0) £(0 0) 0) 770
Hl(k) flk) 8H1k H2(k Q(k 3H Hl(k)HQ(k)
(0)
On définit les trois fonctions suivantes fi(z) = C,E,O)x, fo(x) = —— s;;l(%) z, f3(x) =
1k 1k
af“’)
f(lm 0"
Donc ©
1 1 C
hm g@) = 7o go
Hyy Hy, Hyy Hy,
RN 9 f‘O)
200 — 0)
H£k) Hlk l(k 8H
et
A 11 oW
V0 T T 40 (0) 4400
Hy)' Hy ) 01y

Comme les v.a. H 1(2) et H. ég) sont réelles gaussiennes on déduit de la relation

précédente : Va,y , f 1 (zy) = f2 () + f3(y) . Par le lemme 4.2 on conclut que
fr(x) =alnx + by, k=1,2,3.

Mais f1(x) = C’,go)a: =alnz 4+ by, fo(x) =0z =alnz + by

et f3(z) = vz = alnz + bs.Donc necéssairement C,io) =a =0b; =0 et aussi
du lemme on a by = by + b3 = 0 et donc by = —b3 . Par suite

Loy 11 ofy
0 0 0 0 0
u) 1) onf)  HG) ) ong)

ou encore en choisissant by > 0

by + by = —
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11 8f0 1 1 ofY

—by = b3 = = cste =: —2a
"y Y ony)  HY ) omy)
ou a est une constante positive avec a = by /2.
D’ou
910 910
%’; — —2aHYoHY et J;’E%’; — —2aH)9H) (2.18)
1k 2k

Ce qui donne par intégration par raport a H;, ©) de 1a premiére equation :

(1) =exo [0 ()’ (2.19)

Pour les deux autres crochets de (2.16), leur resolutions donnent des solutions
similaires. Maintenant, les éléments hors diagonaux s’expriment comme des
carrés dans l’exponentielle et vu que les invariants s’expriment en térmes de
traces des puissances de H (Lemme 4.1). La densité p(H) est une exponentielle
contenant des traces de H au plus de puissance deux car :

p(H) = Zl;[‘ exp :—a (Hg)))Q };[J exp :—a (Hi(jl))Z}
p(H) = f[l exp :—a (Hz(lo))2 11;[3 exp :—a (H( ) } Z];[J exp {—a (H(l)) }
) = fros[o ()] o () ()]

Comme p(H) est un invariant par des transformations plus générales que

, s e .

donnee ici est plus limitée. Non cela suffit d’avoir jusqu’'a trH? car la den-
sité obtenue s’exprime comme produit de fonctions des tous les éléments de la
matrice :

o) ecﬁexp(bw)nexp[( o) | LT oo ()|

J<k a=0j<k
= exp(—atrH? + btrH + c)

Par ailleurs, nous avons besoin que la densité p(H) doit étre normalisable.
Le coéflicient a est un réel positif et b et ¢ sont des réels. O

Remarque: 1. Dans la discussion qui précéde nous avons insisté sur la con-
dition d’indépendance des différentes composantes de H. Cette indépendance
est importante car elle donne une forme de p(H) assez simple donnée dans le
théoreme 4.3. Donc elle permet des calculs analytiques ulterieurs plus simples.
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2. Si nous gardons que la premiére condition: p(H) est invariante par la
transformation H — UHU !, alors p(H) peut étre n’importe quelle fonction
des traces des puissances de H. Nous étudions particulierment le cas lorsque
p(H) = exp(—trV(H)), ou V(z) est un polyndome de degré pair avec le coefficient
du plus haut degre positif.

Dans les trois ensemles de matrices aléatoires précédents , on peut remarquer
d’apres le théoréme 4.3 que:

p(H) = Cp ge” T

avec f =1 (C’ml = C’GOE(”)) pour 'ensemble GOE, 8 = 2 (Cmg = CGUE(,L))
pour ’ensemble GUE et § =4 (Cn,4 = C’GSE(R)) pour ’ensemble GSE.

3.1.2 Densité des valeurs propres

Introduction: Dans cette section, nous donnons les formules des densités
conjointes des valeurs propres de matrices dans les trois ensembles gaussiens
(GOE, GUE, GSE ) que nous avons énumérés dans la section précédente (
voir [42], [45]) en particulier les densités des valeurs propres des deux types
d’ensembles (Hermite " gaussien" et Laguerre " Wishart") .

Avant nous aurons besoin de définir la fonction Gamma multivariée pour J
arbitraire.

B () := 72 =DB/ATTr B, 1
)= [Ire+56-1)
De méme que la fonction Gamma univariée se généralise en multivariée, le
"décale" factoriel ou symbole de Pochhammer defini par : (x) := I'(z + k), se
généralise en multivarié le décalé factoriel en :.

Dans cette section, nous allons donner la densité conjointe des valeurs pro-
pres d’une matrice H ou de chacun des trois ensembles GOE, GUE, GSE.

Notre clairsemée (bi-diagonales, tri-diagonale) modéles de matrices sont défi-
nis plus loin dans cette thése a 'utilisation de la distribution x. Toutefois, nous
avons seulement besoin de la gaussienne pour définir les deux listes suivantes
qui captent les deux types de matrices aléatoires complétes, nous allons utiliser,
a partir de maintenant; a titre de construction, tous les ensembles de la matrice
ci-dessous sont orthogonalement invariants.
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3.1.3 Ensemble orthogonal gaussien (GOE)

Soit H = (Hij)?fj:l une matrice aléatoire réelle symétrique de valeures propres
A1, ..., Ay distinctes.

Pour des matrices réelles symétriques (N x N), le nombre des variables aléa-
toires réelles indépendantes déterminées par les éléments H; {i,j = 1,2,..., N}
est N(N +1)/2 (que nous trouvons avec des H;; o i < j)

Le nombre 1 de parameétres hors diagonale est calculé par :

n = %N(N 1) - N = %N(N 1) (2.21)

La densité de probabilité des valeurs propres Aq, ...., Ay est obtenue a I’aide
de la formule (2.6) en utilisant l'expression des différents éléments de H' en
fonction des N valeures propres ( \;)}Y, situées sur la diagonale et a I'aide
d’autres variables indépendentes ( 9j);-7:1 qui completent avec les {
i=1,2,...,N} la forme de H'.

Nous utilisons la transformation suivante:

Tw : Mo — Mg
H — Tw(H)=H =WHW'

ot W est une matrice réelle orthogonale. La diagonale de H' est com-
posée des valeurs propres Ay, ...., Ay et les éléments hors diagonale sont les vari-
ables aléatoires 0, (j = 1, ...,n) .Les variables aléatoires ()\i)ﬁil et (Oj)?zl sont
mutuellement independantes

D’autre part, on utilise une autre transformation S definie comme suit:

S A — RN

H' — (A1, AN, 01, e by)
Par ailleurs on a
N N
trH? = 3\ et trH = S\ (2.22)
i=1 i=1

La proposition suivante donne la densité conjointe des valeurs propres.

Proposition ([42], p66): La densité conjointe des valeurs propres (

Ay ooy AN ) d’une matrice dans 'ensemble GOE est donnée par :
N2
(A1, AN) = TT 1A — il exp | =D (@A; —bA; —¢)
i<j i=1
ou encore

27



1N
plars ) = O Lo~ aexp |5 X
j i=1

i<j

Preuve: La densité conjointe du vecteur aléatoire ( Aq,...., An, 01,...., 0,
) se déduit de (2.6) comme suit:

p(H) p(H') (2.23)
exp(—atrH 2 + btrH' + ¢)

N N
= exp(—aY_ A, +b> A+ ) |J(\0)]
i—1

1= i=1

== p()\l,....,)\N,Hl,....,Hn)

ot J(\, ) est la matrice Jacobienne suivante

O(H!, Hlg, ooy Hiy )
A\ 0) = 2.24
T(0.6) (8()\1,....,AN,Gl,....,Gn) (2.24)

Ainsi la densité conjointe des valeurs propres A\;{i = 1,2,..., N} peut étre
obtenue en intégrant (2.23) sur les parametres 61, ....,6,. Il est généralement
possible de choisir ces parametres afin que le jacobien (2.24) devienne un produit
d’une fonction des {A;,i=1,2,..., N} et une fonction des {6;,7 =1,...,n}.

Si c’est le cas, l'intégration donne la densité conjointe comme un produit
avec Pexponentielle (2.23). La fonction f de \; est une constante. La constante
peut étre absorbée par ¢ dans ’exponentiel.

Pour définir les parametres §; (voir Wigner 1965), nous rappelons que toute
matrice symétrique réelle H est diagonalisable par une matrice orthogonale U :

H =UQU'= UQU”T (2.25)
(La décomposition spéctrale de la matrice H')
ol ) est une matrice diagonale ( Ay, ....,Ax ) disposés dans un ordre crois-
sant: A\; < Ay < ...l < An.et U est une matrice orthogonale réelle
vt =UTU =1 (2.26)

Les colonnes de U sont les vecteurs propres normalisés de H'. Ces vecteurs
propres sont choisis orthogonaux. Pour définir complétement U , nous devons
exiger des vecteurs propres que la premiére composante non nulle soit posi-
tive. Ainsi, U dépend de N (NN — [)/2 parametres réels . Si H' a des valeurs
propres multiples, des conditions supplémentaires sont nécessaires pour fixerU
complétement (Il n’est pas nécessaire de les préciser, car elles ne s’appliquent
que dans les "regions de faible dimension" qui sont sans rapport avec la densité
de probabilité). En tout cas ces conditions appropriées sont appliquées & U de
sorte qu’elles soient particulierement caracterisées par les N(N — [)/2 parame-
tres (6,). Une fois cela fait, la matrice H' détermine completement les matrices

28



Q et U . Elle determine également les \; et les 0; de facon unique par les mémes
conditions précedentes. Inversement, ); et 6; sont determinés completement par
les matrices U et @, donc par (2.25) tous les éléments de la matrice H' sont
définis.

En différenciant U7U = 1 par-raport & 6, nous obtenons

ouT o OU
= 2.2
89jU+U a0, 0 (2.27)
Remarquons que les deux térmes de (2.27) sont des conjuguées hermitiens .
Posons T
- ou ouT ou
0 ._ygr=—= _ _ = (UT=—=— 2.2
s v 00; 04; v (U 89j) (2.28)
cette matrice est antisymetrique.
De plus, a partir de (2.25) on a :
oH' 0oU ouT
— = QU +U 2.29
a6, — a6,V TUC%g (2.29)
puisque @ = diag(Aq,....,An) et donc
oQ
% 9
00;

En multipliant & gauche (2.29) par UT ensuite & droite par U , nous ob-
tienons:

W%?U:SWQ—Qyﬁ (2.30)
J

Concernant I’élément («, 8) de la matrice de (2.30) il s’écrit :
O0Hiy, j
ZUMT@ Ukg = S(% (Mg — Aa) (2.31)
ik :

De la méme maniére, en dérivant (2.25) par-rapport a Ay (y =1, ..., N) ,nous
obtenons:
OH' 0
- — U—QUT
OAy Oy
En multipliant cette équation par U” & gauche et par U a droite, nous
obtenons:

om’, _ 0Q
N, OX,

Concernant I’élément (o, 8) de cette matrice est:

UT
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OHL, — OQup
%:Uf oA, Uk = X,

car () est diagonale .

= 0apglay = 0apdpy

(2.32)

La matrice jacobiénne de (2.24) peut etre partitionnée sous la forme suivante

H' = (Hl),i,j=1,.,N

o om0,
T(A0) = (8(%““’“’917.“.,9”)) = ( Eaaﬁ?; Eaaﬁzk; ) (2.33)

DAy

90,

ot la matrice (8H£i) - (N x N) est définie par :

OH,
OAN

OH )y
OAN

OH\ N
061

OHy N

iy
OH1,
(aH;i) T
a)\’y sl BH.;VN
A
et la matrice (ég;]’{;") (N (N —1) /2 x N) est définie par
J5?
0H{,
90
<8H{i> _ !
995 ) ;i oH!,
90,

; OH},
et la matrice (W

OH,
O
OH!,
22

!
<8Hik) _
Ay v,i=1,..,N—1,k=i+1,..N :
OH1,
OAN

. OH'
et la matrice i
a0,

définie par

0H{,
001
OH{,

OH,,; _ | e
89j o .

ji=1,.,N—1 -
k=i+1,.N 20,

est une matrice N(N —1)/2x N (N —-1)/2.
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)w,izl,..,Nfl,k:iJrl,..N

)7,i:1,..,N71,k:i+1,.‘N

0.,

(N x N (N —1)/2) est définie par

OHjy  OHj, L. M3y . 8HEN*I),N
O o1 o1 O
OH]y OHj, .. OHj N .. 8H(N—l),N
Oz 2% 02 22
OHjy  OHy L. OH; N L. 8H(,Nfl)sl\’
OAN OAN OAN OAN
(N(N—-1)/2x N(N —1)/2) est
0H Ny OHi, OHb aH(/N—l),N
061 001 001 ,001
OH OH;, . OH; N .. BH(N—l)vN
692 6>\2 892 802
OHiy OHs3 . OHsn OH(ny_1) N
06, a0, 00, 00,



Nous deduisons que les deux colonnes de (2.33) correspondent & N et N (N —
1)/2 colonnes réelles réspectivement. Les deux lignes de (2.33) correspondent de
nouveau & N et N(N —1)/2 lignes réellesou 1 <i <k < N, (y=1,2,....,N) et
(j=1,2,..., N(N —1)/2).

Si nous multiplions J(A, #) en (2.33) a droite par la matrice carré V- (N (N +
1)/2 x N(N +1)/2) suivante :

e[t f

ou la matrice Vi =(U;oUig), (N XN (N+1)/2)avec1 <i< Netl<a<
[ < N est définie par

Ulzl - Ui1Uin Ule ... UiUiy - U1§N

v - U1 Uan vz - UpUsn -+ Uy
Vi = UiaUig)ia,s = ) . ) . )

UJ2V1 -oo UniUnn U]2V2 coo UnoUnn - U12VN

et la matrice Vo = (U;qUgg), ( N(N —1)/2 x N(N +1)/2) avec 1 < i <
k< Netl<a<p<N est définie par

Voo 1 = (UiaUkB)ik,ap
UnUx Un1Uzn U12Uz U12Uzn
Ull:(]Nl Ulll:]NN U12:UN2 U12[:JNN
_ U21.U31 o U21.U3N U22.U32 e U22.U3N
U21:UN1 e U21UNN U22.UN2 e U22UNN
UnomnUsi — UnoonUsy UsvopUs - UooaUs

Nous obtenons en utilisant (3.11) et (3.12) :

G G ] (Gasder)
J(Aa G)V - 681-0{1) (3é"££k) |:Vv2:| o |:(S(§Jg ()\5 — )\a)):|

(2.35)
Donc J(A,0)V est une matrice & deux lignes et une colonne. Les deux lignes
correspondent a des matrices & N lignes et N(N — [)/2 lignes respectivement
et la colonne correspondant & une matrice N(N + 1)/2 colonnes.
En prenant le déterminant des deux cotés de (2.35), nous obtenons :
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UinUnn
UanUsn

UsnUnn

Un-1)nUnN
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6
et IO 0)det V = OO VI = TT (=)t [ )
a<pf

ou encore
[JA0) =TT (As = Aa) £(0) (2.36)
a<f
ou f(#) ne dépend pas des A; et dépend uniquement de parametres ;.
En inserant ce resultat dans (2.23) et en integrant sur les variables 6; nous
obtenons la densité conjointe des valeurs propres d une matrice d’'un ensemble
orthogonal :

N
P, AN) = [T 1A — Nilexp | =3 (aA —bA; —¢) (2.37)

1<J i=1
ol ¢ est une nouvelle constante.

En outre, si nous faisons le changement de variables suivant A; = (1/v/2a)xz;+
b/2a, ( changement d’ origine & b/2a et on modifie I’echelle de lenergie par un

facteur constant v/2a), (2.37) prend la forme suivante :

1N
per, . en) = Cya I1 a; — il exp [2 Zzﬂ (2.38)
i<j i=1
ot Cy,1 est une constante ou 1l indice 1 pour rappeler la puissance du produit

de différences.

3.1.4 Ensemble unitaire gaussien (GUE)

Soit H = (Hij)f.\;.:l une matrice aléatoire hermitienne de valeures propres
A1, ...y Ay distinctes.

La proposition suivante donne la densité conjointe des valeurs propres d’une

matrice H = (Hij)?;zlde l’ensemble GUE.

Proposition ([42], p72): La densité conjointe des valeurs propres (

Ay ooy AN) d’une matrice H = (Hij)N:lde lensemble GUE est donnee par:

,J

N N
P(A1y 5 An) = TT (N — Xi)?exp [—aﬁikf +0> N+ c} (2.39)

i<y i= =1
ou encore
2 1y,
(@1, 2n) = COn2 ] (25 — )" exp | =5 > ] (2.40)
i<j 2i3
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Preuve: Dans une matrice H =(H;;) hermitienne arbitraire , chaque élé-

ment H;;, s’ecrit H;, = HZ—,S)—H'HE;). A partir de la transformation S dans (2.22)
, en plus des valeurs propres réelles, le nombre de parametres indépendants réels
0; nécéssaires pour spécifier la matrice est n = N(N—1) ( en comptant les parties
reelles et parties imaginaires). Les équations (2.22) et (2.23) restent inchangées,
mais (2.24) est remplacée par

En séparant les parties réelles et imaginaires, on peut écrire ces équations
en notation matricielle partitionnée suivante :

(6Hi(?) 3Hi(2)) (8Hf;1)) Vi Va
2] 0 0
6}?.&” az;.&’) 8}?&) A© B
(= 2. (o) A® - Bl
0 1
_ [ @) (0% 0p)
= : 0 >
() (S5 (s = Aa)) (555 (hs = M)
ounl < i<k<N, 1<a<pB<N,
1 < j<SN(N-1) e 1<y<N (2.42)
et Sgg) et Ssgj) sont respectivement la partie réelle et imaginaire de Sgﬁ).
. oHY . oH©
Les matrices | 3= |, Vi et p = (Py,0) sont (N x N).Les matrices |

&
(agj) , (a(ﬁ()w) et (Ugl)()lﬁ)sont (N x N(N —1)/2).Les matrices A©) A1)

(0) )
sont (N(N —1)/2x N).Les matrices (agg;) et (5((1])) sont (N(N —1)x N).Les

©
matrices B®et BN sont (N(N — 1)/2 x N(N — 1)).Les matrices (BH““ ) ,

90,

oH{Y (05)
(ae) (S5 et (s
est (N x N(N —1)).

Le calcul explicite des éléments des matrices V;, Va, A AD) p e 50 o) ete..est
plus simple et sont obtenus a partir des composantes

de U et de la differenciation de ) par rapport & \; et par conséquent, ils ne
dépendent pas des valeurs propres \;.

De meme S((jﬁ) ne dépend pas de \;. Un calcul montre que ¢(® et o) sont
des matrices nulles. Ainsi, en prenant les determinants des deux cotés de 77 et

en supprimant les facteurs (Ag — Ay), nous avons:

(03

(1Bj)) sont (N(N —1) x N(N —1)/2) et la matrice V5

JA0) =TT (\s — Xa)?f(0) (2.43)
a<f
ot f(#) est une certaine fonction de 6;.
En insérant (2.43) en (2.23) et en intégrant par rapport aux 6; , nous
obtenons la densite conjointe des valeurs propres d’une matrice dans I’ensemble
unitaire :
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N
i=

N
PO, Av) = TLOy — M) exp [—aZA% b
=1

1<j 7

A + c} (2.44)
1

Comme précédemment, par un choix de l'origine et 1 échelle de I’energie nous
avons:

1 N
2
p(x1,.,xn) = Cna2 ] (x; —xi)" exp [—2 fo} (2.45)
i<j i=1

ot Cy 2 est une constante ou l'indice 2 est pour rappeler la puissance dans
les produits de différences. O

3.1.5 Ensemble symplectique gaussien (GSE)

Comme nous 'avons remarqué précedemment les calculs sont pratiquement
identiques dans les deux cas des ensembles GOE et GUE Dans les sections 5.1
et 5.2 nous avons indiqué brievement les modifications nécessaires pour arriver
aux densités conjointes dans 'autre cas.

Concernant ’ensemble des matrices simplectiques gaussiennes GSE ou une

. N . . e

matrice H = (H,;]-)Z.J.:1 simplectique est définie par :

Pour chaque élément Hyy, Hyp= H'Y +iH W +iH +kHD  on HY HY , HY
et H Z(,:’) sont des variables aléatoires réelles i.i.d avec la distribution N (y,0?).

Nous avons besoin du résultat suivant qui donne pour une matrice symétrique
réelle sa diagonalisation par une matrice orthogonale:

Proposition: Soit H une matrice réelle quaternion autoadjointe. Alors
il existe une matrice symplectique U telle que

H=UQU '=UQU~ (2.46)

ou @ est une matrice diagonale réelle et scalaire.
Une matrice @ est scalaire si elle est composé sur la diagonale de blocs de
N matrices (2 x 2 ) sous la forme:

0 Ay
(2.47)
Ainsi la diagonale est formée des valeurs propres de H en N couples égaux.
La proposition suivante donne la densité conjointe des valeurs propres d’une

matrice H = (H,'j)gvjzlde l’ensemble GSE.
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Proposition ([42], chap3 p70) La densité conjointe des valeurs propres

( A1y ey AN) d’une matrice de l’ensemble GSE est donnee par :

N N
p(Ap, . Ay) =11 ()‘j_)‘i)4 exp [—2&2)@4—%2&—1—0}
i<j i=1 i=1
ou encore :

N
p(@y,ay) = Oy I (25— z;)" exp [—Qfo]

i<j i=1
Preuve: En déhors des N valeurs propres A\;(i = 1, ..., N), le nombre necés-

saire de parameétres réels indépendants 6; pour caractériser une matrice réelle
H quaternion autoadjointe N x N est :

n = 4><%><N(N 1) =2N(N—1) (2.48)

Les équations (2.22) et (2.23) sont remplacées respectivement par:

N N
trH*>=23"\? et trH =23\ (2.49)
=1 =1
et
POy Ay, 01,y 0,) = J(X, 0) exp | — 3 (2aX7—2b);—c) (2.50)

=
—

ot J(\, 0) est donnée par:

0 0 0 3 0 3
70u8) :8(H1(1), s HN HSY o HS) s HY s HG L ) (2.5)
’ O, oo AN Oy o 0,) ‘

L’équation (2.25) est remplacée par (2.46). Les équations (2.26),...(2.30) sont
valables si U7 est remplacée par UF (voir proposition (5.3.1)). Nous notons
que ces équations sont dans le language des quaternions. Nous avons besoin de
séparer les quatres parties du quaternion . Pour chaque élement H;j et Sg[;
Nnous Posons:

Hy=H)1+H ey +H ea+ H e (2.52)
Sggz Sffg)1+Sfjg)e1+ng’eg+S§g>e3 (2.53)



avec le tableu des multiplications usuel:

efze%ze%:—l.

€1€2 = —€3€1 = €3, €2€3 = —€3€2 = €1, €3€1 = —€1€3 = €2.

On écrit (2.30)(1.30) et (2.32) sous la forme de matrices partitionnées suiv-
antes

Vi Vs
oHY oHYY oHYY oH® 1 2
DAy D D o . A©  pO
oHD oHY oHY oH : (.2'5 )
I a0 90 80 e 80 AB) B®)
I (0) (3)
il G (> ves) )
L E(XJ S ﬁj ()\B - )\a) S g ()\5 - )\a)
oil < i<k<N, 1<a<pB<N
1 < j7<2N(N-1) e¢ 1<4<N
N : oH) . oH
ou les matrices 3 , Vi et psont (N x N ). Les matrices o | et

v,

(g(“) ) avec (1 =0,1,2,3) sont (N x N(N —1)/2) . Les matrices A" avec

27
90;

. oH G)
(1 =0,1,2,3) sont (N(N —1)/2 x N). Les matrices < )et (Ea ) sont

_ : cos [ PHL 7)) _
(2N(N — 1) x N). Les matrices o= | et (Sa5° )avec (n=0,1,2,3) sont

(2N(N —1) x N(N —1)/2). La matrice V3 est (N x 2N (N — 1)) et les matrices
BW avec (u=0,1,2,3) sont (N(N —1)/2 x 2N(N —1)/2).

Les matrices p et o apparaissent quand nous séparons le resultat de la
différenciation de (2.46) par rapport & A, dans les composantes quaternions.
Comme Q est diagonale et scalaire alors les matrices o) sont toutes nulles .
En outre, la matrice p ne dépend pas de )\, implique que () dépend linéaire-
ment des A\,77. Les calculs des matrices, V1, Va , AW et B(#) sont simples mais
nous avons besoin de constater qu’elles sont formées des differentes composantes
de U, et donc elles ne dependent pas de A,.

Maintenant, en prenant le déterminant des deux cotés de (2.54) on remarque
que le determinant de la premiere matrice a gauche est le Jacobien (251), parce
que les o(®) sont touts nuls et le determinant du coté droit est un produit de
deux determinants comme suit:

det [(p, o)) det [SE) (A3 —Aa)] (2.55)

le premier det [(p,, )] étant indépendant de A, tandis que le second det [Sg“ﬁj) (Ag=Aa)]
est comme suit:
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IT (Ag—Aa)" det [SU4)] (2.56)
a<f
Ainsi .y
T8 =TT (=20 (6) (257
a<f
En insérant (2.57) dans (2.50) et en intégrant sur les parameétres, on obtient
la densité de probabilité conjointe:

N N
PNy, Ay) =11 ()‘j_)‘i)4 exp [—2@2 /\f—I—QbE)\i—i—c} (2.58)
i<j i=1 i=1
Comme précédemment, on peut changer ’origine en mettant b = 0 et changer
I’echelle de ’energie en mettant ¢ = 1. Ainsi, la fonction de densité conjointe
des valeurs propres des matrices dans I’ensemble symplectique est sous forme
simple :

N
g win) = O s TL (o~ ) oxp | 2302 (2.59)
i<j =1

ot Cy 4 est une constante. (indice 4 est de rappeler la puissance du produit
des differences.). O

Nous pouvons résumer les resulats (2.38), (2.45) et (2.59) correspondant
respectivement & chaque ensemble 8 = 1 (pour I'ensemble orthogonal), 8 = 2 (
unitaire) et 5 = 4 ( symplectique) sous la forme suivante.

Théoreme ([42],p74): La densite conjointe des valeurs propres d’une
matrice aléatoire appartenant o l'un des ensembles gaussien GOE ,GUE et GSE
est donnée par:

1 N
Pas (@1, zn) =Cngl] |z; — sci|ﬁ exp [—Zﬁzjle} (2.60)
1=

i<j
ot B =1 pour l’ensemble GOE , 8 = 2 pour GUE et B =4 pour GSE.

La constante C'y g est choisie de telle sorte que la densité p,; , soit normalisée

a 'unité
—+oo +oo
/ / pNﬂ(xl,..,xN)dzl...dzN =1
— 00 — 00

La constante de normalisation C'y g est donnée par ,

T+ 5 e 55)

Jj=

N _BN(N-1)
_BN(v-y)

01?7,1,3 = (2m)N?p~=

37



Remarque: La dimension de espace A est N(N +1)/2, alors que la dimen-
sion de A}, forme de matrices de A1 ayant deux valeurs propres égales est
N(N +1)/2—2 . En raison de la restriction unique, la dimension des ensembles
de matrices ayant deux valeurs propres égales devrait normalement diminuée
de un. Comme elle est diminuée deux, c’est ce qu’indique le facteur lineaire
(X; — X;) dans I'équation (2.60). De meme, lorsque 8 = 2, la dimension de Asg
est N2, alors que celle de AL, est N2 —3. Lorsque 3 = 4, la dimension de Ayg
est N(2N — 1), alors que celle de A) est N(2N — 1) — 5.

Resumé: Dans les tableaux suivamts 2.1 et 2.2 on donne les densités des
matrices aléatoires et de leurs valeurs propres pour les trois ensembles Gaussiens
étudiés. Les constantes de normalisation correspondent & celles que nous avons
choisies.

Nous rappelons la propriété d’invariance des ensembles orthogonaux qui est
facile & vérifier pour les densités car les matrices sont symétriques.

Orthogonal s=1
Ensembles Gaussiens Unitaire £ =2 pnp(H) = 2—”/2W—we[*”(m2/2]
Symplectique 8=4

Tableau 2.1 Densité conjointe des éléments d’une matrice H, n x n des
trois ensembles Gaussiens.
Ci-dessous nous noterons A la matrice diagonale des valeurs propres A1, Ag, ..., A,

, et nous utilisons la notation A(A) =[] (A —Aj).
1<i<j<n

Orthogonal g=1
Ensembles Gaussiens Unitaire L=2 P(A1, . An) = TS,@ |A(A)|ﬁ e—tra?/2
Symplectique g=4
ou

Brn(n—1) "
R ))
MO 2w T (14 5)

Tableau 2.2 Densité conjointe des valeurs propres A :=(A1, Ag, ..., A,) de
matrice n X n des trois ensembles Gaussiens.

Les tableaux (2.3) et (2.4) donnent des densités des éléments et valeurs
propres de matricelV, (n x n) dans les ensembles de Wishart.
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Ensembles de Wishart

Orthogonal
Unitaire

Symplectique

B=1
B=2
B=14

9—mnp/2
G 3
Th(nd)

AN (det W) Lt (W)/2

Tableau 2.3: Densité conjointe des éléments d’une matrice de WishartW

(mxmn).

Enfin, nous présentons les densités des valeurs propres d’une matrice W
(m xmn ) pour les deux modeles tri-diagonale ( S-Hermite et 5-Laguerre decrités

dans le Tableau (2.1))

Ensembles de Wishart

Orthogonal
Unitaire

Symplectique

B=1
B=2
B=14

PA) = 75 |A(A)]? (det W) 5 —1emtr(W)/2

ou
w

ﬂ.m('m—l),B/Q

(C(1+ &)™

Tn,p =

omnf/2

Do (L4 5)Th((n —m+1)5)

Tableau 2.4: Densité conjointe des valeurs propres A :=(A1, Ag, ..., Ap)

d’une matrice d’ensembles de Wishart m x n
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4 Chapitre

4.1 Densités des vecteurs propres de Matrices tri-diagonales
4.1.1 Introduction:

Soit M, (k) '’ensemble des matrices n x n sur le corps k . Une matrice A €
M, (k) de éléments a;;, est dite tri-diagonale si: a;; = 0 pour tous (4, j) tel que
|i—j|> 1.

.On dit aussi que c’est une matrice de Heisenberg a la fois superieure et
inférieure.

Afin de définir ces derniéres, nous utilisons la notation suivante : [a : —t :
a—kt] pour indiquer une progression arithmétique décroissante de longueur k41
de valeur initiale ¢ et de raison —t¢.

4.1.2 Ensemble f—Hermite

Definition : Soit 3 > 0 .L’ensemble S—Hermite est l’ensemble des matrices
symétriques Hg(n) ou Hg(n) est une matrice tri-diagonale avec une diagonale
de loi N(0,1) et une sub-diagonale de loi \/2x [(n—1)8: —3 : B].Les éléments
sont indépendants et verifient la condition de symétrie (cf [27]) .

4.1.3 Ensemble f—Laguerre

Definition : L’ensemble 85— Laguerre de paramétre a est [’ensemble des ma-
trices Lpa(n) symétriques (n x n) obtenues par BgBj ot Bg est une matrice
Gg,a(m) avec (B > 0,a > B(m — 1)/2). Les éléments sont indépendants et
verifient la condition de symétrie.

Rappellons une propriété.

Propriété (cf [17]): Soit A une matrice réelle tri-diagonale vérifie a; ;41 X
aii—1 > 0 pour i = 1,.....,n ( c’est-a-dire les coéfficients symétriques sont de
méme signe) . Alors elle est semblable a une matrice hermitienne, et donc toutes
ses valeurs propres sont réelles.

Remarque: Cette derniére propriété est conseérvée si on considére plutot la
condition Q541 X Qi -1 > 0.

Nous complétons la liste des ensembles de matrices aléatoires présentées ci-
dessous par les matrices dites (bi-diagonales ou tri-diagonale) construites pour
un parametre 3 général.

On note Gg,,(m) une matrice mxm bi-diagonale inférieure avec les éléments
diagonaux de loi x[2a : =0 : 2a — (m — 1)5] et les éléments sub-diagonaux de
loi x [(m—1)8:-5: ).

Les éléments sont indépendants. Par conséquent, on peut definir les ensembles S—Hermite
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et f—Laguerre comme suit:

. L’ensemble des matrices tri-diagonales n X n est un espace vectoriel de
dimension (3n — 2).

. Nous utilisons la notation suivante pour une matrice tri-diagonale symétrique

bn Cn—1 0
I = Cn—1 bn—l (31)
. .
0 C1 bl
et pour une matrice bi-diagonale
"Eﬂl 0 0
B=| Y Tt (3.2)
. L0
0 v T

Par conséquent, du fait que L = BBT, on aura les relations suivantes :

b, = a2
boi = a2 _,+y>_,, pour i€ {l,..,(n—1)}
Ch—i = Tpn—iYn—1, DOUr € {17 seeey (Tl - 1)}

4.2 Ensemble f—Hermite

Rappellons qu’une matrice aléatoire Hg réelle symétrique, tri-diagonale est rep-
resentée par :

N(0,2) Xm-1)s 0 0

Xn-1)8 N(0,2)  X(n—2)8
0 0

. : X2 N(0,2) X
0 e 0 X3 N(0,2)
Les n éléments diagonaux et les (n — 1) éléments sous- diagonaux sont in-
dépendants de loi N(0,1) sur la diagonale, et 3x5 (k =1,...,(n — 1)) sur les
sous-diagonales.

Le théoreme suivant donne la densité des valeurs propres d’une matrice aléa-
toire Hg.

Hg =

Sl
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Théoréme 5.2.1([27], p 51): Soit Hg = QﬁABQg la décomposition spec-
trale de Hg. Notons q la premiere ligne de la matrice QQg, nous fizons le signe
de q positif et ordonnons les valeurs propres en ordre décroissant, alors q et
A= diag Ag = (M1,...., \n) sont indépendants. De plus la densité des valeurs
propres (A1, ..., Ap) est:

Fos Oy An) = Cgexp(—i)\?ﬂ) 1= Al (3.3)

1<i<j<n

= Che =" |AMN)7° (3.4)
et q=(q,,---.., Gn) est distribuée sous forme normalisée & unité de longueur
(X wenen ' X5)- C’g est donnée par (2.2.2).

Pour la preuve du théoreme 5.2.1 en utilise les lemmes suivants. Pour T’
une matrice tri-diagonale de diagonale a = (an,...,a1) et sous-diagonale b =
(bp_1,...,b1), avec b; est positif pour tout i = 1,....,n on pose T = QAQT
sa décomposition spectrale et q la premiere ligne de @ et A = diag(A) =
(A1, ey An)-

Lemme 4.2.1([27], p 43:) Sous les hypothéses ci-dessus, & partir de q et
A, on peut reconstruire de fagon unique Q et T.
On admet ce lemme et un cas particulier d’un résultat plus général (cf
Théoréme 7.2.1, Parlett [49]).
Le résultat suivant établit une formule pour le déterminant de Vandermonde
des valeurs propres d’une matrice tri-diagonale (notée A(A) = H (A — Aj).
i<j

Lemme 4.2.2 ([27], p 44): Le déterminant de Vandermonde d’une matrice
symétrique T tri-diagonale avec une sub-diagonal positifs b = (by—1,...,b1) est
donnée par:

n—1 .
b

AN =TI =) =5 (3.5)
i<j 1lg,

ot q =(q1, ...,qn) est la premiére ligne de la matrice des vecteurs propres Q
et les valeurs propres sont ordonnées en decroissant.

Preuve  Soit T une matrice symétrique tri-diagonale n x n. Posons /\Ek),

1=1,...,k les valeurs propres de la sous-matrice k X k du coin inférieur droit
k

de T. Notons Py(z) = H(z - /\Ek)) le polynome caractéristique associé & cette

i=1
sous-matrice.

Pour £ = 1,...,n, nous avons la récurrence a trois termes
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Py(z) = (¢ — a) Pe—1(2) — by Pe—a(x) (3.6)

Comme .
Pe(@)] =[] |o = A"
=1
Alors
k
¢ =1

Agk—g _ )\Ek)‘

1=

ce qui Implique

k—1
k—
[Iro= I
7=l 1<i<k
1<j<k-1

)\gk—l) _ )\Ek)‘

D’autre part
k-1
k-1
Pea(@)] =] |2 =AY
j=1

et donc

k—1
)] = LY - Y|
j=1

implique

A§k—1) _ )\Ek)‘

k

1P =TI

=1 1<i<k
1<j<k-1

Par conséquent

II

1<i<k
1<j<k-1

k k—1
AR AJ(,"’—”‘ -11 ‘Pk(xg’“))’ -1 ’Pk,l(xg’“‘”) (3.7)
i=1 j=1

De (3.6) nous obtenons

k—1 k—1
[T [P0 =t T P08 ) (3.8
j=1 j=1

Par une application répétée de (3.6) et (3.7) nous obtenons:
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n—1

(n— 2))'

n 1

(n—1) o 2(n 1)
O8] = DII

2(n—1) ;2(n—2)
bin—1)” Oina)

j=1
n—3

Pn_Q(A-g?L—-?))) ’
j=1

n—1

= JIv7 (3.9)

j=1

Enfin, nous utilisons la formule suivante (cf [49] le théoréme 7.9.2):

f_‘Rde)Rwﬂﬁﬁ
! Pr(A) PL(AT)
Il en résulte que:
n n—1 )
7o) 17
[[e = = - =
Pl J A(A)? A(A)?
n—1 )
11
= A=
[1a
j=1

ce qui prouve le résultat.

4.2.1 Formule Jacobien de la transformation H = QAQ/ 4.3

Nous présenton une formule de la jacobienne de la transformation suivante J
definie sur 1 ensemble GOE : A— H = QAQ)’, on H est une matrice tri-diagonale
symétrique. La formule fait le lien entre les formes tri-diagonale et diagonale
d’une matrice GOE |, comme il est illustré a la figure 4-1. Dans cette section,
nous allons utiliser les notations données dans (3.1).

Lemme 4.3.1 Le jacobien J de la transformation de la matrice tri-diagonale
H = QAQr peut étre écrite comme suit:

s 03
L=
S

(3.10)

II=s
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Remarque: Pour montrer le lemme 4.3.1, nous allons étudier une transfor-
mation de 'ensemble GOE vers 1 ensemble 1- Hermite (voir figure 4-1).

Tri-diagonal
A = QAQT réduction tri-diagonale H est de la forme | d’ensemble

(GOB) 1-Hermite
A=QAQ"v.p et la 1 ligne de Q (X ,q) est de la forme A d
(GOE)  — ’ du théoreme 4.3.1

D’autre part:

Tri-diagonal
H est delaforme | d’ensemble bijection (q,A) est de la forme {
1-Hermite

(A d] ]

du théoreme 4.3.1

Figure 4-1: A est une matrice symétrique, transformée en H tri-diagonale
(coté gauche) ou diagonaliser (g, A) (coté droit).

Preuve: Soit H une matrice 1-Hermite (ie de loi (2.1) avec 8 = 1). Les

valeurs propres de H ont la loi des valeurs propres d’une matrice symétrique A
de I’ensemble GOE qui est transformee en H par réduction tri-diagonale (pour
la preuve voir [13]).

Nous rappelons les notations de (3.3): on note par a = (an,...,a1) la di-
agonale de H, et par b = (b,—1,...,b1) la sub-diagonale de H. La densité des
éléments de A est donné par suit:

Nous donnons les lois en commengant par celle de A € GOE.

La loi de la matricetri-diagonale H est (cf th 5.2.1) :

2n71

(2m)n/2 'ﬁ[lr(g)

7

n ) 1 n 1 n
_ ;—1 2 2 _
pla,b) = Ca,bil;llbi exp(—gzi:;ai)exp [_2;_1}1‘] ) avec  Cop =

Posons:

da= Ada;, db= Adb;, dr= Ad\ (3.11)
=1 =1

i i=1 i

Si dg est ’élément de surface de la sphére a dimensions n , posons: p(a(g, A),b(g, A))
qui est expression de p(a,b) avec les nouvelles variables g, \. Nous avons

w(a,b)dadb = p(algq, ), b(q, X)) JdgdA = v(q, A)dgdA (3.12)

Or les matrices de GOE possédent les propriétés suivantes (admises):
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pour une matrice H de GOE de valeurs propres ordonnées (\;);_; et décom-
position spéctraleQAQ” on a:
Propriete 1 (ref [42]): La densité des valeurs propres est donnée par

1m
Chr [A )] exp [—2EA?]
i=1

Propriete 2 (ref [42]) : La premiére ligne q de la matrice des vecteurs
propres @ a une loi uniforme sur la sphére et elle est indépendante du vecteur
des valeurs propres (A1 ..., An).

Preuve: Nous combinons les deux propriétés 1 et 2 pour obtenir la dansité

v(g, A) conjointe les valeurs propres et de la premiére ligne q d une matrice de
GOE :

2'IL—1F n 1 n
(g, \)dgd\ = n!C}JTi’Z)A(A) exp lzz’\iﬂ dgd) (3.13)
=1

Nous avons introduit le n! et supprimé la valeur absolue du déterminant de
Vandermonde, parce que les valeurs propres sont ordonnées.

Nous avons également inclus la loi de q (loi uniforme Propriété 2 ) mais
uniquement sur la partie 27 "iéme positive de la sphére en raison de la condition
g¢; > 0). Comme les transformations orthogonales ne changent pas la norme

n

n
de Frobenius ||Allp = > a?j d’une matrice carée A = (ag;); ;_;, & partir de
i,j=1 ’

(3.13), il en résulte que de (4.7) :

v(g ) nlCEEEE A

J = (3.14)
/J/(a'7 b) Ca,b " bzifl
il;ll ‘
Toutes les constantes se simplifient et par le Lemme 7.2 nous obtenons

n—1
IT b,

J— =l
11 ¢,

D’oti le lemme 4.3.1.
Remarquons que nous n’avons pas exprimé p(a,b) en termes de q et A au

dessus et ainsi obtenu I'expression de la jacobienne sans les variables q et A,
mais uniquement a et b. La raison est que on a eu des simplifications.
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Preuve du théoreme 5.2.1 Soient Hpg une matrice tri-diagonale de I’ensemble
B—Hermite et soit Hg = QgAgQg sa décomposition spectrale .

Posons a = (an, ..., a1) la diagonale de Hg, b = (b,,—1, ..., b1 ) sa sous-diagonale
et q la premiere ligne de la matrice Qg . Les différentielles da, db, dg, d\ sont
definies comme suit:

da = /\dal, db = /\ db;, dq= /\dql, dx = A\ d\;.

i=1
Pour une matrice H 8 sa densité de probablhte s’écrit :

dHg = p(a,b)dadb

i 4 1 n
= Cup 107 exp(— S A2)dadb
=1 i=1

n

n—1 . 1
= CupJ 1 bfl_l exp(—§ Z)\?)dqd)\
i=1 i=1
ou -
27
Ca,b - n—1
(22 T T(2)

n—1
glbz n—1 . 1 1n
dHp = Cop == TI 07 exp(—= 3 A2)dgdA (3.15)
Mo i=1 2i=1
q,
i=1"
n—1 ,.
.E[lbiﬂl n—1 1 _1y)2
dHp = Cop S— [T e 27" dgdA (3.16)
IT g8 =1
i=1""

Ainsi

n-1 EPIY
dHg = (cg 'quf_ldq> <n!c§?, AN e 7 d)\>

La densité conjointe de q et de A se sépare par suite q et A sont indépen-
dantes. Par ailleurs, quand nous imposons l'ordre sur les valeurs propres, il
s’ensuit que la densité conjointe des valeurs propres de la matrice g est

1522
—1ma2
PR

Cy 1AM Pe

Comme q est distribué comme (xg,...,X3) normalisée & 1 unité de longueur
(cf de (5.2)), de (5.2), il s’ensuit aussi que
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2'IL—1F ﬁ
cf = ¥ rGn) (3.17)

D’ou le théoréme

4.2.2 Ensemble f—Laguerre (Wishart)

Soit B, une matrice definie par :

X2a 0 T 0
XB(m—1) X2a—p " 0
Bg ~ . .
0 . - 0
0 T X X2a—B(m—1)

ot les(2m — 1) éléments de la diagonale et sub-diagonale sont indépendants
de loi x.
L’ensemble des matrices Lg = Bng tri-diagonales est dit ensemble [S—Laguerre

Le théoreme suivant donne la densité des valeurs propres d’une matrice aléa-
toire Lg.

Théoréme 5.3.1([27], p53) Soit Lg = QﬁAgQg la décomposition spectrale
de Lg. Notons q la premiere ligne de la matrice (), nous fizons le signe de q
positif et ordonnons les valeurs propres en ordre decroissant. Alors q et X =
diag Ag = (A1,....,\n) sont independants. En outre, la densite des valeurs
propres (A1, ..., An) est:

m n
—p — D AZ/2
Lo oo A) = CETT 1M = AP [0 e = (3.18)
i<j i=1
oua = gn et p=1+ g(m —1)etq= (q.----, Gn) est distribuée sous
forme normalisée a unité de longueur (xg,....... 1 X5)

Le constant C’f’a est donne par (2.4).

Preuve Nous allons utiliser les résultats du lemme 4.2.1, Lemme 4.3.1 et (4.2),
qui restent valables dans le contexte des matrices symétriques tri-diagonales &
entrées positives . Nous allons utiliser les notations de Lemme 4.3.1 (4.2), et
(4,6) pour les différentielles da, db, dq, d\, dz, et dy.

Nous définissons dBg & la loi des éléments communs sur Bg

m—1

m—1 X m—1 .
dBﬁ = ILL(fﬂ, y)dl'dy - C:r,y H xaiﬁlileiz?/2 H yiﬁlileiyiz/2
i=1 i=1
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Par le (4.2), la loi des éléments de Lg est:

dLg = Jg'  pp(x,y)dzdy (5.4) (3.19)

—2 , -1
= 2_"”xfafﬁ(mfl)fze_”%mcz,ymn xa_ﬁz_?’e_x?ﬂmn yiﬁl_le_y?ﬂda:dy

m—1

i=1
(3.20)
ou
H F(Zg) [T - S(i—1))
Oz y = = =1
’ 22m 1
Nous récrivons (5.5) en termes de x,y, A, et ¢:
m—1
m omer 1L @) o
dLg = g—m w’yHe_xi/2 H e~ Yi /QZzlmixfa* (m—1)—2 H a— Bz H yﬁz 1dqd)\
i=1

i=1 H i =1

_ m % Bi— 2" 4
St - g L s H vi
1=1

=2""Cy e =
Hfh
i=1

Comme le détérminant de Vandermonde peut étre écrit par rapport a b et
q et les valeurs propres A ordonnée par:

m—1

[1%

AN) = =

il erésulten que:

Par suite :

dLﬁ:2mCmew '—Hq ng"ﬁm” ®dgd\

m—1



72932/2 _ Z > /2 m—1 )Qa—ﬁ(m—l)—Q

m—1
=27, e i AN TT 71 ( T Zm—s dqd\
=1 i=1

La trace et le determinant sont invariants par les transformations orthogo-
nales, donc tr (Lg) = ¢r(A) et det(Lg) = det(A). Ceci qui donne

m—1
LS e ZA
i=1 i=1

m—1

H Top—i ﬁ/\L
i=1

Par remplacement de p par 1 + §(m — 1), nous obtenons:

n—1 sz
dLg = (05 qufldq> <m'(}§ A)? H)\“ pdA)

ol Cg est donné dans (5,3).

De ce qui précéde on voit que q et A sont indépendants, et si on ordonne pas
on obtient la densité conjointe des valeurs propres pour I’ensemble §—Laguerre
de parameétre a, et alors g est distribué comme un vecteur normalisé¢ de loi x 4.

Ceci qui termine la preuve du théoréme 5.3.1.

O
4.2.3 Resumé
Dans les Tableaux (3.5) et (3.6) nous résumons les densités des éléments et des
valeurs propres d’une matrice dans les ensembles S—Hermite et S—Laguerre .
n=1 . -"shzp sl
Ensemble f—Hermite B8>0 p(Hp) = a}, 5 [1 Ple =TS
i=1
2(a—T1)—B(m—1) 42
B>0 p(Lg) = & gy "M Demet/2
Ensemble f—Laguerre (Lg q(m)) _
a> ﬁ(m _ 1)/2 « H an 3—(m—-1)p ,IQ/Q H yzﬁ 1 e~ Vi 2/2
i=1 =1

L 2% 1 (n—1)(n—2)B/4—n/2

(%)
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et
92(m—1) (m—1)>8/2

o1 (5)Tm((a— (m —1))5)

Tableau (3.5) Densité des éléments de matrice S—Hermite et S—Laguerre.

5}1,[3 =

Ensemble f—Hermite(Hg(n)) B>0] py(A\,sde) =02, IAA) P e 50D
5>0 ALy M) = €
Ensemble f—Laguerre (Lg .(m)) a>B(m—1)/2 « |A(A)]? (det A)L%%e*%tr(l\)

ou
B\\n
a2, = (2m) % prtn-0paLULE D)
’ Ta(l+5)

et 5

PO el T+ )"

n,8 — a

2 TR+ (@~ (m = 1))

Tableau (3.6): Densité de valeurs propres de matrice S—Hermite et S—Laguerre.

4.2.4 Ensembles de matrices S—Hermite (gaussien) et S—Laguerre
(Wishart)

Dans ceparagraphe, nous présentons deux nouveaux ensembles de matrices aléa-
toires et nous donnons la loi des valeurs propres. Nous utilisons les lemmes
de la section 4. Nous commengons avec une motivation pour les modeéles
tri-diagonales. La Bi-diagonalisation et la tri-diagonalisation interviennentt
dans la plupart des algorithmes qui calculent les valeurs propres de matrice
symétrique ou des valeurs singuliéres de matrice rectangulaire général. Dans une
premiére étape appellée "sparsification" de la matrice dans le cas symétrique
ou consiste a la réduction de la matrice pour former une matrice symétrique tri-
diagonale ("tri-diagonalisation"). Dans le cas de la matrice rectangulaire, elle
implique la réduction en une matrice bi-diagonale ("bi-diagonalisation"). Cette
etape est réalisable en un temps fini. La deuxiéme étape consiste & utiliser une
méthode itérative pour calculer les valeurs propres / les valeurs singuliéres de
la matrice: elle permet des approximations infiniment bonne, mais sans réponse
exacte. La méthode bi-diagonalisation est due a Golub et Kahan [21], tandis
que la méthode tri-diagonalisation est due & Householder [25].

En raison de la propriété d’invariance orthogonale de la loi gaussienne mul-
tivariée, ces deux algorithmes d’algébre linéaire peuvent étre appliqués stochas-
tiquement, et il n’est pas trés difficile de calculer les lois des matrices résultante
tri-diagonale / bi-diagonales. Les deux théorémes suivants illustrent cela que
nous énoncgons :
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Théoréme 5.1.1 ([27], p50): Soit A une matrice n X n de l’ensemble GOE
(B8=1), GUE( 8=2)ou GSE ( B=4). Alors la réduction de A & la forme
tri-diagonale Hg appartenant a l'ensemble S—Hermite (voir ci-dessous) a une
densité conjointe des valeurs propres données par (3.3) avec 8 =1,2,4.

4.2.5 Remarque

Nous rappelons qu une matrice Hg des ensembles S—Hermite pour 8 =1, 2 et
4 a pour loi de ses éléments (tri-diagonale, symétrique et réelle):

N(Oa2) X(n—-1)8 0 0

1
ﬁ 0 . 0

0 . 0 Xz N(0,2)

X(n—1)8 N(0,2) X(n—2)8
HﬂN .

Puisque la réduction tri-diagonale est obtenue par multiplication orthogo-
nale symétrique par une suite de matrices orthogonales de Householder dont
chacune dépend uniquement de la premiére colonne courante, les éléments sup-
diagonaux ont la loi des normes de loi Gaussiennes multivariées (réel, complexe
, quaternion).

4.2.6 Théoréme 5.1.2

Soit W une matrice de | ensemble G(m,n)(8 = 1),G*(m,n)(B = 2) ou G*(m,n)(3 =
4).Alors la réduction de W a la matrice bi-diagonales Bg de loi Ggq(m), de
paramétre a = nB/2 a pour valeurs singuliéres de loi donnée par (3.18) avec
B=1,24eta=np/2.

4.2.7 Remarque 5.1.3

On peut voir que les ensembles Wishart réels, complexes et quaternions ont des
valeurs propres qui ont les mémes lois que celles des ensembles S—Laguerre de
parameétre a = nf/2.Les références pour les cas réels, complexes et quaternions
sont [51] et [56].
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5 Annexe

5.1 Théoréme de Selberg

Soit n € N*,0n pose dx = dxy X dzs X ..... X dxy,,

Ax) = Az, .oy xn) = 1<.]<_[.< (xj — x;) sin > 1.
A(z) =1 si n=1 (4.1)
et
(@) = (@1, ey ) = | A@) T2 (1= @) (4.2)
Alors
(1 + 7+ kYo + k)8 + k)
f(eof,mm) / /1/’ D+ )@+ A+ (n+k—1))

(4.3)
Et pour 1 <m <n

/ /mQ @t )dx—H +§i((2n—k137— 1)7/01..../011#(33)(13;

—k)y
7Ho¢+5+ (2n —k— 1)y

I, 8,7, m) (5.4) (4.4)

ou le naturel n et les compléxes «, 3, vérifient

Re(a) >0, Re() >0 et Re(y)> mm(i Re(a) Re(p)

n—1" n-1 )
L’équation (4.3) est la partie intégrant de Selberg et (4.4) est I'extension du
Aomoto de lui.
L’équation (4.4) a des facteurs extra x,,...., T,,, par apport a ’équation
(4.3). Peut-on introduire des facteurs supplémentaires (1 — ;) ainsi? Quand il
n’y a pas de chevauchement dans les deux catégories de facteurs, le résultat est:

1 ™ m +m2

B(m,,m,) / /Hx“ (1= () dac

i, =1 iy=m,+1

(4.1.5)
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mi m,

H@+o-im [ E+0-im
_ “:1m1+m2 = I(a, B,7,n) (4.6)
I[ (@+8+@n—i-1)y)

i=1

my,mz > 0, mip+mg >mn
et quand il y a chevauchement

C(ml,mz,m3)::/01..../ Hx II Q-zi)v@)d

a+p+n—i—1))
_Ha+5+1+(2n—z—1) )B(m ms) (4.7)

m,,m,,my, >0, m,+m,—m,>n
L’équation (4.6) est déduite de 'équation (4.4); On vérifie que les deux cotés
satisfont & relation de récurrence suivante

B(m,,m,) = B(m,,m, — 1)+ B(m, +1,m, — 1) (4.8)

et la condition initiale B(m, 0) redonne ’équation (4.4). Pour déduire ’équation
(4.7) c’est un peu plus long (voir Andrews et al.1993).

5.2 Quelques applications immédiates

Nous présentons ici une preuve rapide pour les formes d’Hermite et de Laguerre
de l'intégrale de Selberg [42], en utilisant les ensembles S—Hermite, 5—Laguerre
respectivement.
Soit H une matrice de 'ensemble S—Hermite, et ();)!"_; ses valeures propres.
Soit intégrale de Hermite-Selberg:

IH(ﬁ,n)E/" AW e = a (4.9)

_ n )\2 9
Iyg(B,n) =n! (/ A(A)ﬁe ;1 o d)\> (Cﬁ Hqﬁ 1dq)
0<A<......< A <00 st
(4.10)

ol Cg est comme dans (3,17). Nous introduisons la n! car dans la premiére
intégrale, nous avons ordonné les valeurs propres; S, _, signifie que tous les g,
sont positifs.

n—1
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on remarque que C’g peut étre facilement calculée indépendamment des en-
sembles [—Hermite.

En utilisant la formule de Vandermonde donnée par le lemme 4.2.2, la for-
mule du jacobien J donné en Lemme 4.3.1 , et le fait que la norme de Frobenius
d’une matrice tri-diagonale d’ensemble 1—Hermite est la méme que la norme de
Frobenius de ses valeurs propres, on obtient:

Mg "M
L i n—1 S22
I = moj [ S W R
R™ x[0,+o00]m—1 11 b, II qﬁ -

i=1 +00]
_ n!2"_1r(§”) 2V /2 T1 @ _ 1 4.11
e AT T o

(4.2.4)
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6 Conclusion

Dans ce mémoire, en suivant les resultats devloppées dans le livre de M™ Lel
Mehta, nous avons étudié les lois de probabilités de matrices aléatoires dans les
trois ensembles G.O.E, G.U.E, G.S.E. Dans chaque cas nous avons expliciter
les formules des densités de matrices et des valeurs propres. Dans la deuxiéme
partie, nous avons devloppé les resultats de Dimitriu. Dans le cas de matrices
aléatoires par blocs en donnant la densité des valeurs propres.
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