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Introduction

Dans ce mémoire on s’interesse a 1’étude d’un probléme elliptique contenant
I’exposant critique de Sobolev. En particulier, le célébre probléme introduit
dans le papier de Brézis-Nirenberg [8].

Ce dernier a été une source d’inspiration pour ’étude des problémes &
exposant critique.

Historiquement, le point de départ est le probleme de Yamabe en géométrie
différentielle. Le probléme est de trouver une solution satisfaisante

{ —48= Ay = uNE — R(x)u sur M,
u>0 sur M.
ot M est une variété Riemanniénne de dimension N et R (x) est la courbure
scalaire, pour plus de détails voir Aubin [5] et [4].

Brézis et Nirenberg [8] ont considéré le méme type de probléme pour
Q) un domaine borné régulier de RY. Le probléme étudié est sous la forme:

(P)) —Au = |ul"?u+ \u dans Q,
Ml u=0 sur 0f2.

2N

~—5 est 'exposant critique de Sobolev et A est un parametre

oup=2" =
réel.

La présence de ’exposant critique de Sobolev implique que la fonctionnelle
d’énergie associée au probléme ne satisfait pas la condition de Palais-Smale
globale car I'injection H} (2) — L? (Q) n’est pas compacte. Par conséquent,
les techniques variationnelles standards ne sont pas applicables.

En se basant sur les travaux de Aubin, ils ont montré que la condition de
Palais-Smale peut étre satisfaite pour un certain niveau d’énergie en faisant
intervenir la meilleure contante de Sobolev d’oul la notion de Palais-Smale
locale.

Dans ce mémoire nous détaillons les principaux résultats concernant le
probléeme (Py).

Notre travail se présente comme suit:

- Dans le chapitre 1, on rappelle les principaux outils utilisés dans ce
mémoire.



- Dans le chapitre 2, on démontre ’existence et la non existence de solu-
tions positives pour le probléme (P)) en se basant sur le travail de Brézis-
Nirenberg [8].

- Quant au chapitre 3, on donne les différents résultats d’existence et de
multiplicité obtenus pour le probléme (Py) tels que les travaux de Capozzi
et al [9], Cerami et al [11].



Chapitre 1

Outils de base

Dans ce chapitre nous rappellons quelques notions de ’analyse fonctionnelle
utilisées dans le mémoire.

1.1 Les espaces de Sobolev

Définition 1.1.1 Soit Q C RN un ouvert et soit p € R avec 1 < p < oo.
L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

3 g1, 2,..., gn € LP () tels que

1.p _ p
W (Q) = {ue [P (Q) fQu%:—ngw VpeC®(Q) Vi=1,. N

On pose
HY(Q) =W (Q).

Pour uw € WP (Q) on note
ou

o = Y-

L’espace WP () muni de la norme

)
Lpr

ou
01’1‘

N
lallyen = lall o+
=1

ou parfois de la norme équivalente

N
(nunzp S
=1

3 =

ou
&ri

p
sil <p<oo.
Lr



est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
L’espace H' () est muni du produit scalaire

N o ov
(u7 U) 1= (u7 U) 2+ E ( ) > ;

la norme associée
1
2 2
)
L2

Définition 1.1.2 Soient m > 2 un entier et soit p un réel avec 1 < p < oo.
On définit par récurrence

ou
&vi

N

2
w2 = (||u||L2 +y
=1

est équivalente a la norme de W12 ().

W (Q) = {u e Wml (Q) / g;" e WmIP(Q) Vi= 1...N} .

1I revient au méme d’introduire

W (Q) = {u e rr() /e wee lalsm 9. € L7(Q) el que }

JouD% = (1) [ gup Vi € C(Q)

On note D*u = g,.
L’espace W™P (§2) muni de la norme

lallymn = > 1Dl

0<]al<m

est un espace de Banach.
On pose
H™(Q) = W™2(Q).

Définition 1.1.3 Soit 1 < p < co, Wy (Q) désigne la fermeture de C° (Q)
dans WHP (Q). On note

H; (@) = Wy™* (Q).

L’espace VVO1 Pmuni de la norme induite par rapport WP est un espace de
Banach réflexif si 1 < p < 0.
H; est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.



Proposition 1.1.4 WP est un espace réflexif pour 1 < p < oo et séparable
pour 1 < p < oo.

Corollaire 1.1.5 Soit 1 < p<o00. Ona

sil< p< N alors W (Q) — L (Q), ou
sip=N alors WP (Q) — L1(Q), Vq
sip>N alors WP () — L>(Q),

avec injections continues.

Théoréme 1.1.6 [6] (Rellich-Kondrachov)
Soit Q un domaine borné de classe C'. On a

)

sip<N alors W (Q) — L1(Q), Vqell,p 0@}%:
sip=N alors W' (Q) — L1(Q), Vq € [1,+o0],
sip> N alors W (Q) — C (Q) ,

2|=

1
p

avec injections compactes.

Remarque 1.1.7
H' (RY) = Hy (RY) .

Lemme 1.1.8 Soit u,, € H} (). Siu, — u dans Hj (Q), alors

/|V —u|dm—/|Vun| dm—/|Vu| dr+o(1).

Proposition 1.1.9 [6] (L’inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert borné de RN . Alors il existe une constante C' telle que pour
tout u € Wy ()

[ull, < C|Vull,. (1.1)

L’inégalité (1.1) reste vraie si on suppose que §) est seulement de mesure

finie.

Lemme 1.1.10 (lemme de Brézis-Lieb)
Soient Q un ouvert de RN et u, € L, 1 <p < co. Si u, est bornée dans LP
et u, — u presque partout dans §2, alors

zim (Jually =l = ) = [l



1.2 Reésultats généraux

Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach, une suite (u,), de X con-
verge faiblement vers u siVf € X' (le dual de X), f (u,) — f(u). On note

Uy — U.

Définition 1.2.2 Soit X un espace de Banach et soit J [’injection canonique
de X dans X". on dit que X est réflexif si J(X) = X".
Lorsque X est réflexif on identifie implicitement X et X".

Théoréme 1.2.3 [17) (Eberlein-Shmulyan)
Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si de toute suite bornée
(un),, de X contient une sous-suite qui converge faiblement dans X.

Théoréme 1.2.4 [6] Siu, — u, alors ||u,|| est bornée et

|lul| < lim inf ||u,]| .
n—oo

Théoréme 1.2.5 [6] Soient (u,), une suite de LP et u € LP, tels que
|wn — ull, — 0. Alors il existe une sous-suite extraite (uy, ), telle que

Up, () = u(x) p.p. surQ
[Un, | < h(2) VEk et p.p. sur Q, avec h € LP.

Définition 1.2.6 Soit u une fonction de classe C' au voisinage de 0%, la
dérivée normale de u en o € 0S) est définie par
ou
ov

ot v est la normale extérieure.

(0) = Vu(o).v(o) = (Vu(o),v(9)),

Définition 1.2.7 (Suites de Palais-Smale)
Soit F une fonctionnelle de classe C* sur un espace de Banach. On dit
qu’une suite (u,), est une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle F' si

|F (u,)] <C  VYneNouCeRT
|F" (un)|| = 0 quand n — +oo.

Définition 1.2.8 (Condition de Palais-Smale)
On dit qu’une fonctionnelle F' définie sur un espace de Banach X vérifie la
condition de Palais-Smale si de toute suite de Palais-Smale on peut extraire
une sous-suite qui converge fortement dans X.



Définition 1.2.9 (Condition (P.S)ﬁ>
Soit 5 € R. On dit que F vérifie la condition de Palais-Smale au niveau (3

(et on écrit en abrégé F vérifie (P’S)B>’ si pour toute suite (u,), telle que

F(un) —
F' (u,) — 0,

on peut extraire une sous-suite convergente dans X.

Théoréme 1.2.10 [6] Soit Q un ouvert borné. Il existe une base Hilherti-
enne (e,), de L? () et il existe une suite (\,),-, de réels avec A, > 0 et
Ap — o0 tels que

e, € HY () NC>(Q),
—Ae,, = M\en sur 2.

On dit que (\,),,~, sont les valeurs propres du —A (avec condition de Dirich-
let) et que les (e,), sont les fonctions propres associées.

Théoréme 1.2.11 [15] (Principe du mazimum fort)

Soit Q@ un domaine borné de RV. Siu € C*(Q) N C (Q) vérifie —Au < 0
et u atteint un maximum positif ou nul o l'interieur de 2, alors u est une
constante sur ).

Théoréme 1.2.12 [15] (Principe du maximum de Hopf)
Soit Q un domaine borné de classe C*. Siu € C*(Q)NC (Q) est une solution
du probléme
—Au =g (u) dans,
{ u=20 sur 0f2.

qui vérifie % =0, alors u est une constante sur €.
Théoréme 1.2.13 [1/] (Gidas-Ni-Nirenberg)
Soit B la boule unité dans RY. Supposons que g € C* (B) et u € C*(B)
satisfaisant
—Au =g (u) dans B,
u >0 dans B,
u=1>0 sur 0B.

Alors u est une solution radiale et u' (r) est négative.



Définition 1.2.14 Un domaine ) est dit étoilé par rapport a un point xg,
st pour tout x dans €2, le sequement joingnant xo & x est contenu dans €2 i.e

VeeQ (1—t)xy+te €Q pour tout t € [0,1].

Théoréme 1.2.15 [9
Soient H un espace de Hilbert réel et ¢ une fonctionnelle de classe C* (H,R)
satisfaisant les hypothéses suivantes:

(F1) ¢ (u) =¢(—u), ¢ (0) =0 pour tout u € H,
(Fy) Il existe B > 0 tel que ¢ vérifie (P.S) dans |0, 5],

(F3) Iis existent deux espaces fermés VW <— H et deux constantes positives
p,0 tels que

i. ¢(u) < B pour tout u e W
it. ¢ (u) =8 pour tout u € V,||ul| = p

315. codimV < +o0.

Alors il existe au moins m paires de points critiques, avec

m=dim(VNW)—codim (V +W).

1.3 Multiplicateurs de Lagrange

Définition 1.3.1 Soient X un espace de Banach, F € C' (X,R) et un en-
semble de contraintes

S={veX /F(v)=0}.

On suppose que pour tout uw € S, on a F'(u) # 0. Si J € CYX,R)
(ou bien de classe C'sur un voisinage de S ).

On dit que ¢ € R est valeur critique de J sur S s’il existe u € S, et A € R
tels que J(u) = c et J'(u) = A\F'(u). Le point u est un point critique de J
sur S et le réel X est appelé multiplicateur de Lagrange pour la valeur critique
¢ (ou le point critique u).

Lorsque X est un espace fonctionnel et I'équation J' (u) = A\F’ (u) corre-
spond & une équation aux dérivées partielles, on dit que J' (u) = AF' (u) est
I’équation d’Euler-Lagrange satisfaite par le point critique u sur la contrainte

S.
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Proposition 1.3.2 Sous les hypothéses et notations de la définition 1.3.1,
on suppose que ug € S est tel que J (ug) = érelg J (v). Alors il existe A € S tel
que

J (up) = ANF' (ug) .



Chapitre 2

Solutions positives pour un
probléme elliptique contenant
’exposant critique de Sobolev

Dans ce chapitre on s’interesse & I'existence de solutions positives du prob-

léme suivant:
—Au =uP~' + Au dans Q,

(Py)q u>0 dans €,
u=20 sur 0.

ot 2 est un domaine borné de RY (N > 3), p = 2* est I’exposant critique de
Sobolev et A un parametre réel.

Le travail de Brézis-Nirenberg [8] constitue un des articles les plus impor-
tants, pour ’étude des problémes elliptiques non compacts, ils ont démontré
que 'existence de solutions positives dépendent du parameétres A et la dimen-
sion N. Dans ce chapitre nous essayons de donner les principaux résultats
concernant ce type de problémes.

Des resultats d’existence et de non existence sont établis:

Résultats de non existence:

Théoréme 2.1 Le probléme (Py) n’admet pas de solutions pour A\ > A,
ou A1 est la premiére valeur propre du (—A, Hy (Q2)).

Théoréme 2.2 Si Q) est un domaine étoilé, alors le probléme (Py) n’admet
pas de solutions pour tout A < 0.

Théoréme 2.3 Lorsque N = 3, et  une boule alors le probléme (Py)
n‘admet pas de solutions pour \ < }1)\1.

11
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Résultats d’existence:

Les résultats d’existence dépendent de la dimension. On distingue deux cas
N >4et N=3.

Théoréme 2.4 Si N > 4, le probléme (Py) posséde une solution pour tout
A€ (0,A).

Théoréme 2.5 Si N = 3, et Q est une boule, le probléme (Py) posséde une
solution pour tout A € (}1)\1, )\1).

2.1 Preuve des résultats de non existence

Preuve du théoréme 2.1 :

Raisonnons par ’absurde. Supposons que le probléme (Py) admet une solu-
tion u, soit ¢, la fonction propre associée a la valeur propre A\;du (—A, Hj (2)).
Multiplions I’équation (P,) par ¢, et intégrons sur €2,

/Q(—Au) ©, dx:/gupl 1 dx—l—)\/ﬂugpl de > )\/ugol dr (2.1)

Q

car u ety sont strictement positives dans ).
D’autre part,

B ou 0y,
/Q(—Au) 0, de = /Qu Ap, dx /69 <g01% u%) do (2.2)

= Al/ugoldx.
Q

ol v est la normale exterieure a 0f).
D’aprés (2.1) et (2.2), on obtient que A < A\; ce qui est absurde. m
La preuve du Théoréeme 2.2 est basée sur 'identité de Pohozaev.

Lemme 2.1.1 (Identité de Pohozaev)
Soit Q un domaine borné régqulier de RY, supposons que u est une solution
réquliere du probléeme suivant:

(]5){ —Au=yg(u),

u=20.

ol g est une fonction continue, alors

¥/Qg(u)udx+N/QG(u)dx:%/89($'U>

2

ou do.

ov
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ou

et v est la normale exterieure a OS).

Preuve : .
Multiplions I’équation (P) par z.Vu et intégrons sur 2,

Q

) e [Slot) o oo

1=

/Q(—Au) x.Vudx:/g(u) z.Vudz

Posons

N

0 ou Ou

-3

by ax? "Ox; Oz ' Ox;0x; — ox; ’

D’apres (2.3), on a

_/Qﬁ;(g(u) ) /Z (8% aa;j )dm+/|Vu| dz.

(2.4)
Posons

B = /ZN: 0 xl]Vu|2 dx
B £~ Ox; "2

N
— /|Vu| dx+/ Z (890] 3x]8xz>dx

Alors

N

N
Ou O 0 (Lo, N[
i) dr = 9 1 Al "

/Q zjl (033]-%833]-8@) . /QZ o, (%2 Vul ) T3 : \Vul® dx

1,]= =1
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Par la formule de divergence, on obtient

/Z (@:133 833]0351) - /BQ;$%|VU| Ui dU——/|Vu| dx

1
= - Vul? z.v da——/ \Vul® do  (2.5)
2 Joa 2 Jo

et

N N
0 ou Ou Ju Ou
4= /92 o (onam) = [, 2 (Gran) o

Comme u est nulle sur 0f2, alors

Vu = (Vu,v)v = g—zv sur Of.

1= [ (Sed) (Some) o=,

D’apres (2.5) et (2.6), (2.4) devient
rwdo = /Z dx—I—l \Vul? 2.0 do
: : 2/ :

——/|Vu| dm—i—/|Vu|2dx,
2 Q Q

A s’écrit

ou|?

50| &Y do. (2.6)

a_u2

/8Q 8’U

1 ou|? / al ( ou >
— —| zvdo = -— u) x; dx
2/69 ov Q; 9(u) Oz;
+ﬂ/ \Vul? da. (2.7)
2 Ja

D’autre part, on a

N

/Q;(%(xa dx_/NG dx—l—/ﬂf;( 8@) de.

1=
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En utilisant la formule de divergence, alors

[ wow dr= [ 6o,

o0

puisque u = 0 sur 0N alors G(u) = 0, par conséquent
/ N G(u / Z ( ) dz.

oul?

ov

(2.7) devient

/NG /|V|dx+1/
289

Ce qui conclut la preuve du lemme puisque

/Q]Vu|2 dx:/Qg(u) u
n

Preuve du théoréme 2.2 :
Raisonnons par 'absurde. Supposons que u est solution de (Py). Appliquons
l'identité de Pohozaev avec g(u) = uP~! + A\u, alors

z.v do.

ce qui donne

2N u? 1 2
/up1+)\u)udx+N/< +>\2>dx:§/mg—z z.v do,
donc )
1 ou
A widr == —| zvd 2.8
o= [l e &

comme ) est étoilé par rapport a l'origine, alors x.v > 0 pour presque tout
x € 0fd.

On distingue deux cas:

SiA<0onawu=0 cequiest absurde.

0
SiA=0ona a—u = 0 sur 092. D’apres le Théoreme 1.2.12 (principe du
v
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maximum de Hopf) on a que u est une constante sur 2.

Donc
O:/—Au:/up_ldx,
Q Q

alors u = 0 dans 2, ce qui est absurde. m

Remarque 2.1.2 1. La situation est differente quand €2 n’est pas étoilé.
Kazdan et Warner [18] ont démontré ['existence de solutions radiales
pour tout A € (—o0, A1) et Q un anneau.

2. Pour A =0, Coron [12] a démontré [’existence d’au moins une solution
pour £ un domaine borné avec une certaine condition géométrique.

3. Brézis-Nirenberg [8] on démontré 'existence d’une solution, pour A\ =
a(x) ot a(x) € L>®(Q) telle que a (x) = § dans un sous-ensembe de )
et 0 une constante > 0.

Preuve du théoréme 2.3 :

Pour simplifier on prend €2 est la boule unité. Raisonnons par ’absurde.
Supposons que u est une solution de (Py) et A < zl;/\l' Le Théoréme 1.2.13
(de Gidas-Ni-Niremberg) assure que u est une fonction radiale i.e

u(z) = u(] 2 |) = ulr).
Le probléeme (P,) s’écrit donc

—u” — 20’ =u5 + Mu sur [0, 1],
(71) { W(0) = u(1) = 0.

Soit 1 € C°(2) telle que ¥(0) = 0.
Multiplions 1’équation (P;) par r?iu’ et intégrons sur [0, 1],

1 9 1
/ (—u” — =) rpu dr = / (u® + \u) r*pu’ dr. (2.9)
0 r 0
Posons
1
2
I = —/ (u" + =u')rPpu'dr
r
= -2 O/l(u')2r W dr — /1 w'u"r? dr
0 0
1 N2 1 1,12
= —2/ (u')?r o dr — {ﬂrz ] —|—/ () (27 9+ %)) dr
0 o Jo

2 2



17

et

1
I, = / (u® 4 Au) r*yu’ dr
o X
= / u5r21/1u'd7“+)\/ u r*pu’ dr
0 0

u6 2 :|1 1 Uu 2 7 |:U 2 :|1
— _7'1 J— JR— 2"" _i_/r dr‘—i—A —r
- |:6 ¢ / 6( lb ¢) 2 1/) .

L2
—/\/ —(2r¢ + ¥ )dr,
0 2
comme u(1) = 0 alors
1,6 L2
I, = —/ — (21 4+ 12 )dr — )\/ — (219 + 2 )dr.
o 6 0o 2
Ainsi (2.9) devient

| wpGr =) ar = S@pe)

1 1
= _/0 %6(2rw+r2w')dr—)\/0 %Z(QTw—I—rQw’)dr. (2.10)

Multiplions I’équation (P;) par (%Tzw' — rip)u et intégrons sur [0, 1],
! 2,1 ! 1
/ (—u" — =) (% —r)u dr = / (u® 4+ M) (zr*)" —r)u dr. (2.11)
0 r 2 0 2
Posons
! 2,1
I; = / (—u" — =) (=r% — ro)u dr
0 r 2

= /1[—u”u (17’2¢/ — 1) — 2u'u(1r¢/ — )] dr
0 2 2

1

= -2 /01 u'u(%rw' — ) dr — {u'u(%r%ﬁ/ - 7’¢)}

0

1

1 1

[ G i gt ! = s ur) dr
0
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comme u(1) = 0 alors

! 1
= /o W) (%r%’ - w) dr+/0 u'u (—7’¢'+2¢+ %7’%” — w> dr
- /1(ul>2 (17“21?/ - @D) dr + /1 u'u <¢ — ) + 1r2¢") dr
0 2 0 2
2

_ ! N2 12/ d U / 12//1
- /O(u) <§r¢—r¢> r+ 5(1/1—7‘1& +§T¢k

_/lu_2|:¢/+T77Z)”+ﬁwm_¢,_r¢”:| dr
0 2 2

1 1 1 1
= / (u')? [—r%/ -7 14 dr — —/ w?r?y" dr,
0 2 4 Jo

1
I, = /o (u® + Au) (%T%Z/ - r¢) w dr
1 1
= /0 ub (%TQLZJ' — mb) dr + )\/0 u? (%T%Z/ — m/;) dr
Ainsi, (2.11) devient
1 1
N2 1 2 11 1 2.2 1M
[wr (3w —re)ar- [Crura
1 1
— /0 u® <%r2w' - rzﬂ) dr + )\/0 u? (%r%ﬂ' — 7 ) dr. (2.12)

Soustrayons (2.10) & (2.12), nous obtenons
S -1 [
/1 6{ —rp+ - r¢'+2’r¢)]dr
0

/ [ r2 —r o+ = (r21p'+27’w)} dr

1
/ rw —r? dr = /0 u? ()\w' + i?ﬁ”’) r2dr

et

Ce qui nous donne



Prenons
Y(r) = sin <\/ﬁr> ,
tel que
V(1) 20, M+ 1 =0
et

rip — r?Y = rsin <\/Er> — r%V4\ cos (\/ﬁr) > 0 sur(0,1]

car
sind — 0 cos® > 0 pour 0 € (0, 7]

ce qui contredit ¢ (1) > 0. =

2.2 Preuve des résultats d’existence

Posons
Sy = inf Vaul|? — A ||ul/?
v=nt {9l A )
[lull,=1
et

S=28,= inf Vaul?
0 ueglé(m{\l ull5}
], =1

S est appelée la meilleure constante de Sobolev pour I'injection

HY(Q) — LF(Q).

Propriétés fondamentales de S
Lemme 2.2.1 S est indépendante de §2, et ne dépend que de N.

Preuve :
Montrons que S ne dépend pas de §2. Ceci revient a démonter que

S(@) =5 (RY),

puisque 2 C RY, alors S (Q) > S (RY).
On a pour tout € > 0, il existe u € H} () telle que

19

(2.13)
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On pose

_ | u dans ©,
“Z1 0 dans RM\Q.

et
ug () = u (kx),

on remarque que u; € H} (]RN ), alors

S(RY) < ||V“’“!§: Jer [V (k)]
lurll,  (fon @ (k2)P)?

Jo IVu (k;x)]z .
(Jo lu(ka)[") 7

En posant y = kx, on obtient

Jo | Vu )" 2k dy
(fo lu ()" k~Ndy)
IVull, _ g0y 4.

i

S (RY)

p

comme ¢ est arbitraire, on obtient
S(Q) =5 (RY).
]
Lemme 2.2.2 S n’est j’amais attient quand 2 est un domaine borné.

Preuve :
Raisonnons par ’absurde. Supposons que pour un domaine borné €2, S est
atteint par u € H} (2). Prenons que u > 0 si ce n’est pas le cas on remplace
u par |ul.

Soit € une boule qui contient Q et posons

_ | u dans S},
“T 1 0 dans O\Q.

On remarque que S est aussi attient dans Q par @. Par le théoreme des mul-
tiplicateurs de Lagrange (on suit les mémes calculs de la peuve du théoréme
2.4) @ satisfait —Aa = p@ pour p constante > 0.

Ce qui contredit le Théoréeme 1.2.11 (principe du maximum fort) car @ ne
s'annule pas seullement sur 9. m
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Lemme 2.2.3 Si Q =R, alors S est atteint par la fonction extrémale
oy —N=2
U(x):C’(1—|—|x| ) ’.

Pour la démonstration voir Th. Aubin [3], G. Talenti [23] et E. Lieb [20].
Par la suite on prend N > 4.
La preuve du Théoréme 2.4 est basée sur les deux lemmes suivants:

Lemme 2.2.4 On a Sy < S pour tout A > 0.

Preuve :

Supposons sans perte de généralité que 0 € . Soit ¢ € C'° (€2) une fonction
positive telle que ¢ (x) = 1 dans un voisinage de 0.

Estimons le quotient suivant:

2 2
_ Vuelly = Mluelly

2
[uell,

Qx (u)

Y

ou

1. Commengons par calculer ||Vau,|)3:

Vo) — (N-2p@@)z

Vu, = N3 ~
(e + |x|2) 2 (e + \x|2) 2

> Ve (2)]” 2 [ ¢ (@) |af
|\Vu.|"dx = ——— 5 dr + (N - 2) ——xdv
/Q /Q (5—1— |:L'|2) /Q (5 + |z )
Vo (2)] ¢(z) ||
o (e

—2(N —2) dz,

¢ =1 au voisinage de 0 donc V¢ = 0, par suite

. Ve ()
lim Wdl’ S Cl

e—0 Q (€+ |l"

Ve (2)] ¢ (x) |z]

deCZ

lim (
=0Jq (5+|:B]2)
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C1 et Cisont des constantes positives indépendantes de . Alors

/Q|Vu£]2daz = (N—2)2/Q(p2($—)|x|2dx—l—0(1)

(e + )"
_ Y KN . (% (z) = 1) |z
= (V=2 [/Q (5 + |x|2)Nd - /Q (5 + |x|2)N

Puisque ¢? — 1 =0 au V(0), nous obtenons

+0(1)

2

/|Vu5|2dx = (N—Q)Q/Lﬂdx—l—O(l)
Q Q (e + |z]7)
’2

2 |z
= (N — —  _dx
( 2) /RN (5 N |x|2)N

2 |$|2
—(N — ————dx+ 0O (1).
oo | oW

Comme 0 ¢ RN\, ainsi

/Q|Vu€\2da: _ (N —2) /RN (|x—|2Nda:+O(1).

€+ |a:|2)

x
Posons y = —, alors

\/g
2 N
/Q|Vu5|2dx - (N—2)2/R e Wl o

ou
|2

Y
= w-2p [ i o,
BN (14 [yl%)

(N-2)z

V()= — et VU=~
(e +z*) ® (1+ |z[%)



2. Calculons HuEHIQ):

P
/ lu." de = / %dw
Q Q (e +|z]%)
1 Pz) —1
e [
2 2
@ (¢ + |af) @ (e + |af)
Puisque ¢? — 1 =0 au V (0), nous obtenons

1
/|u5|pdx _ /—Mdﬁou)
0 (e + |z]°)

1 1
/RN (e + |x|2)N RM\Q (e + |x|2)N

comme 0 ¢ €, alors

1
Q RN (g + |z]7)

x
En posant y = —, on obtient

NG

N

o)
luc|P de = / dz 4+ O (1)
/Q RN gN (1 + |x|2)N

K!
= ﬁ2+0(1)7
€2

ou

1
K =/ S N -

K,
el = 5z T O00)

ce qui donne

ou

LSAIN)

Ky = (Ké)

23



En effet, appliquons le théoréme des accroissements finis & la fonction

on trouve que

ou

< (o))"
< 0O (e)

3. Calculons |u.|
2
/ |Ua|2dl' = / %dl’
Q Q (e + |z]7)
2 —1 1
= / %dl”r/ v d,
2 2
Q (e + |z]°) (e + |z]7)
puisque ¢? — 1 =0 au V (0), on obtient

1
Q Q (e + |z]°)
N-1

En étudiant la convergence de /Q 7a(N_3)
N > 5.
Pour N > 5, on a

1 1
0 RV (g4 |z]%) RN\Q (e + |z]%)

comme 0 ¢ RV\Q, on a

Q RN (e + |z]%)

24

)dr, on distingue deux cas: N =4 et
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x
On pose y = —, on obtient

Ve
N
2

2 g
Ue dx:/ —dy + O (1).
/Q| | mY eN=2 (14 [y?)" W

Alors K
3
luell; = == + 0 (1),
£ 2
ou
K 1 d
3= EE— A VB
=Y (14 [y?)"
Pour N =4,

/|u€|2dx:/;22dx+0(l),
Q Q(5+]as\)

puisque ) est un ouvert borné contenant 0, il s’en suit qu’il existe deux
constantes 0 < Ry < R, telles que

B(0,R;) CcQC B(0,Ry),

ce qui donne

1 1 1
/ 22d$§/ 22dx§/ 22d:c
BO.Ry) (g + |2]7) 2 (e +|z[%) BO.R) (e + |z]”)

dz
Commengons par calculer —
BO.R) (e + |z[7)

dx Rop3
T o2 v —ﬂdr
BOR) (e + |z[°) o (e+71?)
1/R 4r3 + 4dre /R er
—wl|of T g [
4 ), rt+2er? + g2 o (e+712)

1 2% efe 1 71"
= | 2 g
w“4 og(€~|—r)} +2{25+r2}

0 0

_ |t 22 _ Loy st 1
= {4log(€—|—R) 4log(e)+2€+R2 2}

= —%log () = % loge| + O (1).
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Alors
ucll3 = K3 [loge| + O (1),
avec w
K3 — 5
Donc %
o +0(1) siN=>5,
e 2

2
lucll; =

Kslloge| + 0O (1) si N =4.

K1,K5 et K3 sont des constantes positives qui dépendent seulement de N tel

Ky
ue — = S.
D’aprés ce qui précede on obtient

(K1 — AKselloge| + O (e) .
N =4
K>+ 0 (e) . ’
D) =9 g e+ 0 5L>
~ si N > 5.
K2+O<57>

Par le théoréeme des accroissements finis, on peut démontrer que

1
=—+yC,
r+y Y
ce qui donne
(K K.
F;—)\erﬂogd—{—O(e) siN =4

Q)\ (us) == i K
—1—)\—364—0(6%) siN>5

( K.
S —Aelloge| + O (e) si N =4,
Ko

K
S—/\—36+O<E%> si N > 5.
\ KQ

Pour ¢ assez petit, on a Q) (u:) < S d’ou le résultat. m
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Lemme 2.2.5 57 .S, < S, linfimum S\ est atteint.

Preuve :
Soit (uy), une suite minimisante pour Sj i.e,

[[tnll,, = 1, (2.14)
Tim (||l = [lunll3) = S (2.15)

La suite (u,) est bornée dans H} (). En effet, par le I'inégalité de Poincaré
(Proposition 1.1.9), on a

/|Vun|2—i/|Vun|2§/|Vun|2—)\/ 2 < Sy + 0 (1).
Q )\1 Q Q Q

Par conséquent
A
(1 - A—) Va5 < Sy +O(1).
1

Comme H] (£2) est un espace réflexif alors il existe une sous-suite notée (u,,)
satisfaisant

u, — wugdans Hy(9),
u, — ugdans L?(Q),

u, — Ug presque partout dans €.

Posons v,, = u,, — ug, alors

v, — 0dans H)(9),

v, — 0 presque partout dans ).
De (2.13) et (2.14), on obtient
S < |[Vuall3,
(2.15) nous donne,
S = 5 < M lim [ 2 = Aol .
car u, — ug dans L?(Q).

Comme S — S, > 0, alors uy # 0.
Puisque u,, — up dans H} () par le Lemme 1.1.8, on a

. 2 . 2 2
T ([} = Jim (19, ~ Vol (2.16)
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En remplagant (2.16) dans (2.15), on obtient

Tim [V 2 + (Vo2 = A fluall2 = S5 (2.17)

Par le Lemme 1.1.10 (Lemme de Brézis-Lieb) et le fait que w,, est bornée
dans L? (), on a

T (= al) = ol
or
[unll, =1,
donc
_ p 3 p
L= luolfy + lim. {Ju, 7

Comme 2 < p, alors
2
[uoll, > lluolly ,

et
2
[vall, > lloall; ,

car [Juoll, et J[oall, € [0,1]
Ainsi

2 . 2
1< Juoll? + Tim o 2.

En utilisant 1'inégalité de Sobolev, nous obtenons

2 1 2
lonll, < 5 [IVeallz

il s’en suit que
1
1< Juoll, + 5 Jim [[Voull;- (2.18)

Il nous reste & monter que ug # 0. Pour cela, il suffit de montrer que

IVuolly = Alluoll < Sx [[ull, - (2.19)
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On distingue deux cas:
1. Soit S)\ > 0.
Multiplions (2.18) par S,

)

Sx < Sy [Juoll, + 5

lim HVUHHIQ),
n—oo

or S\ < S donc
S < Sy Juolly + lim [[Von 3.

(2.17) devient
. 2 2 2 2 | 2
i[9 3+ 90l = X o3 < Sy uol3+ Jim [V 3.

Ce qui implique

2 2 2
Vol — Aluolly < Sy lluoll,

dont (2.19)
2. SOit S)\ S 0
On sait que ||u0||12) < 1, alors

Sx lluoll2 = S (2.20)

En remplagant (2.20) dans (2.17), on obtient

IVaolly = Mluolly < [IVuolly + lim [[Vou[l; = Mluolly < S [luoll, ,
n—oo

on obtient (2.19). =
Preuve du théoréme 2.4 :
Soit ug € H} () (donnée dans le Lemme 2.2.5) telle que

luoll, =1 et | Vuoll2 — A fluoll? = 5.

Supposons que 1y > 0 dans €2, si ce n’est pas le cas on remplace ug par |ug|.
Appliquons le théoréme des multiplicateurs de Lagrange.
Posons

F(u) = full, - 1,

J (u) = [[Vully = Aull3,



A = {ueH} (@) /F()=0}
= {uem @ / Jul,=1}.

Calculons la différentielle de J et de F

30

[ IV (ug + tv)|* do — X [, Jug + tv|* dz — [, |Vuo|* d

(J (ug),v) = 1im<

t—0

+)\ [ Juol? da:)

t

t

. <2t [o VuoVudr + ¢ [, |[Vo|* do — 2Mt [, ugvda
= lim
t—0 t

t

= Z/VUOVUdm—Z)\/uovda:.
Q Q

tol’ dox — Pd
(F' (ug) v) = lim J [0 TP = Jg ol
) 50 n )

A2 [ o) d:v)

La formule de Taylor appliquée a la fonction ¢ (x) = |z|” donne
[uo + ol = [uo|” + (p) tugv uo["~* + O (£7) ,

donc

(F" (ug) ,v) = p/ \uo\p_2 upvdz,
Q

de la
(F' (o) , ) =p/ ol dz = p £ 0.
Q

Alors par le théoréme de multiplicateurs de Lagrange, il existe 5 € R tel que

(J (ug) ,v) = B{F' (up),v) Vv € H(Q),

2/ VuyVodr — 2)\/ upvdr = p/ ug [u)’ P vdz Vv € HE (), (2.21)
Q Q Q

pour v = ug

2/9|Vu0|2dx—2)\/Q|uo|2d$:5(P)7
25}\:6(])):
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de la, (2.21) devient

/ VugVudr — )\/ ugvdx = S,\/ Up ]uolp_2 vdx Vv € Hy (Q).
) Q Q

1
donc =S, > 0 puisque A < \;. En posant u = S{ *ug, on obtient

1 —55 =
S / VuVodz—\S, 7 / wodz = 8,5, 7255} / ulul” vdz Yo € Hq (),
Q Q @

/Vqudx—)\/uvdx:/u\u]p2vdx Vv € Hy (Q).
Q Q Q

Ceci représente la forme variationnelle du probléme (Py). alors u est une
solution de 'EDP —Au = \u +v?~!. m

Pour la preuve du Théoréme 2.5 nous avons besoin du lemme suivant
Le probléme (P,) dans le cas N = 3 s’écrit

—Au=1v’+ \u dans Q,
u>0 dans €,
u=10 sur Of).

Pour simplifier on prend

Q={zeR’/|z| <1}.

2

Ainsi la premiére valeur propre du (—A, Hj (2)) est A; = 72 et la fonction

propre associée a A\; est p; (z) = w
x

Lemme 2.2.6 On a Sy < S pour tout A > }1)\1.

Preuve :
Comme précédemment, on estime le quotient

2 2
_ Vuelly = fluelly

2
e g

Qx (u)

avec
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o p € CX(Q) telle que ¢ (0) =1, ¢ (1) =0, ¢’ (0) = 0.
Calculons || Vau,||3:

() re(r)
(e + 7"2)% (e + 7"2)g

(r) =

ugzdr — W ! ‘P’(T)l (7”)3 2

/QW | /0 (e+12)2  (e+1r?)?
[ (¢ ()" r(p(r)”  2re(r) ¢ (r) 2
- A <e+ﬂ>+<e+ﬂf @+w%2] "

En integrant par parties le troisiéme terme, on obtient

2/0 (e +12) dr = (e +12)? U+/0 (0 (1) i)
_ e )]
(e+r2)4]d'

Comme ¢ (1) = 0, alors
- /01 w()s(:) ;’i)(;)dr N /01 (o () l(a ir;)Q B (e jr;)s] u

ce qui implique

IVuell; = w/ol (SO/JY»Q rdrt w/o1 @) l(e ir;)2 (e j—r;)g] v

(e +1?)
W L), -+ Swe (e (r)?r? -
_ /0 3 /0 S (2.22)
1(90/(7°))2 2 B ! / 2 ! ' 2 2
/0 (8+T2)r dr = (¥ (r)) dr—i—/o (" (1)) {m — 1] dr

/
_ /01 (¢ (T))er—e/o ((‘51722)) dr
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Appliquons le théoréme des accroissemant finis a ', 3 z € |0, r| tel que

Comme ¢ € C* () alors il existe A > 0 tel que

90, (T> < Ar,

ce qui nous donne

/01 ((i'irznger < /01 (¢ (1) dr —cA /01 e fﬁ)dr

- / (@ (M) dr +0(2),

et

/01 CIG) M /O1 %dr + /01 ()" =) 4y (2.23)

(e +12)° £+ 1r? (e +1r2)°
En utilisant le développement de Taylor & ©?, 3 z € ]0, r[ tel que

P (1) = (0)+ 20 9 (0) ¢ (0) + 12 (¢ (2))° + ¢ ()2 (2))

or p(0)=1cet ¢ (0) =0, alors

P =1=1 (¢ () +¢" ()0 (2))

En utilisant le précédent argument, il existe B > 0 tel que

©* (ry—1< Br?,

ce qui implique
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En posant s = nous obtenons

7
)

1 5 % 2.4
/(—3 2dr < B/ 2% cids
o (e+12) o (14 s2)

; L [1]7
< O <5_5> + Be™2 [—]
S 5—%
Ainsi , )
—1
/ Mrzdr =0 <s_é> . (2.24)
o (e+71?)
1 2 5_% 2
/ 4 zdr = / £ 35§ds
o (e+41?) o &3(1+s?)
3 s_% 82
= 6 2 3
o (1+s?)
3 /+oo 82 d 3 /+oo 82
= g 2 s — 2
0 (1+32)3 =3 (1 +52)3
or
3 +o0 82 3 +o00 82
e 2 3 S g 2 L —6dS
gi% (1 + 82) e 2 S
_3 +00
—c 2 |1
< — =0(1
N 3 |:S3:|a_% ( )
Alors
Loy s [T &2
/ —3dr =g 2 / —3ds +0(1). (2.25)
o (e+712) o (1+s?)

Remplagons (2.24) et (2.25) dans (2.23), nous obtenons

Yoy [
/O(i_i_—ﬂ)gdr:aSQ/o mds+o( )

M\»—A
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Ainsi, (2.22) devient

N
=

V|2 () dr+0(2) +3 T o

2 = + 0 () + 3we™ ——ds +

| Vuel|; w/o (@' (r))"dr (e) + Bwe /0 TRk s (8 )
K

= —+ w/ol (¢ (1) dr+ O (€%> , (2.26)

£2

ou
+o0 82
K, = Sw/ —Sds.
o (1+s?)

Notons que

K= [ |VUfdz.

]Rn

Calculons ||u]|? :

1 6
ol = w [ s
o (

1 6 _ 1 1 2
= w/ %ﬁdr%—w/ r—3dr.
o (e+7?) o (e+7?)

Appliquons le développement de Taylor & %, 3 2 € ]0, r[ tel que

T2

(1) = ¢ (0) +6r ¢ (0) " (0) + (30 (' (2))7 ¢ (2) + 60" (2) (2)> :

ce qui donne
o (r) — 1< Cr?.

Ainsi

IN
Q
@)
N
ml
ol
N———
|
Q
ml
ol
(\
‘ +
3
V)] | Vo)
o T
QL
V)
I
@)
N
ml
ol
N———



36

D’autre part

1,2 I
w/ —3dr—e2w/ ————=ds+0(1).
o (e+71?) o (1+s?)

5 3 +o0 84 1
|2 =ebw [ —2——ds+ O(s )
o (1

+ s2)

Alors

Par le méme calcul que précédemment, on obtient
K.
Juells = =2 + 0(<}). (2.27)
€2

Calculons ||u.|f3 :

1 2 2
felp = w [ 0
0 T

Le fait que ¢ € C'° (Q2), alors

1_ 2
/ ep* (1)
0 5+T2

VAN
Q
O\H

[©)
+ o
ﬂl\?
QU
3

— (e [arctan te
= C’s% arctan 5_% =0 <5%> .
Ainsi .
Hung = w/ ©> (r)ydr+ O <€%> ) (2.28)
0
D’aprés (2.26), (2.27) et (2.28), on obtient

HVUEHg - ||Ua||§

[k s
K 1 1
g—%l + wfol (¢ (1"))2 dr + O (65> — \w fol 0% (r)dr+ O (65>

512%—0 (5%)

Q}\ (ua) =

E2
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K, +e2w fol (¢ (r))2 dr — \ezw fol o (r)dr + O (e)
Ko+ O (8)

= S+aé%{/01<¢(r))2dr—x/01<p2(r>dr}+0(g).

o (r) = cos (%m) ,

[wura=7 [ Foa

QA(UG)=5—<)\—%>C’€5+O(5),

On prend

on trouve que

Ainsi

avec .
C:w/ ©® (r) dr.
0

Puisque \; = 72, alors on a bien pour € assez petit Qy (u.) < S. =

Preuve du théoréme 2.5 :

Puisque A > %)\1 alors S\, < S et par le méme calcul de la preuve du lemme
2.2.5 on démontre que S) est atteinte par ug € H& (), supposons que g
> 0 dans § (si ce n’est pas le cas, on remlace ugy par |ugl), ||uo|lg = 1, alors
par le théoreme des multiplicateurs de Lagrange (on suit les mémes calculs
du théoréme précédent), on a

5
—Aug — Ay = Sy,

1
de plus A < Ay, alors Sy > 0, et en pasant u = S} 1y, on obtient une solution
du probléme. m



Chapitre 3

Résultats d’existence et de
multiplicité pour le probléme
de Brézis-Nirenberg

Dans ce chapitre, on s’interesse a l’existence de solutions non triviales du
probléme suivant:

—Au = u+ululf > dans €,
(P) { u=20 sur 0.

ot 2 est un domaine borné de RY (N > 3), \ est un paramétre réel et p = 2*
ou 2* est 'exposant critique de Sobolev, Brézis et Nirenberg [8] ont démontré
que 'existence de solutions positives dépend de la dimension et de la position
de X par rapport a la premiére valeur propre du (—A, H} (Q2)).

Capozzi, Fortunato et Palmieri [9] ont établi 'existence de solutions non
triviales pour tout A > 0 et N > 4.

Cerami, Fortunato et Struwe [11] ont démontré des résultats de multi-
plicité de solutions pour le probleme (P).

Dans ce chapitre nous détaillons les résultats obtenus dans [9] et [11].

Les principaux résultats sont les suivants:

Théoréme 3.1 Si N > 4, le probléme (P)) admet au moins une solution
non triviale pour tout X > 0.

Théoréme 3.2 Pour tout A > 0, si
—2
AT =A< S QY
alors le probléme (Py) admet au moins m paires de solutions non triviales

(e (), —ux (N} k= 1...m,

38
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telles que
|[Vur, (N)]|, — 0 quand X — AT,

ot m est la multiplicité de \*.

3.1 Reésultats préliminaires

Commencons par donner quelques notations et résultats anterieurs.
Pour A > 0 et € > 0, on pose

M =min{\, /A <\, }
ou \, est la n éme valeur propre du (—A, Hj (9)).

Hy = @), >\ M(\)
Hy = &,, . \»+M(A\),

M ()\,) est lespace propre associé a la valeur propre A,,.

On pose
A= max{\,/)>\,}
W) = {ueHy(Q)/u=u +tu, u” € Hy, t € R}
W(e) = {ue Hy(Q) Ju=u +ti., u” € Hy, t € R}
ue (2) = ¢ () U (2),
ot p € C () telle que ¢ (z) = 1 dans V (0)
et
N(N=2)e| T
Ua(x):‘ ( >i‘,2 |
(e +12%)
avec s
N (N -2)| +
U(x):| ( )L .
(1+Jz*)

Lemme 3.1.1 Pour tout € > 0, on a

[Vecly = Mpuelly _ [ §—Cev0(55) sinzs g
||Us||f, S —Celoge+ 0O (e) si N =4,
lucll, < Cce™5 (3.2)

N e

N=-2

Jufimy < Kyer . (3.3)
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Preuve :
1. En procédant de la méme maniére que le chapitre 2, nous obtenons les
estimations suivantes:

l\)

IVur]? = S5 +0 (s T ) (3.4)

]} = 5% + 0 (7°) . (3.5)

€K3+O( 2) SlN}E),

2

||u€||2 = (36)
eKslloge| +0 () si N =4,

ou

D’apres (3.4),(3.5) et (3.6), on obtient

HVU:-:H;—)\“%H; _ S—)\FEC—FO(E%) si N > 5,
e S —A(eCloge| + O (s)) si N = 4.

2. Calcul de ||uc|l;:

[l = vv—29® [ 12O _g,
& (

€—|—]a:|)

= (N(N-2)¢)'7 /%dﬁ/(%dx

(e + [2]?) e+ |z[*)

puisque ¢ (x) —1 =0 au V (0), nous obtenons

.| dz < (N(N—z)g)“f/ﬁdx.
e+ |z

Puisque €2 est un borné alors il existe R > 0 tel que Q) C B (0,

%)

T
Posons y = —, (avec < R) alors
Ve \/_
N-2 e
uly <V =29 [ —
B0) 7 (L4 ) ©



passons aux coordonnées polaires,

oo N-1
N-2 Ni2 r
ol € W@-2)* T [
(0.2) (477
< N+2/xf
< O™l = ot
3. Calcul de [|uc||";
_ p-1
/|u5|p1dm = (N(N—2)e) 7 732 fad ”szdx
Q 2 (e + |z] ) N2
p—1
— (N(N_Q)g)NIz/%dm
Q (e + |:1:]2) 2
Ni2 1
< (N(N-2)¢g) 1 / +2da:
(e + || )
L
< (N(N / ud:v
BV (e + |2f?)
N
L €2
< (NN / e dx
BT (L )
< 8¥K5,
ou
-1
Ks = [[U[l;~
Ce qui conclut la preuve du lemme. m
Lemme 3.1.2 Siu € W (¢), alors pour tout € > 0, on a
1 N(N—2)
Jully > [ltuell, + 5 Hu*Hz — C tPe2nF1  pour tout t € R.
Preuve :
Par définition, on a
Jully = [ do [ 125 ds
Q 0

41

(3.8)
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Par conséquent,

u~ Ftue
||u_+tuaHp |tua||p— Hu Hp = p/dm/ |s|p72s ds
o Jo
tue
—p/dx/ s[P"% s ds
o Jo
—p/d:c/ s[P% s ds
o Jo
u” Ftue
= p/d:v/ s|P% s ds
Q tue
—p/dx/ s|P"% s ds
o Jo

S —

U
En effectuant le changement de variable 7 = —= pour la premiére inté-

s
grale et 7 = — pour la deuxiéme, on obtient
=

1
lall? = [ftucl = Ju~ |2 = p/d:v/ ™ + tue |7 (ru + ) udr
Q 0

1
—p/dx/ ‘Tu_|p72 (tu™) udr.
Q 0

Le théoréeme de Fubini, nous donne

lull2 — N2 — [l |2 = /dT/ 4t P2 (ru + )
}p 2(7’u )}u dz.

Appliquons le théoréme des accroissements finis & la fonction g(z) = 271,

on a
1
el — 2~ [|a= |2 = (o — l)p/ dT/ ru + tueb|" tugude,
0 Q

avec § = 0 (x) est une fonction mesurable telle que 0 < 6 (z) < 1.
Ainsi,

lellyy = [l

1
1Pl < p—l)p/ dT/ }Tu_+tu5«9|p72 ltu.| |u”| da.
0 Q
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Par conséquent,
lally = e[ =[] [

1
SC/ dT/ {|tu5|p*1 ™| + 7772 [tu] }u‘}pil}dx.
0 Q

En effet, pour a,b € R™ on a

P22 giq < b,

p—2
(a+0)" " < { 2P72qP~2 sia > b. (3.9)

Donc
(0, + b)p—2 S 2[)*2 (apr 4 bp72) )

Comme u~ € Hy, alors

ally = ltwclfs = 2

IN

o 1 27 e 1 T

ol el fl 17 e }

IA

D’apres (3.2) et (3.3), on a

[l = el = ™2

<of e o e ).

Appliquons I'inégalité de Young,

1 1
b? avec — + — =1,

ab < pa? + p
c(u) q q

on obtient )
[l [, 27716 < plfu [y + e

1
Ainsi, pour © = —, on obtient

4C
1 1
)||u||§—||tu€||g—||u_||i gz{|u‘||§+0tps%+\\u‘ui Yt (3.10)
De méme . .
_np—1 N-2 o N(N-2
llly "t e < lfum 54+ Syt =
Alors X (
N(N-2)
[ully = el — [[u 2] < 5 ™ [[2 o=

d’ou le résultat. m
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Remarque 3.1.3 Supposons que A = \,, avec A, € o (—A) et notons par
P, la projection sur M (A,).
Posons

uezus_Pnus

Soit {vg} une famille orthonormale qui engendre M (\,,). Par définition

2
||Pnu5||g = Z(/ uevkdx)
Q

k
2 2
< > Mol el
k
2
< COluelly

par (3.2), on a
|Puell, < € 75,

il s’en suit que
N—-2
| Pruc|l, <C e 7. (3.11)

En utilisant (3.8), on obtient

ue —Ppue Ug
el = e = p/dx/ 5P ds—p/dm/ s[5 ds
Q 0 Q 0
ue —Ppue
= p/d:z:/ |s[P% s ds.
Q Ue
S

u —
En posant 7 =
nUe

, on déduit que

1
Jally el = =p [ do [ fue = 7P (we = 7Pou) P dr.
Q 0
Par le théoréme de Fubini, on obtient

1
[l — luell, = p/ dT/ lue — 7 Pyuc|’? (ue — 7Pyus) Pyue de,
0 Q

d’ot )
< p/ dT/ lue — TPyucP " | Pou. | de,
0 0

HﬂeHg - Hung



puisque la fonction g (x) = zP~1
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est convexe, alors

el - uel?| < ?2géﬁjé{mf*+fpw3%V4HRmJdx
< 27 {Jluclf Pt + 1P}
< O LIl I Patell e + 11 Pl } (3.12)
D’aprés (3.3) et (3.11), on obtient
acl = leell| < 0 {7 + 570}
< C {8¥ ter
< Cer. (3.13)
Par le méme argument, on a
2=y = [lue — Pouc|l27
< O {luelz + 1Pl
< C {5¥ + 5¥'p_1}
< C{s 1 +€T_2 Lt;}
< Cce'T (3.14)
De méme
el < lluelly + ([ Pouelly
< C {5%2 + 57%2}
< Ce'T. (3.15)

Ainsi, en remplacant u. par @i, et W () par W (¢) dans le Lemme 3.1.2, on

trouve l’inégalité (3.7).
Montrons que u, vérifie (3.1):

Calcul de || V,||3:

~ 2
||Vue||2

”V (ue — Pnus)”%
HWM@HWﬂ%@—z/V%V&%m,
Q
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Par la formule de Green, on a
IVad; = [Vuelly + IV Paell; + 2/QAPnus (ue) dz
= ||Vue||g+C’||Pnu€||§+20/ﬂu6Pnugdx
- S$%+0 (s¥) . (3.16)

Calcul de ||27€||]2)
D’aprés (3.13), on a

- ~ N2
[l < [[uell; + Ce =,

théoréme des accroissements finis, nous donne

a2 < |’ +ce=
< S¥+O(a¥). (3.17)
Calcul de ||u.|)3:
@l = lluc — Poull2 (3.18)

< C (lluells + | Paell3)
Cﬁo(é;%) si N > 5.
Celoge + 0 (e) si N =4.

IN

En combinant (3.16), (3.17) et (3.18), on trouve que

IValls = MEll; _ [ §—Cet+0("F) siN>s.
||ﬂzs|\,2J S —Celoge+0O(e) st N =4.
3.2 Preuve du théoréme 3.1

Les solutions du probléme (Py) sont les points critiques de la fonctionnelle
d’énergie suivante:

1 S N |
f u:—/ Vu dm——/u dm——/ ul? dx.
v =3 [1vulde =5 [ =1 [ 1

La preuve du Théoréme 3.1 nécessite les deux lemmes suivants:
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Lemme 3.2.1 Pour tout A € R, la fonctionnelle f\ vérifie la condition de

1
Palais-Smale pour tout ¢ < NS%.

Preuve :

Soit (uy,), une suite de (PS), i.e
1 A 1
—/ |V, | do — —/ |ty |? da — —/ |un|P de =c+o0(1), (3.19)
2 Ja 2 Jo D Ja

et

/\vun| do — \ /|un| d:c—/|un|pda:—o 1) (3.20)

Ptin) = Gt ) = (5= 3) [l s <cso).

Par conséquent, on conclut que (u,), est bornée dans Hy (Q2).
Puisque 'espace Hj () est réflexif, on peut extraire une sous-suite notée
(up), telle que

u, — wu faiblement dans H; (), (3.21)
u, — wu fortement dans L? () pour tout ¢ € [1,p|. (3.22)

u est une solution de (Py). En effet, soit ¢ € C° (), de (3.20), (3.21) et
(3.22) on conclut que

(fi(u),0) = (fx (un), @) +0(1) = 0(1).
Par les résultats de régularité (section 3.4) , on a
ue L>*(Q), (3.23)

donc u est une solution classique réguliere de (Py).
Il reste & montrer que u,, — u fortement dans Hg (Q).
Posons

Up = Uy — U

o(l) = <f/l\(un)avn>

— / Vu,Vu,dx — )\/ UpUpdx — / P2 upvpde
Q Q Q

= / [VuVu, + Vo, = X (u+v,) v, (3.24)
0

— w4 v, [P (1 + vy) v, ] d.
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Par (3.21) et (3.22), on a
/Q (VuVu, — A (u~+v,) v,)dx = o0(1). (3.25)

De (3.24) et (3.25), on a
Vvl :/Q\u—l—vnlp_z (u+v,) vpdr +0(1). (3.26)

Montrons que
2
IVunlly = llvally +0(1). (3.27)

D’apres (3.22) et (3.23), on a

/Q’u—kvnyp—? (u+vn)vndx—/ﬂ‘vn‘p
'ug b
/Q/O o€ (1€ + vn |77 (€ + vn) ) déd| .

En posant t = §, on obtient
U

/|u+vn|p2 (u+vn)vnd$—/|vn|pd:v
Q0 Q

1
= '(P—l)// tu + v, [P vpu dtdz
aJo

En utilisant (3.9), on obtient
1
/ |u—|—vn|p_2 (u+vn)vndm—/ |vn|” C’// ||vn|p_1u
Q Q aJo
+ |vn| 772 JulP | dtda

< C/ Uvn\p*lu—l—wnl ]u\pfl} dx
Q

IN

= o(1). (3.28)
D’apres (3.26) et (3.28), l'identité (3.27) est vérifiée.
Puisque
(fr (un) ,un) = 0(1),
alors

[unlly = /Q (|Vun|2 Y |un|2) dx +o(1).



49

En remplagant ceci dans 'expresion de f) (u,) et en utilisant (3.25), on ob-
tient

fa(u,) = %/ﬂ(|Vun|2_)\|un|2) dx 4+ o(1)
= i/ (IVul® = A Jul?) da:+i/ Vo[> +0(1), (3.29)
— N 0 N 0 n ) :

de plus u est une solution de (Py), i.e

[ vul =3y de = [ Jup e = (7)) =0
Q Q
ce qui implique

/Q (1Vul = AJuf?) da > 0, (3.30)
par (3.29) et (3.30) on a

IVoalls < Nfa (un) +o(1)
Alors, par (3.19) pour n suffisament grand on obtient

Vo, |2 < Ne < S7.
Par (3.27) et la définition de S on a
IVl < 572 | Vually +o(1).
Ce qui implique
IVenl (575 = Vel ) <o (1),

On conclut que v, — 0 fortement dans H} (). =

Lemme 3.2.2 Pour ¢ suffisamment petit, on a

1 .~
sup fi (u) < NS?, (3.31)
W

ot W = W (¢) (respectivement W(e)) si A & o(—A) (respectivement \ €

o (—A)).



Preuve :

Fixons v € H (Q)\ {0}

Posons P P tp
g(t)= —/ \Vu|? do — )\—/ u|® dz — —/ |ul? dx.
2 Jo 2 Ja P Ja

La fonction g atteint son maximum au point

N-2

. <IQ|Vu|2da:—AfQ|u|2dx>4
0 pu—

fQ lu|” dz

On déduit que

|Vaull; — A ||u||§)2,

el

max fy (tu) = % (

Pour montrer (3.31), il faut évaluer

2 2
sup {[[Vully = Alull3} -
ueW (e)
flull,=1

Pour cela, on distingue deux cas:
1. X¢ o (—A) (l.eue W(e)). Soit

u=u +tu. avec ||u||p =1,
si € est petit alors ¢ est borné. En effet, par (3.5) et (3.7) on a
1 _p N(N—2)
1 = ||UH§ > ||tus|‘§ + 5 HU Hp — C tPe2nta
n 1
> tP (55 +0 (5%» + = Hu‘Hp.
2 P

D’apres (3.2), on a

IVl = Aully = [[Var|l; = Au|l; + 1 V#ull; = Alftuc];

50

(3.32)

+2{/ [[Vu| [Vtue] = Au™| [tu] dx}.
Q

La formule de Green, nous donne

IVl = Mulls = [|Vu|; = Mu[f; + [ VEue]l; = Alftue])3

—2{/9HAu| e + M| Jtue]] dx}.
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Comme u~ € Hy et t est borné, alors

IVully = Ml < [[Vur [y = Ml |5 + 1Vl = A3
+O (|| Au | Weuell, + [Ju]|, Ituell, }
V|5 = Afu |5 + IV tuell3 = X fftue 3
+C { || A |, lltaelly + fJu ), Iuel, }
V|5 = Afu |3 + IV tue]13 = X w3
+C [l || el

IN

IN

< HVu’H;—)\HQfH;—l—HVtugHg—)\Htusﬂg
+C ||u |, e
3 - Viu |y — Nt 2
< () [ IVl 2w
( ) H H2 “tuaHZ P
+C a7

Posons B , s
Au™,e,C) = (A=) [[u[[, + O flum|[ =75

La fonction h (x) = (5\ — /\) 22+ Ce"T x est négative ou nulle, alors
A(u,e,C)<0. (3.33)

On distingue deux cas:
N(N—2)
a. Si lu~ || < 2Ce 2v+a, alors par (3.10) on a

)

N——
SIS

el < (1= 3 o+ €22 ), + e

Iétude de la fonction h (z) = (1 — 2z + b) » donne que h(xz) < (1+ b)%, donc

Htug||;,2; < <1 t+Ce'T HU_H2 + 0515)2 :
Par le théoréeme des accroissement finis, on obtient
[tue]? < 1+ Cce't |||, + Cez.
D’aprés (3.1) et (3.33), on a
(s-ce+0("F) ) (1+Ce) sinzs,

IV7all3 = Alull; < N :
(S — Celoge + O (¢)) (1+C’52> si N =4,
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(V-2)
b. Si [lu”|]? > 90 v+, alors par (3.32) on a
||tu8||12) <1.

D’apres (3.1) et (3.33), on a

N-2

S—Ce—i—O(aT) si N =5,

Va3 = Allully < .
S —Celoge+ 0O () siN =4

—N—

2. X=X €0 (=A) (leueW(e))
Soit u = u~ + ti. avec ||ul[, =1
Alors

IVul = A llally = ||V |3 = M~ ||; + IIV£ )13 — At
+2{/ (V| V6] = Afu-| 6] dx}
Q
= ||Vu |y = M |l; + Ve )5 — X3
—2{/ [|Vu™| [Vt + X |u| [ti]] d:v}
Q

||Vu
+C |l |12 1), -

= A |2+ (V)2 - A 2
Par (3.15), on a
IVl = Aull} = =|Va | — Al *HZ+ V|2 — X ]

+C Ju [l

En suit les mémes calculs du 1 er cas, on conclut la preuve. m

Preuve du théoréme 3.1 :

Pour la preuve vérifions les conditions du Théoréme 1.2.15.

Pour cela on distingue deux cas:

1. Six¢ o (—A) (A >0)

On pose V = Hy et W = W (¢), on voit que les conditions (F}) et (F3) .iii sont
vérifiées par construction. De plus la condition (F3) (respectivement (F3) .7)
est vérifiee par le Lemme 3.2.1 (respectivement le Lemme 3.2.2). Reste a

démontrer (F3) .ii.
/[Vu] dx——/]u\ da:——/|u|pd:c

Soit u € Hy, alors
A
> 5 (1= 55 ) 1wl - S .
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En utilisant les injections de Sobolev, on obtient

1

A
futw) > 5 (1= 5 ) IVull = C19ull > 50

pour ||Vul||, = p avec p assez petit.
Puisque dim H; N W = 1 et H; + W = H} (Q), alors le probléme (Py) admet
au moins une solution non triviale.

2. xeo(-A)

La méme démonstration en posant W = W (). m

3.3 Preuve du théoréme 3.2

La preuve du Théoreme 3.2 nécessite le lemme suivant:

Lemme 3.3.1 Pour tout A >0, on a

8, = sup fu(w) < (A —A) 12

UEHQ W
De plus, ils existent deux constantes p, > 0 et 5, € (0,5,) tel que
Fr(u) = 8y pour tout u € Hy, |Vull3 = py.

Preuve : Pour tout u € H,, on a

1/ 9 )\/ 9 1/
u) = = Vulde — = | |ul"dz — = ul? dx
e = g [vapde=5 [upae-2 [
1 1
< —()\+—/\)/|u|2dx——/]u|pd:v.
2 Q b Ja

D’apres I'inégalité de Holder, on obtient

NUEEIOEDIT \UIpdx) L

(A= \) Q¥ 22 — %xp.

Soit

N | —

g(z) =
Alors

N
2

sup f (u) < supg (v) = % (AT =)

ucHo x>0

12
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Soit u € Hy telle que | Vul)3 = p,, alors

/ \Vul|? do — )\/ lul? de > (1 - %) IVl
Q 0

Par la définition de S on a

1 A
A >3 (1= 5 ) IVull = C19ull > b

[ ]

Preuve du théoréme 3.2 :

D’apres les Lemmes 3.3.1 et 3.2.1, les hypotheses du Théoréeme 1.2.15 sont
satisfaites en posant V' = H; et W = Hs, alors le probléeme (Py) admet m
paires de solutions non triviales. m

3.4 Reégularité des solutions

La solution u de (Py) donnée dans le théoréme 2.4 (respectivement le théoréme
2.5) qui est dans H} (Q). En fait u € L> (). Ceci est démontré par
Trudinger [24] pour le probléme de Yamabe.

Lemme 3.4.1 Soit u € H} (Q) qui vérifie
—Au = au,
ot a(x) € L> (Q) et N > 3. Alors u € L1(Q2) pour tout ¢ < oo.

On utilise ce lemme avec a = A +uP~2 € L= (Q) (puisque u € L? (Q)).
Alternativement, on a un résultat de Brézis et Kato [7].

Théoréme 3.4.2 (Brézis-Kato)
Soit g : 2 x R — R une fonction de Carathéodory telle que

|9 (z,8)] < K [s|”"" +c(2),
ot p = 2%, K est une constante et c(x) € L~ (Q)NL*(Q). Siue H (Q)

solution positive du probléme

—Au =g (z,u) dans Q,
u=2>0 sur 0f).

2N
N -2

Alors u € L1 () pour un q >
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3.5 Autres résultats

1. H. Brézis et L. Nirenberg [8] ont aussi démontré que le probléme:

—Au=u*"1+ f(x,u) dansQ,
(I)g u>0 dans €,
u=20 sur 0S.

ot f (z,0) = 0 et f(z,u) est une perturbation d’ordre inferieur de u?",

ie
lim Lﬂ) — 0.
U—00 U

En supposant que

fla,u) = a(@)utg(zu),

a(r) € L= (Q),
g(z,u) =0(u) quand u — 0", uniformément en x,
g(xz,u)=o0 (uQ) quand u — 400, uniformément en x,

admet au moins une solution non triviale.

2. A. Ambrosetti, H. Brezis et G. Cerami [1]| ont considéré le prob-

léme suivant:
—Au =uP + \u? dans €,

(I,)§ u>0 dans €,
u=20 sur 0f).

avec 0 < ¢ <1< p, A >0 et Q un domaine borné de RY (N > 3).
Les résultats obtenus sont:
- Pour tout 0 < ¢ < 1 < p, il existe A > 0 tel que pour tout A € (0,A) le

probléme (P,) a une solution minimale u) telle que I’énergie est néga-
tive.
- Pour tout 0 < ¢ < 1 < p < 2* — 1. Alors pour tout A € (0,A) le

probléme (P,) a une seconde solution vy > w,.

3. A partir des résultats de Brézis-Nirenberg [8] plusieurs problémes ont
été étudié en introduisant par exemple un poids de Hardy, nous citons
par exemple les travaux de Jannelli [16] et celui de Ferrero-Gazzola [13].
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