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Chapitre 0

Introduction

Les découvertes des savants de ’époque moderne sont & 1’origine de nos connaissances
en acoustique. Ainsi, Brook Taylor a établi les équations des courbes de vibration
des cordes. Ses recherches furent complétées par celles de Jean d’Alembert, ce de-
nier s’intéressa aux petites vibrations et leur forme en général. Il déduit du principe
fondamental de la dynamique une équation aux dérivées partielles satisfaite par le
déplacement vertical de la corde. De nos jours, elle est connue sous le nom d’équation
des ondes. Elle se trouve partout autour de nous, car nous sommes entourés d’ondes:
sonores dans air, électriques dans les fils, électromagnétiques (radio, micro-onde, lu-
miére visible), sismiques dans le sol.

Cette équation, D’Alembert la résolut. Il montra que toute solution est la somme
de deux ondes progressives, de son co6té Daniel Bernoulli montra également qu’une
corde en vibration produit simultanément une multitude d’oscillations élémentaires
dont la somme donne le son résultant, c’est le principe de superposition (la sommes
de deux solutions de I’équation des ondes est encore une solution).

Les travaux du mathématicien Joseph Fourier apportérent a ’acoustique un théoréme
fondamental sur lequel sont encore construits la plupart des outils d’analyse du son.

Louis de Lagrange résolut de fagon compléte et analytique I’équation de la vi-
bration d’une corde. Cette équation, assimilant la corde & un ensemble de particules
identiques et réduisant la vibration & une somme de vibrations élémentaires, a permis
le calcul des fréquences harmoniques émises par une corde tendu.

Les études des vibrations des corps solides ne purent se développer qu’avec la mise
au point de la théorie mathématique des vibrations élastiques entreprise par Robert
Hooke entre 1660 et 1676.

Les mécanismes de vibrations de plaques solides élastiques furent découverts par
E.F.F. Chladni, I’'un des plus illustres acousticiens expérimentaux. En 1850, G. Robert

Kirchhoff avanca une théorie mathématique décrivant les vibrations de ces plaques.
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Au courant de XIX€ siécle, la famille des ondes s’élargit: I’équation des mem-
branes vibrantes ressemble & celle des cordes, mais la condition aux limites, au bord
de la membrane, fait que la résolution analytique n’est possible que pour des mem-
branes de forme simples: rectangle (Poisson), cercle (Clebsch), triangle (Lamé), ellipse
(Mathieu). Maxwell établit les équations de ’électromagnétisme et montra qu’elles ont
comme conséquence ’équation des ondes 3-dimensionnelles. Kirchhoff en donne la so-
lution générale, qui s’apparente a celle de D’Alembert.

Dans ce travail on s’intéresse a la méthode de Galerkin, c’est une méthode qui
consiste les formulations faibles, et on va I’appliquer aux équations elliptiques de type
Kirchhoff pour étudier ’existence et la non existence de ce type d’équation.

Ce meémoire, basé essentiellement sur I’article [6], est divisé en 3 chapitres organisés
de la maniére suivante:

Le chapitre 1 est consacré a rappeler quelques notions sur les espaces de Sobolev,
la méthode variationnelle en donnant des théorémes qu’on va les appliquer apres, a la
fin on décrit le principe de la méthode de Galerkin et on résout un probléme modéle
par cette méthode.

Dans le chapitre 2 on va étudier 'existence et la non existence du probléme de
type Kirchhoff.

Et enfin le chapitre 3 est consacré & I'application de la méthode de Galerkin & un

probléme de Kirchhoff contenant un terme non local singulier.



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Espaces réflexifs

Soit V' un espace de Banach, V' son dual muni de la norme |f| = Sup |(f,z)]|
eV
flzll<1

et V' son bidual muni de la norme ||| = Sup (¢, f)|.
fev’

IIfl<1
On définit 'injection canonique J:V — V”comme suit:

Soit z € V fixé, application f — (f,z) de V' dans R constitue une forme

linéaire continue sur V' c’est-a-dire un élément de V' noté Jz on a donc
<Jﬂf, f>V”,V/ - <f, Z’>V/’V 5 V.%' € V, Vf S V/.
J est linéaire et J est une isométrie c’est-a-dire ||Jz||,,» = ||z||,, pour tout z € V;

en effet

[zl = sup [(Jz, )| = sup [(f,z)] =[]
[Es! IflI<1

Définition 1.1

Soit V' un espace de Banach et soit J I'injection canonique de V dans V”. On dit

que V est réflexif si

JV)=Vv".
Lorsque V est réflexif on identifie implicitement V et V.

Théoréme 1.1 (d’Eberlein-Shmulyan) [7]

Un espace de Banach V' est réflexif si et seulement si toute suite bornée (), de

V' contient une sous suite (z,, ); qui converge faiblement dans V.

4
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1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Espace W™P(()

Soit 2 € RY un ouvert borné¢, m € N*, p € R avec 1 < p < 00, a = (v, 2, ..., an)
avec «y; entier positif et ¢ =1,2,..., N, on pose |a| = a1 + a2+ ...+ ay et
aa1+az+...+a1\r

D% = .
v Oz 0xg? ... Oz v

Définition 1.2

L’espace de Sobolev W™ P(Q) est défini par

u€ LP(Q) : Ya avec |af <m, Jgo € LP(Q) tel que

WP () = ,
Ju D% = (—=1)* [ga @, Vo € C(Q)
Q Q

on note D% = g,. Il est muni de la norme

lallyms = Y 1Dl -

laj<m

Théoréme 1.2 [4]

L’espace W™P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, réflexif pour
1< p< oo et séparable pour 1 < p < oo.

Remarque 1.1

On note
H™(Q) = W™2(Q).

En particulier on s’intéresse a I'espace H'(Q) qui est un espace de Hilbert réflexif

et séparable.
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1.2.2 Espace W;""(Q)

D() étant 'espace des fonctions indéfiniment différentiables et & support compact.
Définition 1.3
Wy"P(Q) désigne la fermeture de D(2) dans WP (1) c’est-a-dire

W) = D) e,

Remarque 1.2
On note

Hy'(Q) = W™*(Q).

En particulier on s’intéresse a 'espace HE(€2) qui est défini aussi par

Hy(Q) ={ue H'(Q) dansQ et u=0 sur 0N}

et muni de la norme

Il ou
ull = E

0 < Ox;
=1

L2
1.2.3 Injection compacte

Définition 1.4

Soit B un espace métrique et A C B. L’injection de A dans B est compacte signifie
que toute boule B(z,r) de A vue dans B est relativement compacte c’est-a-dire que

Ba(z,7) est compacte dans B.
Théoréme 1.3 (Rellich-Kondrachov) [4]

Soit Q un ouvert borné de RN a frontiére réguliére. On a

) 1, *[ oy 1 1 1
Si p<N alors WP(Q) C LURQ), Vg € [1,p*[ ot 5z =5 — 5,
Si p=N alors WHP(Q) C LY(Q), Vq € [1,+00],
Si p>N alors WHP(Q) C C(Q),

avec injections compactes.
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Théoréme 1.4 [4]

Soit Q un ouvert borné dans RYN. Alors pour tout m € N on a

HMYYQ) < HMW).

compacte
En particulier
o Q) c  L*Q).
compacte
Proposition 1.1 (Inégalité de Poincaré) [4]
Soit  un ouvert borné alors il existe une constante Cq > 0 qui dépend que de )

telle que
lull , < CallVulpa, Yue Hy(9).

Ainsi
[ull := IVull 2

est une norme de H}(Q).

Par la suite on fait la notation:
ull, = llull » » pour 1 < p < 4o0.

Rappelons a ce niveau 1a I'inégalité de Holder.

Soit 1 < p < 400, on désigne par q I’exposant conjugué de p c’est-a-dire

Théoréme 1.5 (Inégalité de Holder) [4]

Soient f € LP(Q) et g € LY(Q) avec 1 < p < +oo, Alors f.g € L}(Q) et

/Ql(f(w)g(x))ldfv < [I£1l, lglly -
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1.2.4 Meéthode variationnelle

Soit V' un espace de Banach, U C V un ouvert et £ : V — R une fonctionnelle de

classe C*.
Définition 1.5

On dit que u € U est un point critique de E si E'(u) = 0.

Si u n’est pas un point critique, on dit que u est un point régulier de F.
Définition 1.6
On dit que ¢ € R est une valeur critique de F s’il existe u € U tel que
E(u) =cet E'(u)=0.
Si ¢ n’est pas une valeur critique alors on dit que c’est une valeur réguliére de F.
Remarque 1.3

Dans la méthode variationnelle les solutions sont cherchées comme points critiques

d’une fonctionnelle réelle définie sur un espace de Banach V.

1.2.5 Suites et condition de Palais-Smale

Définition 1.7

On dit qu’une suite (up)neny de V' est une suite de Palais-Smale 8’1l existe ¢ > 0 tel
que
E(up) <c et E'(u,) — 0 dans V'

Définition 1.8 [7]

On dit qu’une suite (uy), ey de V est une suite de Palais-Smale au niveau
£ €Rsi
E(up,) — B dans R et FE'(u,) — 0 dans V'

Définition 1.9 [7]

On dit que E vérifie la condition de Palais-Smale resp (Palais-Smale au niveau /3)
si de toute suite de Palais-Smale resp (Palais-Smale au niveau (3) on peut extraire une

sous suite (u,, ) convergente.
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1.2.6 Formulation variationnelle

Soit © un ouvert borné de RV, on considére le probléme suivant,

—Au=g(xz,u), z €Q
u=0, x €.

En multipliant les deux membres de 'équation par v € Hg(Q) et en intégrant sur

Q) on aura

—/Au vdr = /g(w,u) vdz , Yo € Hy(Q).
Q Q

En appliquant la deuxiéme formule de Green pour le premier membre de I’égalité
ci-dessus en tenant compte que dans notre cas v € H& (), la formulation variationnelle

est donnée donc par

/Vu.Vvda: = /g(:z:,u) vdz, ¥ v € HY(Q).
Q Q

Et la solution u de ce probléme est un point critique de la fonctionnelle

I(u) = ;/|Vu2das - /G(x,u)da:,
Q

Q

avec G(z,u) = [g(z,t) dt.
0

On rappelle que la deuxiéme formule de Green est

—/Au vdr = /Vu.Vvda: — /gu vdo, Yu € H*(Q), Yv e HY(Q),
n
Q Q 00

ol n est le vecteur unitaire normal extérieur au bord 0.
Théoréme 1.6 [10]

Soit M un espace vectoriel topologique séparé, supposons que FE : M — RU{+oco}

vérifie la condition de compacité suivante

VaeR Ky={ue M:E(u) <a} est compact.

Alors E est uniformément borné inférieurement sur M et atteint son minimum.
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Théoréme 1.7 [10]

Soit (V,||.||) un espace de Banach réflexif et M C V un sous ensemble faiblement
fermé de V. On suppose que E : M — RU {+o0} est:

1) coercive c’est-a-dire que E(u) — +oo  quand |ju|| — 400, u € M.

2) faiblement semi continue inférieurement c’est-a-dire que pour tout u € M,
toute suite (un)n, dans M tel que wuy, Y ona E(u) < nhj& inf E(uy).

Alors E est bornée inférieurement dans M et atteint son minimum dans M.
Théoréme 1.8 [9]

Soit ¢ — P(€&) une application continue de RN dans lui-méme telle que pour un

r > 0 convenable on ait

(P(£),&) >0 V¢ tel que €] =T,

ou < , > est le produit scalaire usuel dans RN et |.| sa norme liée, alors il existe
£ €| <r tel que P(€)=0.

Preuve.

Par absurde, on suppose que P(§) # 0 dans la boule K = {|¢| [¢|] <r}. On

considére 'application
r

[P(6)]

de K dans K qui est continue. Le théoréme du point fixe de Brouwer donne alors

g: §&— —P(&)

I’existence d’un £ tel que

r
§=—PO) 5 (*%)
[P()]

d’ou |¢| = r. En prenant le produit scalaire des deux membres de (%) par & on

aura
—r
<& € >= <P(§)7§>7
[Pl

ce qui implique que
< P(§),§ >=—r [P(§)] <0,

ce qui contredit le fait que < P(£),£ >> 0, d’ou le résultat. m
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1.3 Meéthode de Galerkin

1.3.1 Principe de la méthode

La méthode de Galerkin est une méthode trés générale et trés robuste qui consiste les
formulations faibles. L’idée de la méthode est la suivante:

Partant d’un probléme posé dans un espace V de dimension infinie, on procéde
d’abord & une approximation dans une suite croissante de sous-espace V; de dimension
finie Vi C Vo C ... C -ENVZ' C V, on résout ensuite le probléme approché dans V;,
enfin on passe a la limiée en faisant tendre la dimension des espaces d’approximation

vers I'infini pour obtenir une solution du probléme de départ.

1.3.2 Résolution d’un probléme modéle par la méthode de Galerkin

On se propose de prendre le modéle suivant comme exemple d’application.
Soit 2 un ouvert borné de RY, f € CO(R)NL>(R), il s’agit de trouver une fonction
u € H}(Q) telle que —Au = f (u) au sens de D' (Q). De facon équivalente, il s’agit de

résoudre le probléme variationnel: Trouver u € H} () tel que
Y e H&(Q),/Vu.Vvd:E = /f(u) vdz. (1)
Q Q

Lemme 1.1

Soit V' un espace de Banach séparable de dimension infinie. Il existe une famille
libre dénombrable {v},cy, vi € V, telle que Uespace des combinaisons linéaires finies

des v; est dense dans V.
Remarque 1.4

Le lemme (1.1) s’exprime de fagon équivalente: si V; =< vy, vg,...,v; > est 'espace
vectoriel engendré par les ¢ premiers vecteurs, alors le sous espace vectoriel iglw est
dense dans V.

On pose V = H& (©) qui est un espace de Hilbert séparable. Pour construire
I’approximation du probléme en dimension finie, on restreint la formulation variation-

nelle (1) a lespace V; engendré par la famille {vq, ve,...,v;},
Vi =< V1,V2,...,0; > .

Montrons ’existence de solutions de ce probléme en dimension finie.
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Proposition 1.2

Pour tout i € N, le probléme variationnel: trouver u; € V; tel que

/Vui.Vvdx = /f(uz) vdzx, Yv eV, (2)
Q Q

admet au moins une solution.
Preuve.

On munit V; du produit scalaire de L?(2), c’est-a-dire

[u,v]; = [ u vdx.

EO\

L’application (u,v) — a(u,v) = [Vu.Vudz est une forme bilinéaire sur V;. Par
Q
le théoréme de Riesz, il existe une application linéaire A; : V; — V; telle que

a (u,v) = [4i(u),v];.

Comme V; est de dimension finie, cette application est continue.

De méme, il existe une application F; : V; — V; telle que

/f(u) vdr = [F;(u),v];.
Q

Il suffit de prendre F; =1I; o f ou II; est la projection orthogonale de L? sur V; et
f: L%(Q) — L2(Q) est définie par f (u)(z) = f(u(x)). Cette application, non linéaire
est aussi continue car c’est la composée d’applications continues. Le probléme (2) se
réécrit donc

Yo € Vi, [Ai(u;),v]; = [Fi(u;), v];. (3)
On introduit la fonction continue
P Vi = Vi, Pi(u) = Aij(u) — Fi(u),
et I'équation (3) est équivalente a:
Pi(u;) = 0. (4)

Pour résoudre ce probléme, on va appliquer le théoreme (1.8). Pour cela, il faut

calculer [P;(u),ul;. Par définition du produit scalaire sur V; nous obtenons

[Pi(u),u); = /Pi(u)ud:u

Q
(Piw.ul; = alu,0) = [ Fwuds,
Q
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d’ou

1
I57ull = 11 1loo 1212 1|l
1
> [[Vull3 = Ca | fllo 1212 [ Vull,
1
IVully (IVully = Ca ll fllo 1€2/2)

B
S
£

v

v

ou Cq est la constante de I'inégalité de Poincaré. Nous voyons donc dés que
1
Callfllso 1922 < [[Vully, (5)

alors
[P@(u),u]z Z 0.

Or toutes les normes sont équivalentes sur V; car il est de dimension finie donc il

existe deux nombres réels strictement positifs Cy et C tels que
Co [Vully < flull; < CL[[Vull,. (6)
En multipliant (5) par Cp on aura

CoCa [ flloo €22 < Co [Vl - (7)

De (6) et (7) on a
1
CoCa [ fll 1922 < Co[[Vully < fluf; -

Donc en prenant

1
r=CoCa | fll 22

on a

[Pi(u),u]; > 0, pour |ul, >r.

Par le théoréme (1.8) il existe u; € V; solution du probleme (4) telle que

lusll; < 7
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Lemme 1.2

La suite (u;)ien est bornée dans HE(Q).
Preuve.

D’apres la proposition précédente il existe un u; tel que
Pi(u;) =0,

donc
Ai(ui) = Fi(ug),

par suite

[Ai(wi), wili = [Fi(wi), wili,
Vu; . Vuder = f(ui)u;dz.
/ /

En appliquant les inégalités de Sobolev et Poincaré nous aurons
2 1
IVuillz < Ca |l fllo 1212 [Vuilly
par conséquent,

1

Vuilly < Callfllo €212,
1

luil| < Callfll 122 -

Ce qui montre le lemme. =

Proposition 1.3

Toute sous-suite faiblement convergente de la suite (u;); converge vers une solution
du probléeme (1).

Preuve.

On a (u;);eny bornée dans H{ (Q2) alors on peut extraire une sous suite (uy)yey telle

que

uy — u dans H}(Q),
uy — u dans L?(Q),

comme f est une fonction continue alors

f(uy) — f( ) dans L%(Q).
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Fixons un entier j, comme la suite V; est croissante, pour tout < > j, v; € V;. Alors

on peut écrire I’équation (2) avec la fonction test v;

/Vui.ijd:U = /f(ui)vjdx,
Q Q

comme Vuy — Vu dans L?(Q), on a d’une part
/Vui/.ijdw — /Vu.ijdm,
Q Q
comme f(uy) — f(u) dans L?(), d’autre part on a
/f(ui/)vjdm — /f(u)vjdx.
Q Q

Par conséquent, pour tout j € N

éVu.ijd:c = gf(u)vjdx.

Comme cette équation est linéaire par rapport a v; elle reste vraie pour toute

combinaison linéaire finie des v,
Y € gl‘/;, /Vu.Vvdav = /f(u)vdx,
B Q Q

et comme '91% est dense dans V' alors:
7’_

Pour tout v € V, il existe une suite z; € V; telle que z; — v.

On applique ’égalité précédente avec z; = v et on passe a la limite quand i — +o0

on aura

Yv eV, /Vu.Vvd;n = /f(u)vd:r.
Q Q

On conclut que u est bien une solution de notre probléme. m



Chapitre 2

Existence et non existence de
solutions pour un probléme de
type Kirchhoft

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions quelques questions concernant & la fois I'existence et

la non existence de la solution du probléme
—M(/ \Vul? de)Au = f(z,u) dans Q
Q

u=20 sur 052,

ot Q C RY (N > 2) est un domaine borné & frontiére réguliére,

f:OxR—=Ret M:R—-R

sont des fonctions dont le comportement sera précisé ultérieurement.

Notons que si M =1 le probléme (P) devient

—Au = f(z,u) dans Q
u =0 sur 0f2,

qui a été largement étudié.
L’objectif principal de cette étude est d’établir des conditions sur les fonctions f

et M pour lesquelles le probléme (P) posséde ou pas des solutions.

16
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Un point important qui mérite toute 'attention c’est que 'opérateur

Lu:=M (/ \Vul? dz) Au
Q

est non linéaire, ce qui provoque de nombreuses et intéressantes questions mathé-
matiques.

La motivation principale de cette étude vient du fait que l'opérateur L nommé
"non linéarité de Timoshenko" pour certains auteurs, apparait dans de nombreuses
applications liées a des problémes de vibration, la plupart du temps associés a des

modeéles de Kirchhoff. Voici deux exemples:
Exemple 2.1

Lions [9], a considéré le probléeme de vibrations suivant contenant le terme de

Timoshenko

ugy — M (/ \Vul?dz) Au = f(z,u) dans Q x [0, 7]

Q
u=0 sur I' x [0, 7]
u(0) = ug
’U;t(O) = U1,

avec M(t) >mo >0 VteR.
Exemple 2.2

Un autre probléme ot le terme Timoshenko apparait dans I’équation suivante im-

pliquant une équation non linéaire de type Schrédinger

iwy + Aw = M (/ Re |Vw|? dz) Rew, © € RY

Q
w(z, 0) = wo(x) = ®(x) +1i ¥(z), dans RV,

2.2 Existence et unicité de la solution dans le cas M-
linéaire

Tout le long de ce travail, la fonction M est supposée continue et vérifiant la condition

suivante

M () > mg >0, ¥t > 0, (Mo)



2. Existence et non existence de solutions pour un probléme de type

Kirchhoff 18

oll myg est une constante réelle. Nous noterons par

H:R—R

la fonction continue donnée par

H(t)= M (t*)t, vt € R.

Nous rappelons qu’une fonction u € Hg () est solution de (P) si
M (/ |Vu\2d:c)/Vu.Vvdx = /f(x,u) vdzr, Vv € H} (). (1)
Q Q Q

Théoréme 2.1

Si la fonction H est monotone avec H(R) = R alors pour chaque f € L2(€), il

existe une unique solution u € Hg(Q) du probléeme M -linéaire

—-M (/ \Vul? dz) Au = f(z) dans Q
Q (Parz)
uw =0 sur 0€Q.

Preuve.
Soit
B ={®q,P9,...,D,,...}

la base orthonormée de ’espace H&(Q) formée par les fonctions propres ®; associées

au valeurs propres A; du probléme linéaire

—A(I)j = )\j(I)j dans 2
o, =0 sur 052,

avec
1951 = 1,

par suite
2
—/A(Pj@jdzt = )\j/‘q)ﬂ d:E,
Q Q
ce qui implique
2 2
@517 = A 195l ,

donc
1

e

195l =
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Pour tout u € H}(R), il existe {a;} C R tel que

(0.9} o0
u = Zaj@j et Za? < 00. (2)
j=1 j=1

Il existe aussi {f;} C R tel que

F=> 1% etZ‘Q < 0. (3)
j=1 j=1"7

Dans ce qui suit nous allons chercher les a; de telle maniére que u donnée en (2) soit
solution du probléme (Pyy,1,). Pour cela supposons que (Pyy,1,) posséde une solution
u € H}(). De (1) et (3) nous avons

M (Za?)aj = )\—J (4)
=1 !
Compte tenu de ’hypotheése (Mp), nous avons

ijO <:>(Lj:0.

Soit jo € N le premier indice pour lequel f; # 0 (ce qui est équivalent & a; # 0).

Alors pour tous les indices k avec ag # 0 nous avons l'identité suivante

ap = Qjo Ao fk (5)
)\k fjo
De (4) et (5) nous avons
Mo = 2 f
2 J k _ i
Jo k=541

Soit ) )
A = f7
c=1+ j{k_z 370
=j+1
nous pouvons écrire (6) sous la forme suivante
M ((Veago)?)eag, = el )
Jo

On pose t = y/caj,, en remplagant ¢ dans (7) on aura

M ()= Velk,
Ajo
ce qui implique que

H(t) = Vel £,

J0
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par suite il existe un unique tg = y/caj, solution de I’équation H(t) = c{\”# car

J0
H est une bijection. Une fois que nous avons trouvé les aj, nous pouvons utiliser (5)
pour déterminer a; pour tout k > jp. Par conséquent nous concluons que u donnée

par (2) avec {a;} C R vérifiant (5) et (7) est 'unique solution de (Pyz,z). ®
Remarque 2.1

Nous présentons ci-dessous quelques exemples ol les conditions du théoréme préce-
dent sont satisfaites:

1) M(t)=1, H(t) =t.

2) M(t) = exp(t) + 1, H(t) = texp(t?) + t.

3) M(t) =t +mg, H(t) = t3 + mot.

2.3 Reésultat d’existence pour un probléme de Kirchhoff
sous-linéaire
Reprenons le probleme (P) avec

flau) = luf " u+ Ag(x)

c’est-a-dire

— M(||lul?) Au=|ulP""u+ X\ g(z) dans Q ()
u =0 sur 0.
ol A > 0, p un réel positif.
Avant de donner les principaux résultats, on fait les hypothéses suivantes:
g1) g € CY(Q).
g2) g change de signe sur Q.
g3) Le probléme
— Au = g(x) dans
(Fy)
u = 0 sur 012,

admet une solution non négative.
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Théoréme 2.2

Si les hypothéses (g1) et (g2) sont satisfaites, 0 < p < 1 et la fonction M est non
décroissante satisfaisant (My), alors le probleme (P') admet une solution & énergie
négative.

Preuve.

On cherche les solutions qui sont les points critiques de la fonctionnelle d’énergie

I associée au probleme (P'), définie sur H{(Q) par

I(u) = »

N |

- 1
M(||ul|? —/ P g —/\/ dz,
([[ul[7) p+1Q“| z Qg(w)um

M(t) = /M(s)ds.
0

On va appliquer le théoréeme (1.7) a notre probléme.
De la condition (Mp), l'inégalité de Holder et les injections de Sobolev et de

Poincaré on a

p+1

Cy
p+1

1 2
I(u) 2 5mo [|ull” — lul™ = CaAllglly [lull,

ou Chiet Cy sont respectivement les constantes de l'injection de Sobolev et de

Poincaré. Puisque 1 < p+ 1 < 2, la fonctionnelle I est coercive c’est-a-dire que
I(u) — 400 quand |lu|| — +o0.
Soit
a= inf I(u),
ueHL(Q)
et (uy) une suite minimisante c’est-a-dire elle vérifie
I(up) — o
Supposons que (u,) n’est pas bornée c’est-a-dire que
||un|| — +o00 quand n — +o0,
comme [ est coercive alors

I(up) — 400 quand |juy,|| — +oo.

Contradiction avec le fait que (u,) est une suite minimisante.
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Donc (uy,) est bornée dans H}(€2), par conséquent, il existe v € Hg(Q2) telle que

u, — v dans H}(Q),
u, — v dans LPTH(Q),

u, — v p.p dans Q.
La fonction M est positive, donc M est croissante et comme
lol < lim_inf[ju,]|,
n—-4o00

on écrit donc
M(|lv]1?) < M(( lim inf [unl])?).-

Comme la fonction M est continue et [u,| > 0 on obtient

NE(( lim_inf uy )2) = N( lim inf lun][?) = Tim_inf N(fun ).

Ainsi
M(Jlo]*) < lim inf M ([lun|). (8)
Sachant que

1
U M/ luPT da + )\/g(x)udac
Q Q

est faiblement continue alors

1 1
— Pz + A d / P )\/ d 9
p+1/]unl x + /g(m)unxﬁp_i_l ] z+ A [ g(x)vdz, (9)
Q Q Q Q
de (8) et (9) on déduit que I est faiblement semi continue inférieurement, et par
conséquent
a<I(w) < lim infI(||lu,]) = .
n—-+00

d’ou

I(v) = a.

Ce qui montre que I atteint son infinimum & la limite v.

Montrons maintenant que v est a énergie négative. Posons
Ot ={zcQ: g(x) >0},

et
QO ={ze g(x)<0}.

Choisissons une fonction positive ¢ € H(Q) telle que suppy C Q7.
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Pour t € (0,1) on a

1 -~ 1
It9) = M (Itol) =~ [ 1ol do =\ [ g(a)tgdn = A [ glajtods.
Q Q+ Q-

Comme suppy C Q7 alors

/g(x)tgodx =0, (10)
-
on a aussi
)\/g(x)tgodx > 0, (11)
O+

de (10) et (11) on aura

I(ty) <

N | =

leel) - 2 [ It a
- — x
¥ Pt ¥ )
Q
en appliquant le théoréme des accroissements finis nous obtenons
ra) < SME NP ol ~ 2 [ 1o
-2 p+1
Q
puisque M est croissante et 0 < ¢t < 1 alors

I(ty) < 1M(HSO||2) leol|* ¢ — " /Mpﬂ dx
—2 p+1 ‘
Q

Comme 1 < p+1 < 2, on en déduit que I(tp) < 0 pour les petites valeurs de ¢ et
donc

. < i .
I(v) ue}%f(ﬂ)l(u) < Oggll(tcp) <0

v est alors un minimum global non trivial de I ayant une énergie négative. Le

théoreme (2.2) est prouvé. m
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2.4 Reésultat de non existence pour un probléme de Kirch-

hoff sur-linéaire
Reprenons le probleme (P') avec la condition p > 1.
Théoréme 2.3

On suppose que les hypothéses (g1) et (g3) sont vérifiées, p > 1 et la fonction M
est non croissante satisfaisant (Mp), Alors il existe \* > 0 tel que pour A > \* le
probléme (P') n’a aucune solution positive.

Preuve.

Soit A1 la premiére valeur propre de (—A, Hg(Q)) et ¢; la premiére fonction propre

associée. Si u) est une solution positive du probléme (Pl) alors

—M(Jua]?) / $1Auy di = / Wy di+ A / 9(z) ¢y de,
Q

Q Q

d’ou

—M(Hu,\|]2)/u>\A¢1daj = /uf{d)ldx + )\/g(m)gbld:v,
Q Q Q
et comme ¢, est la premiére fonction propre de (—A, Hi(Q)) alors

A fo@ards = [ (B - o] 6,da.
Q

Q

Comme
[ual? > 0,

et la fonction M étant non croissante alors
2
M([[ul|”) < M(0),

et par suite

A/g(az)gf)ldm < / (MM (0)uy — u] ¢1da.
Q Q

Le maximum de la fonction
uy — M M(0)uy —uf
est atteint en

MM (0)
p

),

= (
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en conséquence

A [o(e)rde < (p - 1)

Q

o m

Rappelons que d’aprés la condition (g3), le probléme

— Au = g(z) dans Q
u =0 sur 0f,

admet une solution non négative u, € H}(2) d’ou

/g(m)¢1dx = / — Augy ¢qdz, (13)
Q Q
mais
/ — Aug ¢dx = / — Apyugde = Al/ug ¢rdx > 0. (14)
Q Q Q
D’ou de (13) et (14) on a
/g(az)qﬁldaz > 0.
Q
De cette derniére égalité et de (12) on obtient

(p— 1)(AD) p1f¢¢z
A = \*
= Jo{e)onds

Ceci implique que le probléme (P) n’admet pas de solution positive pour A > \*.



Chapitre 3

Existence de solutions d’un
probléme elliptique non local et

singulier par la méthode de
Galerkin

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions certaines questions relatives a I’existence des solutions

pour le probléme elliptique non local

(Pr)

-M (H“H2) Au = f(x) dans Q
u=20 sur 02,

ot © C RY est un domaine borné a frontiére réguliere, f € H1(Q), M : R — R
est une fonction dont le comportement sera précisé plus tard.

L’objectif principal est d’établir des propriétés sur M pour lesquelles le probléme
(Pf) possede une solution.

Dans le chapitre précédent on a étudié le probleme (Py) dans le cas ou M satisfait

I’hypothése suivante:

dmg > 0, VtZOM(t)Zmo,
et la fonction H : R — R avec
H(t)= M (t*) t
est monotone et H(R) = R.

26
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Dans ce chapitre, nous montrons un résultat similaire en permettant & M d’atteindre
des valeurs négatives et M(t) > mg > 0 seulement pour ¢ assez grand.

Ceci est possible grace a des idées utilisées par Alves-De Figueiredo [2], basées sur
la méthode de Galerkin pour attaquer un systéme elliptique non-variationnelle. La
technique peut étre facilement adaptée a des problémes tels que (Py). De cette fagon,
nous améliorons considérablement les résultats d’existence en imposant des hypothéses
plus faibles sur la fonction M.

La méthode que nous utilisons repose en grande partie sur le théoréme (1.8), c’est
une variante bien connue du théoréme du point fixe de Brouwer.

Nous rappelons que par une solution de (Pf), nous entendons une solution faible

qui est une fonction u € H} () telle que

M (||u||2)/Vu.Vvd:1c = /f(x) vdz, v € HY ().
Q Q

3.2 Le probléme M-Linéaire:

Dans cette section nous étudions le probléme M-linéaire (Pf) ou f € H () et

M : R — R est une fonction satisfaisant:
3 teo, mo > 0 tels que M (t) > myg, pour tout ¢ > . (M)

Nous allons considérer deux cas. On traitera le cas ou la fonction M est continue,

et ensuite on étudiera le probléme quand la fonction M présente une singularité.

3.2.1 Cas continu

Théoréme 3.1

Si la fonction M est continue et sous l’hypothése (M), pour chaque

0# fe HYQ), le probléeme (Py) posséde une solution faible.

Preuve.

Pour la preuve, on va utiliser la méthode de Galerkin.

D’abord prenons M = max {M(t),0}, la partie positive de M et considérons le
probléme auxiliaire

(Par+)

—M* (|lul]*) Au= f(z) dans Q
u = 0 sur OS2

Nous allons prouver que le probléeme (Pp;+) posséde une solution et que cette
solution résout également le probleme (Py). Nous rappelons que M répond également
a 'hypothese (My).
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Soit
S = {61,62, ceey €myy } de H&(Q)

la base orthonormée de 'espace de Hilbert H}(£2). Pour tout m € N, on considére

I’espace de Hilbert de dimension finie
Vin= <ei, ez, ..,em>.

Puisque (Vin, ||.]]) et (R™,].|) sont isométriques et isomorphes, ou ||.|| est la norme
habituelle de I'espace H} () et |.| est la norme euclidienne de R™, (,) son produit

scalaire, on a l’identification
m
u=">Y &ej = &= (&,60,80), llull = €]
j=1

Nous allons montrer que pour chaque m il y a un u,, € V,,, solution approchée de

(Pyr+) c’est-a-dire

Mt (Hum||2)/Vum Vedr = (f,e),i=1,...,m,
Q

ot (,) est le crochet de dualité entre H=1(Q) et HE(Q).

D’abord nous considérons la fonction F': R™ — R™ donnée par
F€) = M* (ulP) [ VuSeids - (1.0,
Q

m
oui=1,...metu= g §;€j, on a alors
=1

F(&) = M*(Jul?) / V(S tyey) Veids — (fex),
o =t

= MH(ul?) / (3 &,Ve;).Vesds — (f, ),
o /=1

m

= M+(||u||2)2(fj/vej'veid$) — (f,e),
Q

j=1
= M (lul)E; llesl® = (fe0),

et par suite

Fi(&) = M (|[ul®)¢; — (f.€i)-
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Avec l'identification ci-dessus on a

m

(F(€),8) = Y _F(9&,

i=1
(F(€),6) = M*(|lul®)) € - (f,Z&ei),
i=1 i=1

donc
(F(£),6) = MF(|[ull®) lull* = (f,w).

En utilisant (M), les inégalités de Holder et Poincaré nous obtenons

(F(),&) = mo |lull® = [ fll g llully, Vul® > too,
et alors
(F(£),8) = mollull® = Ca I fll - lull, ¥ llul? > too

On remarque que
(F(£),&) > 0si |lul| =,

pour r assez grand et plus exactement pour

Jull = r 2 max{ g, W=y
0

m

Ainsi d’apres le théoreme (1.8), il existe un, € Vi, ||um|| < 7, 7 ne dépend pas de
m telle que
F(up) =0,

c’est-a-dire que
Fi(upm) =0,i=1,...,m,

donc
M ((Jum]?) / Vi Vei = (fre0), i = 1, .m,
Q

ce qui implique que

M (||um||2)/Vum. Vw = (f,w), w € Vi, (1)
Q

Maintenant puisque (u,,) est bornée dans HE(Q) qui est un espace réflexif alors il

existe une sous suite encore notée (u,,) telle que

Uy — udans Hg(Q),

Uy, — udans L2(Q),
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et

lum|* — to,

pour un certain tg > 0.

Comme M est une fonction continue alors
MY ([fum*) = M*(to).

Prenant £ < m, alors V), C V,,. En fixant k et en faisant tendre m — oo dans

I’équation (1), nous obtenons pour tout w € Vj

M+(t0)/Vu.dex =(f, w). (2)
Q

Comme k est arbitraire, la derniére égalité reste vraie pour tout w € H} ().
Si M (tp) = 0, on aura

(f,w) = 0 pour tout w € H}(Q),

donc
f =0 dans H (),

qui est une contradiction avec 'hypothése du théoréme. Par conséquent
M (tg) > 0 et ainsi M (tg) = M(tg).
En remplagant w par u,, dans (1), nous obtenons

M* () lwmll* = (F, um)-

En passant a la limite on aura

M (to) to = (f, ),
ce qui est équivalent a
M (to) to = (f,u). (3)

Comme 1’égalité (2) est vraie pour tout w € Hg (), alors en remplagant w par u

et en tenant compte du fait que M ™ (ty) = M(tg), on aura

M (to) [[ull* = (f,u), (4)

de (3) et (4) on a
[ull* = to,
ce qui montre que la fonction u est une solution faible du probleme (Py). Et la preuve

du théoréme (3.1) est terminée. m
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Remarque 3.1

I1 ressort de la preuve du théoréme (3.1) que la solution u obtenue satisfait

M([[ull) > 0.

Nous affirmons qu’il n’y a qu’une seule solution du probléme (Py) vérifiant cette pro-
priété. Ceci peut étre prouvé comme suit. Soient w et v deux solutions du probléme

(Pf) obtenues comme avant. Comme u et v sont des solutions faibles de (Py), on a

M (Hu||2)/Vu.dem =M (||v|2)/VU.dem, w e HE(Q), (5)
Q Q

ainsi M (||u]|*)u et M (|Jv]|*)v sont aussi deux solutions du probléme

—Au = f () dans
u=20 sur 0f2.

Par unicité on a

M (lul*yu = M (|v]*)o, (6)

par suite

)

M Py = |41 o)ye

comme M (||u]|?) et M (||v]|?) sont des scalaires positifs alors

2 2

M ([Jul]) llull = M([v]|*) f[v]] - (7)

Puisque la fonction ¢ — M (t?)t est croissante pour ¢ > 0, donc injective, alors
[ul] = o] -

En remplagant ¢a dans (7), on obtient

M (lul®) = M (lol).

Finalement en remplagant ce résultat dans (6) il vient

U=,
donc nous avons prouvé que (Py) posséde une seule solution u si la fonction
t— M%)t

est croissante pour ¢ > 0.
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Remarque 3.2

Si M(tg) = 0 pour un certain tg > 0 et f = 0 dans H () alors nous perdons

I'unicité. En effet, soit u # 0 une fonction dans CZ(Q) et v = %u. Dans ce cas
v]|? = to et ainsi

(8)

—M (|v]|*)Av =0 dans Q
v=0  sur 09,

et donc pour chaque fonction u € CZ(Q) telle que u # 0, la fonction v définie

ci-dessus est une solution non triviale de (8).

3.2.2 Cas discontinu

Dans cette section, nous concentrons notre intérét sur le probleme (Py) lorsque M

posséde une discontinuité. Plus précisément, nous étudions le probléme (Py) avec

M:R/{0} =R
continue telle que
lim M (t) = lim M(t) = 4o0. (Ms)
t—0t t—0~
tligl sup M (£?)t = +o0. (M3)

et (M) est satisfaite pour certain ¢, > 0.
Remarque 3.3

Voici un exemple d’une fonction qui satisfait les hypotheses (M), (M) et (Ms3)

1
5 + mo.

M=o

Son graphe est donné par
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Théoréme 3.2

St M satisfait (My), (Ma) et (Ms) alors le probléme (Py) posséde une solution
u € HE(Q) pour tout 0 # f € HL(Q).
Preuve.

Nous considérons d’abord la suite des fonctions
M,:R—R

donnée par:
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n osif—c, <t<0+e,
Mn(t):
M(t) sit<f—¢ out>0+e,.

N " / " . .
Pour n > mg, on 0 — ¢, 0 + ¢, €,, €, > 0 sont respectivement les points les

plus proches a 0 a gauche et a droite de sorte que
M(O—¢c)=M@O+ec,)=n.

On note que

! 1"
€, En — 0 quant n — oo.

Prenons n > mg et observons que les droites horizontales y = n coupent le graphe
de M(t). D’ou M, est continue et satisfait (M) pour tout n > mg, donc d’apres le
théoréme(3.1), pour chaque n > my , il existe u,, € H}(Q) telle que

Mn(HunHQ)/Vun.dex = (f,w), pour tout w € HJ (). 9)
Q

En prenant w = u,, et en remplagant dans (9) on aura

Mn(Hun”Q) Huan = (f,un).

En appliquant les inégalités de Holder et Poincaré nous obtenons

2 2
My ([funl*) llunll® < Ca [l fll -1 [lun] -

Donc
My () ]l < Ca [l £l -1 -

Supposons maintenant que

[[un| — +o0,

d’apres (M3) on a

Ma(Jun]|*) llunl — +oo quand |[|un|| — +o0,
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donc
+00 < Cq || fll g1

ce qui est absurde, et par suite ||u,|| doit étre bornée, par conséquent
U, —u dans H(Q),

u, — u dans L%(Q),

et
HunH2 — b
pour certain 6y > 0.
Si
My (J[un]|*) — 0
alors

(f,w) = 0 pour tout w € H ().
et par suite
f=0
ce qui est absurde car on a

0#f € H (),

ainsi si My, (||un||*) converge sa limite est différente de zéro.

Montrons maintenant que
0 # bo,
pour cela, supposons que
lun]|* — 6 # 0.

On distingue 2 cas
1 cas si ||up||® < 0 — ¢!, ou |Jun|?® > 0 +c,.
Pour une infinité de n nous obtenons
2 2
M ([[unl®) = M(Jlunll®),
par suite
2 2
M ([lun ) l[unl” = (f; un),
en utilisant ’hypotheése (M3) on aura

+00 = (f?u)

ce qui est absurde, donc
lun|* — 60 # 6.
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20mecqs si 0 — el < |un|? < 0+¢

on a
My (|lun]®) = n,

donc
n f[unl® = (f,un),

alors
+00 = (f,u)

ce qui est absurde, ainsi dans les deux cas on a
lun|* — 00 # 0.
ce qui implique que pour n assez grand
lunl* < 0 =€}, ou [Jug|* > 0+,

donc
My ([Junl?) = M(J|ual?),

ce qui donne

M(HunH2)/Vun.de:L‘ = (f,w), pour tout w € H(Q).

Q

Si on remplace w par u, dans I’équation ci dessus on aura
2 2
M ([[un]]*) lunll™ = (f, un),
en passant & la limite nous obtenons
M(00)0o = (f,u).

D’autre part si

on passe a la limite dans (10) on aura

M(GO)/VU.de:c = (f,w), pour tout w € Hy(Q)
Q

et si on remplace w par v on obtient
2
M(0o) [[ull” = (f,w)-
Donc de (11) et (12) on a

M (0o) ||ul® = M (60)6o.

(10)

(12)
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Raisonnons comme précédemment, nous concluons que
M(6o) # 0

par suite
lull* = 6o

et donc u est une solution de notre probléme. m

3.3 Un probléme sous-linéaire

Dans cette section, nous concentrons notre attention sur le probléme

— M(||lull*) Au=u* dans Q

uw =0 sur 0f) (Pa)

u > 0 dans €,

ol 0 < a < 1, plus précisément nous avons le résultat suivant

Théoréme 3.3

Si M est une fonction strictement positive sur [0, 4+o00] telle que M(t) < Moo, pour

une certaine constante positive meqo €t

lim M ()t %= 400
t—o0

alors le probléeme (P,) posséde une solution.

Preuve.

La preuve du théoréme est inspirée d’un résultat dia a Alves et De Figueiredo [2].

Tout d’abord considérons le probléeme

— M(||lul?) Au= (uh)* + A®(z) dans Q

=0 sur 0f) (Py)

u >0 dans (,

ott A > 0 est un paramétre, ® > 0 est une fonction dans H{ () et

u = max {u, 0}

est la partie positif de u.

En procédant comme dans la preuve du théoréme (3.1), nous avons trouvé que

pour chaque A € (0, 5\) il existe une solution uy de I’équation (Py), en tenant compte

du fait que
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M(|lux|I?) > 0,

et en utilisant le principe du maximum on conclut que
uy > 0,

— M(||lul?) Aw = (u))® + A\B(z) > u§ dans Q
u=0 sur 02
u >0 dans (,

Puisque
M(t) < Mo,
alors

— Auy > mdu§  dans Q
uy =0 sur 0f.

Gréace a un résultat d’Ambrosetti-Brezis-Cerami [3] on a

—1
Ux Z my, Wi,

ol w1 > 0 dans  est la seule solution positive de

— Awy =w{ dans 2
wp =0  sur ON.

Comme dans la preuve du théoréme (3.1), on a
[Juall <7

oll r) est une constante positive qui dépend éventuellement de .

Prenons A € (0, A), nous devons garantir que |uy || est bornée indépendamment de

Observons d’abord qu’en multipliant ’équation par u)y et en intégrant sur €2 on a

M(lual®) Jlun 2 = / () + A / B(x)urd,
Q Q

en utilisant 'inégalité de Holder on obtient

2 2 1
M (luxl*) uall® < € Hluxlls™ + Xlually @l



3. Existence de solutions d’un probléme elliptique non local et singulier
par la méthode de Galerkin 39

et par I'inégalité de Poincaré

2 2 1
M ([[uall®) llual® < € ual|*TF + C lua]l.
En divisant par ||uy||*™ nous obtenons

. C
M(Jlux]?) luall™ < C+ —=

[[uxl[*

et puisque

M3t ™ — +o0 quand t — o0,

on conclut que ||luy| est bornée pour tout A € (0, ).

Enfin, nous pouvons prendre A — 0 pour obtenir une solution u du probléme (P,).
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