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Introduction Générale

La recherche de performances de plus en plus grandes pour différents systemes techn

giques, a poussé a la recherche de lois de commande sophistiquées, optimales et robustes.

Les objectifs sans cesse plus importants (conquéte spatiale, aviation,... ), les contraintes

techniques et économiques ont incité les ingénieurs & mettre en ceuvre des critéres dont llop-

timalité présentait des avantages trés importants.

Les imperfections des modeles mathématiques dues aux approximations, aux dynamiques

négligées, etc... nécessitaient des précautions supplémentaires dans la. synthese des lois

commande qui devaient alors étre suffisamment insensibles aux erreurs de modéle.

de

Pour se faire, les études de synthéses de commande devenaient de plus en plus fines, pfin

de concevoir des méthodes de synthéses optimales et robustes. Des synthéses qui ont copnu

un essor remarquable durant ces dix derniéres années [1], [4], [5], (8], [9], [18], [19], [20], [21],

139], [51].

11 faut noter aussi que tous ces travaux ont été établis sous I’hypothése que le correcteur

synthétisé soit implémenté d’une maniére exacte. Or, ceci n’est malheureusement pas toujours

le cas en pratique. On peut expliquer ce phénomene par le fait que I’implémentation

du

correcteur est sujette & des imprécisions propres a la conversion A/D et D/A, aux longugurs

des mots finis, aux instruments de mesure & résolution finie et aux erreurs d’arrondie dans

les calculs numériques. D’ou la nécessité d’avoir une marge de tolérance autour du correcteur

synthétisé, d’une part. D’autre part, on peut toujours supposer que méme si I’implémentation

exacte du correcteur soit possible, 'ingénieur de commande a souvent besoin de réajus
les parameétres du correcteur nominal quil a en mains; afin de satisfaire les exigences
performances qui n’étaient pas considérées lors du probléme de synthese initial. Cela confir

que toute procédure de syntheése devrait engendrer un correcteur qui a aussi suffisammernt

ter
de
me

de

place pour le réajustement de ses coefficients. On se demande alors de combien pourrait |étre

la quantité d’incertitudes AK qu'un correcteur implémenté K + AK puisse admettre, tout




en restant aussi stabilisant et efficace que le correcteur synthétisé K.

Une telle question & été abordée, pour la premicre fois, dans un article publié récemment

par Keel et Bhattacharyya [6]. A travers des exemples et des calculs de marges de stabilité

paramétrique des correcteurs, ils ont montré que des perturbations, extrémement petites,

les coefficients du correcteur issus de synthéses robustes ou optimales telles que Ha, Heo €Y i,

pourraient entrainer la déstabilisation de la boucle fermée.

Ce résultat a permis a Keel et Bhattacharyya de qualifier un correcteur d'une telle sensi-

bilité aux variations de ses coefficients, par le nom de “correcteur fragile ”. C’est ainsi alors,

que s’ajoute le terme “ fragilité " 3 la littérature de controle. Un fait qui a ouvert les portes

vers de nouvelle études témoignées par le nombre de travaux entamés [2], [7], [12], [17],[R3],

[25], [26], (33], [48], [49], [50]. Il a méme était montré par Mikild, que la fragilité pourrait etre

due 4 la forme sous laquelle on implémente le correcteur. [34], [40], [41]

L’étude de la fragilité étant déja faite sur des correcteurs robustes et optimaux donnés

sous forme de fonctions de transfert, nous nous sommes intéressés dans ce travail, & étu

la fragilité de certains correcteurs optimaux mais cette fois-ci donnés dans une structure

représentations d’état, tels que le correcteur optimal LQR et le correcteur H-optimal.

dier

des

Nous avons, en premier lieu, commencé par établir une synthése optimale LQR (squle,

avec observateur d’ordre complet et d’ordre réduit) et une syntheése He, optimale - les de
appliquées au Benchmarck “ pendule inversé ”. Par la suit, nous sommes passés a 'analys

la fragilité des correcteurs qui en résultent. Celle-ci se traduit par I’analyse de la sensibilit

la stabilité - et éventuellement des performances - & de petites variations dans les paramd

de ces correcteurs.

En ce qui concerne l'organisation de ce mémoire, la rédaction s’articule sur 6 chapi

dont le contenu est décrit ci-aprés d’une maniére introductive.

Le chapitre 0 passe au préalable en revue certaines notions de base de la théorie de cont
des systémes, en général, et celles qui se rattachent au controle robuste et optimal en part
lier. On commence par voir, pour les systémes SISO, la notion du feedback et celle du probl

bien-posé. Par la suite, les définitions de stabilité, des performances, des incertitudes et

ux._
e de
6 de

tres

tres

role

1CU-

ame

des

normes seront données, avec comme complément, une généralisation aux systémes MIMO,

résumant ainsi les concepts de base nécessaires aussi bien a lanalyse qu’a la synthése.

Le chapitre 1 est consacré aux notions de robustesse et d’optimalité et & un état-defl’art

6




~ La synthese étant faite et validée par des essais de simulation, on passera a I'analyse

concernant ces notions.

Le chapitre 2 est entiérement voué a I’approche paramétrique. Nous commengons
P q

par

donner une définition de l'incertitude paramétrique et de la famille des polynoémes incertgins

qui en découlent. Par la suite, un théoréme basé sur la continuité des racines en fonction

de celle des paramétres est donné; c’est le théoréme de croisement de frontiére suivi dg sa

version alternative, le principe d’exclusion du zéro. De nouvelles méthodes astucieuses ppur

analvser la stabilité d’un polynéme seront vues aussi. Un autre résultat élégant et suprenant
L g

4 la fois est donné par le théoréme de Kharitonov, celui-ci permet de vérifier la stabilité d’une

famille intervalle seulement en vérifiant celle de quatre polyndmes extrémes. Le théorémg de

Kharitonov est également interprété en terme d’alternance. Ce chapitre est complété par la

définition et la présentation de la méthode de calcul de la marge de stabilité paramétri

Une marge qui est Poutil de base dans l'analyse de la fragilité.

jue.

Le chapitre 3 introduit le probléme de la fragilité tel qu'il a 6té énoncé dans la littérature de

controle. A traver des exemples, nous allons voir & quel point certaines méthodes de syntheses

telles que\Hg, H., et pu pourraient étre fragiles. Une autre origine de fragilité est exposée aussi
g g

dans ce chapitre, fragilité due a la forme sous laquelle le correcteur est implémente.

Le chapitre 4 est réservé a l'analyse de la fragilité d'un correcteur optimale LQR.

présentation du systéme d’application qui est le Benchmark “ Pendule Inversé ”, un ap

Une

Preu

théorique pour faire une synthése LQR seule, avec observateur d’ordre complet et observateur

d’ordre réduit sont donnés. Aprés, on synthetisera des lois de commande de ce type et

analyse de fragilité suivra.

Le chapitre 5 s’intéresse & 'analyse de la fragilité du correcteur Heo-optimal. II comm|
en premier lieu, par définir le probléme He standard et par donner sa méthode de résolu

Le modele du pendule inversé est mis sous la forme standard, & savoir le modéle augm

fragilité du correcteur résultant.

une

ence
Lion.
anté.

le la




Chapitre 0

NOTIONS DE BASE

0.1 Introduction

En vue de faire une ¢tude dans le cadre des syntheses optimales; il sTavere nécessaite de

passer au prealable en revae cortaines notions de base de

en géncéral, et celles qui se rattachent au controle robuste et optimal en particulier.

Ia theorie de controle des systqes,

Un systeme de cont role est un mécanisme qui fait ensorte que cortaines variables physpques

d’un systeme, appele aussi proce

wssus, se comportent dhune maniore prescrite, o cela en depit de

la présence des perturbations ct des incertitudes. Les processis ou los systoemes a conmgnder

sont des systemes dynamiques, tels que o les avions, |

alectriques, les robots, cte ...

0S5 Processts chimiques, les wgteurs

1’objectif du controle est de faire suivre a une entrée de reference (1), lasortie du sygteme

y(t) et cela J'une manicre aussl rapprochce que possible, menme cu prasence de perturbdions

aflectant le systeme.

Dans le but de réaliser un controle automatique, on est péncralement aene a clabliv,

ce que 'on appelle “houcle de cont re-réaction” ou

par voir pour les systomes SISO (systemes mmonovariables) la notion du [eedback et «

probléme bien-posc. Par la suite, les definitions de stabilite, des performances, des incer

ot des normes seront donndées, avee comine complément, une

sfeedback™. Nous allons done, connpencer

«¢lle du

fitudes

péncralisation aux syplemes

MIMO (systemes multivariables), résumant ainsi les concepts de base necessaires aussi bien

a analyse qu'a la synthese.

cL




0.2 La boucle de contre-réaction [19]

Les systemes de commande A contre-réaction, les plus ¢lementain
posants :

- le processus ('objet a controler),

- un capteur pour mesurer la sortic du processus,

- et un correcteur pour genérer Pentrée du processus.

Souvent actionneur st Hplemente avee le processis.

On représente cet cnsemble d'éléments par le diagramme-bloc de la figure 0.1

d

. u
Correcteur Processus

—-——’r———‘b y

Capteur —‘i<’_/
1,

Fig.0.1 : Systome de commande ¢lementaire.

V'

o osignal de o réferences d : perturbations externes
v - la sortic du capteur | 1+ braits du capteur

w @ le signal actionneur ou entrée du processus

y : la sortic du processus, ¢'est le signal mesurc.

Les trois signaux venant Jdo Pextéricur (r, d, et n) sont appelés, enlices crogenes.
Les trois ¢lements sur la figure 0.1 sont supposcs ctre lincaires. Dans ce cas, les sortic

représentees par dos veeteurs a deux dimensions. Par exemple :

En partitionnant [” enune matrice de transfert (1 x 2) =1 1%), on obtient :

Y = 171(1 + I)‘zll.

« conticnnent trois cgi-

S sont




On peut donc supposer que la sortie de chaque élément est une fonction lincaire de
somme (ou de la différence) de ses entrées, c’est-a-dire que le processus, le captear, cf

correcteur vérifient des équations de la forme :

y = P(d+u)
v = F(y+n)
u = C(r—v)

Le diagramme-bloc représenté par ces équations est donné par la figure 0.2

d

F 4 n

Fig.0.2 : La boucle de contre-réaction ¢lémentaire.
On considére les systémes, linéaires, invariants, causaux et de dimension finie.

Au type de structure donnée par la figure 0.2, nous allons associer la notion de “big

A7)

pos¢” (en anglais le “well-posedness”).

La notion de probléme bien-posé signifie, selon la structure considérée dans la figure (1.2,

~

que toutes les fonctions de transfert en boucle fermée existent, c’est-a-dire, que toutes los

fonctions de transfert reliant les 3 signaux exogenes, T, d et n et tous les signaux internes.

y et v avec les sorties des sommateurs notées z, g, T3 existent.

Ainsi, pour le bien-posé du probléme, il suffit de voir les neuf fonctions de transfert enfre

r,d, n et i, T3, T3, caron a:

Iy = T—F$3
To = d+CCI31

z3 = n+ Pz

Sous la forme matricielle, on a :

10




1 0 ]" €Ty I
-C 1 0] xy | = | d
0o - |1 £y n

Ainsi, on dit que le systeme de la figure 0.2 est bien-pose st el sculement si la matpice

(3 x 3) précedente est non singulicre, ¢'est-a-dire, lorsque le déterminant de 1+ PCIT 1) est
pas nul.
Les neuf fonctions de transfert sont obtenues A partir de P'équation suivante :
el
ry 1 () 1" !
D) = -C L 0 d
I o = 1 n
T 1 -rPr -=-r "
|
X | = ——557 ' | -C'I° l !
’ L+ PCF ‘ ()
€Ty PC P 1 n

Quand les fonctions de transfort 12, C et 19 sont propres, la forte not ion de bien-posé signific
que les neuf fonctions de transfort si-dessus sont propres. La condition nécessaire et suflisante
pour que cela soit vral est que | PCI ne soit pas strictement propre (i.c. IPCI (00) A —1).

Notez que le systeme a contre-réaction est automatiquement bicn-posé, si 12, C et ] sont

propres et I'un d’eux est strictement propre.

0.3 La stabilité interne [19]

On considére un systeéme avee une ent ree w, une sortie y et une fonction de transfert G (),

supposce stable et propre, on peut '¢erire
G (s) = Go+ G (s)

ou Go est une constante cf Gy est une fonction strictemet propre. Dans le domaine

11




temporel la sortic du systeme est donnée par -

.I.w
y (1) = Gou(t) -+ / gL (t—7) u(r) dr
si |u(t)] € C pour toul instant t, alors :
oo
pOI<IGol ¢+ [ @l drC

La partic droite de Pincgalite est finie. Par constquent, la sortic est bornce chaque fois
Pentrée est bornce.

En revenant au systémie présente sur la figure 0.2, on dit que

Si les neuf fonctions de transfert (1) sont stables, alors le systeme est dit = “nterner
stable”.

Comine conséquence, si les entrées exogenes sont bornées en amplitude, ainsi le seron

jue

nent

( 8

xy ot 23 et donc u, y etov. Done la stabilité interne garantic des signaux internes bornes pour

tous signaux exogenes bornes.
Remarque 0.1 L'idée derricre cetle définition de stabilit¢ anterne, ¢est de ne pas se con
ter de vérifier seulement les fonctions de transfert Entrée/Sortie, comme celle entre r
par exemple. Celle fonction de transfert pourrait ¢lre stable, de sorte quey soil bornée lot
 Uesl; mais les signawe internes pourraienl ¢lre non-bornés. el done pewvenl causer des d
internes aw systeme physique.

Comme nous venons de le voir, pour tester Pimportante notion de stabilite interne, on
tester les neuf fonctions de transfert (1). Pour éviter cela, il y a un autre test, plus simp
résumant dans le théoreme suivant
Théoréme 0.1 Le systéme avee contre-réaction @ une stabilité interne st cl sceulement
deux conditions suwvantes sont vérifiées :

a - La fonction de transfert 1+ P (s)C (s) I (s) n'a pas de zéros avee Re {s} > 0.

b - Il 'y a pas de simplification pole-zéro avee Re {s} = 0 quand le produl

P (s) C (s) F (s) est formé.
Du théoreme cité ci-dessus et du principe de Pargument [30] découle le fameux critd

Nyquist qui permet de vérifier graphiquement la stabilit¢ interne.
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M« Critére de Nyquist :

On construit le tracé de Nyquist de PCEF, en évitant par des ¢chandpy

\
—\-u‘_‘\;\”‘y,_)

trouvant sur I'axe imaginaire.

Soit n le nombre total de poles de P2, C et I avee Re{s} > 0, alors le systeine

wles poles e

AVeco

contre-réaction a une stabilit¢ interne si et sculement si le tracé de Nyquist ne passe pas|par

le point. —1 ct 'encercle exactement n fois dans le sens antihoraire.

Aprés avoir v un point fondamental dans Panalyse, kusynthese ot I'evolution des systepnes

de controle, qui est la stabilité interne, nous allons ¢voquer un antre point fondamental,

important que le premier, ¢’est la notion de performance.

ussi

0.4 Les performances : suivi et rejet de perturbations

[38]

Dans le systeme de la figure 0.3, la sortic y (1) du processus est supposée suivre le s
de référence r (t) d'une manicre aussi rapprochée que possible en dépit des perturbations
ot des bruits de mesure n (1) .

Les signaux exogénes ne sont. pas connus exactement come des Tonctions de temps, 1
ils sont connus qualitativement. 15n se basant sur cette remarque, les concepteurs en cout
utilisent une certaine classe de signaux de test pour ¢valuer toute synthése proposce.

La spécification de synthese typique pourrait ¢tre comme suil o un systeme aune er

permanente nulle, chaque fois que le signal de réference » et la perturbation « consistenf

des échellons et rampes damplitudes et de pentes arbitraires et inconnues.
Souvent le bruit de mesure n possede le plus d'énergic dans la plage de fréquences [wy,
En plus des ¢chellons et des rampes, les signaux 7 et d pourraient avoir une ¢nergie significe
dans la plage des basses [réquences [0, wo).
L’exigence raisonnabe a imposer est que @y suive roavee une “petite” erreur pour
signal dans cette classe d’incertitude et sans utiliser une energice de commande excessive.
On examine cette idée d'une manicre plus précise en ¢tablissant les ¢quations du syst

%)

en boucle fermée de la figure 0.3 avee un retour unitaire (/' = 1).
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d(1)

e(t) u(t)
() b Cls) P P) s

44—

Fig.0.3 : Systeme en boucle fermée a retour unitaire.
On obtient :
y(s) = D (s) u(s)+d(s)

C(s) [r(s) = nls) = y(s)]

e(s) = r(s)—yls) (I'erreur de suivi)

o
o~
o
2
Il

@)

—

1 peut réeerire les ¢quations précedentes pour avolr

y = L+ PCI da L+ PO PC = (14 PO PO

¢ = —[(L+ 00" d+[L+PC) L4 1P PO

Dans ces ¢quations, on introduit deux fonctions de transfert :
1 , . . we SNE g NS
e S=[1+PC]" appclee: “ fonction de sensibilite

- —1 , 2 . T , : ;
e T =[1+rC|" IPC appelee @ ¢ fonction de sensibilite complémentaire ”

On remarque bien, que les fonctions de sensiblité S et 7" sont des outils mathémat

qui nous permettent de connaitre le comportement dun systéme de controle.

En cffet, ces deux fonctions de sensibilite S et I caractérisent e fonctionnement du sy

bouele. Si on prend en considération les Cuations suivantes :

y = Sd+Tr-"Tu

¢ = =Sd+Sr+1Tn

L interprétation des roles de S el 1 devient plus sitple, et on diraalors que

L4

»)

n(t)

ques

Lome




e S représente :
_ Pinfluence des perturbations sur la sortie et sur I'erreur.
_1a fonction de transfert entre la référence et I'erreur.

e T représente :
- Iinfluence des bruits de mesure sur la sortie et sur Perreur.
- la fonction de transfert entre la référence et la sortie.

"4 Objectifs de synthése :

Compte tenu de I'interprétation que nous avons donné des fonctions de transfert S et

il est clair que lorsqu’on effectue la syntheése du correcteur C, on doit chercher a :

_ rendre S la plus faible (petite) possible, afin de minimiser l'influence des perturbatic

d et d’assurer un bon suivi de la référence.

_ rendre T la plus faible (petite) possible, afin de minimiser 'influence des bruits

mesure.

r.

g

—
—

e

Mais comme nous avons S + T = 1, il est clair que ces deux objectifs sont contradictoirges.

Nous devons donc, trouver un compromis.

Ce compromis sera satisfait, si la plage de fréquences dans laquelle varient 7 et d
disjointe de celle dans laquelle varie n. Dans ce cas S (jw) devrait étre maintenue faible
la bande de fréquences [0, wp] pour fournir un suivi précis des signaux basses fréequences
T (jw) devrait étre maintenue faible sur la bande de fréquence [wy,ws]| pour atténuation
bruits.

D’autre part le signal de commande u est donné par I’équation suivante :

u—zr+zn—zd
a p P

P

Du théoréme de Parseval, on a :

/:ozﬂ (t) dt = _21_7r/_*: s (w2 duw

ainsi, on remarque que I’énergie du signal de commande peut étre maintenue petite

gardant 'amplitude de T’ (jw) aussi faible que possible sur les bandes de fréquences de r.

€Il

et

n. 11 est clair que ceci contredit le besoin de rendre S (jw) faible sur la bande de fréquences

[0,wo] . Ainsi pour un bon suivi, T (jw) doit nécessairement étre large sur [0, wo], mais

15
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e La norme-2 (lg) :

appelée aussi norme cuclidienne. Elle est ¢gale e
n 1/2
ol = /Ty = )2
zll, = Valz = g (x;)
1=1

e Lanorme-p (I)) :

"t 1/p
o], = {Z ||}

e Lanorme-00 (leo) :

)l = max |4

0.5.2 Les normes des signaux
Définition d’une norme :

On considere un signal w (£) qui s’applique de (—oo, +oo) a1 est suppose elre col
par morceau. (t) = 0 pour L < 0.
1l existe diflérentes normes pour de tels signaux. mais il faut d’abord mentionner qu
norme doit verifier les proprictés suivantes :

i/ Al =0

i/ Jul=0 < u(t)=0 Vi
i/ Jlaull = la] [[ull Va € NN
v/ lutol < flull el (inégalité triangulaire)

" Exemples de normes :

e La norme-1:

llull, = / °°|'u.(/,)| (i

J =00

17
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e La norme-2:

= | | ) o) "

e La norme-p:

= | / o 1 "

Exemple 0.1 Supposons que u(t) soit un courant passant a travers unc résistance de

La puissance instantance est ¢gale alors a u? (1), Uénergie totale est égale a Uintégrale
_ . 2

celle-ci, a savour ||ull; -

Done, on peul généraliser celle interprétation el dire que :

12,

de

“ [ puissance instantanée d’un signal u (t) est définie par u® (1) et que son ¢nergic|est

définie par le carré de sa norme-2 (””“j) E

e La norme-oo:

La norme-oo d’un signal cst définic comme ¢tant la plus petite borne suptricure d¢ sa

valeur absoluc.
||l = sup u(t)]
t
Q1 -e) el =1 (e () : ¢ehellon unitc)

Signaux a puissance moyenne finie PMF :

— La puissance moyenne de u (t) est la moyenne temporelle de sa puissance instantangée :

o
Pooy = ,Il'im — / u? (1) di

ves 20 i o

Si cette limite existe, le signal u (t) scra appele © signal & puissance moyenne finie .
_ La racine carrée de la puissance moyenne sera notée P (u), ce qui donne :

9

| 1/2
P(u) = ,ll.i“‘ é—f/ u® (1) (l(}
st i

18




Notons qu’un signal non nul, peut AVOIr UNC PUISSAnCce 1moyenne nulle, par conscqud

P (u) west pas une norme, bien quelle puisse vérifier les propric¢tés i/, i/ et v/,

Propriéteés :

3

Le fait quune norme soit finic n'implique pas néeessalrement (ue les autres soient finfes.

En effet, nous avons les proprictés suivantes :

. uest un signal & puissance moyenne finic
1- Si |jull, < oo,

i
v

avee 2 (u) =0

) w est un signal @ puissance moyenne finie )
2- 8i = 1’ (u) < lullo

ot |l < o0

5 g 4 lelh<oo o lully < [l lly )72 ot done flully < o

ot ], < o0

0.5.3 Normes de systcmes

Soit un systéme lincaire, invariant, causal of de dimension finie, représente par la fonc

de transfert G (s); pour laquelle nous allons introduire les denx normes suivantes

e La norme-2:

| oo , 1/2
il = |5z [ 16 ]

Si G est stable, alors par le théoreme de Parseval, on a

| v 00 , 1/2 vf-20 , 1/
1= [ [ 1G G ] = T o

e La norme-oo :

)

“

G

= sup |G (jw)|

w

o<
La norme-co vérifie 'importante propricte de sous-multiplicite

IGH]l oo < NGl Ml
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"4 L’interprétation graphique : AN\ e

_ Dans le plan complexe la norme-co de G (IIG].,) est égale a la distanc Porigiy

et le point le plus éloigné sur le tracé de Nyquist de G.

- Elle apparait aussi comme la valeur du pic sur le tracé d’amplitude de Bode.

Il y a certains cas particuliers dans lesquels on a la certitude que les normes sont finie:

ils se résument dans le lemme suivant :

Lemme 0.1

. _ G est strictement propre et
o ||G||, est finie ssi
G n’a pas de poles sur Uaze imaginaire (Res # 0)

' | G est propre et
o |G|l estfinie ssi
n’a pas de pdles sur l'aze imaginaire (Res #0)

0.5.4 Relation Entrée/Sortie via les normes

Dans cette section, on va aborder une question trés interessante qui est la suivante :

» Sion connait la grandeur de l'entrée, quelle serait la grandeur que va prendre la sorti¢

I

\

-
b

entre loriging,

%

b

\

3
\
/

Considérons un systéme linéaire avec une entrée u, une sortie y et une fonction de transfért

G, supposée stable et strictement propre.

Les résultats regroupant toutes les relations Entrée/Sortie sont résumés dans les depix

tableaux suivants :

w(t)=6(t) | u(t) =sinwt
lylly || 11G (Gw)lls 00
19lloo || 119 ()lloo G (jw)
P | 0 2 1G (jw)|

Tableau 0.1 : Les normes et la puissance du signal de sortie pour deux types d’entrée.

Exemple 0.2 Supposons que u (t) = 6 (t) une impulsion unité. Alors la norme-2 de y (1) |est

égale & la norme-2 de g (t) (la réponse impulsionnelle) qui par le théoréme de Parseval, |est

égale & la norme-2 de G (jw) .

Iyll, = llglly = 1G1l;
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Le plus souvent, les signaux d’entrée, surtout les signaux perturbateurs ne sonl pas ¢
a priori ; mais a la rigueur, on pourrait connaitre juste leurs normes. Pour de telles situatio
tableau 0.2 ci-dessous nous permet de calculer la norme ou la puissance de la sortic connai

le norme ou la puissance de 'entrée.

lull, | lullg | ()
lyll, | Gl | 00

Wl || NGy | Nlg (DNl | o0
P | 0 | <lGls |Gl

Tableau 0.2 : Les gains de systemes.

La valeur oo dans certaines cases est valable tant que G # 0, c’est-a-dire tant qu'il y

fréquences w pour lesquelles G (jw) # 0.

1S
ns, le

ssanl

a des

; , I
Exemple 0.3 Soil un systéme avee une fonction de transfert T0sF1 et qui a une entpée de
s

perturbation d (t) connue pour avoir une borne d'énergic ||d||, < 0.4. Supposons qu’on yeualle

trowver la meilleure estimation de la norme-co de la sortie y (t) ( |yll.)-

Le tableau 0.2 montre que le gain norme-2/norme-0o est égale a la norme-2 de la fonction

de transfert :

”:l/”oo _ ||C||
T2

[l

et comme :

1 0.4
”G“'z = —\/5—6 == ”.71”00 < —\Eﬁ

Remarque 0.3 La norme-oo de G (et g (t)) apparail dans plusicurs cases des tableauy.

Par

conséquent on voit que cette norme (||.||l,) est une importante mesure pour les performances

des systémes.

0.6 Incertitudes et erreurs de modeéle [14], [38]

Le calcul de la commande d’un processus physique passe nécessairement par P'utilisation

d’un modele mathématique (appelé aussi modele nominal) qui aussi parfait soil-il, serp

t)l

<

tou-




jours, qu’une approximation de la réalite. Autrement dit le comportement de ce modcle sera
diflerent de celui du processus physique réel. Chose qui est duc au fait que la modclisation
des systémes physiques implique constamment un compromis entre la simplicité du modele
cl sa précision a suivre le comportement du systéme physique.

En cffet, si le modele nominal est obtenu par des méthodes theoriques ou d’identification,
il est nécessaire de neégliger intentionnellement les parties compliquées du systéme et cela afix

dobtenir un modele convenable pour les manipulations mathemaliques. 1l y a donc des differ

T

rences entre le systeme physique réel et le modele nominal. Ces diflerences sont généralemen

appelées “erreurs de modele” ou “incertitudes du processus”.

]

Les erreurs du modele proviennent de differentes sources. Elle peuvent ¢tre dues aux eflet

de linéarisation ou au fait de cousidérer le modele avee sculement les modes les plus dominants

-

etc...
D’autres erreurs de modele proviennent de la détermination imprécise des parametres du
modéle. Des erreurs courrantes lorsque le modéle nominal est déterminé par les méthodes
«Pidentification du systeme” dans lesquelles les parametres sont ¢stimes a partir des infor-
mations Entrée/Sortie.
Les phénomenes qui génerent la variabilité du modele physique ideal sont essenticllement
de 2 types :
e Incertitudes non-strucurées.

e Incertitudes structurces.

0.6.1 Incertitudes structurées
(Uest une incertitude liée aux variations ou erreurs Qestimation sur certains parametres du
systeme. Autrement dit, ¢’est une incertitude qui aflecte la connaissance de certains parameties
physiques généralement bien localisés tels que : les masses, les inerties, le centre de gravite,
ele...
Les erreurs structurées sont connucs par le fait quelles ne sont pas toujours facileg a

exploiter.

0.6.2 Incertitudes non structurées

L’incertitude non structurce est une incertitude qui rasseiwble les dynamiques négligees

dans le procede telles que @ le comportement haute fréquence, les non lincarites, l'idéalisation

a2




des ¢léments de commande, ete...
Dans ce genre d’incertitudes, les erreurs de modele sont représentées sous une forme glotale,
et coci en attribuant aux amplitudes des dynamiques néglipees une horne supéricure qui vprie
en fonction des fréquences.
Supposons par exeimple, un systeme de fonction de transfert en boucle ouverte L = (.0,
avec G(jw) et P(jw) les transmittances respectives du correcteur et du processus.

4 . .
sonl. identidues

I2n ayant une réalisation soignée du correcteur G(jw), les incertitudes

4

aux incertitudes relatives sur le processus 2.

AL (jw) _ AL (jw)
LGw) ~ P(w)

[J: G]J =

Lorsqu’on atteint les hautes fréquences, les dynamiques négligées représentées par leg in-
P

certitudes relatives , deviennent prépondérautes, car apres quielles ¢taient faibles (10% a

20%) cn basses fréquences, clles risquent de devenir tres grandes (100% a 1000%) en hautes

fréquences.
AP (s)
P{s)

On évalue un majorant pour 'incertitude relative tel que :

AP(s)  P(s) -
P(s) I

avee :

P (s) : La fonction de transfert du processus nominal. (I'unique)

P (s) : La fonction de transfert du processus perturbé. (une multitude)

et A (s) une fonction de transfert variable satisfaisant Al £ 1.

L’inégalité (3) peut nous donner & la limite :

o P(s) = P(s)+ A(s) P (5)

On voit bien qu'on ne dispose an micux que d'une majoration de JA (s) P (s)]. Qette

majoration, cngendre un disque Lincertitude autour de chague point du lien de Nyquigt de
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des ¢léments de commande, etc...
Dans ce genre d’incertitudes, les erreurs de modele sont représentées sous une forme glol
et ceci en attribuant aux amplitudes des dynamiques négligees une horne supéricure qui v
en fonction des fréquences.
Supposons par exemple, un systéme de fonction de transfert en boucle ouverte L=
avee G(jw) ot P(jw) les transmittances respectives du correcteur el du processus.
En ayant une réalisation soignée du correctenr G(jw), les incertitudes ——1£ sont. identic

4

aux incertitudes relatives sur le processus I,

AL (jw) AP (jw)
L(jw) — P(jw)

Li=G.JF i

ale,

e

Sy

(1es

Lorsqu’on atteint les hautes fréquences, les dynamiques négligées représentées par leg in-

2

certitudes relatives 7 devienment prepondérautes, car apros quiclles ¢laient faibles (10

20%) en basses frequences, elles risquent de devenir tres grandes (100% a 1000%) en hautes

fréquences.
(o
On évalue un majorant pour I'incertitude relative s tel que :

> (s)

HCE TR

avee -

P (s) : La fonction de transfert du processus nominal. (I'imicue)

P (s) : La fonction de transfert du processus perturbé (une multitude)
et A (s) une fonction de transfert variable satisfaisant Al < L.

L’inégalité (3) peut nous donner A la limite :

On voit bien qu'on ne dispose an micux que d'une majoration de |A(s) 17 (s)]. Cette

majoration, engendre un disque Qincertitude autour de chaque point du lieu de Nyquist de
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P(jw). (voir figurc 0.4)

Im(s)
A
51 A Re(s)
t —10 »

P(wy) . ' .
Processus r(jo) = lz\(j(u Jo P (_[(n ).
perturbé

P(w2)

Processus
nominal

Fig.0.4 : Modification du lieu de Nyquist de /2(jw) par le modele d'incertitude

Le rayon du disque d’incertitude est déterming par A (jw) 12 (jw).

Comme on 'a déja dit, P représente le processus nominal. On ajoute encore qu
unique, alors qu'il y a une multitude P. Cette multitude de processus I est engendré
succession des disques P, de rayon r (jw;) = |A (jw;) I (jw:)| et ayant pour centres les
P (jw;) du licu de Nyquist de P (jw).

e On dénote par P I'ensemble des processus incertains P, ¢’est-a-dire, que P con
totalite des processus perturbés P qui s’ccartent du processus nominal 2 de |A (jw) 4

Sclon la formulation de 2 (s) en fonction de 17 (s) et A (s), on peut avoir plusicu
d’incertitudes non-structurées :

o Incertitude additive : P (s) = P (s) 4+ Au ()

e Incertitude multiplicative : P (s) = P (s)[L+ A, (5)]

J

2 [P est
» par la

points

ticnt la

" (Jw)l-

s types

D’autres représentations d’erreurs de modele sont possibles [20], suivant les besonls et les

spécifications de chacune d’elles :
e Incertitude multiplicative inverse,

e Incertitude factorisée, cte...

Remarque 0.4 La représentation qu'on adoptera reflétera a la fois nolre connaissa

e des

phénomenes physiques qui causent ces erreurs el nolre capacilé a veprésenter COUL-CT SPUS U

forme simple ct facile a manipuler sur le plan mathématique.




0.7 IL’extension aux systémes multivariables

En réalite, la plupart des systémes physiques sont des systemes o plusicurs entréeg et

plusicurs sortics. On les appelle alors systeimes MIMO (multiinput-multioutput) o syste
multivariables.

Pour léetude de tels systemes, différentes technigues sont apparues, la plupart basces
la représentation d’état et sur Putilisation dun formalisme matriciel (res intéressant aussi
pour sa puissance (ue pour sa généralite.

La plus commune représentation des systeémes multivariables est celle du modele basé
les variables d’état. Ce modele est une déscription du systéme dans Pespace d'ctat;

présente sous la forme suivante :

§(x) = Aw+ Bu
y=Cux+ D&

ou

z € N est le veeteur d’état ((n ¢tant la dimension du systéme).

uw e N est le vecteur des entrées de commande (m s le nombre d’entrées).
y € NP est e vecteur des sorties ( p: le nombre de sorties).

(t), y (1) avee 0 (x)
(k), y (k) avee & () =2z (k+1).

L’analyse d’un systéme représenté dans Pespace d’état revient a analyser les propri¢tey

I
—
o~
S

e Pour les systemes continus, nous avous : & 1), u
e Pour les systémes discrets, nous avons : @ (k), u
matrices A, B, C, et D de tailles respectives : (nox n), (nxom), (p X n), (pxm).

Dans le cas des systemes multivariables nous allons voir la notion des normes

toujours aussi importantes que celle des systemes ol h1® 8

0.7.1 Les normes [, et H,, [18]

Hes

sur

hIC1

sur

il se

des

osl,

Pour une matrice de transfert stable G (s) € € (m x n), associce a la representation djétat

suivante :

= Ar+ Bu
= G




tel que :

Y(8) = " V=l -A) B

On peut définir la norme 1y ct la norme Heo cn termes de ses valeurs singulicres o; (J)

[20], [21].

» La norme I, :

1 +00 1/2
Gl = [ [ tracelG (o) G o)) o
“n J-o0
| el 1/2
G, = 5 / Z (o, (jw))* dw avec g = min {n,m}

0 =1

Cette norme surgit lorsque les signaux exogenes sont soil fixés o a spectre de puissa
finie.

» La norme Hy :

G|l =supa (G (jw)) = sup Iyl
w lwll, =1 H“’Hz
avec y € NP le vecteur de sortie et u € RN™ le vecteur d’entrce.
Le calcul de la norme-Hy cst plus délicat. On peut tracer la fonction w — (G (jw)

déterminer la valeur maximale. Cette méthode présente cependant le visque de manguer

pic étroit.
En plus des définitions quon vient de donner, les normes /el Hee penvent se cale
suivant une autre maniére plus rigoureuse, a Savoir :
» Le calcul de la norme /) :
Soit A, B et C les matrices du systeme dans Pespace d’¢tat.
Si L= [y B BT A" dt représente le Grammien de controlabilité de (4, B)

o0 T oAl 5 p Ry »
et Ly = [, ATLOT Cet dt, représente le Graminien d’observabilite de (C, A)
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ot ils sont les solutions des ¢quations de Lyapunov suivantes :

AL.+ LA +BB = 0

AL+ L,A+CC = 0
Alors :
IG5 = trace[C L. C'] = trace (3" L, 1)

» Le calcul de la norme Hy :

La norme Ho cst plus délicate a calculer, en fait clle peul etre sculement approxinmce
numériquement.
Considérons respectivemement la matrice Hamiltonicnne ct son équation de Riccati asy
ciée (8] :
A BB’
H, = * ol AX + XA+ ' XBBX +~7'C'C =0
-C'C \/
== =4

On a, alors :
|G|l < stet sculement si /1, n'a pas de valeurs propres imaginaires.
ou ’unc manicre ¢quivalente :
G|l < 7 si et sculement si X' >0 (X définic positive).
La procédure de caleul se résume dans Palgorithime suivant :
Y4 Algorithme de bissection :
1. Choisir vy
2. Trouver les valeurs propres de 11,
3. Si la matrice Hamiltonienne n’a pas de valeurs propres imaginaires, diminuer
~ et revenir a I'étape 2. Sinon augmenter la valeur de 7.

4. Arroter lorsque ¥ = Y- Alors : |Gl = Yuin-

~

=

)_



Chapitre 1

ROBUSTESSE et OPTIMALITE

1.1 Introduction

De nos jours, la théorie des systemes s'intéresse plus particulicrement & Poptimisation du
comportement. Un tel probleme pourrait. étre la maximisation de la portée d’un missile oft le
profit d’une entreprise, la minimisation de Perreur d'estimation de la position d’une cible de
encrgic ou cncore le cotl exigé pour atteindre un but final. La rechierche d'une commande
permettant d’atteindre de tels objectifs tout en minimisant, ou bien en maximisant, un crifere
donné a priori, constitue le probleme fondamental dans la theorie de Poptimisation. Cette
commande est qualifice par le nom de Commande Optimale. Ceei d'une part.

D’autre part, en théorie du controle, on a toujours recours a utilisation d'un modcle.
Pourquoi ? parce que ¢’est le seul moyen mathématique disponible ponr I'étude de notre gys-
teme physique. Connaissant les differentes met hodes de modeélisation, il ne serait pas ¢tonrfant.
de dire que le modele obtenu reste toujours une approximation de la réalite et qu'il doit ftre
cependant, donné avee des incertitudes. Ainsi, du besoin d’¢laborer une loi de commandg en
présence d’incertitudes, que s'est introduite 'idee de Robustesse.

Cest alors, de ces raisons que nous avons choisi de consacrer ce chapitre aux notiong de
robustesse ot Coptimalite. Nous allons done, comnnencer par les delinir, puis a présenter un

ctat-de-Iart a leur sujet.
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1.2 La commande optimale

Les problemes de commande optimale ont toujours heancoup attire Fattentrean T

nieurs ¢n controle. Surtout avec Fintroduction de l‘n])])lu('lu' des variables diétat xllli a permisfia

gencralisation des syt heses an cas multivariables et qui a encore contribne an doveloppenifi

des idées des syntheses optinnades.

Un systenne acotiande opt el st un systéme dont la synthese optinise Lo biingse

ou taxintise sclon lasinat on en ains - laovadear de 1o fonction cont . choisie connme imchicatdin

de performances.

Un systome a commande optimale differe dhan systeme ideal Le premier (Foptina
clost 1o meilleur atteint en presence de contraintes phiysiques, tandis que e deuxicme (ididal
pourrait bien ¢tre un but inaccessible.

\ .,

En synthétisant un systéme de controle optimal ou un systeme a regnlateur optilal, npus
avons besoin de déterminer une commande sujette a des contraintes afin de minimiser certajnes
mesures de déviations par rapport au comportement idéal. Cotte mesure est souvent fournie
par le choix d'un bon “Critere de Performance”
« Critére de Performance
Le critere de performance est une fonction dont la valeur est considérée comme une ihdi-
cation de la maniere avee lacuelle les performances actuelles cu systeme arrivent a bien sufivre
les performances desirtes.
Le choix d’un critere de performance appropri¢ est tres mportant. I doit etre forpule
en se basant sur les exigences que le systeme doit satisfaire of prendre en ('()mi)tv daafs Ta
détermination de la nature du systeme résultant.
Souvent, les exigences de synthese incluent non seulement les spécifications de peffor-
mances, mais aussi, la garantic d'une realisabilite physique et les restrictions sur la fornje de
la commande a utiliser.
En résumant, le probleme de la synthese dune commande optimale se présente copne
suit : ‘

"« TFormulation des problémes d’optimisation

Le probleme Qoptimisation d'un systeme de commande peut etre formuld si les infopima-
tions suivantes sont disponibles :
1. les ¢quations du systeme,

2. 1a classe des vecteurs de commmande admissibles,
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3. les contraintes sur le probleme,
4. le critere de performances,
5. les parametres du systeme.
La solution au probleme de controle optimal est de determiner le vecteur de comin

optimal u(t) appartenant 4 une classe de veeteurs de commande admissibles.

1.3 La robustesse

lllll<‘

Le calcul d'une loi de commande d'un processus physique passe nécessairement par Iutili-

sation d’un modele qui, aussi parfait soit-il,
Or, la commande recherchée doit bien évidemment assurer des performances correctes
que : stabilite, précision, rapidite, rejections des bruits, ete.., pour e modale (processt
minal ) mais surtout pour |
Qune différence entre le modele mathematique et le processus réel s onse pose L questic

» La loi de commande ¢laborce pour le modele est-clle valable pour le processus v

Par conséquent, on voit bien qu'il est tres important que la commande caleulee p
modele mathématique convienne aussi au processus réel; et clest done ainsi que s’inty
naturcllement I'idee de “Robustesse”.

Le probleme de la robustesse correspond a une preoceupation dlordre pratique. Tl
de prendre en compte an moment de la conception de 'l
délisation, afin d’assurer un comportenent satisfaisant an processus réel (systéme phy
commande.

Los causes d'incertitudes dans la modalisation dun processus réel sont de natures ve

e sera jamais quune approximation de lare i,

elles

5 110~

¢ processus réel qu'il représente. Car, ctant conscient de Texigtence

n sl
el
e le

odutt

st

4 commande, les incertitudes de mo-

Riqie)

rees

o Inscrtitudes intrinséques lices a Pincapacit@ d'une connaissance totale de tous les phéno-

menes mis en jeu, telles que la méconnaissance ou les variations des parametres du prog¢

CSSUS.

o Incertitudes volontaires decoulant Q’approximations, telles que los effets de lincarjsation

autour d’un point de fonctionnement et los effets de réduction d’ordre. Des opérations visant

a adapter le modele de représentation an but final recherche.

D’autre part, on sait que Pobjectif de la theorie de la commande a toujours ¢te digssurer

au modéle nominal, représentant le systéme physique :
e la stabilite

e ct les performances nominales requises pour le bon fonctionmement. du systeme.




D’autre part, nous avons Pimportante notion de robustesse qu'il ne faut pas négligey. Ce
qui fait, on est amené a dire solon une nouvelle version, que Pobjectil de la commande plest
d’assurer :

e la stabilité robuste

e ct les performances robustes.

Lt done avoir @ “unce Commande Robuste™.

1.4 TEtat de Part

Au bon milieu du 197%™ siecle, la theorie du controle a commence a voir le jour gpand
Maxwell publia, en 18068, son article intitulé © Sur les regulatewrs ™
L article de Maxwell fut motive par le besoin de comprendre el de corriger le comportepent
instable (oscillatoire) observe sur un grand nombre de machines a vapeur utilisces A feette
¢poque pour les locomotives. 11 a montré que le comportement. dun systeme dynamicque,|peut
otre approximé au voisinage d'un point d’equilibre par une ¢quation differenticlle lincaird. Par
conséquent, la stabilité ou Pinstabilite d'un tel systéme pourrait ¢tre déterminée a partir|de la
position des racines du polynome caractéristique correspondant a cette eéquation diflérer ticlle
lin¢aire.
A cette époque, la vitesse des locomotives olait controlée par des gouverneurs (dit [aussi
régulateurs) centrifuges. Ainsi, le probleme fut de déterminer les parametres de conedption
du correcteur (la masse et Pinertie du ballon dair, la (ension dn ressort, ele...) pour pduvoir
assurer la stabilit¢ du systéme en boucle fermée.
Maxwell posa alors ce probleme d’une manicre géncrale en demandant de :
« Doterminer les contraintes sur les cocflicients d'un polynome qui garantissent e fos
racines de ce polynome seraient limitées au demi-plan gauche @ le domaine de stabilige des
systémes continus 7
En réalité, ce probleme était déja résolu pour la premicre fois, en 1856, par le mathématicien
frangais C.Hermite.
En 1877, le physicien anglais 15.J.Routh, en utilisant la theorie des indices de Caughy et
celle des suites de Sturm, a établi son fameux algorithune pour calculer le nombre A des rgeines
qui se trouvent dans la moiti¢ droite du plan complexe, Re (s) >0 . Cet algorithme dlonna

ainsi, une condition nécessaire et suflisante pour la stabilite dans le cas particulier @ A = 0.
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En 1895, A.Hurwitz, en s’inspirant des travaux ’Hermite, a fourni un autre critére |

yaur

la stabilite d’un polynome. Ce nouvel ensemble de conditions nécessaires et suflisantes ¢t

sous forme de ninégalites déterminantes, ot neest lo degre du polynome atester.

Des résultats ¢quivalents ont ¢té découverts au début du 201 sicele par LShur ((en 1918

) et A.Cohn ( en 1922 ) pour le cas discret ou le domaine de stabilité est Pintéricur du cerple

unité dans le plan complexe.

L un des principaux soucis des ingénicurs en controle a toujours ¢t¢ Panalyse ct la synt hixse

(conception o ctude ) des systemes qui sont sujets a de divers types dincertitudes ¢

perturbations.

Des perturbations peuvent surgir a Pintéricur du systeme, dans ses paramctres physiq

Ce dernier type de perturbations, appelées perturbations paramdtriques, peat elre e résy

(e

s

tat

de variations rcelles dans les parametres physiques du systeme dues an vicillissement oul au

changement des conditions de fonctionnement. Par exemple, dans la conception des avigns,

les coefficients des modeles dépendent considérablement de Paltitude du vol. Il se peut que ce

soit une conséquence des incertitudes ou des erreurs dans le modele Tui-méme (exemple |

poids des passagers et le chargement des bagages).

Du point de vue synthese, ce type de probleme de variation de parametres est rencoptre

aussi lorsque la structure du correcteur est fixée mais ses parametres sont ajustables. Le ¢
de la structure du correctenr est souvent dicte par des contraintes physiques, d'ingenieri

matericel et d’antres telles que le cout, la simplicité, ete... Dans une situation pareil, le con

hoix
) de

op-

teur reste limité a un nombre restreint de correcteurs ou de parametres de synthese aajuster

afin ’avoir un comportement satisfaisant en boucle fermée. Par exemple, les correcteurs
ont seulement trois parametres a ajuster.

Le polynome caractéristique d'un systéme de controle en boucle fermée, dépend des
ramétres incertains que peut contenir ce systeme. Il est alors nécessaire dans ce conte
d’analyser la stabilité de toute une famille de polynomes caractéristiques.

Cependant, les conditions de Routh-ITurwitz si faciles a vérifier pour un seul polyn
sont. presque inutiles pour les familles de polynomes, parce qu'elles ménent a des condit
extrémement non-linéaires avec les parametres inconuus.

Ainsi, malgré le besoin fondamental d’agir sur les systémes aflectés par des perturbat
paramétriques, les ingénieurs otaient confrontés, dos le debut, a des obstacles majeurs

forme de caractére non-linéaire des conditions de Routh-urwitz; qui en plus ¢taient le

32

1D

pa-

xte,

OINC

1O1S

1018
K018

scul




outil disponible pour résoudre ce genre de probléme!

L’une des premicéres et des plus importantes contributions a Panalyse de la stabilité ayec

perturbations paramdétriques atait faite par Nyquist en 1932 dans son article classique su

1

stabilité des amplificateurs par contre-réaction ( feedback ). Ce probleme découlait direetemgnt

de son travail sur les problemes de téléphonie a longue distance. Peu apres, il a ¢te suivi

jpar

le travail de Bode ((en 1945 ) qui a conduit en fin de compte, a Pintroduction des notions de

marges de gain et de phase pour les systémes a contre-réaction. A partir de cette ¢poquey le

critere de Nyquist et les concepts de marges de gain ot de phase forment la base de combien

de méthodologies de conception de systemes de commande classique largement. utilisés par
ingénicurs en controle,

La période entre 1960 et 1975, ful une période majeure pour I'évolution de la theorie

systemes de commande. Elle fut marquée par lintroduction de Papproche des variables d'¢lat

ot les idées du controle optimal dans le domaine temporel. Ces approches sont survenues syite

a 'apparition d'importants problémes technologiques rencontrés a celle ¢poque, teis que
Jancement, le suivi et le guidage des véhicules spatiaux.

De ce fait, de nombreux cfforts ont ¢été fournis et des développements rapides, aussi |
dans la théorie que dans la pratique, ont pris place. La théorie du countrole optimal ut a

développée sous l'influence de plusieurs grands chercheurs, tels que

1011

lors

~ R.Bellman (en 1957) qui a appliqué la pro srammation dynamique an controle optipal
| | . |

des systemes discrets en démontrant. que le moyen naturel de résoudre les probler

de controle optimal est d’inverser le temps. Ces procédures donnaient des schémas| de

contre-réaction avee des boucles fermcées généralement non-lincaires.

~ L.S.Pontryagin (en 1958) qui a développ¢ son principe du maximum pour la résc

-

tion des problémes du controle optimal en utilisant le calcul de variations développe

par L.Euler ( 1707-1783 ). Pontryagin a aussi resolu le probleéme du temps-minimal
otablissant los lois de controle Bang-Bang comme controle optimal (en 1962).

R.ISalman ot ses collegues aux Btats Unis. Iin 1960 trois articles majeurs ont ¢te
blics : 'un d’eux, celui de Kalman et Bertram en 1960 a donne I'essentiel des trav
de Lyapunov dans le controle des systémes non-linéaires dans le domaine temporel.
deuxicme article est celui de Kalman dans lequel il a introduit un nombre de conce

clefs des variables d’état dont la controlabilite, Uobservabilité, le régulateur lincaire

CIl

pts

a-

dratique optimal (LQR ) et le retour d’¢tat. Le troisicime article, de IKKalman toujourp, a
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traité le filtrage optimal et Pestimation d’¢tat en fournissant. les ¢quations de synthfses
dos filtres de Kalman discrets. Tt pour le filtre de IKalman contin, cesten 1961 qufil a
ote developpe par Kaliman et Bucy.

N

1l est important de souligner que jusque 1a, le point d’intéret ¢lait essenticllement Fe pli-
malité du systeme nominal. Tandis que le probleme d’incertitudes sur le processus est reste
pour longtemps dans I'ignorance, a ’exception de deux articles : celui de Zames (en19p3),
dans lequel il a introduit le concept du principe du “petit gain”. De nos jours, ce concept joue
un role clef dans les criteres de stabilité robuste. 15t Kalman (en 196 [) a montré que  pour
les systémes SISO, les lois de connmande optimales par retour détat (e LQR ) avaiend] des
propri¢tés de robustesse tres fortement gni‘antxies, A savoir unce marge de gain infinic etjune
marge de phase de 60%; qui sont cn plus indépendantes du choix du critere quadratique.

Dans les implémentations, les variables d'état, sont pencralement non disponibles poyu Ta
«

mesure directe; elles pourraient ¢tre alors substituces par leurs © estinces 7 générees pap un

systéme appele, observateur ou filtre de Kalman. Bt done, pour fermer la boucle de coptre-

“la commandg par

réaction © la commande par retour d’¢tat optimale ™ serait remplacée par
retour d’état observé sous-optimale 7. Apres, il a ¢te facilement montré que le systemje en
boucle fermée résultant a des racines caractéristiques qui sont précisement les valeurs prgpres
du correcteur optimal et celles de T'observateur.

Ceci signilic que les valeurs propres optimales ¢taient preservees lors de Pimplément t1on
du “retour de sortic” et suggere que la synthese dun estimateur d'etat pourrait étre décopplée
de celle du correcteur optimal. Ceux-ci et certains faits apparentés sont connus par “le pripeipe
de séparation ”.

En invoquant ce principe de s¢paration, les scientifiques en controle ctaient généraleent
ramenés A croire que les extraordinaires propricétés de robustesse via la synthese par r¢tour
dotat LQR ¢taient préservees quand la commande est implementée avee retour de sorti¢. Ion
1968, Pearson proposa un schéma ( plan ) dans lequel le compensateur par retour de gortie
pourrait étre synthétisé pour optiniser les dynamiques de la boucle fermée dans le sens NLOR,
en incluant, deés le début, le nombre d’intégrateurs requis dans le probléme du controle optimal.
La philosophic derriere cette approche, ¢est que le systeme implément @ va étre “optimal” pussi
et non “sous-optimal” comme dans le cas précédant du retour d’état observe.

A la fin des années 60 au début des annces 70, Uintérét des theoriciens en controle pdrtait

sur le probleme de servomécanisimes. Cependant, les problemes de suivi, de rejet de partur-
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bations avec des signaux permanents tels que : les ¢chelons, les rampes el les sinusoides| ne

pouvaicnt pas ¢tre résolus d'une manidre évidente par les méthodes de controle optimal [qui

existaient déja. Parce qu’a moins que des signaux convenables soient inclus dans le criterg de

performance, la fonction cotit ¢tait souvent non-bornge.

C’est en 1970-1972 que S.P. Bhattacharyya ct Pearson ont donné une solution au probl¢me

de servomécanismes multivariables. La techmique de résolution était basce sur le probler

ne de

régulation de sortie, formulé et résolu par Bhattacharyya, Pearson ct Wonham (en 1972).

Elle a été établie en utilisant I'élégante theorie geométrique des systemes lincaires (en 1989)

développée a cette epoque par Wonham. Chose qui a clarifie les conditions sous lesquelles le

probleme de servo (ou suivi) pourrait ¢tre résolu, en Passociant a la stabilisation d’un systieme

a erreur convenablement definie.

Le probleme de servomdccanisine robuste, base sur I contre-réaction de Perreur. ¢lait

traio

par Davison en 1976. Plutard, B.A. Irancis et W.NL Wonham ont développé © le principe du

modele interne” qui a ¢tabli la nocessite d'utiliser des correcteurs pilotés par Perreur ¢

incluent les modeles des signaux exogencs.

' qui

Dans les travaux de I'errera ct Bhattacharyya (en 1976), le probleme de servomdacanisme

multivariable était interpréte comme un probléme dans lequel les poles des signaux exo

genes

doivent étre placés comme des zEros dans la fonction de transfert de erreur. La notion des

“z6r0s bloquants” était introduite dans leur article en 1977 o il a ¢té montr¢ que les| per-

formances robustes du servo, ¢quivalentes a un placement robuste des zéros bloquants

le la

fonction de transfert de Perreur, pourraicnt. avoir lieu en employant. des correcteurs (ui pilptent

Perreur et qui contiennent comme poles, dans chaque canal d’erreur, les poles des générateurs

des signaux exogenes.

Il n'a été réalise qu’a la fin des annces 70, que le principe de s¢paration du retour d'étpd, et

la théorie du control LQR s’appliquaient réellement qu’au systéme nominal et qu’elles n’¢aient

pas valables pour les systemes perturbes.

Ce fait, a été dramatiquement exposé en 1978 dans un article de J.C. Doyle qui, p
contre exemple & montré que toutes les garantics sur les proprictes de robustesse (les n
de gain ct de phase) de la synthese LQR disparaissent dans unc implémentation par rete
sortie. Les observations de Doyle, ont réellement porté a lattention de la communaul.e

cherche, Pimportance de concevoir dos correcteurs par feedback qui garantissent les pro

ar ull
arges
ur de
le re-

rielLes

de robustesse désirées. Ainsi un intérét renouvelé est apparu dans le probleme d’incertitude




des processus. 1l a ¢te réalis¢ alors que Papproche basée sur Pespace d’¢lat via le contyole

optimal LQR ¢tait inad¢quate pour la stabilit¢ robuste.

De plus, Papproche géométrique de Wonhani, qui avail fait preuve de sucees dans la
Jution de plusicurs probleémes de syntheses de commande, s’cst avérée inadéquate pour 1
“puler les questions de robustesse a cause du fait quelle supposait une connaissance exac

processus.

1¢so-
nani-

t¢ du

A peu prés, & la méme période, des résultats significatifs ont ¢te présentés sur Panalysc|des

systemes multivariables dans le domaine fréquenticl. En particulier, le concept de la descerti

ption

de fractions de matrices premicres des systemes multivariables; introduit comme outils de

synthese en 1976 par Youla, Jabr et Bongiorno et en 1980 par Desoer, Liu, Murray et Saeks.

Dans les travaux de Youla, Jabr et Bongiorno (en 1976) ot cenx de Kucera (en 1979)

paramétrisation de tous les correcteurs stabilisant ¢tait donnée. Celle-ci connue par le nor

une

)

de

—

paramétrisation YJBI, est arrivée & jouer un role fondamental dans la theorie de stabilisgtion

robuste des systémes multivariables.

Le critere de stabilite de Nyquist, a ¢t réneralisé aux systémes multivariables aussi, grace
b . )

aux travaux de Rosembrock (en 1970) et ceux de MacFarlane et postlethwaite (en 1977)

Ce confluent d’intérét,a mené naturcllement a la formulation du probléme de commande

robuste, dans le domaine fréquenticl. Plus précisément, les incertitudes et les perturbations

dans un systéme avee G(s) comme fonction de transfert, ¢taient modélisées par :
i/ G(s) — G(s)[{ + AG (s)] perturbation multiplicative
i | G(s) — G(s) +AG(s) perturbation additive
avee ||AG(s)]| < oo.

ot ||AG(s)|| dénote une norme appropriée dans I'espace des matrices de fonctions de t

fert stables.

rans-

Ce type de perturbations dans le modele du processus sera désigné comme perturbations

non-structurées ou a norme bornée; Parce que les normes qui sont communément, empl

yees

dans i/ et ii / écartent completement toute information sur la phase, a I'égard des peptur-

bations. En plus, il n’y a pas de liens ¢vidents entre les bornes sur ces perturbations ou les

autres parametres de G(s) et les bornes sur la norme de cette fonction de transfert.
La solution du probléme de stabilisation robuste, a savoir le probleme de la déten
tion du correcteur pour un niveau prescrit de perturbations non-structurces, ¢tait donn

1984 par Kimura pour le cas des systémes SISO. Quant au probleme de stabilite ro
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multivariable, il a été résolu en 1986 grace a Vidyasagar, IKimura et Glover.

Ces résultats, en fait, ont été un coproduit d’importantes lignes de recherches commengcées
déja par Zames cn 1981, concernant le probleme de réjection de perturbations optimal. |Ces
lignes peuvent sc résumer comme problémes de synthése d’un correcteur par feedback|qui
minimise Ieffet du pire des cas dans une classe de perturbations. Sur la sortie du systemd, ce
probléme est équivalent mathématiquement a celui appelé : Probléme de minimisation de la
sensibilité ou au probléme de la minimisation de la fonction de transfert de Perrcur. Notons
que P'idée de synthétiser une commande par feedback de maniore a réduire la sensibilite de la
boucle fermée est une idée trés classique qui remonte aux travaux de Bode (en 1945).

Dans son article, Zames (en1981) a proposé idee de synthétiser des correctenrs qui ne
font pas seulement réduire la sensibilité du systeme en boucle fermée, mais aussi réellenpent
optimiser la sensibilit¢ dans un sens appropric. L’idée cruciale ¢tait de considérer la fonction
de sensibilité comme application entre les espaces des signaux a ¢nergic bornce (normq Iy
bornée) et de minimiser sa norme d’opcrateur induit. Ce qui suppose physiquement, qye le
signal perturbateur qui touche chaque systéme est précisément la plus mauvaise perturbation
pour ce systeme.

La norme de Popérateur induit pour 'opérateur de convolution entre les espaces des sigrjaux
a énergic finic est appelée aussi norme Heo dont le nom découle de la théorie des espaces de
Hardy dans l'analyse fonctionnelle.

De cette manicre, Particle fondamental de Zames a fait introduire pour la premicre| fois
Papproche Hy, dans la synthese des systémes de commande. Ittt dans le méme article,|une
solution au probléme-IHyde la minimisation de la sensibilit¢ a ¢té donnc¢e pour le cag ou
un systéme a un scul zéro dans le demi plan droit. Cet article a par conséquent mené a
une multitude de résultats concernant la solution du probléme Hy, de la minimisation de la
sensibilité optimale ou du probléme Hy, de réjection optimale de perturbations.

En 1984, Francis et Zames ont donné une solution pour le cas SISO ; quant au probleme
multivariable, il a été résolu par Doyle (en 1983), Chang et Pearson (en 1984) ct Safongv et
Verma (en 1985). Dans scs travaux Doyle a montré aussi (1982-1985) I'équivalence entye la
performance robuste et la sensibilité dans les problémes Hy:

En 1989, une solution - dans Pespace d’¢tat - aux problémes de rejection Heo de pegtur-
bations était donnée par Doyle, Glover, Khargonekar et Francis [18].

Suivant la méme philosophie de synthese d’optimisation de norme, Vidyasagar a propogc cu
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1986 dans un article le probleme L, de réjection de perturbations optimal. Dans ce probleihe,

les perturbations qui

aflectent le systenie ne sont plus des signaux A énergic bornce (Lz), mjais

des signaux a amplitude bornc¢e (Leo)- Ce probleme L de rejet de perturbations optimal a Pte

résolu par Dahleh et

Pratiquement, tot

Pearson en 1987.

1s les resultats de recherche de ces dernicres anncées entrainent une agso-

ciation entre les techniques du domaine fraquenticl et celles du domaine temporel. Ces résultiats

comprennent :

» L’approche d’interpolation : traitée par excmple par Limbeer et Anderson en 1983.
» L’approche fr

Glover en 1984.

» L’approche polynomiale : ¢tablic par exemple par [Kwakernaak en 1936.

» L’approche p

Récemment, une

aquentielle : ¢établic par exemple, par Doyle en 1934, [rancis en 1987, ct

ar factorisation J-spectrale @ ¢tablic par Kimura cn 1989.

attention considérable ¢tait portée aux méthodes purcment temporelles,

basées sur les équations al sbriques de Riccati. Parmi les travaux investis dans cet ax¢ de
{

recherche, nous avons les travaux de : Peterson (1987), de IChargonekar, Peterson et Roteal (en

1988) ; de Doyle, Glover et Francis (1989) de Sampu, Mita ct Nakamichi (1990), de schierer

(1992-1997), de Stoorgovel (1992); de Stoogovel, Saberi et Chen (1994), de Sabri, chen ¢f lin

(1994) , de chen, Gu

o et Tin (1996) et les travaux de Zhou, Doyle et Glover (1996).

Au long de toutes ces lignes de recherche, on remarque que Pintérct des chercheurp en

theorie de controle,

d’approfondir notre ¢tude dans ce sens.

1.5 Conclusion

porte toujours sur la commande Robuste ot Optimale, d’oit le hdsoin

Vu la grande diversité des approches robustes et optimales et le nombre de travaux parus

ces derniéres années, il scrait vain de vouloir étre exhaustif dans un rappel de techniques

d’analyse et de synt

optimale et de donner un otat-de-Iart. dans ce sens.

Remarquez que |

hoses. On s'est contenté alors de définir la robustesse et la commpude

os ¢tudes déja faites sur la stabilité robuste concernaient. surtout 'ihcer-

titude du type non-structurce; il serait alors opportun d’¢tudier aussi "analyse de la stabilite

robuste en présence

chapitre suivant.

dincertitude structurée (paramétrique). Un sujet qui va faire 'objet du
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Chapitre 2

ANALYSE DE LA STABILITE DES
SYSTEMES A INCERTITUDES

PARAMETRIQUES [6]

2.1 Introduction

L’analyse et la synthese des systemes de controle nécessitent toujours un moc

matique. Pour les systémes linéaires invariants, il peut étre donné :

e Dans le domaine temporel, par une représentation dans Pespace d’¢lat, sous la forr

c(t)=Aax(t)+DBu (1)
y (1) =C x(t)

e Ou dans le domaine frequentiel, sous forme de fonction de transfert :

y(s) =G (s) uls)

lele mathe-

1e :

Le modéle d’espace d’¢tat (A, B, C) ou la fonction de transfert G(s) peut étre déterminé

selon deux approches :

» Par une moddlisation Entrée/Sortic @ le modele est oblenu par une expérience, du
laquelle les signaux u(t) et y(t) sont mesurcs pour servir a lidentification des paramcetres
modéle d’une certaine forme connue a priori.

» Ou par unc modélisation analytique, dans laquelle le systeme est décompost en s
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systémes auxquels on applique les lois de la physique telles que : le premier principe de
mécanique, les lois de Kirchoff, de Park, de la thermodynamique, ete...

Le modele obtenu va dépendre typiquement de certaines valeurs de paramcetres proj
au systeme tels que : la température, les masses, les longeurs, les vitesses, etc...

Malheurcusement, les valeurs de ces parametres ne peuvent pas CHre Conmes avee exi
tude. Cela est du soit a la limite de la précision des mesures ot parceque cest la nalurc
systeme qui U'impose [1].

Donc A la rigeur les parametres peuvent étre cernés dans un intervalle.
Exemple 2.1 Le modcle d’un avion est un exemple type. 1L est clan que ce modecle diy
du poids de cet avion, paramétré par M. Mais est-ce que M est five ? Non, car il va v
selon le poids des passagers, des bagages, cle.... Toul cc qu ‘on peul connailie. ¢ esl le g

nvinamal M, et le poids maximal Max. Done le parametie M e I =M, M ]

Le modéle de Uavion = [(M,...) avee M €T

Le modele est alors connu avee unce incertitude sur ses parameétres, d’ott le nom “incerl

paramétrique”, une incertitude du type structurc.

Nous allons done définir I'incertitude paramétrique et la famille des polyndmes incer

qui en découlent. Afin de

basé sur la continuite des racines en fonction de la continuite des parametres,

I'es

cli-

du

end
rier

otds

lude

Aalns

vérifier la stabilité d’'une telle famille; nous allons voir un théopreme

¢ost le théo-

réme de croisement de frontiére cuivi de sa version alternative, le principe d’exclysion

du zéro. Aux méthodes classiques de Panalyse de stabilite d'un polynome, quon a 'hab
de voir, on peut ajouuter de nouveaux outils tel que le théoreme d’alternance. Parla g
un autre résultat ¢légant et suprenant A la

Un theoreme qui permet de vérifier Ta slabilite dlune funille intervalle seulement. en ver

tudoe

uite,

fois sera donné par le théoréme de Kharitanov.

fiant

celle de quatre polynomes extrémes. Le théorome de IKharitonov sera ¢galement interpr L¢ en

terme d’alternance.

En exploitant les résultats précaedents, on aboutit @ 1o definition ot au caleul de laparge

de stabilité paramétrique. Une nouvelle marge tros utile dans Panalyse et la synthese par

approche paramétrique. Lapproche qui montre intéret de ce chapitre.
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2.2 Famille de polynémes a incertitudes parax 1éti'{i€1u<

2.2.1 Polyndémes paramétriques

Un systeme de controle par feedback, sous sa forme standard se présente comme suit

Y

,
C(s,)X) | =ll G(s,P)

Fig.2.1 : Un systeme de controle sous forme standard.

Tout systéme a feedback est compost d’au moins deux sous-systémes ; a savoir : le processus
et le correcteur, reliés par une boucle de contre réaction.
On suppose que :

— les paramétres de la fonction de transfert du processus sont: contenus dans le vecteur| P,
un vecteur qui spécific completement le comportement de ce processus.

— ¢t que le correcteur est caractérise par le vecteur X.

Les fonctions de transfert respectives deviennent :

G(s)=G (s, D) et C(s)=C(s,X)

Le comportement d’un systeme en boucle fermeée standard est géncralement végit par gon

équation caractéristique, appelée aussi polynéme caractéristique, donné dans ce cas p

§(s, X, P)=1+G(s,P) C(s,X)

Sous une forme générale, on le trouve :
n
(s, X, P) = E o, (X, 17) &

1=0

avee n: Pordre du polynome (et du systeme).

Quoique les paramétres X et P ensemble influencent les coellicients 6;, les natures de ces

deux ensembles de parametres sont assez diflérentes :
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D’une part, le processus contient des paramétres qui sont sujets a des variations ing

On-

trolables, qui dépendent des conditions de fonctionnement physique, des perturbations,|des

crreurs de modele, ete...

D’autre part, les parameétres du correcteur sont souvent fixes durant le fonctionnemen

systéme. Cependant, a '¢tape de synthese, ils sont aussi des parametres incertains a choikir.

Exemple 2.2 Supposons que le correctewr soil un correclewr P11 de Jonclion de transfefl
IK .
(@) (S) = Kp+ =1 + L) s
s
Alors N = [Wp, Ky k)"
el que la fonction de transfert G(s) s éerit sous ces dewr Jormes :
LS — « s a
Gis) = A ) = ; : -
(s=PB)(s—7) bys?24+bys+ by
- avee la premicre forme :
i
P = [, 0, 8,4]
et (s, P, X)=s(s=0) (s =) + (s — ) (1\',).9 + N+ V) .s‘“’)

- avee la dewricme forme :

e
Py = [Gro, ap, by, by, 112]

et O (5, P N) =5 (bos® + bys + by) + (ars + ay) (Wps -+ K+ K s

2.2.2  Tamille de polynéomes paramdétriques

Pour simplifier Ia présentation théorique qui va suivre nous allons supposer pour le monnc

que les parametres X du correcteur sont fix¢s. Le polynome caractéristique sera :

§(8,P) =80 (P)+ 6, (P) s+ 8,(P) 4406, () 8"




En supposant aussi que chaque composante p; du vecteur des paramctres réels 2

T . . 2
[Pr p2 ... ] peut varier indépendamment des antres composantes avee
=
pi € [p;, p']

Comme résumé, nous allons avoir :

Un ensenible de veeteur de paramctres adimissibles donne pin
Il = {P = po...p) | Pe 1o Pl ie=1%.,, ,l}
— et un ensemble de polynomes caractéristiques généré par 11
A(s,P)={6(s,P) : Pell}

Un ensemble appel¢ aussi famille de polyndmes paramétriques que nous allons appelpr

juste famille de polynomes.

2.2.3 Classes de polyndémes paramétriques

Il est supposé aussi que les coellicients :
60 (P7),61 () 02 (P),..., 6, (D)

soient des fonctions continues des paramaetres constants et inconus du vectenr 2.
On peut donc distinguer selon la nature des §; () différentes classes de polynomes para
métriques 1] :

1. Polynémes a coeflicients intervalles :
i€ [67 . 0]
2. Polynomes a coeflicients affines :

6 (P) =B, 417 P
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critere de Routh, cte...

tude ? ou lorsqu’il est variable? ¢'est-a-dire dans le cas o

de toute une famille de polynémes :

3. Polyndémes a coefficients multilinéaires :

Exemple :

6i(P)=p1 - ps ... i

4. Polynémes a coefficients polynémes :

Exemple :

6i(P):])l + m ])g -} p3pi+...

2.3 Analyse de la stabilité d’une famille de polynoéme

[92]

par le théoréme de croisement de frontiére
Si on prend un systéme du 2 ordre avee le modeéle suivant :

1

H=— "
s?24+as+1

avec a = (.5 par excmple.

Veérifier la stabilit¢ d’un tel systéme revient a vérifier la stabilite du polynome :
Po(s)=s*+as+1
et cela par les différentes méthodes classiques, telles que @ les méthodes graphiques, 1¢

Mais, comment allons nous procéder dans le cas on le parametre a st connu avee incerti

a € [o, )

Car dans ce cas, nous n’aurons pas a vérifier la stabilit¢ d'un seul polynome % 5 (s) , mais

Pla,s) ={DP(s) : a€la,j]}

44




Afin de résoudre ce genre de problémes, plusieurs résultats ont ét¢ établis dans 'approch

paramétrique. Entre autres le théoréme de croisement de frontiére, bien qu’il soit simple, il

peut conduire & de nombreux résultats utiles et pas trés évidents dans la théorie de stabilit

des familles de polynomes.
Avant d’énnocer le théoréme de croisement de fronticre, nous allons d’abord présenter led

fr ontiéres et les régions de stabilité et poser certaines hypothéses.

2.3.1 Régions et frontiéres de stabilité

Considérons le plan complexe C et soit S C C tout ensemble ouvert. donne,
On sait que S et sa frontiere 95 ensemble avec 'intérieur U° de Pensemble fermé U — ¢ - <

forment une partition du plan complexe. C’est-a-dire

SUdSuUU°=¢C

SNU°=8N8S=05NU°=o&

UO

o8

Fig.2.2 : Régions et frontiéres.

Supposons aussi que chacun de ces trois ensembles est non vide.

Ces suppositions sont trés générales. Dans la théorie de la stabilité on peut choisir pour S

— Le demi-plan gauche ouvert C~ (pour les systémes continus)

— ou le disque unité ouvert D (pour les systémes discrets)
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— ou meéme des sous-ensembles de ces derniers, (voir figure 2.3)

Im Im

Im Im

Re Re Re

Fig.2.3 : Les différentes régions de stabilite.

2.3.2 Hypothéses

Supposant. maintenant une famille do polynomes 17 (A, s) satisfaisant Jos hypotheses sifi-

vantes :
" Hypotheéses :
P (A, s) est une famille de polynomes de :
1- Degre fixe n (degre mvariant, i.c. méme nombre do racines).
2- Continus en fonction de A variant sur uy mtervalle fix¢ [ = [a, 0] .

En d’autres termes, un élément typique de P (), s) peut s’éerive :
P s) =Dy (A) 4+ Pr(A) s oo 1y (A) 8"

ot [ (A), 1 (A) et P, (N\) sont des fonctions continues avec A sur [ ot P, (A) #0
tout A € [,

2.3.3 Théoréme de croisement de fronticre
Théoréeme 2.1 Sous les hypothéses précédentes, on suppose que
= P(a,s) atoules ses racines dans 9
= tandis que P (b,s) a au moins une racine dans U.

Alors il existe au moins un p dansla,b] | tel que :
a- P (p,s) a toules ses racines dans S UOS of

b- P (p,s) a au moins une racine dans OS.
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Le résultat précédant est trés intuitif. Il mentionne juste, qu’en allant d’un ensemble onver

() vers un autre ensemble ouvert (U) disjoint du premier ; Pensemble des racines de la famill

continue des polynomes a degré fixe P (A, 8), doit croiser & un niveau intermédiaire la fronticy

(0S) du premier ensemble ouvert.
Si P (), s) perd un degré sur I'intervalle [a,b], cest-a-dire si P, (A) s’annule pour 1

certaine valeur de A, le théoréme de croisement de frontiere n’est plus valable.

2.3.4 Interprétation du théoréme a I’aide d’un exemple

On veut vérifier la stabilité du polynéme a;s + ag, on P = [ag, ]
Selon la figure 2.4, on voit que le polynome P = P, est stable et que P= P, ou P = >,

est instable.

a

P, !
/\\> e-_Cz
a

P;

Fig.2.4 : Degré non perdu sur C; et perdu sur Cs.

e En partant du polynéme stable P, vers le polynéme instable P, suivant le chemin ¢ i
il y a un polynéme sur ce chemin qui a une racine en s = 0, donc sur la fronticre de stabilito.
Alors le résultat du théoréme est bien vérifi.

e Maintenant, partant du polynéme stable Py vers le polynéme instable P, suivant lo
chemin Cj, on remarque qu’il n’y a pas de polynémes dont les racines croisent la fronticre de
stabilité. C’est une conséquence du fait qu’il y a eu perte de degré de polynéme sur le chemin
Cy pour a; = 0.

Donc, on remarque bien que ’hypotheése d’avoir un degré invariant est trés importante.
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2.3.5 Le principe d’exclusion du zéro

Le théoreme de croisement de frontiore peut ¢tre applique & une famille de polynomes ppur
y détecter la présence de polynomes instables.
Soit ¢ (s, ) un polynome dont les coellicients dependent d une maniere continue du veetbur
des parametres P € R qui varie dans Pensemble II' € N ot géndrant ainsi la famille|de

polynomes :
As)={d(s,1") : I’¢ I}

Nous avous la région de stabilité S ot nous voulons savoir sicla famille A () contient dos

polynomes instables.

Supposons que dans cette famille il Voasan moins un polvinome stable (5. 02,) ot que tos
les polynomes ont. le méme degro.
Alors si 6 (s, I%,) est un polynome stable, il découle du théoreme de eroisement de frontiche
que sur tout chemin reliant P, et P, il doit éxister un point I tel que le polynonie § (s,1%.)
contient des racines sur la fronticre de stabilte 9.
Si un tel chemin peut étre enticrement construit dans 1. Clest. a dire si 1T est connexte
alors le point I, appartient a 11.
Dans ce cas la présence de polynomes instables dans Ia famille A () est oquivalente a la

présence de polynomes avee des racines sur la fronticre dans cotte funille,

Sis* est une racine d'un certain polynome dans cotte Famille, alors 6 (s*, 1) = 0 pour
certain 2 € IT et ceci implique que 0 € A (s*).

Par conséquent, la présence d’éléments instables dans A (s) peut atre détect o

L. En générant 'ensemble immage de la famille A (s*) dans le plan complexe pour

s* € dS. Avec s* fixe et P variant dans I1.

2. En balayant s* le long de la fronticre 9.

3. En vérifiant si la condition d’exclusion du zéro 0 ¢ A (s*) est violée pour certains s* ¢
0S.

Ceci est énnoncé formellement par le théordme suivant comme une version alternative i

—3

théoreme de croisement de fronticre.
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Théoréme 2.2 Soit la famille de polyndomes :

A(s)={6(s, ) : Pell}

On suppose que cette famille de polynomes est de degré constant el contient au moins n

polynéme stable, 11 est conneae.

Alors la famille entiére est stable si et seulement si :

0¢ A(s") pour tous s* € 08S.

Comme nous le voyons le principe d’exclusion de zéro peut ¢tre utilise pour donner dés

résultats, et théoriques et numériques a de nombreux problemes de stabilité robuste paramg-

trique.
D’autre part, on remarque que nous avons souvent besoin de poser 'hypothese de Pexib
tence d’au moins un polynome stable 6 (s, I,) dans une famille de polynome A (s) . Cependanl

il faut bien des moyens pour tester la stabilite de ce polynome.

17

Pour rester toujours dans le cadre des résultats qui se rapportent a Papproche param

trique; nous allons présenter dans la prochaine scection le théoreme d’Hermite-Bichlor.

2.4 Analyse de la stabilité d’un polynéme par le théo
réme d’Hermite-Biehler (d’alternance)

Le theorcéme sera énoncé pour le cas de Turwitz (cas continu) puis pour le cas de Scln

(cas discret).

Pour des raisons de simplicité on va se limiter au cas des polynomes a coeflicients réels.

Sachant qu’il existe une version pour les polynémes complexes [6].

2.4.1 La stabilité d’Hurwitz

On considere un polynome de degré n :
y y .2 ) R
P(s)=po+p1s+p2s”+ -+ pus

P(s) est dit un polyndome de Hurwitz si et sculement si : toutes ses racines se trouver
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dans le demi-plan gauche du plan complexe. Done :
polynéome de Hurwitz < Polynome stable

Nous avons les deux prori¢tés suivantes :

e Propriété 1 :

Si P(s) est un polynome réel de Hurwitz, alors tous ses coeflicients sont non nuls, et o1
le méme signe, soit tous positifs ou tous négatifs.

e Propriété 2 :

Si P(s) est un polynome réel de Hurwitz de degré n, alors arg [I? (jw)] appelé aussi phas

de P (jw) est une fonction continue et strictement croissante avee w € J—o0, +o0o[. En plu,

Paccroissement net de la phase pour w allant de —oo & +00 cst :
arg [P (+joo)] — arg [ (~ joo)] = n =

2.4.2 Théoréme d’Hermite-Biehler : Cas continu
La propriété d’alternance

Pour un polynéme réel P (s) = pg + p15 + pos® + -+ - + p,us™, les partics paire et impaii

sont définies par :

])]mira = o+ [)2.’7'.'Z -} ]).1.5“1 + ..
Ijimpairc = mmS+ ])3.5‘3 + I)..—)s'r’ 4+ e
On définit :
])P (w) = ijairc (JUJ) =Ppo — 1)2w2 -+ ])4(4)4 4 ...

P (w) = =p; — psw’ + psw’ + - -

Jw

P, et Py sont les deux, des polyndmes en w?. Comme conséquence imédiale, leurs ensembl

de racines seront toujours symdétriques par rapport. a Porigine du plan complexe.
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I« Cas de n pair, n.=2m, m >0 :

1)1) (w) = Po— ])2(&)2 + p4w4 — e 4 (_1)'” Pom w'.!m
P[ (w) = P — 1)30.}2 - ])5(;,)4 —_ (_l)”" I Popiemi w'bn,-- 2

Définition 2.1 Un polyndme réel P(s) satisfail la propriclté d allernance si :

a- Pom €l Pam—y ont le méme signe.

b-  Toutes les racines de P, (w) et P;(w) sont réelles et distincles; et les m racings

positives de P, (w) ensemble avec les m—1 racines positives de I (w) s’allernent de la manicfc

suivante :
0 <wpi <wji <wpy<wio < <Wpmel <Wramo1 < Wpan

M« Cas de n impairy, n=2m 1, m >0 :
])p (u}) = M= /)'.1“'-)2 +- I’Alwll S ( l)“’ P2 ‘*"2’”

A

Pp(w) = p1— psw® + psw’ — o A+ (=)™ pogr w™

Définition 2.2 Un polyndme réel P(s) satisfait la propricté dalternance si :

a- Poantr cl oy ont le méme signe.

b- Toules les racines de I, (w) el Iy (w)  sont réclles of distincles ; el les i racinds

positives de P, (w) ensemble avec les m racines posilives de I’; (w) s alternent de la manicr

swvante :
0<wpy <wi <wpr<wro < <Wpmel <Wime <Wpan < Wi

"  La deuxiéme déscription de la propriété d’alternance :

P (s) = Ppaire (8) + Pimpaire (8) satisfait la propricté d’alternance si et sculement si :
a - Les derniers cocellicients de Dpue (8) et Dpaire (8) sont de méme signe.

b - Tous les zéros de Ppaire (8) = 0 et Piupaire (8) = 0 sont distincts, se trouvent sur I’ax

imaginaire et s’alternent tout au long de cet axe.

o
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Théoréme d’Hermite-Biehler : ou théoréme d’alternance
Aprés définition de la proprieté d’alternance, on peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2.3 Un polynéme réel P(s) est de Hurwitz si et seulement s'il satisfait la proprid

d’alternance.

I Interprétation par un exemple :
P (s) ="+ 115" + 5257 + 1455% + 2665” + 331s" 4 280" 4+ 15552 4 495 4+ G

alors : P (jw) = Pp (w) + jwl; (w)
avec : Pp (w) = 11w® — 145w° + 331w — 155w2 + G
P (w) = w® = 52w + 266w — 280w? + 149

Les racines positives de P (w) ct 7 (w) sont les suivantes :

Pp(w) ——  [0.0425 05777 21070 10.5455]

Prw) ——  [02181 11389 42463  46.3964]
La proprieté d’alternance d’un polynéme peat étre vérifice aussi en tragant les graphes d

Pp (w) et Py (w) . La figure 2.5 montre que le polynome (s) est de Hurwitz parcequ’il vérifi

la propricté d’alternance graphiquement aussi.

«— yw)

8

Pw) —s

0 05 1 15 2 25 3

La pubsation w

Fig.2.5 : La propricté d’alternance pour un polynome de Hurwitz.
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2.4.3 Le théoréme d’Hermite-Biehler : cas discret (cas de Schur)

En fait, il est toujours possible de trouver un résultat similaire au (héorenie dalternanc

pour toute région de stabilite¢ S qui a comme propricta : le fait que la phase d'un polynom

stable évaluce le long de la frontiere de stabilité 98 croit d’une manicre monotonicue.

Dans cette partie on va s’intéressser au cas ot S est le disque unit¢ ouvert. La région dfe
stabilité pour les systémes discrets.
Définition d’un polynéme de Schur

Un polynome P (z2) =p 2" +pp_12" 4. - Fp1z + po, est dit un polynome de Schur si
toutes ses racines se trouvent dans le disque unité ouvert du plan complexe.

La condition nécessaire pour la stabilit¢ de Schur est [p,] > [po] .

Le tracé fréquentiel pour la stabilité de Schur

P(z) peut s'¢erire :

P(z)=puy(z=21) (s = 22)---

ou les z; sont les n racines de P(z).

Si P(z) est un polynome de Schur, toutes ses racines sont localiscos a Pintéricur du disquc

z| < 1, ainsi lorsque z varie le long du cercle unité (Ia fronticre), z = ¢/’ Pargument de

unité
42 (ejo) croit monotoniquement.

Pour un polynome ” (z)de Schur de degre n, P (e”) a un net aceroissement. Cargument
de 2nm. Ainsi le tracé de I (cjo) encercle Torigine n fois.

Ceci peut étre utilisé comme test dans le domaine des fréquences pour la stabilite de Schur.
P l

Exemple 2.3 Considérons le polynéme stable

P(z) = 22"-3.22°4+1.2422 +0.1922 — 0.1566

= 2(z+0.3) (2= 0.5+0.2j) (z — 0.5 — 0.25) (z — 0.9)

On évalue P(z) lorsque z varie le long du cercle unité. Le tracé oblenu sur la Jgure 2.0
encercle U'origine 4 fois, ce qui montre que ce polynéme de degré 4 vérifie bien la stabilité de

Schur.




presque complétement ignoré par les chercheurs en controle. Cela était principalement di a la

I Une simplifaction peut étre faite en considérons le polynome inversé 2" (z7).

2"P(z7Y) = po*+pi2 44,

= pn(1=212) (1 = 292) - -+ (1 — 2,2)

2"P (z7') s’annule en z = z;!

pour z=1,...,n.
Si P (z) est un polynéme de Schur les z; ont un module inférieur & 1, ainsi les Z's

trouvent a l’extérieur du disque unité.

Si ont fait varier 2 = e/ le long du cercle unité le net accroissement de Iargument d¢

e’ P(e~7%) doit srement étre nul. Ceci signifie que pour la stabilité de Schur de P(z), i

est nécéssaire et suffisant que le tracé fréquentiel polynome inversé e/ P(e=1%) nlencercle pas

Iorigine (voir figure 2.7).

'( ™ T T v s s S 2
i : H 4 R
6 O S
i - : 2}
ot e\ Ty
frd ey :
i ~] ] ¥
of | ; { |
g { | { g f
2\ 4 2, A
-3
4 2
4 : e i ]
e i ; : !
6 I~ 1 i i Bleccduze ot oo 4§ g
6 4 2 0 2 4 6 8 A 0 1 2 3 4 5 6 7
partie Réclle patie Réelle

Fig.2.6 : Le tracé de P (e’’) . Fig.2.7 : Le tracé de e P(e=39).

2.5 Amnalyse de la stabilité des polynémes intervalles par

le théoréme de Kharitonov

2.5.1 L’historique du théoréme

Durant les années 60 et 70 le probleme de stabilité avec incertitudes paramétriques 6tait

perception de la grande difficulté du probléme.
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Mais la situation a completement changé avee Papparition d’un remarquable théoren
établi par le théoricien en controle, le russe V.L. IKharitonov.

Les  travaux de ICharitonov étaient publics en 1978 dans la littérature technique russ
mais ses résultats restaient encore inconnus durant plusicurs anndées; a canse du fait que
premicres démonstrations de Kharitonov ¢taient écrites sous une forme tres condensée.

Le théoréme de Kharitonov est un résultat aussi suprenant qu’élégant. I1 donne la poss
bilité de vérifier la stabilite de Hurwitz de toute une famille de polynomes intervalles et cel

d’une maniére tres simple.

Ce résultat ¢tait un point de départ pour un intéret renouvele pour la théorie de control

robuste avec un appui sur des perturbations paramétriques bornées et déterministes.

2.5.2 La présentation du théoréme

Le type de stabilit¢ considére, est la stabilit¢ de Hurwitz et les polynomes sont: du typ

intervalle. Considérons I'ensemble 7 (s) de polynomes réels de degre n, de la forme :
8(8) = 6g+ 615+ 6282 + 8383 4 -+ 8,8"
ou les coeflicients §; s’¢tendent a Uintéricur des intervalles -
6o € [zo, 0] , Sy € [xr, ;] ooty O € [0 i)
on note :
d=1[60 61 0y O3 - O]

Le polynome 6 (s) est alors identifié par sont vecteur de coeflicients §.
En considérant tous les intervalles des parametres, on obtient le polyhedre ou la boite des

coeflicients suivante :
A = {Q /6 € SE"’H/ <6<y i=0, 1,...;1;}

On suppose que le degré reste invariant sur toute la famille done 0 ¢ [2,,, 1] .

/. \

Un tel ensemble de polynomes est appel¢ “famille intervalle réelle” et on se réfere a 1(s)

—~
e}

jav)

«




par : “Polynéme Intervalle”.
On dit qu’une famille de polynomes est stable ssi :  tout polynome de la famille cst tin
polyndme de Hurwitz.
Le théoréme de Kharitonov donne une condition nécessaire et suflisante, simple pour dé-

montrer la stabilité de Hurwitz de toute la famille de polynomes.

Théoréme 2.4 Tout polynome dans la famille I(s) est de Hurwitz ssi :

les quatre polynémes calrémes swivants sonl de Hurwilz :

1"1 _ . _ .2 .3 iivena] P 0
< = X+ 18+ 8T+ ys3s” 4 wyst 4 w5s” + YgsS + -

2 2 3 4 5 5
K* = zo+y15+ yos” + 238" + x48" + y58° + ygs® + - - -

K3 = 44 218 4 2052 + 1253 e B
{ = Yo+ 18+ ToS” + 38" + yas + w58° + x8” 4 - -

K'Y = yo+ s+ xas? + 238 + yust + Yss® + 2ps" + - -

Dans le cas d’un polynome intervalle d’ordre 2 (3 parametres incertains), la boite A et 1¢s

<

sommets correspondant aux polynéomes de Kharitonov sont représentés par la figure 2.8.

0 A
* [Xo,y1,y2] K2 /
[XOaxlayZ] KI E
” /)' -------------- -A K [yoyr xel
g . K [yoxixa]

> S0
O
Fig.2.8 : La boite A et les quatre sommets de IKharitonov.
2.6 Généralisation du théoréme de Kharitonov en termes
d’alternance

La démonstration du thé¢oréme de Kharitonov [6] permet de interpréter comme une gé-

néralisation du théoréme d’Hermite-Bichler (d’alternance) qu’on a déja vu en section 2.4.

T

Il se trouve que les polynomes de ICharitonov (les quatre) peuvent s’éerire sous une autr




forme. Avec :
max
I pair
min
I&puir

et

](FHEIX

impair

I(min

impair

on obtient :

= Y+ 35232 + ;1/434 -+ .’II(;SG + :1/858 + ..

: 2 4 B b B
= Tog+ Y28° + 48 +Ys + 188 + -

= 15+ 238° + ys8® + wzs” 4+ yos” + -0

3 5 7 ¢
= 218+ 38" + a5s’ + yrs' + .7;950 B

— [\'lllc'lx + 1\’“)2\){

nunpair

-1 . -min ~min
N (S) - ]\pazr W 1\impuir
72 1 _ ~min ~max
I (.S) - I\pmr + ]\impair
3. . -max “min
K (‘S) - ]\]nur + ]\unpuu'

pair

D’aprés le theoréme d’alternance, on a vu que vérifier la stabilité de Hurwitz d’un geul

polynome 6 (8) = Opair (8) + Oimpair (s) revient a verifier la propriete d’alternance de 8p (W) =

S pair (Jw) ct &) (w)

Jw

Et vérifier la stabilite de Hurwitz de toute une famille de polynomes intervalles revie
verifier la propriété d’alternance pour tous les polynomes de cette famille.
Mais suivant lidée de Kharitonov, il doit étre vrai que la vérification de la propijicté

d’alternance des quatre polynomes de IKKharitonov garantie la propricte d’alternance de

les polynomes de la famille.

Ce point de vue est donné par la présente version du theoréme de Kharitonov.

— 6unnu|’v’(jw)

Soit : wiEe* (wphin) les racines positives de K™ (W) (K (w)) -

et W™ (w‘,‘}i”) los racines positives de A (w) (K™ (w)).

Théoréme 2.5 La famille 1(s) contient sculement des polyndmes stables ssi :

max

1. Les polynéomes I

(w), I (w), K™ (w) el KM (w) ont seulement des rac

réelles et ensemble ces racines réelles s’alternent comme suat :

min max

0 <wp <wp

min max min

<w“ <U.)Il <UJI:2 <w112 \w12 <UJ/2

o7

max ., min max

< vee

it a

LNCS




2. Km> (0), Kp™(0), K™ (0) et K™ (0) sont non nuls et de méme signe.

Ce théoréme est illustré par la figure 9.9, Lalternance des tubes pair et impair impliq

’alternance des partics paire et impaire de chaque polynome dans la famille des polynom

intervalles.

K™ (o)
v

K =

max

wll

N

Kll'lill
I (0)) K;m”((l))

Fig.2.9 : Alternance des tubes pair ct impair.

2.7 Marge de stabilité paramétrique

2.7.1 Définition

Soit P le vecteur des paramétres du processus ol 2° le vecteur des valeurs nominales

ces parametres.

Considérons le correcteur fixe C° (s), avec les paramétres X°© stabilisant le processus|no-

minal G (s, P°).

On pose maintenant :

AP=P-r°

AP représente une perturbation du vecteur des parametres 2 du processus par rap yort,

aux valeurs nominales P°.

La question qui nous vient a Pesprit, est la suivante :

o8




» De combien pourrait étre la perturbation AP sans pour autant détruire la stabilit¢jen

boucle fermée?

Une borne sur la taille de AP pour laquelle la stabilit¢ en boucle fermcee est gara

ntic

est tros utile. Elle nous donne aussi, dans Pespace des parametres une boule dans laquglle

les paramatres peuvent varier librement sans quon perde la stabilite en boucle fermee. Une

quantité encore plus utile a connaitre, ¢ost la taille d'une telle boule de stabilite.
La marge de stabilit¢ parametrique (Msp) est définie connne ¢tant la taille (Ia quant

de la plus petite perturbation qui destabilise 1a boucle fermce.

MHe)

Cette marge sert conmme une mesure quantitative de la robustesse, des systemes boudles,

a I'égard des incertitudes parametriques ¢valuces au point nominal 177,

La marge de stabilit¢ paramctrique esl tros utile aussi bien dans Panalyse que la synthpse.

Dans la synthese des correcteurs, par exemple, elle peut etre utilisée conune moyen |

comparer les performances des correcteurs proposés. Dans la synthese el dans les proble

our

Nes

de conception ont est amencé a choisir les parametres N du correcteur qui au smenten{ ou
| 24

maximisent cette marge (Msp).

2.7.2 La boule de stabilité dans I’espace des parametres

Dans cette section, on va essayer de donner une caractérisat ion utile de la marge de staly

ilile

paramétrique dans le cas général. Cela peut se faire en cherchant la plus large boule de stabjlite

dans P'espace des parametres centrée en 1’°, le veeteur des paramctres du processus nour
stable.
Soit S C C un ensemble ouvert symétrique par rapport a Paxe des réels, stable.

Soit P le vecteur des parametres réels :
P = [ 1o o7
=[pip2ps o]
Le polynome caractéristique du systéme est donné par :

§ (5, P) = 8, (P) 8" + 6ny (P) 8" 4+ 4 80 (D)

inal

6 (s, P) est un polynome réel avec des cocfficients qui sont des fonctions continuep du

vecteur des paramétres nominaux P = %, 6 (s, P°) = 6°(s) est stable vis-a-vis de S (il h ses




racines dans 5).

AP=P—P°=[p—p°1, P2—P2, - P — %)

On introduit la norme

||| comme moyen de mesure pour la grandeur AP,

On introduit la boule ouverte, de rayon p -

Bp, P°) =PI’ = Pl <p}

L’hypersphere de rayon p est définie par :

S(p, °) = AP |IP = I°|| = p}

A la boule 3 (p, P°) on associe la famille de polynomes incertains :

B () = (B (s, P — ALY AP < p}

Définition 2.3 Dans lespace des paramélres, la marge de stabilité paramétrique est définie
comme étant le rayon, noté p* (P°), de la plus large boule centrée en P° pour laquelle 6§ (s,|P)
reste stable pour tout P € 3 (p* (P°), ’°).

Celte marge de stabilité nous indique de combien peul on perturber les paramélres originguus

P° et garder la stabilité.

Le theoréme suivant st une caractérisation de 1a boule de stabilité maximale. Pour sjim-

ifier les notations on prend p* au licu de p* Pe).
P I f

Théoréme 2.6 Avec les hypothéses déja énoncées, la marge de stabilité paramétrique|est
caractérisée par le fait :
A / Qu'il existe une plus large boule de stabilité 3 (p*, P°) centrée en P° avee les propriglés
suivantes :
al- Pour chaque P' o Uintéricur de la boule, le polynome caractéristique 8 (s, 17")| est

stable et de degré n.
a2- Il existe au moins un point P" sur Uhypersphére S (p*, P°) elle-méme Lel \que

§ (s, P") est instable ou de degré inféricur an.

B / En plus si P" est tout point sur Uhypersphere S (p*, ) Lel que 6 (s, P") est instd ble,
/ 1
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alors les racines instables de 6 (s, P") ne peuvent élre que sur la fronticre de stabililé.

Ce théoréme nous donne une premicre simplification pour le calcul de la marge de stabi

lite

paramétrique p*. 11 indique que pour déterminer p*, il suflit de calculer la distance minimple

entre P° et 'ensemble de ces points I qui attribuent au polynome caractéristique des raci

sur la frontiere de stabilite, ou qui causent une perte de degre.

1CS

D’apres le theoreme precedent et le theoreme de croisement de fronticre donné sous forpne

de principe d’exclusion du zéro, pour la famille de polynomes A, (), on détermine p* compne

suit :

1. On fixe s* en un point sur la fronticre de S, (95), soit p, (5*) la valeur limite de p tel

0eA,(s):
po(s*) =inf{p:0€D,(s")}
On définit alors :

pr= il po(s")

En d’autre termes, p, est la valeur limite pour laquelle certains polynomes dans la far
A, (s) acquicrent des racines sur la fronticre de stabilite 5.
2. Soit encore la valeur limite de p, notée p,, pour lac uelle certains polynomes dans A

) P> | 1 Y

perdent un degre :
pg=inf{p:6.(s,P°—AP)=0, |AP| < p}

Ce qui aboutit au thtoréme suivant :

Théoréme 2.7 La marge de stabilité paramdélrique

p* = min {pf, pa}

jue

ille

Le théoréme précédent montre que le probleme de la détermination de p* peut se réduire

aux étapes suivantes :

A / Déterminer la marge de stabilite “locale” p(s*) en chaque point s*sur la [ronticie de

la région de stabilite.

01




B / Minimiser la fonction p (s*) sur toute la fronticre de stabilité et ainsi déterminer
C / Calculer p, et poser,
D / p* = min {/)fa/)d} :

la marge de stabilit¢ paramétrique ou la distance de Pinstabilité est mesurce au moyer de

normes. ot par conscquent la valeur numdérique de p* dependra de la norme spécifiquenient
) |

choisie, a savoir la norme Iy, I, ou Iy, (112 ou I1.).

La détermination de p* est un diflicile probléme d’optimisation non-lincaire. Cepend

ant,

en le partitionnant en dilférentes ¢tapes (A, 3, C' et D), il peut devenir simple. I5n particylier

lorsque les paramétres entrent lin¢airement dans les cocllicients du polynome caractéristi

1l se réduit dans le cas Iy au probléme des moindres carrés que nous allons voir par la syite
| )

ou au probléme des sommets ou de programmation linéaire, ¢galement simple pour le cag oo

ct lg [G] «

2.7.3 Calcul de la marge de stabilité paramétrique

On va présenter des formules explicites pour la marge de stabilit¢ paramétrique dans le
g |

cas ou les coefficients du polyndmes caractéristique dépendent lincairement des paramd
incertains

On pose 'équation caractéristique :

tres

6 (s, ) =ay(s)pr+ - +a(s)p+b(s) 2.1)

Le vecteur des paramétres incertains :

P=[p p2 ... i

Le vecteur des parameétres nominaux :

P? =[p% P"s x-. %)

Le vecteur des perturbations :

AP = [pr =", p2—1"2 oo =7

= [Ap, Apy ... Ap]
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I’équation caractéristique peut s’écrire :

§(s,P°+ AP)=6(s,P°) + ay (8) Apy + -+ + a; (s) Api
—— N B -

5°(s) AS(s,AP)

e Soit s* un point sur la frontiére de stabilité 0S. Pour que s* € A8 soit une racine de

6 (s, P° + AP), on doit avoir :

(\]
[N}
o

§(s*,P°) +ay1(s*)Apr+ -+ ar(s") Ap =0 (2.

o

La norme ||AP|| minimale solution de cette équation nous donne p (s*); le calcul demand
a Pétape A dans la section précédente.

e De méme, pour le cas d’une perte de degré, on a I’équation :

6o (P°+AP) =0

—~
[S)
s

~

Soit a;, le coefficient du terme de degré n dans le polynéme a; (s),i=1,2,...1. L’équation

(2.3) devient :

@nP°1 + 020P%2 + -+ AP+ G1nAP1 + APy + -+ AP =0 (24)

6n(P°)

La norme minimale || AP, solution de cette équation nous donne pg.
Considérons les équations (2.2) et (2.4) précédentes avec plus de détail.
L’équation (2.4) peut s’écrire :

Apy
Apy i
|: A1p Qon a'ln] ) = _5‘” (2 )
~ i TR ) ? b.:
L Ap
——

Pour l’équation (2.2) deux cas peuvent surgir, selon que s* soit réel ou complexe :
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- Si s* = s, ; s, est réel, on a une seule équation :

i ]
Ap
Ap, o
[ ar(s) aals) o als) | |7 | = 22 24
Alag) ’ b(sr)
LAPI
——

t(sr)

— Si s* = s.; S, est complexe; avec z, et z; les parties réelle et imaginaire du nombre ¥

tel que = = z, + jz; avec z, et x; des réels.

On aura :

a (s*) = ag (8") + jaki ()
6 (s*) = 6% (s") +56% (%)

L’équation (2.2) sera équivalente a deux équations :

Apy
air (se) @ (s) o aw(se) || Ap | _ | =67 (s) @7
ayi (sc) agi(sc) -+ aui(sc) : —6:°(s¢)
) Alse) ’ | Ap b(sc)
———

t(sc)

Ces équations déterminent complétement la marge de stabilité paramétrique pour toute¢s
les normes.

Soit t* (sc), t* (s,), et t% les solutions de normes minimales de (2.7), (2.6), (2.5) respect

vement, ainsi on a :

[1£* (se)ll = p (sc) (2.8)

1t* (s-)ll = p (sr) (2.9)
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1t = pa (2.1¢

Si 'une des équations précédentes (2.5 - 2.7) n’a pas de solution, la valeur correspondant
de p(.) sera égale a l'infinie.

Soit 0S5, et 95, les sous-ensembles réel et complexe de 95 :

0S = 0S5, U 9S8,

= inf p(:
pr= inf p(sr)

= inf
pe= inf, (50

Par conséquent ;
/)j' = inf {/)r, /)c}
La section suivante va étre reservée au cas spécifique de la norme ly (Hp) .

2.7.4 La |l marge de stabilité paramétrique

On va s’intéresser a la solution de norme {, minimale des ¢quations (2.5), (2.0) et (2.7).

e L’équation (2.7) :
— Supposons que A (s.) soit une matrice de rang complet, rang = 2.

Le vecteur t* (s.) qui est solution de norme minimale se calcule par
t* (se) = A" (se) [A(se) AT (s6)] ™" b(se)

— Si A(s¢) n’est pas de rang complet, les deux cas suivants peuvent surgir :

Cas 2.1 : Rang {A (s¢)} =0, Uéquation (2.7) n'a pas de solution :

p(se) = 00

[



Cas 2.2 : Rang {A(s¢)} = 1,

~ Si Rang {A(sc),b(se)} = 1, on remplace Uéquation (2.7) par une scule équalion eljon

détermine la solution de morme minimnale.

— Si Rang {A(sc),b(sc)} # 1, Uéquation (2.7) n'a pas de solution :

p(se) =00

e De méme si (2.6) et (2.5) n’ont pas de vecteur nuls, on peut calculer les solutions p

-1

1* (s,) = A" (s,) [A(s:) A" (s)] " b(s)

1

tt = AL [A. AL]7 b

2.7.5 Exemple de calcul

Nous allons traiter un excmple de caleul de la Iy marge de stabilit¢ de Shur, c’est-a-

la marge de stabilité paramétrique dans le cas d’un systéme discret, pour ainsi complétdr
A s 1 I

partie de la marge de stabilite.

Considérons un systéme de commande discret avec un correcteur et un processus spéc

respectivement par leurs fonctions de transfert :

(=0.5 = 2pg) z + (0.1 + po)

C _ ¢ G(z,P) =—
(2) e (2, P) 22 — (L + 0.dpy) 2z + (0.6 + 10py + 2py)

Le polynéme caractéristique du systéme en boucle fermée est :

(14 0.Apy) 2%+ (0.1 4 10py) 2% = (0.4 -+ po) = -+ (0.1 o)

>
-
[
By
"
Il
™

Les valeurs nominales :

P°=[p% p°1 p%2]=1[00.11]

66

=

M

(ire

—
—
[a5]

ii¢és




La perturbation est notée par :
AP = [Apy Apy Apy)

Le polynome a unc stabiliteé de Shur pour les parametres nominaux /7°.

On calcul la l, marge de stabilit¢ pour le polynome :

6(AI”4—AP)=(—z+1)Ap0+1&¥Ap,—OAEVMu4-@4~lsb3+1Jz2—0Az+0J

e On remarque que le degre reste invariant (=4) pour toute perturbation, donce :
Py = 00

La région de stabilite est le cerele unite, on caleul done les marges pour 2 = 1, z=—

7z = e =cos0+ jsinl

e Pour que z = 1 soit unc racine de 6 (2, P° + AP), de (2.6) on a:

Apg
{ 0 10 —0.11} Apy = —0.4
A1) Ap, L
N, o’
(1)

Nu)Mu)Nuﬂ”bmW:um

“

ainsi : p (1) = It* (DI, =

e Decméme z = —1, de (2.6) ona:
Apo
[ 2 10 04 } Ap, | = A
A(-1) Apy =il
—
t((—1)
et : p(=1)=||t" (=1)]|, = 0.3919
Par conséquent :
p. = 0.04
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e Pour le cas ou § (z, P° + AP) a des racines en z = e/’ avec 0 # 7 et 0 # 0, de (2.7) o

a:
Apg
—cosf+1 10cos20 —0.4cos30
Apy =
—sinf 10sin20 —0.4sin 36
e -~ =) APQ
A(6) —
t(0)
cosd40 — 1.4cos30 + 1.1 cos20 — 0.4cos0 + 0.1
sin46 — 1.4sin30 + 1.1sin20 — 0.4sin 0
b(6)
Ainsi :
’ " =
p (") = It Ol = ||47 0) [4(6) AT ()] b(6),
et
P =minp (eje)
La figure 2.10 illustre le tracé de p (7).
1.2 .
1t
08} / \1|\
06 //
04} é— p(e"e) )/
0.2}
p=0.0322
|Z L
00 1 2 3 4 5 6 7

L'angle 6

Fig.2.10 : Le tracé de p (¢”’) .
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Par conséquent, la I, marge de stabilité paramétrique est

pe=0.032=p;=p’

2.8 Conclusion

Dans le but de rapprocher, le plus possible, le modele mathématique du processus phypique
et afin qu'il représente au micux le comportement réel s le modele est toujours représentd avece
des incertitudes du type adéquat a la nature du systéme réel.

Dans ce chapitre on s’est intéressé a I'incertitude paramétrique et spécialement a 'arjalyse
de la stabilité en présence de celle-ci.

On a donc essay¢ de présenter les principaux résultats qui ont suscilé un intérét renguvele
de Papproche paramétrique; a savoir les méthodes qui permettent analyse d’un polymome
réol ou de toute une famille de polynomes réels a incertitudes parametrique,

darmi cos méthodes paramdtriques, nous avons @ le théoréme de croisement de frontipre et
sa version alternative donnée par le principe d’exclusion du zéro, le théoréme d’alternange, de
Kharitonov et le calcul de la marge de stabilité paramétrique.

Des outils, qui nous scront utiles dans la suite de notre travail.
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Chapitre 3

INTRODUCTION AU PROBLEME
DE LA FRAGILITE

3.1 Introduction

L’objet du présent chapitre est de présenter un probléme, encore ouvert, intitulé ¢
fragilité ”, qui se traduit par la sensibilité de la stabilité -et éventuellement des performancgs
a de petites variations dans les parametres du correcteur.

Notons que le théme “fragilité” a été introduit récemment, pour la premicre fois, par Kee
et Bhattacharyya dans leur article intitulé : “ Robust, Fragile or Optimal ? ” [27]. Suite auque
on a commencé A voir & travers de nouveaux articles l'intérét porté a ce sujet. [2], (7], 1
[17),23], [25], (26], [33], [34], [40], [41], [48], [49], [50]

On va donc voir : en premier lieu, les motivations qui ont abouti & Papparition de cefte
fragilité, et a travers des exemples, la méthode avec laquelle on procéde & 'analyse de|l:
fragilité d’un correcteur, puis les causes éventuelles de celle-ci. Tout cela dans le cadre des

systémes SISO, donnés par des représentations fréquentielles.

3.2 La fragilité : un probléme ouvert !

La synthése des correcteurs robustes et optimaux est I'un des plus importants themes
de recherche dans la commande des systémes linéaires. Durant ces deux derniéres décennips,
d’élégantes approches, telles que les syntheéses H,, Ho et p ont été développées dans le &

de résoudre un probléme devenu classique, se résumant ainsi :
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“Ayant un processus I’ avec une incertitude AP (additive par exemple). Trouvez le

J0r-

recteur K qui garantit la stabilité interne et les performances désirées pour toute la fanpille

P+AP™.

» pP+aAP >

Fig.3.1 : Schéma standard d'un systeme de commande robuste.

Cependant, ’hypotheése implicite et propre A ces approchies, consiste a supposer qy
correcteur synthétisé soit implément¢ d’une manicre exacte. (voir figure 3.1).

Relativement parlant, cette hypothese est valable - dans le sens ot Pincertitude sur le
cessus est réellement le type d’incertitudes les plus significatives dans un systéme de comm
- tant que les correcteurs sont implémentés avee un matériel de haute précision.

- Mais, est-ce le cas en pratique?

Non malheureusement, car il se trouve qu'en réalité il y a plusicurs raisons qui font ¢

correcteur doit étre capable de tolérer une certaine quantite d’incertitudes dans ses coellici

c le

pro-

nde

e le

nts.

En effet, 'implémentation du correcteur est sujette a des imprécisions propres & la copver-

sion A/D et D/A ( Analogique/Digitale ct Digitale/Analogique), aux longucurs des

nots

finis, aux instruments de mesurc a résolution finie et aux errcurs d’arrondic dans les c
numériques. Ainsi, il est nécessaire qu’existe une marge de tolérance -non nulle- autot

correcteur synthétis¢; d’unc part.

culs

r du

D’autre part, méme si I'implémentation exacte du correcteur est possible, Uingénieyr de

commande a souvent besoin de réajuster les parametres du correcteur nominal qu’il ja en

mains; afin de satisfaire les exigences de performances qui n’étaient pas considérées lol

s du

probléme de synthese initial. Cela signific que toute procédure de synthese devrait engendrer

un correcteur qui a aussi suffisamment de place pour le réajustement de ses cocllicients.

En résumant, le probléme se traduit par le besoin que d"adequates marges de stabilité pt de

performances soient disponibles autour des coeflicients des fonctions de transfert ou d’aptres

parametres caractérisant Pimplémentation du correcteur nominal synthetise.

Les systémes de commande doivent étre alors consideres d’une manicre plus réaliste selon

71




Je schéma de commande donné par la figure 3.2.

- J P+AP

v

- » K+AK

Fig.3.2 : Systéeme de commande robuste avec incertitudes sur le correcteur.

On sc¢ pose alors la question @ (ue savons-nous sur la quantit¢ d’incertitudes AI{ qufun
correcteur implémenté K+AK puisse admettre, tout en restant aussi ellicace que le correcteur

synthétisé K 7

D
—
(@)

(Pest dans un article publié récemment par Keel ot Bhattacharyya que la question a
abordée. A travers des exemples et des calculs de marges de stabilité paramétriques des ¢or-
recteurs, ils ont montré que des perturbations, extrémement petites, sur les cocllicients du
correcteur issus de syntheses robustes ou optimales, pourraient entrainer la déstabilisation de
la boucle fermee.

Ce résultat a permis a Keel et Bhattacharyya de qualifier un correcteur d’unc telle s¢nsi-
bilité aux variations de ses coefficients, par le nom de “correcteur fragile 7. C’est ainsi alors,
que s’ajoute le terme © fragilitc 7 a la litterature de controle.

Notons que lorsqu’on parle de fragilite d'un correcteur; colle-ci peut étre ¢tudier selon

deux point de vue, celui :
— de la synthese du correcteur : clest la fragilite de la synthese.

— ou de la forme du correcteur : c’est la fragilit¢ des poles et des #Cros du correcteur

Nous allons donc présenter par la suite, le probléme ouvert de la [ragilite dans ces (leux

derniers contextes.

3.3 Une synthése est-elle Robuste, Fragile ou Optimale ?

Dans leur article ICecel et Bhattacharyya on montr¢ a travers des exemples que les cdrree-
teurs robustes et optimaux synthetisés par les approches Iy, Hoo €l i, peuvent produire des

correcteurs extrémement fragiles; dans lc sens o unc pertubation extrémement, petitefdans

leurs coeflicients destabiliserait la boucle fermce.
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Pour plus de détails, on reserve cotte seetion a la présentation des excmples qui leur
permis de tirer leurs conclusions. On va ¢étudier I’

synthéses optimales (et/ou robustes ) pris de la littérature de commande.

Chaque exemple estoun systeme mono-cntrée/mono-sortic et le correcteur esl synthe

dans le but. d’optimiser certaines fonctions de performances en boucle [ermce.

La procédure avec laquelle on analyse 1

du processus nominal et a faire varier les coefficients du correcteur autour de leurs valeurs

minales. Par conséquent , ¢’est le correcteur qui sera considere avee incertitudes, contrairen
A ce qui éteé le cas pour "analyse de la robustesse,

[’équation caractéristique résultante sera done fonction des parametres incertains du

recteur.

La taille de la plus petite perturbation ca
par le calcul de la marge de stabilitée parametrique (Msp) (6]. Le principe de aleul de ¢
marge est similaire a celui déja présenté dans le chapitre précedent.

Cette marge sert alors conmme une mesure

tisés, a I'égard des incertitudes parametriques evaluées

3.3.1 Correcteur H basé sur l’optimisation de la marge de gain

Cet exemple est pris du livre [19]. II utilise comme synthese la paramdtrisation YJBK

Youla Jabr Bongiorno et I
la plus grande marge de gain. Le processus & corriger :

s—1

$2 —s—2

P(s) =

Le correcteur synthétisé pour avoir la plus grande marge de rain ¢pale a 3.5 (boucle fe
g

stable pour l'intervalle de gain de [1, 3.5] ) est obtenu par optimisation de la norme b

fonction de sensibilite complémentaire. Le correcteur trouve est le suivant :

; )5 0 : :
O (s) = q) s+ gy 87 + gy S+ P+l st gl st T
() =555 0 o5 T 00 B ) s+
P sS4 pg s°+py st HpyS +py ¢+ py s+

analyse de la fragilit¢ de cing excmples

ont,

)

{)sC

a fragilité d’une synthese consiste A fixer le modple

1no-

1ent

¢or-

pable de déstabiliser la boucle fermée est donnée

elte

quantitative de la fragilite des correcteurs synphe-

au point nominal de leurs coeflicignts.

(de

ucera) ct le probleme Q’ajustement [y du modele pour optinpiser

F11Ge

le la




avec :

@®=3719 p)=3

¢ = 39383 pd = —328

q§ = 192306 p§ = —38048
¢ = 382993 p} = —179760
q9 = 383284 p) = —314330
¢ = 192175 p? = —239911
q) = 38582 p) = —67626

Les poles de ce correcteur nominal sont les suivants :
174.70, —65.99, —1.86, —1.04, —0.98 £ 50.03
Les poles de la boucle fermée :
—0.4666 £ j14.2299, —5.5334 + 511.3290, —1.0000 £ 50.0002, —1.0002, —0.9998

Cela verifie que le correcteur est en effet stabilisant.

Nyquist Diagrams

Imaginary Axis
A

Real Axis

Fig.3.3 : Le tracé de Nyquist du systéme en boucle fermée P (s).C (s).

On remarque sur la figure 3.3 que la plus grande marge de gain (le 3.5 désirée) est bien
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atteinte. D’autre part, en remarque aussi que les plus petites marge

Mg = [1,0.99915]

Mp = [0,0.16807] depros

Ce qui fait qu'une réduction dans le gain de 1/1000 destabiliserait le systeme en boug
Yy

fermée. De méme qu’une tres petite perturbation de phase est déstabilisante.

Pour continuer notre analyse, on va faire le caleul de laomarge de stabilite paramdetric

de ce correcteur. On regroupe les cocllicients de la fonction de transfert du correcteur i

un vecteur de paramétres 7, avee comme valeurs nominales :

()

0 0o 0 0 0
qy Po P5 Py - l’u}

e
et AP le vecteur representant les perturbations sur P
AP =[Dqs Dgs Daa .- Aqy Aps Dps dpa .. Apo)
on aura :
P=P°+AP avee ;= @+ ADg ot pi= )+ Ap, pouri=0... 6
I 'équation caractéristique aura la forme suivante :
E(s,P)=1+D(s).C(s,1)

E(s,P) = (s?‘ -5 — 2) (1)0- N ) Uy st s s+ 1)0) +

(s —1) ((16 s% 4 qs s° + (4 U4 g st (2 st + q1 S+ q(,)

qui devient apres substitution des valeurs nominales :

s de gain et de phase sonf

e
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E(s,AP) = 3s®+48s"+12785° + 11867s° + 132213s" + 434230s” + - - - (B.1)
600836 + 3038555 + 96670 + (57 — s%) Ags + (s° = ") Ags +
(55— 5") Agut (5" = &%) Ba (7 = %) Ao+ (s = 5) A+
(s —1) Ago + (38 —s - 256) Apg + (.5‘7 ) s‘r’) Aps +
(s°— s° = 25") Apa+ (5" — " —283) Apy + (s — s* —25%) Apa+
(

= 5% 2.5‘) Ap, + (32 —-§— 2) Apo

On calcul la marge Iy de stabilité pour le polynome caractéristique 2 (s, AP%) & l’ai(lf du
theoreme de croisement de fronticres [6].

Le processus ¢tant un systéme continu, le domaine de stabilité S est le demi plan gzﬂnchc
onvert et I’axe des imaginaires représente alors la fronticre de stabilité 95S.

On rappel que le calcul de la marge de stabilité paramétrique (Msp) pour le cas conpinu,
consiste a :

1. Calculer la marge (M) pour laquelle la famille des polynomes caractéristiques perd un

degré.
2. Calculer la marge (M) pour s = 0 (la variable réelle).
3. Calculer la marge (M,,) pour s = jw (la variable complexe pour w # 0).

4. Et a poser :
M sp = min { My, My, M, }

1. La marge My pour laquelle Pequation £2 perd un degré. Le plus haut degre dans le cas

de 'équation (3.1) st ¢gale a 8. Calculer My revient a resoudre I'équation :
34 Apg = 0

On a imédiatement : Apg = =3

soit :
My;=3
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2. La marge M; pour le cas s =0 :

En remplacant s = 0 dans (3.1). My sc calcule en résolvant 'équation qui en résulte :
~Aqy = 20y - 96670 = 0

Cette équation ¢tant & deux inconus :

— on peut la résoudre par une méthode geomeétrique. Isn tracant sa droite, la distaijc

la plus petite entre cette droite et Porigine sera la valeur de la marge My que nc
cherchons.

- ou par une méthode analytique, en I'écrivant sous forme matricielle :

Aqg
Aqs

A(/('
N - Apg 13(0)
Aps

Apg ]
| S —4
t(0)

La solution au sens des moindres carrés sera :
T T = |
t(0) = A" (0) [A(0) AT (0)] " B(0)
My = L),
My = 43232.13827

3. La marge M, pour s = jw et w # 0 :

Puisque s = jw I'équation caractéristique (3.1) contiendra une partic réelle et une part

imaginaire. Nous allons mettre les deux ¢gales a zéro (pour w € ]0, 00[), ce qui nous donne

systeme d’¢quations suivant :

7

us

¢




Af/ci
N

A

—3 W+ 1278 Wb — 132213 w! + 609836 w?* — 96670

48 wh = 11867 w? == 431230 w* = 303855

B(w)

Ce systéme d’¢quations sera résolu au sens des moindres carrés pour chaque w € 0, od
M (jw) = It Gw)ll,

avee

L (jw) = A" (jw) [A Gw) AT ()] B ()
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011 aura :

M, = min M (jw)

w€|0,00(

M, = 0.156813905985115 A w= 11271 rad/s
4. La marge de stabilit¢ parameétrique finale Msp, sera :

Msp = min{My, Moy, M}

= min {3,43232.13827, 0. 158139059851 15}

d’on :
Msp = 0. 158139059851 15

Cette marge de stabilité paramdétrique (M sp) nous permet d'avolr une idce sur la quar
de variations dans les cocflicients du correcteur requise pour déstabiliser la boucle. Mais
sa valeur soit petite ou grande dépend des valeurs nominales des coellicients du correct
Donc, pour décider de la fragilite ou non d'un correctenr on doit se fier A la valeur norma
de cette marge, ¢'est-a-dire an rapport suivant

. Msp
",

avee 0 le vecteur des valeurs nominales des cocflicients du correcteur & analyser.
p représente le rapport normalise du changement. dans les parametres du correetenr re

pour déstabiliser la boucle fermée. Dans ce cas .
p = 2.103407498368591 x 10"

Un rosultat parcil montre gu'un changement infericur a1/ 1 million dans les coelic

du correcteur dastabilise la boucle fermée. Ce correcteur est loin d’étre robuste, en fail.

sera certainement juste en le qualifiant d’etre un correcleur fragile.

Afin de vérifier ce résultat plutot surprenant, on construit un correcteur déstabilisant
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les parametres sont oblenus en posant. :
=P AP

Les poles en boucle fermée du systeéme commanda par le correctenr perturbé (17 =1

prennent les valeurs suivantes :

0.000000 £ j14.27167 ; —5.57452 & j10.91867

—1.00674 + jO.01579 ; —1.00437  — 0.98204

On remarque que Péquation caracteristique du systeme avee correcteur perturbe
une paire de racines (0.00000 = j14.27167 ) symétriques sur I'axe des imaginaires,
confirme qu'il y a bien cu croisement de fronticre de stabilit¢ a la pulsation w = 14

que le correcteur pertubé est en effet déstabilisant.

3.3.2 Un correcteur arbitraire

En vue de faire une comparaison entre un correcteur optimal et un correcteur al
on continue avec le méme exemple de la section précédante mais cette fois-ci en chy
un simple correcteur du premier ordre avee le méme processus

s — |

$2—5—2

P(s) =

Le correcteur st synthétisé par placement de poles. Les poles en boucle fermée so
dans le demi-plan gauche d'une manicre ¢quidistante sur le cercle de rayon V2. La

de transfert de ce correcteur est :

- (1‘1’ s + (]8
s + pd

avee

¢ = 11.44974739  pj = —7.03553383
q9 = 11.24264066
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Nyquist Diagrams

Imaginary Axis
Y

Real Axis

Fig.3.4 : Le tracé de Nyquist du systéme en boucle ouverte P (s).C(s).

Le tracé de Nyquist de la boucle ouverte P (s) .C (s) est illustré par la figure 3.4. Les pl

petites marges de gain et de phase sont :

Mg = [1,0.79657155602288]
Mp = [0,—9.88729274575801] degrés

» Le systéme peut tolérer une réduction de 21 % dans la marge de gain. Il y a u
‘amélioration par un facteur de 20000 par rapport au correcteur précédent. La marge de pha
aussi est améliorée d’un facteur 60 environ.

On passe maintenant au calcul de la marge de stabilité paramétrique :

On introduit le vecteur de parameétres P = P° + AP correspondant aux coefficients

correcteur, avec des valeurs nominales et des incertitudes données respectivement par :
P'=[q) ¢ ] et AP =[Aq Ago Apo]

L’équation caractéristique d’un systéme avec correcteur perturbé est la suivante :

—

S

ne

Hu

E = %4 3.414213565% + 4.82842710s + 2.828427 + (52 — 8)Aqi + (s — 1)Ago + (s* — s |- 2)Apo
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1. La marge M, pour laquelle Péquation 19 perd un degre.

Le plus haut degre dans ce cas est cgale & 3. Le cocflicient correspondant ne peut

étre nul, d’ott

1\/(1 = 00

2. La marge M, pour le cas s = 0.

M sc calcul en résolvant Pequation

9.82842700 — Aqy — 2Apy = 0

qui s’écrit

Aq
A\(E A[)“ 13(0)
S e
t(0)

= My = 1.26491100827916

3. La marge M, pour s = jw cl w # 0

Ce qui nous donne le systeme d’equations suivant a résoudre

A(“
(—w?) (1) (- 2-2) N 3.41421356w? — 2.82842700
70 ,
(—-1) (1) (1) w? — 1.8284271
. - APO
A(jw) —_—— B(jw)
t(jw)

MGw) = G,
A7 G A G A7 ) G|

2
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avee

M, = min M (jw)

wc_](l_ﬁ,{
Ol aura .

M, = 1.85294116591621

4. la marge de stabilit¢ finale :

Msp = min{Mg, Moy, My}

= min {00, 1.26491 100827916, 1.85204 116591621}

d’ou

Msp = 1.26491100827916

NMsp
=
17700,

avoe PV le vecteur des valeurs nominales des cocllicients du correctenr aanalyser.

le rapport normalis¢ du changement dans les parametres du correcteur requis pour

biliser la boucle fermée, est donn¢ par :

Msp e
e s = 0.07219317H5667H
1701,

»  Comparc a la valeur de p de Pordre du 1077 pres trouvée dans Pexemple du con
précedent. On remarque que ce correcteur peut tolérer un changement de p = 7.2% prd
los valeurs de ses cocflicients comparce a 1a valeur de p = 10 1% pres, du correcteur o
1 / ] ) |

En plus de lamclioration dans les marges de gain et de phase, ona aussi une forte an
tion dans la marge de stabilite paramétrique normalisce u présent correcteur. Par cons

sur tous les plaus, le correcteur non-optimal est extrémement moins fragile que le cor

optimal.
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3.3.3 Correcteur [{,, robuste

[exemple suivant a ¢t¢ pris aussi de la litterature de conmmande [19]. 11 synthetis

correcteur He robuste et optimal qui minimise || (s) 1 (s)|l.o, ot 1" (s) est la fonctioy
sensibilité complementaire et la pondération Wy (s) est choisic comme fonction passce-hat
g - . ]
s+ 1

Wy (s) =

La fonction de transfert du processus est :

s — 1

2 4+ 0.hs — 0.5

Pls)=

Le correcteur robuste optimal trouve :

C(s) —124.58% — 364.955% — 360.45s — 120
S) = R .
s 4227 182 + 440.7s + 220

Les poles du systeme en boucle fermce sont :

—99.999999 999 999 94

—1.000 00963281584

—0.999 99 518359208 =4 ;j0.00000834211207
—0.100 000 000 000 00

par conséquent le correcteur stabilise le processus nominal.

n

L de

—




- petites marges de gain et de phase sont :

Nyquist Diagrams

Imaginary Axis
Y

Real Axis

Fig.3.5 : Le tracé de Nyquist du systéme en boucle ouverte P (s).C (s).

Le tracé de Nyquist de la boucle ouverte P (s).C (s) est illustré par la figure 3.5. Les plus

Mg = [1,0.916 666 666 666 67]
Mp = [0,12.911703277617 36] degrés

Des marges pareilles, sont assez pauvres et pourraient probablement étre inacceptables
dans le systéme réel.
Pour notre analyse on regroupe toujours les coefficients du correcteur dans le vecteur| P.
La procédure de calcul de la marge de stabilité paramétrique est similaire a celle d¢ja utilisée
dans les sections précédentes. On trouve :

1. La marge My & laquelle I’équation caractéristique perd un degré :

My;=1

2. La marge M, pour le cas s =0 :

My = 8.94427190999916

85




3. La marge M, pour le cas s = jw avee w € 10, 00 :
M,, = 16.41995685282118
la norme Iy de la plus petite perturbation déstabilisante AP cst
Msp =1

Le rapport normalise estalors

M sp

p= e = 0.00130498393260
170l

» Ce qui laisse voir que le correcteur qui par synthese est forrement robuste vis-a-vis des

perturbations /1., et des erreurs de modele, estassez fragile vis-a-vis des perturbations sur

ses cocllicients.

3.3.4 Correcteur bas¢ sur la j synthese

Cet exemple traite le cas d'un correcteur synthetise pour un systéme de suspension ¢lec-
tromagnétique. Ce correcteur a ¢t¢ synthetise en utilisant la technique de la gz synthese.

La fonction de transfert du systeme :

—36.27
s 15,6952 — 1180.9636s — 204735.220881

Pg) =

Le correcteur concu pour tolérer Uincertitude structurée preserite au processus est donné

par :

C(s) = ‘:7({(', . M 5 T S

T 00 0. )
oy sy st b s 1"0




avee

qd = —5.220000000000000 x 10 P = 1.468170000000000 x 107
g = —1.190629800000000 x 10" P = 8.153914724000001 x 10
qf = —1.089211902480000 x 10** P} = 2.268680248018680 x 10°
q§ = —5.104622252074320 x 10" Py = 1.818763128483511 x 10'°
q9 = —1.285270261841830 x 10" Py = 5.698109038920188 x 10"
@) = —1.629532689765926 x 10'7 p) = 6.284512925855980 x 10'?
q) = —7.937217972339767 x 10'7 Py = 6.227740485023126 x 10"

Les poles en boucle fermée sont

—557.780980781351
—424.062710635735

—127.98713824738) 4 j32.750959185160

—~07. 791476257991
—066.910000007491
—45.6899999985G9
—42.997168378274
—26.311678722910 £ y9.297227877310

Ce qui montre que le systeme en boucle fermée est nominalement: stable.
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Nyquist Diagrams

Imaginary Axis

Real Axis

Fig.3.6 : Le tracé de Nyquist du systéme en boucle ouverte P (s).C (s).

D’apres le tracé de Nyquist de la figure 3.6 les marges de gain et de phase prennent |

valeurs respectives suivantes :

Mg = [0.5745485459 , 2.5853154084]
Mp = [0, £24.0555115710]

Pour le calcul de la marge de stabilité paramétrique, on regroupe les coefficients du corre
teur dans le vecteur des parameétres P. Suivant la méme procédure déja utilisée on calcule
1. La marge My a laquelle I’équation caractéristique perd un degré :

Le coefficient du plus haut degré est constant, d’ou
My =
2. La marge Mj pour le cas s =0 :
My = 1.399895161473642 x 10
3. La marge M, pour le cas s = jw avec w € ]0, 00 :

M,, = 1.179386747290289 x 103
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la norme I, de la plus petite perturbation déstabilisante A7 cst :
Msp = 1.179386747290289 x 10"

Le rapport normalis¢ est alors :

M sp

P = TR, = 1.455352738086887 x 107*°
2

» Un résultat pareil indique que la boucle fermée est tres tres fragile a Uégard des pertur-
bations dans les paramctres du correcteur.
En remarquant encore les valeurs des marges de gain et de phase trouvées, clles nous
fout penser que de bonnes marges de gain et de phase ne sont pas néeéssairement de bons
indicateurs de la robustesse. Cependant des marges de gain ct/ou de phase pauvres sont de

bons indicateurs de la [ragilite!

3.3.5 Le correcteur fHy-optimal
Cet exemple de synthese est extrait du livre [19]. Le systeme a corriger a comme fonction
de transfert :
—-s+1
[) (S) = * «
s+ s+ 2
Le correcteur optimal est synthétisé en minimisant la norme Hp pondérée de la fonction
de transfert des perturbations |1 (s) P2 (s) S (s)]l, o S (s) est la fonction de sensibilité. On
obtient :

0 .6 0 5 0 4 0 .3 0 .2 0 0

C(S)=(16 s'tqy s+ qy st gy st gy st +Hq s+ qp
3 )Q 5,(_)_{_ )() s.")_*_,)() S/I _+_ )() 93_*_.)0 '2+ 0 o
Pe < Ds < P4 Py < Pa s Py S
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avec

g =1.0002  p? = 0.0001
¢ =3.0406 p? = 1.0205
¢y =8.1210 p? =2.1007
@ =13.2010 pJ = 5.1403
g9 =15.2004 pJ = 6.06
gf =12.08 p?=2.0

g9 = 4.0 =0

Les poles en boucle fermée sont :

—99.99999999999976 =+ 70.00000554547470

—0.49999995583131
—0.50000004416869
—1.00000006893990
—0.99999993106011

Ce qui vérifie la stabilité.

Imaginary Axis

+ j1.32287571852361
+ j1.32287559254097

Nyquist Diagrams

—

Real Axis

Fig.3.7 : Le tracé de Nyquist du systéme en boucle ouverte P (s).C (s).
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Les valcurs des marges de gain et de phase sont :

Mg = [1,1.02000161996515)]

Mp = [0,6.86616258505139)]

C’est des marges assez pauvies.
Avee la méme proccdure de caleul, on trouve :

I Lacmarge My aclaquelle Peguation caractéristique perd un depro

My = 0.0001

2. La marge My pour le cas s = 0 :

Ny =4
3. La marge M, pour le cas s = jw avee w € 0, 00] :
M, = 0.00608964 116843
la norme {, de la plus petite perturbation déstabilisante A7” est

Msp = 0.0001

Le rapport normalise est alors

Msp

p = = 3.737066131643625 x 1078

La valeur de cette marge normalisée, indigue encore que ce correteur est extrémerment

[ragile.

3.4 La fragilité des poles et des zéros

L7apparition du probleme de la fragilite dans la litterature de commande a ouvert de nou-

velles voies d’¢tudes et de recherches. Selon Keel et Bhattacharyya, la fragilite d’un correcteur
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peut étre due a la méthode avec laquelle celui-ci a ét¢ synthétisé. Cependant, récemment un
scientifique Finlandais P.M. Miikili & donn¢ une autre interprétation de la [ragilite. 11 s’est
justifi¢, lui aussi, & travers un exemple en annoncant que la fragilit¢ d’un correcteur peut étre
due aussi a la forme de sa fonction de transfert. Autrement dit, c’est la fragilite des poles et
des zéros de ce correcteur.

Nous allons voir & présent le probleme selon le point de vue de Mikili.

3.4.1 Exemple accadémique

Le systéme a étudier a comme fonction de transfert :

0.30003" ¢='  0.30003" ¢!
(1 +0.69997 q=1)" — (¢ + 0.69997 )"

C’vn ((1_ X) =

avec :
n > 1 Pordre du systéme
g et ¢! dénotent respectivement, Popérateur d’avance et de retard dans le temps, tel que :

(qu) (1) =wu(t+1) et (¢ u) (1) =u(t —1).
Ce systeme est stable et tous ses poles se situent en “ — 0.69997” .

il est opportun de définir la dispersion des poles par :
L) == 11:;},\' i —

ol les {p;} sont les poles du systéme.
Dans le cas de ce systeme :

e La dispersion :
=
e Les poles sont déterminés a partir de 'équation :
(¢ +0.69997 )" =0

Généralement dans Pidentification des boites noires et dans les syntheéses ae commande

les numeérateurs et les dénominateurs des fonctions de transfert sont donnés sous leurs formes

92




développées.

La forme développée du dénominateur de notre systcme pour le cas n = 8 est donné

prace au logiciel de caleul numérique et symbolique MAPLIG, par

(¢ +0.69997)® = ¢* + 5.59976¢"+
13.718824025245 4+ 19.205530505838488¢°+-
16.80411898521470805670q" -+

9.4099033328645913587586392¢° + (3.R)

3.293325017952614006695142340412¢°+
0.65863677509036892179039965257662504q+
0.0576282479325006917732032556017575286561

Voyons ce qui pourrait arriver aux poles lorsque 'on arrondi & 5 chiffres les coellicients

dénominateur douné sous sa forme développce.

Lo dénominateur approximé st donné par :

(z+0.69997)% = z*+5.5998z" + 13.71925 + 19.206z° + 16.8042" +

0.40992% + 3.20332% + .65864 2 + .057628

Les racines de Pexpression approximative deviennent

—1.106438677

—.9145515157 £ j.3089738833
—.6258401230 == ;.3042599473
—.4838691080 £ .1591702294
—.4448398297

Notons que la dispersion D des poles est a présent ¢gale 2 0.66! En plus, il y a un pple

qui se trouve a Pextéricur du cercle unité, ce qui veut dire que le systéme arrondi (approxinpé)

est instable.

Si on répétait les caleuls en prenant cette fois-ci les cocllicients du dénominateur déveloy

avec une approximation de 6 chiflres siguificatils, les poles obtenus seront tous a I'intéricur

cercle unité. (Cela reste vrai si on utilise encore plus de 6 chiffres significatifs ). Par conséquent,

5 est le plus grand nombre de chiffres significatifs pour lequel le systéme approximé est instal
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3.4.2 Discussion dans le cas général

Soit un systéme d’ordre n ayant des cocflicients avee des chillres apres la virgule.

On délinit d (n), le nombre de chiflres significatifs que Pon prend dans  les cocllicients
pour que le systéme arrondi passe de I'instable au stable, comune une fonction de 'ordre n du
systeme.

apresl’exemple précédent et suivant la méme méthode, Miikili a essayé de déterminer d (n)
comue une fonction de Pordre n du systéme. A sa grande surprise, il a trouvé qu’il est trés
difficile de continuer les calculs pour n > 20, méme si les cocllicients sont pris avec plus de
200 chiffres. Car a partir de n = 20, les programmes de résolutions d’équations dans MAPLE
commencent a se plaindre des problémes de mal conditionnement.

Plusicurs valeurs de d (n) ont ¢t¢ trouvées, telles que :

d(5) =5

d(10) =6
d(12) =8
d(15) = 10
d (20) = 13

D’apres de telles valeurs, il semble raisonnable de prétendre que le nombre de chiflres
significatifs, d (n) - requis pour prédire que les poles du systeéme arrondi soient stables - croit
presque lincairement en fonction de Pordre n-du systéme. Des remarques que Mikili qualifie
d’accablantes.

De telles observations on retient sclon Miikili les conséquences suivantes :

— Le correcteur ne doit pas étre implémenté sous la forme standard d’une fonction de

transfert développce.

|

Les régles d’identification par boites noires ont hesoin d’étre réexaminées.

Il est tres important de comprendre lesquelles des proprictés du systeme peuvent étre

r¢ellement identifices pour des expériences avee une précision raisonnable.

En plus, les méthodes de synthése qui comptent beaucoup sur les poles et les zéros,
telles que le placement de poles et la commande a variance minimale, risquent de perdre

particllement leurs justifications.
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Dans les livres concernant les systémes de commande ou identification des systémes,

T

les exemples donnés contiennent des systémes d’ordre 1-3 sculement ; donc il n'y a pas d
)
problémes généralement. Les choses commencent a étre intéressantes a partir de 'ordre 3-3.

Les exigences de précision peuvent devenir méme Lres importantes a partir de 'ordre 4-9.

7]

Par I'occasion, combien nous faut-il prendre de chiffres significatifs dans les coeflicient

9)/

du dénominateur développé et arrondi du systéme Gg pour que scs racines soient égales
—0.69997 a 1% prés?

La réponse : ¢’est 19 chiflres.

Ainsi se posent de difficiles questions, a savoir :

- Sl n’y a pas un moyen fiable pour représenter les systémes linaires invariants (LTY)
dont les fonctions de transfert ne présentent pas des poles et des zéros dangereusement
errants ?

~ il n’y a pas un moyen fondamental pour décrire ces représentations de systemes et de
correcteurs qui ne présentent pas de fortes sensibilites de poles et de zéros a de petites
perturbations dans les parametres de ces représentations ?

~ 81l n’y a pas un moyen pour ¢viter les representations ayant des poles et des zerps

fragiles?

3.5 Conclusion

t

—

Le but de ce chapitre ¢tait de présenter le probleme de la fragilité tel qu'il a été introdu

—

dans la littérature de commande. On a constaté que la [ragilit¢ peut étre considérée selgn

deux points de vue :
e La fragilit¢ dae a certains types de syntheses, selon les propos de IKeel et Bhattacharyya.
Les résultats de caleuls donnés montrent. que les syntheses Heo, [y et gt peuvent mener|a
des correcteurs fragiles. Dans le sens o de tres petites perturbations dans les cocellicients (hu
correcteur entrainent 'instabilite.

Il a 6t constate aussi que la fragilite s'introduit souvent par des marges de gain ct de phage

—

extrémement faibles aussi. Sachant que celles-ci ¢taient calculées pour le processus nomina
alors que scrait-ce les marges de 'ensemble des processus incertains qui pourrait étre meéme

plus pauvres.




Pour ce qui est de la marge de stabilité paramétrique autour des coeflicients nomingux

du correcteur; les trés faibles valeurs trouvées signifient que pratiquement il ne reste plus
liberté a réajuster ou a accorder les parametres du correcteur.

Ainsi, du moins pour les exemples présentés ci-dessus, I'ingénicur de commande qui cho

de

sit

de telles syntheéses optimales est obligé de, soit accepter une conception fragile ou de la rejgter

enticrement.

e La fragilité des poles et des zéros. Sclon les propos de Miikild, la fragilité peut &re

la conséquence de limplémentation du correcteur sous une mauvaise forme de fonction

de

transfert, a savoir la forme d’une fonction de transfert développée. 11 a ¢té constaté que cgtte

forme éxige d’étre considérée avee plus de précision a mesure que Pordre du systeme augmer

Par conséquent, les résultats trouves ¢voquent des remarques importantes, qui remett
en cause la fiabilité de centaines méthodes de syntheses ainsi que la forme avec laquelle
implémente les correcteurs qui en résultent.

Vu le role des syntheses robustes et optimales telles qu’elles ont ¢té développées durant

deux dernicres décennies dans les applications pratiques, il est important de revoir la quest

ite.

ent

on

ices

1011

de fragilité avec plus de profondeur. Pour se faire, nous allons nous intéresser dans les prochains

chapitres a faire 'analyse de fragilit¢ dans le cadre des représentations dans 'espace d’@tat

de deux types de syntheses robustes et optimales , a savoir : La synthése optimale LQR e

commande Ho-optimale.
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Chapitre 4

FRAGILITE D’'UNE SYNTHESE
OPTIMALE PAR LQR

4.1 Introduction

Le probléme de la fragilité que nous avons déja présenté dans le chapitre précédant conc
surtout les correcteurs robustes et optimaux donnés par une représentation fréquentielle. |
encore mieux compléter cette présentation, nous allons dédier ce chapitre ainsi que le sui
a I’étude de la fragilité des correcteurs issus des synthéses optimales, et cela dans le cadrd
représentations d’état. Parmi les synthéses optimales, notre choix s’est porté sur la synt
du Régulateur Quadratique Optimal, LQR ( Linear Quadratic Regulator ).

Apres définition du Benchmark pendule inversé que nous allons prendre comme applica
nous allons lui synthétisé une loi de commande L@ R. Une fois cette loi de commande dispoy
nous passerons a l’analyse de sa fragilité. Le méme scénario va se répéter pour le cas d
syntheése LQ R avec estimateur d’ordre complet et le cas d’'une synthése LQ R avec estime

d’ordre réduit.

4.2 Systéme d’application : le pendule inversé

4.2.1 Définition

Le pendule inversé est souvent utilisé pour tester les nouvelles théories de comm

destinées aux systémes de nature instable. Son expérience consiste en un chariot mobilg
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lequel est attachée, a travers, une charniére I'extrémité d’une tige formant ainsi le penglule.

(voir figure 4.1)

Fig.4.1 : Le systéme pendule inversé.

avec :
M : la masse du chariot.

m : la masse du pendule.

[ :la distance entre le centre de rotation et le centre de gravité de la tige.

h : la hauteur de ’axe de rotation par rapport au sol, de valeur constante.

r : le rayon de la roue du véhicule.

z :la position du chariot par rapport a I'origine.

0 :la déviation du pendule par rapport a la verticale.

L’objectif de la commande est de maintenir le pendule & la position verticale avec moins

de déplacements possibles pour le chariot, chose qui n’est pas possible sans qu’il n’y ait

le temps 'assistance d’une force extérieure. Pour ce faire - aprés mesure de la positior

tout

1 du

pendule et du chariot - et suivant une certaine loi de commande u(t), une force F' provepant

d’un moteur électrique est appliquée sur le chariot afin de I'ajuster en méme temps que le

pendule. Ce qui résulte en un systéme sous actionné ayant & commander deux sorties

seulement une entrée.

Le pendule et le chariot n’ont qu'un seul degré de liberté. C’est-a-dire que le pendul

\vee

C 1e

peut tourner que dans le plan vertical et que le chariot ne peut aller qu’en arricre on en

avant. On remarque alors, que le probléeme du pendule inversé est apparenté au probleme

d’équilibrage d’un baton sur le bout d’'un doigt. Il peut étre vu aussi, d'une maniére

98

plus




rigoureuse, comme un probléme de mise en équilibre d’une fusée lors de son décollage.

4.2.2 Le modéle du systéme

Pour I'étude du systéme “pendule inversé”, un modele a été établit [11]. Ce modele ti¢nt

compte principalement des équations qui régissent le comportement dynamique du systém

®

D’autre part, on sait que les frottements influencent beaucoup le fonctionnement des sys-

témes dynamiques. Pour pouvoir ainsi synthétiser des lois de commandes performantes, il est

alors nécessaire de réaliser des modélisations trés fines par la prise en compte des frottemenlts

Le systéme a modéliser étant piloté par un moteur électrique & aimant permanent, il s’avére

nécessaire d’introduire encore les caractéristiques de ce dernier dans le modéle final afin d’avpir

une représentation plus compléte.

Modéle dynamique

Le modele dynamique peut étre établi suivant le formalisme de Lagrange qui consiste
e Choisir les coordonnées généralisées (qi, ... ,qx).
e [Exprimer ’énergie cinétique et ’énergie potentielle en fonction des variables
(¢:,dir t)-

Ecrire les équations de Lagrange.

Etudier les solutions de ces équations.
Pour le cas du pendule inversé, les coordonées généralisées sont q; = z et g, = 0.
Aprés calcul, on obtient un modele non-linéaire et fortement couplé. 11 est donné par |

équations suivantes :

ml cosf i+ (I +ml®) 6 —mglsind =0
(M 4m) &+mlcosf § —ml sinf 0 =F

avec I 'inertie du pendule.

Modéle des frottements

Les frottements interviennent principalement au niveau des actionneurs et des transmi

sions mécaniques. Ils dépendent de nombreux facteurs, entre autres : la vitesse de déplaceme
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(sens et amplitude), la température et les caractéristiques mécaniques du systéme (lubrif
roulement, etc...).

Le frottement est souvent modélisé de facon simplifiée par la relation :

Fr=Fv ¢+ Fs signe(q)

avec :
Fv : coefficient de frottement visqueux.
F's : coefficient de frottement sec ou de Coulomb.

signe (.) : La fonction signe.

Lorsque les frottements sont considérés, le modele donné par I’équation (4.1) devient|:

ml cosO Z+ (I+ml®) 6 —mglsind =—Fuv, 0 — Fs, sign («9)
(M +m) & +mlcos® 6 —mlsind 0 =F— Fvy & — Fsy sign ()
Modéle du moteur électrique

Le schéma électrique du moteur est donné par la figure 4.2 :

Ra

—\WWV

]

.8
¢ T Vfem

Fig.4.2 : Schéma électrique du moteur.

e Le couple mécanique 7" fourni par le moteur est lié au courant par :

T:Kll

ou K, est la constante du couple.

L’équation électrique du moteur s’écrit :

e—erm= Rai

avec :
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R, la résistance d’armature du moteur
Viem : 1a force électromotrice, Viem = K3 ), ot K3 est le rapport vitesse-tension du moteur

. 5

et Q) la vitesse de rotation du moteur, 2 = —.

r
e Par ailleurs, le couple appliqué au véhicule est lié a la force d’entrainement F' paf :

T=r -F

On peut alors exprimer la force d’entrainement en fonction de la tension par la relatipn :

Kle ]{1 ]{2 .

F = -
R, r R, r2$

Le modéle final

I1 est clair que le modele final s’obtient a partir de (4.2) et (4.3). Gréce a la théorie des états,
le systéme (4.2) décrit par deux équations différentielles d’ordre deux, peut étre représenté
par quatre équations différentielles du premier ordre.

Pour pouvoir décrire le systéme (4.2) sous forme de représentation d’état, on pose :

AT

— Le vecteur d’état : X = [:v,&,:i;,ﬁ]

— Le vecteur de sortie : y = [z,6]"

— D’entrée du systéme : u = F'

( le vecteur X sera noté z, mais il ne faut pas le confondre avec la position du penfule

notée aussi par )

Le modele se présente alors sous la forme :

y=h(z)
ou de maniére explicite :
i‘l = T3
Ci32 = T4
1 mglsinO—F'Ulé—Fsl stgn (9) I + ml?
(b3 = = —det .9
A mlsing 0 + F — Fuy & — Fsy sign () ml cosf
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1 ml cos mglsing — Fv, 0 — Fs, sign (())

T4 =0 = —det 2
A M+m mlsing 0 + F — Fvy & — Fsy sign(2)
avec :
ml cosf I +ml?
A = det
M+m ml cosf

Le modeéle non-linéaire du pendule-véhicule-moteur en tenant compte des caractéristiques

du moteur et des frottements est donné par :

T = T3
To = T4
1 :
I3 = N [m212g cos g sinzg — Fuyml cos zyzy — Fsymlcos zasign (x4) — (I + mi?) ml sin ay;
K K K
+ (I 4+ ml?) Fuyxs + (I + ml?) Fsysign (z3) + (I + ml?) Rl g.’llg — (I +ml? 7 g
e T Yy T
1
T4 = = [(M + m)mglsinzy — (M + m) Foizq — (M 4+ m) Fsysign (z4) — m*1%g cos g sin 2,2
KiK. I$
+ml cos Ty Fvazs +1 ml cos zoFsesign (z3) + ml cos 2321?—1'—%11,‘3 — ml cos :zQH e
0 T iy P

et

A =M ml?+1 (M+m)+m2%sin®z,

Le modele ainsi obtenu est un modele non-linéaire et compliqué. Dans la pratique, npous
somme souvent contraints a simplifier ou & idéaliser les propriétés réelles d’un systéme fet a
ne tenir compte que des éléments de base nous permettant d’analyser le systéme réel dfune
maniére plus ou moins facile.

Pour se faire, nous allons négliger 'inertie et les effets des frottements secs et visqueux.
Et puisque le pendule doit rester a la position verticale, nous pouvons supposer que ¢ fet 0
restent faibles, et poser : sinf ~ 6, cosf ~ 1 et 00 ~ 0.

Nous obtenons alors le modéle simplifié suivant :

ry = I3 44)
Ii'z = X4

. _ maqg K1K2 I(]

= T T MR MRt

. (M -+ m) K1K2 K1

Ty = ——=gT2 e
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qui se présente sous la forme linéaire :

ol z € R, y € RP et u € R™ sont respectivement le vecteur d’état, d’observation e

commande.

A, B et C sont respectivement la matrice d’état, de commande et d’observation.

T = Az + Bu

y=Cx

Le systéme (4.4) est alors équivalent a :

Ty
Ty
T3

T4

[0 0 1 0
0 0 0 1
0 _m K1K2

Y MR, 2
, M+m) KKy
I Ml 9 MIR, 2
T
1000 5
0100 T3
Ty

T
€T
T3

T4

¢’est le modele final simplific du systéme pendule inversé.
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A=

-;‘\ /

Les paramétres utilisés dans le modele du pendule inversé sont donné

4.2.3 Les paramétres du systéme [11]

T
s.par Ie tablad
/“’/

—

{

ot sa o

suivant :
Parametre | Description Valeur
M masse du chariot 0.785 Kg
m masse du pendule 0.130 Kg
[ la distance du centre de gravité 0.96 m
g accélération due a la gravité 9.81 m/s?
K, constante de couple du moteur DC 0.25916 N.m
K, rapport vitesse-tension du moteur DC | 0.003409 V' /rad / A
R, résistance d’armature du moteur DC | 6 2
r diameétre de la roue du chariot 0.01 m

Tableau 4.1 : Les parameétres du pendule inverseé.

4.2.4 L’analyse du systéme

Aprés substitution des valeurs données par le tableau 4.1 dans le modéle donné par ({.5).

on obtient :
i 0 0 1 0 T 0
0 0 0 0 1 0 0
e * + u
i 0 —1.6245859872 —1.8757461571 0 @ 5.5023354564
0 0 11.9110270700 1.9539022469 0 0 —5.7315994338
e 13 .
T
T 1 000 To
F Ty

L’ensemble des valeurs propres du systéme pendule inversé est donné par :

VP ={0, 3.3622940641 , —3.6953387744 , —1.5427014467}
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On remarque que le systéme posséde une valeur propre a partie réelle positive; il est :

Yors

instable en boucle ouverte. Par conséquent, il est clair qu’une loi de commande doit ¢tre iise

au point afin de stabiliser le pendule inverseé.
Assurons nous maintenant que notre systéme est bien commandable et observable en

culant le rang des matrices de commandabilité et d’observabilité [45] :

RangCiapy = Rang[B AB A’B ... A"'B] =4
RangOacy = Rang[C CA CA* ... CA™') =4

avec n = 4 l'ordre du systéme.

En effet, le systéme est commandable et observable.

al-

Remarque 4.1 Lorsqu’une seule sortie est mesurée, par exemple 0, lc systéme devient thob-

servable car :

Rang O(A,C) =

4.3 La commande optimale LQR

Pour un systéme linéaire, continu, invariant, régi par les équations suivantes :

avec z (t) € R™ désignant le vecteur d’état, u(t) € R™ le vecteur de commandg, et

y (t) € RP le vecteur des sorties régulées. A, B et C des matrices de dimensions appropi iées

indépendantes du temps.

La synthése d’une commande optimale Linéaire Quadratique dénommée LQ ou LQR

( Linear Quadratic Regulator ) consiste en la recherche d’une matrice de gain K, telle

que

la commande u(t) = —K,.x(t) soit une commande stabilisante et optimale. L’optimalitd re-

cherchée est mesurée au sens de la minimisation de la fonction du cotit donnée par le critere

quadratique suivant :
o0
J=/ (a:TQ z+ul R u) dt
0
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La fonction J représente la somme pondérce de I'énergie de I'état « et celle de la comma
w. Les matrices de pondération respectives Q et R doivent étre choisies en respectant
contraintes suivantes :

— @ matrice (n x n) symétrique et semi-définie positive (Q > 0) . On la prend généralem

Q =CTC.

— R matrice (mm x m) symétrique et définie positive (R>0).

Pour la résolution de tels problémes de commande optimale quadratique, nous pouv
suivre différentes techniques ([4], [14],[31],[42]), telles que :

e La technique de minimisation par les équations d’Euler-Lagrange,

e La théorie de Bellman-Hamilton-Jacobi,

e La principe du minimum de Pontriagin.

qui aboutissent en la commande par retour d’état optimale :

u(t) = —Ka(t) (4.

La matrice K (m x n) du retour d’état a pour expression :
K =R"'B"P

ott P est une matrice (n x n) définie positive solution de leéquation algébrique de Ric

donnée par :
ATP+PA+Q—-PBR'B"P=0
La valeur minimale du critére est donnée par :
Jmin = zg P o

avec 2o = z (to) I'état & I'instant initial.

e

1S

10)

atl

En boucle fermée, aprés substitution de I'équation (4.10) dans le systeme (4.8), on obtient :

t=(A-BK)z

(A — BK) est alors la matrice du systéme en boucle fermée et par conséquent ses valeurs
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propres représentent les poles du systéme en boucle fermée.
Le montage d'une commande par retour d’état optimal est domné par le schéma

suivant :

e=0 + u + ¥ X )
——>O— B —> ] o C [
_ +
A <
K [«

Fig.4.3 : Schéma de principe d’un systéme de commande par retour d’¢tat optimal.

Remarques 4.1 o [l est important de noter qu’en plus du fait qu’un correcteur synthélis
Uapproche LQR soit optimal, il a aussi des propriétés de robustesse trés fortement garan
o savoir une marge de gain infinie et une marge de phase de 60° [4], [20], [45].

e La commande par retour d’état optimal établie par le probleme LQR garantie d
stabilisante pour tout critére de performance de la forme de J (4.9) ; pourvu seulement g
paire (C, A) soit détectable et (A, B) stabilisable [13], [45].

o Jusqu’a présent, la synthése a été établie en supposant que tous les états x du sys
étaient disponibles, alors qu’en réalité on a accés qu’a un nombre réduit de variables d’étc
moyen de l’équation de sortie y (t) = Cz (t). Car en fait, certains étals ne sont pas to
accessibles, soit parce que c’est difficile voir impossible de les mesurer technologiquemeny
que cela revient trop cher économiquement. Pour résoudre le probléme des états inaccess

on a généralement recours o l'utilisation d’un reconstructeur d’état appelé “obsevateur”.

4.4 Lacommande Optimale LQR avec Observateur d’
Complet

Pour appliquer une commande par retour d’état optimal sur un systeme de la forme

i(t)=Az(t)+ Bu(t) (4.
y(t) = Ca(t) d
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avec x (t) des états inaccessibles, il est nécessaire de disposer d’'un observateur, pour |
voir utiliser les états estimés @(t) au lieu de 2 (t). Chose qui n’est possible qu’a condit

d’avoir une paire (A, C') observable ou de modes non observables stables (détcctables).

ou-

ons

L’observateur qu’on va présenter est un systéme linéaire, stable, rcalisable et capabl¢g de

fournir Pestimation Z(t) de 'état z(t) en respectant la condition
lim (z(t) — &(t)) =0
t—o00

En d’autres termes, il faut que Perreur d’estimation de I'¢tat tende asymptotiquement ers
z€ro.

En 1960, Luenberger [31] a proposé pour les systémes linéaires observables, I'observaeur
défini par 'équation :

4= Az +Bu+L(y—C#) (4.13)
qui correspond & une simulation (a:= A%+ Bu+ ---) constamment corrigée par I'¢cart
constaté entre la sortie observée et la sortie reconstruite (- -« + L (y—C12)).

L’objectif est de choisir la matrice L, appelée gain de Pobservateur, de telle sortef que
Perreur d’estimation e (t) = (z(t) — &(t)) tende asymptotiquement vers zéro malgré quion a
2(0) # z(0).

Pour cela, on va écrire Péquation différentielle de I'erreur d’estimation e (t) en faisaht la
soustraction membre & membre de (4.11) et (4.13), ce qui donne :

e(t)=(A-LC) e(t) (4.14)

La solution de cette équation différentielle tend asymptotiquement vers zéro(e (t) — 0) si

ot seulement si la matrice (A — L C) est asymptotiquement stable c’est a dire, si toutes ses

valeurs propres sont a partie réelle négative. Ces valeurs propres représentent la dynanjique

de I’observateur. Pour spécifier cette dynamique, il suffit alors de choisir convenablemeit La

matrice de gain L.

Le probléme de la détermination de la matrice de gain L de 'observateur est un proljleme

dual de celui de la détermination de gain de commande K.

Le calcul du gain L se fait alors suivant la méme procédure de calcul utilisée pour avpir le
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gain K, mais en remplagant :
e Apar AT
e Bpar CT
e K par L"

e (@ par Q,
e R par R,.

Le systéme en boucle fermée résultant de I'interconnexion (4.11)-(4.12) avec 'observafeur
(4.13) et la commande u (t)) = =K & (t), dont le schéma de principe est donné par la figure
4.4, peut étre décrit par le systeme d’équations :

T (t) A -BK x (t) B
, = + v (t)
z (t) LC A-LC-BK z (t) B
En utilisant le modele (4.14) de 'erreur d’estimation, I'équation du systéme global devignt :
@ [E) A-BK BK x (1) B
= ‘s v (t)
e (t) 0 A-LC e(t) 0
On constate alors que le polynoéme caractéristique du systéme en boucle fermée ainsi obfenu
est donné par :
A-BK BK
det ¢ sI — =det {s] — (A— BK)}.det{s] — (A—-LC)}
0 A-LC
On peut remarquer que l’ensemble des valeurs propres du systéme global est égal a I'upion

des deux spectres introduits respectivement par le régulateur (K) et 'observateur (L).
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Retour d’état

Fig.4.4 : Schéma de principe d’un systéme de commande

LQR+observateur d’ordre complet.

Remarque 4.2 L’observateur présenté dans cette section est dit observateur d’ordre co
parce qu’il est du méme ordre que le systéme a corriger. Autrement on l'appellerait, observ

d’ordre réduit.

4.5 La commande Optimale LQR avec Observateur d
Réduit

La commande considérée est toujours du type u = —K z(t) avec x(t) étant les vari

d’état du systéme. On a vu dans la section précédente qu’on pouvait substituer les vari

wlet

nteur

"Ordr

ables

ables

estimées #(t) aux variables z(¢) en cas ou ces derniéres ne sont pas entiérement disponibles.

Pour un systéme a n états dont m sont des sorties mesurables, il semblerait redondant

d’estimer les m états déja disponibles. Par exemple, si y = x; I'observateur d’ordre cor
estimera x;, méme s’il est évident que cela n’est pas nécessaire. Théoriquement, tout ce
on a besoin ¢’est d’estimer les états inconnus. Ce qui résulte en un observateur d’ordre (71
introduit par D. Luenberger [31], [45], appelé observateur d’ordre réduit.

L’observateur d’ordre réduit assure une configuration plus simple et plus économique
le nombre des variables mesurées m est élevé, I'avantage est encore (:onsidéra.bh.

Pour synthétiser un observateur d’ordre réduit, on commence d’abord par défini
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transformation lin¢aire des états, donnée par :

2=

avec : T matrice de dimension (n —m) x n, et z vecteur de dimension (n —m) x 1.

T est une matrice quelconque telle que E = est une matrice non-singuliére.

T
définit E~' = [P | M] qui existe si rang(C) = m.

En combinant y et z, on aura :

-1

y C c y y
= z = = =[P | M] =Py+M z

z T T z 2
Supposons qu’on puisse établir un observateur d’ordre complet pour estimer z; un ol}

vateur de dimension égale & la dimension de z, soit n — m. On peut donc avoir U'estimée

a partir de :

£=Py+ M %z avec z l'estimée de 2z

On

Ser-

le @

Par conséquent, tout ce qui nous reste a faire pour estimer z c¢’est d’établir un observateur

pour estimer z.

Pour se faire, on a besoin de connaitre les dynamiques de z, c’est-a-dire, les ¢quatfons

différentielles qui régissent le comportement des variables z. Celles-ci s’obtiennent en prémul-

tipliant les premiéres équations d’état (4.11) par E; ce qui correspond a un changemen de

base, d’oul une nouvelle réalisation du systéme :

Ei(t)=FEAz(t)+ EBu(t)

en remplagant z et F, on aura :

c ; c c C c
Ei-= i=1"|= Az + Bu ap v | Y+
T ; T T T 2 T
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on obtient alors :

:l:/ CAP CAM y CB A A“ .412 Y B1
= + U= + u
z TAP TAM A TB Agl A22 A Bg
(4]15)
L’équation différentielle de z est donnée par :
= AQQZ + (A'zly + Bzu) (4 1())
L’observateur d’ordre complet de z a la structure suivante :
= Ayt + (Any + Byu) + L(y - Ci) (4]17)
(@) ®

Le terme (a) est une quantité connue, elle est considérée comme entrée de 'observateuy; le

terme (b) est un terme de correction déstiné a stabiliser le systéme d’erreur de I'observatpur.

On remarque qu'avec [P | M]=E~', ona CP=1et CM =0, dou:

y—Ci=y-C(Py+M 2)=y-CPy—-CMz2=y—-y-0=0

Donc, le terme (b) aprés tout n’ajoute aucune correction.

Par fois, dans la théorie de controle classique, le retour de sorties seul n'est pas ¢fficace, alors

qu’'un retour de sorties avec leurs dérivées pourrait aider. Théoriquement, si y est disponible,

on peut supposer que sa dérivée 'est aussi. De 13, dans le terme correcteur, on utilise
place de y, sa dérivée y.
Du systéme (4.15), on a :
y=Any+ Anz+ Biu (4

De (4.17) et (4.18), I'observateur d’ordre réduit est donné¢ par :

i= Agpz + (Any + Bou) + L (§ — Any — Biu — Ay 2)
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2’2 Agoz + (/121‘((/ + Bz‘ll,) + LAy (Z = IZ) (~1

Pour que cet observateur fonctionne correctement, il faut que 'errenr d’estimation e (1
2(t) — z(t), avec le temps, tende asymptotiquement vers zéro.
On obtient les dynamiques du systéme d’erreur en retranchant (4.16) de (4.19) ef

remplacant g par (4.18), ce qui donne :

é= (AQQ — L A12) (]

19)

Il

Cll

Le systéme d’erreur contient un parameétre encore inconnu, c’est le vecteur L (ou mafrice

r

L dans le cas multi-sorties). Le probléme maintenant est de savoir comment déterminer L.

Luenberger a montré que I'observabilité de la paire (C, A) est équivalente a I'observabj
de la paire (Ajz, Agp). Donc par dualité, L peut étre choisi pour placer les valeurs propreg

systéme d’erreur quelque part dans le demi-plan gauche du plan complexe.

lité

du

La détermination de L d’un obsevateur d’ordre réduit se fait de la méme maniére que ¢elle

d’un observateur d’ordre complet mais en emplacant seulement :
o A par A22
o ( par Ay

Le principe de séparation est toujours valable dans le cas d’un observateur d’ordre réduit.

On peut le remarquer en combinant les équations du systéme en boucle fermée avec celles

systeme d’erreur :

pour u = —K % et £ = Az — BK %, on peut trouver que £ =z — M e et que :

& A-BK BKM :z:
e 0 AQQ—LA12 e

=7

Par conséquent, ’ensemble des valeurs propres du systéme en boucle fermée contient

fois les valeurs propres du régulateur et celles de 'observateur d’ordre réduit.

'Remarques 4.2

e Dans le cas ot la matrice C = Iy, | Omn—m), la matrice T peut étre choisie :

T = [On—m,m l In—m] = E =1,
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e On remarque que les mesures apparaissent directement a la sortie de l'observa
par conséquent les bruits de mesures risquent de passer par ce dernicr. Done le choix
observateur d’ordre reduit doit étre pris avec prudence dans le cas ot les buits présenten

danger.

4.6 Choix des matrices de pondération

Parmi les compromis que doit traiter automaticien, on trouve celui de ’équilibrage g
les écarts de sortie et la sollicitation des actionneurs, la commande LQR est évidemmen
instrument privilégié pour négocier ce compromis.

Le grand intérét de cette commande est d’engendrer des lois de commandes stabilise
par l'intermédiaire de parametres de syntheses Q et R dont la manipulation exerce une a
sélective sur les réponses et sur la commande.

Pour la détermination de ces paramétres on pourra étre utilement guidé par la connaiss

de quelques propri¢tés limites, lorsque @ ou R tendent vers 0, [14].

> Q—0:

eur,
L'un

{oun

ntre

t un

ntes

‘tion

ance

La commande qui en résulte est & énergie minimale puisque u(t) seule est pénalisée. Pour

un systéme instable en boucle ouverte, la réflexion des poles instables est un phénomene

instructif : une instabilité rapide exigera une boucle fermée également rapide si on veut fa

re le

minimum d’effort, et ce minimum ne sera pas infiniment petit. Par exemple, il est clair qu’jl est

impossible de rétablir 'équilibre d’un pendule inversé sans qu’il y ait un minimum d’endgr

Par conséquent, un tel choix pour la pondération () ne convient pas pour la commande du

pendule.

> Q— oo (ouR—0):
Un choix pareil revient a libérer totalement la commande, ce qui donne une commar

temps minimum. La tendance prévisible est une accéleration des temps de réponses.

de a

Remarque 4.3 Lors du choiz des matrices de pondération destinées & une synthése d’opser-

vateur, on doit respecter le fait que les valeurs propres de 'observaleur doivent élre plusgeurs

fois (3 a 10 fois) plus rapides que celle du correcteur afin d’assurer la convergence rapide de

Vestimation. On choisit, par exemple, Q, 5 fois plus tmportante que Q..
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4.7 Analysé de la fragilité d’une synthése LQR.

En vue de faire une analyse de la fragilité d’une loi commande optimal LQR, nous all

d’abord commencer par synthétiser celle-ci pour de différents choix de matrices de pondérati

4.7.1 Synthése LQR

Le modéle du systéme pendule inversé pour le quel on synthétise notre loi de comma
par LQR, est donné par (4.7). On rappelle que les matrices du modele prennent les valg
suivantes :

0 0 1 0 0 ]

0 0 0 1 0 1-0
I e B = L C =

0 —1.6245859872 —1.8757461571 0 5.5023354564 0 1

0 11.9110270700  1.9539022469 0 —5.7315994338

On choisit des matrices de pondération R, et Q., de la forme :

R.=1
g 0 0 0
Q: =qC C = = diag < [9c, 4, 0,0]
0 0 00 —
Dq,
0 0 0O

N1S

O

11.

urs

0 0

avec g, un paramétre scalaire qu’on va fixer a une valeur prise de I'ensemble {1, 10,100, 1000} .

Le vecteur de commande K introduit au systéme par la commande u = —Kux est pal-

culé grace 4 la boite a outils Control System Toolbox du Logiciel MATLAB [10],[45].
particulier & l'aide de la fonction Iqr.
Le tableau suivant résume les différents gains K correspondant aux différentes matricep

pondération Q..

n

de




La diagonale de (). Les Gains de commande K

(Qe1) : [1,1,0,0] [~01.000000 — 10.349836 — 01.683507 — 03.128364]
(Qe2) : [10,10,0,0] [-03.162277 — 17.676192 — 03.530313 — 05.345641]
(Qes) : [100,100,0,0] | [~10.000000 — 38.094960 — 08.916739 — 11.403012]
(Qea) : [ [~31.622776 — 96.974649 — 25.077891 — 28.579958]

1000, 1000, 0, 0]

Tableau 4.2 : Les gains de commande LQR correspondant

aux différents choix de matrices de pondération.

Une fois la synthese terminée, nous allons passer a la validation de ses résultats. Nous allons
donc présenter ci-dessous les simulations effectuces sur Simulink pour les gains de commgnde
correspondant aux différents choix de matrices de pondération.

La simulation consiste & voir la position du chariot et du pendule et la commande poyr le
cas ou :

» le pendule est initialement écarté de la position verticale d'un angle 0; (figure 4.5)|

» le pendule est en équilibre, jusqu’a ce qu'une perturbation dy intervienne (figure 4.6).

» Il y a présence de bruits de mesures (figure 4.7).
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La position du chariot

01
qc=1
qc=10
0.08 qc=100
qc=1000
0.06 -
E 004,
=
1!
0.0Z‘I;‘»-
of ey SRS S |
|
.0.02 ' il H i H i ' '
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
le temps en (s)
(a) : Position du chariot.
La position du pendule
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(c) : La commande appliquée sur le chariot.

Fig.4.5 : Les résultats d'une commande LQR. Cas d’un pendule initialisé

a 'angle 0; = 0.04 rad.
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La position du chariot
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(c) : La commande appliquée sur le chariol.

Fig.4.6 : Les résultats d’une commande LQR. Cas d’une perturbation dy sur le pendul

at=1s, dgp =0.1rad durant 1 seconde.
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La position du chariot
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(b) : Position du pendule.
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(c) : La commande appliquée sur le chariot.

Fig.4.7 : Résultats d’'une commande LQR. Cas d’une présence de

bruits blanc de puissance 0.001.
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D’apros les résultats de simulation illustrés par la figure 4.5 et 4.6, nous remarquons

quel que soit le choix des matrices de pondération, les réponses temporelles obtenues o

que

la

méme allure. Ainsi, le pendule inversé réagit toujours de la méme manicre sauf que les tepnps

de réponse et les dépassements sont différents.
Pour le cas ot la position du pendule est écarté vers la droite d'un angle initial (figure

ou d'une perturbation apres un état d’équilibre (figure 4.6), le chariot va se déplacer ¢

4.5)

ussl

vers la droite pour essayer de compenser cet écart et de remettre ainsi le pendule sa position

verticale. En effet, ce dernier atteint cette position (f = 0), mais il va la dépasser de nou
ce qui va pousser le chariot a revenir sur son chemin mais cette fois-ci en deccellérant ¢
dépassement est moins important que le premier. Le chariot va continuer a réagir de la n
maniére, ce qui a pour effet de stabiliser le systéme du pendule inverse.

la commande établie pour la matrice de pondération correspondant a g, = 1 est stabilis:

Jall,
I Cce

cme

nte.

Mais & mesure que les pondérations sont plus importantes les résultats deviennent enjcore

meilleurs, dans le sens o 'on peut avoir :

— un temps de réponse plus faible,

— et un parcourt plus court pour le chariot.

Cependant, avoir un systéme plus rapide se fait au détriment d’avoir :

— des écarts plus importants pour le pendule,

— et des commandes plus ¢levées.

Par ailleurs, sur la figure 4.7 nous avons les résultats de simulations faites pour un sys
en présence de bruits de mesures. Le bruit appliqué été un bruit blanc de puissance 0
Malheureusement, malgré les efforts de la commande, celui-ci n’a pas ¢t¢ rejeté, au cont
son influence augmente avec 'augmentation des pondérations, au point de déstabilis

systéme pour le cas g. = 1000.

4.7.2 Analyse de la fragilité

La loi de commande dans une synthése par régulateur LQR est de la forme u = —
avec K étant le gain du retour d’état z.

Les paramétres du correcteur sont alors rassemblés dans le vecteur /& ; un vecteur lig:

dimension égale a la dimension du systéme a réguler.
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considérées sur ce correcteur. Dans ce cas, I’équation caractéristique est donnée par :

Dans le cas de notre systéme pendule inversé le gain A est de la forme :

K = [/\71 l\'32 k;; k4]

Pour analyser la fragilité d'une telle loi de commande, nous allons procéder suivar

méme principe déja présente dans le chapitre 2, réservé a approche paramétrique [6)].
) 1

Nous allons prendre les ¢éléments £; du vecteur K comme paramdtres du correcteut.

chaque éléments k;, i = 1..4, nous ajoutons une perturbation correspondante Ak; du vect

AK = [Aky Aky Ak Aky)

Le but est de trouver la quantité minimale AK capable de mener le systéme en bo
fermée la limite de stabilité. Cette quantité est représentée par ce que 'on appelle marg
stabilité paramétrique du correcteur (la Msp).

Pour étudier la stabilit¢ d'un systéme en boucle fermée, on doit, bien stir, étudier
équation caractéristique.

Dans le cas d’une étude de fragilité, ’équation caractéristique doit contenir : les parameé

du systéme, les parameétres du correcteur et en plus les perturbations (ou incertitudes)

det (s/ — App) =0 (4]:

avec Apr = A— B (K + AK) la matrice du systéme en boucle fermée.
Pour calculer la marge de stabilité (A sp) de notre correcteur, nous devons trouver
parameétres limites Ak; (AKj,) susceptibles d’attribuer a I'équation caractéristique (4.20)

racines sur la frontiére de stabilité [6], sachant que :

AJSP = ”A[{sol ”2

Le probléme revient alors a resoudre au sens des moindres carrés le probléme d’optimisat

donné par (4.20).
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vient :

E = s*4 (=5.731599 k4 + 5.502335 k3 + 1.875746) s* — 56.226990 &, (4}2

+(—5.731599 ky + 5.5023354 ky — 11.911027) 8% + (—56.226990 ks — 19.167781)

02335 5% — 56.226990) Aky + (—5.731599 s%) Ak,

(@)}
(@3]

+(

+(5.502335 s* — 56.226990 s) Ak — 5.731599 s Aky

ki, ko, ks et k4 sont des parametres connus a partir de la synthése.

Aky, Aky, Akset Akysont des incertitudes a déterminer pour 'analyse de la fragilité)
remarque qu’elles interviennent d’une maniere lincaire dans I'¢quation caractéristique (4.

En suivant les mémes étapes de calcul de la marge de satibilité données en chapitre
utilisées en chapitre 3 et pour différents choix de matrices de pondération et donc différe

lois de commande, nous aboutissons aux résultats réunis dans le tableau 4.3, tel que :

o || Kol est la norme-2 du vecteur Ky des parameétres nominaux du régulateur.

e Le systéme étant un systéme continu, la frontiére de stabilité est alors 'axe des
imaginaires. M est donc la marge de stabilité paramétrique pour le cas w = 0.

e M, la marge de stabilité paramétrique pour le cas w # 0

e w,. la fréquence a laquelle il y a eu croisement de fronticre de stabilité.

e My = oo car le coefficient du plus haut degré de I'équation caractéristique est consty

e Msp la marge de stabilité paramétrique finale. Msp = min {M,, M} .
Msp

. . 1750l
e &.in le plus faible amortissement des poles en boucle fermée non perturbée.

e p la marge de stabilité paramétrique normalisée, p =
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La diagonale de O,
(Qe1) : [1,1,0,0]
(Q:2):10,10,0,00 | 019.0653
(Qe3) : [100,100,0,0] |
(Qe) : [1000, 1000, 0, 0

7Y

03.1623
041.9614 | 10.0000
108.8567 | 31.6228

1.2308

2.9662

19.0990 0.719346

Tableau 4.3 : Analyse de la fragilité du gain de commande [\,

" Commentaires :
Vu le role que nous attribuons a la marge de stabilite parameétrique normalisée p dans
I'analyse de la fragilité, nous savons que plus p est faible plus le correcteur est fragile. Tles
résultats d’analyse donnés par le tableau 4.3 montrent que les valeurs de p sont assey, faibl¢s.
Ce qui nous fait dire que la loi de commande issue d’une synthese LQR est assey fragile.

Pour connaitre les éventuelles causes de cette fragilite, essayons de voir dans quel sefis

évolue la diminution du rapport p.

D’apres les résultats du tableau 4.3, la valeur de p diminue avec laugmentation des Dol

=
]

dérations Q.. D’autre part, nous savons bien que lorsqu’on choisit, dans une synthese LQR.

des pondérations (), importantes, les valeurs des gains de commande ont tendance a deven

—

Clevées. Avec des gains pareils le systéme en boucle fermee risque d’étre mal amorti ; 1ous pou

1

vons d’ailleurs le voir ¢galment sur le tableau 4.3. A mesure que les pondérations augmentenf
le coéfficient d’amortissement Emin diminue.

Nous concluons alors que le probléme de la fragilité est li¢ au plus faible amortissemen
des poles en boucle fermee. Lorsque cet amortissement Emin diminue la fragilie augmente,

On sait que les racines d’un polynéme varient d’une maniore continue avec les variations
de ces coefficients. Pour notre cas, nous allons essayer maintenant de varier petit A petit leg
incertitudes contenues dans les coéflicients du polynéme caractéristique (4.21) pour voir I
comportement que vont prendre les racines de celui-ci. Ces racines ctant les poles de notre

systéme bouclé par un correcteur dont nous perturbons les parametres.
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En effet, nous allons considérer 'équation caractéristique avee un gain de commande
, 1 g

riant de :

Pour différentes matrices de pondération ()., les poles en boucle fermée sont donnés :

a K°® + AKgp

— Pour les deux cas limites ( K° et K° + AK,y), par le tableau 4.4,

— et pour I'ensemble des variations de AK, par la figure 4.8.

P e les poles initiaux les poles finaux
0.0000 =4 1.41601¢
—1.6854 £ 1.1379:
Qa1 =1 0.079125 | 0.828777 —12.6550
—3.5861 £ 0.8576:
—2.9771
0.0000 = 8.30007
—4.1420 £ 2.8200¢
g2 = 10 0.064559 | 0.826604 —1.2479
—2.4029 £ 1.14344
—2.0983
—6.6411 £ 5.9413¢ 0.0000 £ 12.1330:
ges = 100 | 0.043226 | 0.745278
—2.4441 £ 1.05244 —1.8858 £ 0.5252i
—11.4019 4 11.0105: 0.0000 +£ 19.099:
gea = 1000 | 0.027248 | 0.719346
—2.4469 £ 1.043% —2.0671 £ 0.7779i

Tableau 4.4 : Les poles du systéme nominal stable et du systéme

perturbé jusqu’a la limite de stabilité.

La figures 4.8 suivante va nous permettre de visualiser le déplacement des poles en bou

fermée lorsqu’on perturbe les parameétres du correcteur :
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Pole-zero map Pole-zero map

St e T
- Z i
A : T
,‘\";“‘? { W -
Real Axis Real Axis
(a) les poles initiaux ( ¢, = 1) : (b) les poles initiaux ( e = 10) :
—1.6854 £ 1.13797 et — 3.5861 =+ 0.8576: —4.1420 + 2.82007 et — 2.4029 4 1.14:
’««.,.___%_-- = ; .............
(c) les poles initiaux ( g3 = 100) : (d) les poles initiaux ( g.4 = 1000) :
—0.6411 £5.94137 et — 2.4441 £ 1.05243 —11.4019 £ 11.01057 et — 2.4469 £ 1.04

Fig.4.8 : L’¢volution des poles lorsque les paramétres du correcteur varient.

A priori, lorsqu’on allait perturber les parameétres du correcteur dans équation caradto

ristique -afin d’atteindre la limite de stabilité - on s’attendait & ce que ¢a soit les poles
plus proches de I’axe imaginaire qui se déplacent vers cet axe pour atteindre Pinstabilité.

comme nous le voyons sur la figure 4.8, ce n’est pas toujours le cas. Au fait, ce sont les poles

ont le plus faible coefficient d’amortissement (€,;,) qui se dirigent vers 'axe imaginaire. Par

conséquent c’est ces poles qui causent la forte sensibilité de la stabilité au petites variati

dans les parametres du correcteur que nous qualifions de fragile.
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4.8 Analyse de la fragilité d’une synthése LQR avec ¢

servateur d’ordre complet

Le but de cette section est de faire I’analyse de la fragilité d’une loi de commande ét4
avec l'estimation des états & ’aide d’un observateur d’ordre complet. Pour ce faire, 1
allons synthétiser différents gains de commande et d’estimateur (K et L ) correspondant

différents choix de matrices de pondération.

4.8.1 Synthése d’observateurs d’ordre complet

Le modéle du systéme “pendule inversé” pour lequel on synthétise notre loi de commd
par LQR et notre estimateur est donné par le modeéle mathématique (4.7).

Les matrices de pondération choisies pour les gains de commande restent les mémes
celles de la section 4.7, ce qui fait que nous allons avoir les mémes gains de command
donnés par le tableau 4.2.

Les matrices de pondération de I'observateur d’ordre complet @, sont choisies & fois

grandes que Q. de la commande. R,. et @Q,. seront de la forme :

Hoe =2 0
[.0 0 0 O
00 0 O
ro = {oc [14 = CTC] = = dwg [07 Oa Goc) qoc]
0 0 ge O T
00 0 g |

avec ¢oc Un parametre scalaire qu’on va fixer a une valeur prise de ’ensemble {5, 50, 500, 5
La matrice L,. repésentant le gain de ’observateur est calculée griace a la boite a
tils Control System Toolbox du Logiciel MATLAB [10],[45]. En particulier a I’aide d¢

fonction Iqr.
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Le tableau suivant résume les différents gains L,. correspondant aux différentes mat

de.pondération Q..

La diagonale de Q. La matrice L,. de ’observateur d’ordre complet
— [1.045833 — 0.361667; — 0.361667 6.767855 ;...
N (QOCI) : [0, Oa 5a 5]

0.612285 — 1.953060; — 0.872896 22.967333]
[2.369667 0.014841; 0.014841 7.135244 J
2.807772 —1.457236; 1.598299 25.455969]
= [5.045556 0.452847; 0.452847 8.692870;...

(Qoc3) : [0,0,500, 500]
12.831356 — 0.118559; 6.339970 37.885532]

= [10.126793 0.712474; 0.712474 13.002137: ...
(Qoes) : [0,0,5000, 5000]
51.529779 2.410531; 14.068233 84.781596]

(QOC2) : [0’ O’ 50, 50]

Tableau 4.5 : Les gains L, correspondant a R,, = I et & différentes matrices Qoc.

Quelque résultats de simulations sont illustrés par la figure 4.9 donnée ci-desous :
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La position du chariot
v -

—p

qc=1,qoc=5
—~ . qc=10,qoc=50
— - qc=100,qoc=500
——. qc=1000,q0c=5000

]
|
i
J

x(m)

-0.1 i i i i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
le temps en (s)

(a) : Position du chariot.

La position du pendule

——ryer

: : : - qe=1,qoc=5
F S Voesmvinalitsasiaad =as qc=10,qoc=50
f ] — - qe=100,qoc=500
H — qc-1000,(101:-."1(1000—J

théta(rad)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
le temps en (s)

(b) : Position du pendule.

La commande

3 T T T T T T
25k f : ] [ qe=t.qoc=5
— .- q¢=10,qoc=50
2 — - qc=100,qoc=500
—— qc=1000,q0c=5000

F(volts)

le temps en (s)

(c) : La commande appliquée sur le chariot.

Fig.4.9 : Les résultats d’une commande LQR.

Cas d’un pendule initialisé a Pangle 6; = 0.04 rad.
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Nous remarquons qu’a mesure que les valeurs des pondérations ¢ et Qoe augmentent :
g

— Le temps de réponse diminue donc le systéme a tendance & devenir plus rapide.

— Pécart d’erreur du régime transitoire du chariot diminue et celui du pendule augmente.

— La commande devient plus élevée.

4.8.2 Analyse de la fragilité

Pour analyser la fragilité dans le cas dune commande par LQR avec une estimation

compléte des états, nous allons considérer, en plus des paramétres du vecteur de commalnde

K, les paramétres de la matrice L, de 'observateur syntheétisé.

Le vecteur de commande K et les perturbations correspondantes AK sont donnés repec-

tivement par :

K = [kl k‘g k3 k4] et AK = [Akl Akz Akg Ak4]

de méme pour L, et ses perturbations AL, on a :

[ 0, ] [ AL AL ]

I3 1 Als Al

L= | ™| e AL,= R
l7 lg J Al'[ Alg J

L’équation caractéristique F que nous allons étudier sera alors fonction : des paramett

du systéme, de K, de L,. et des incertitudes rassemblées dans le vecteur
AP = [ Ak‘l Akg Akg Ak4 All Alg Al3 Al4 Als Alﬁ Al7 Alg }
pour

Pz[kl kg k3 k4 ll lz 13 l4 15 lﬁ l7 lg]
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La détermination des valeurs de AK et ALy (ou AP) capables d’attribuer a I'éque
caractéristique des racines sur I’axe des imaginaires nous donne la valeur de la marge de st
lité paramétrique qui nous permet de juger la fragilité de 'ensemble “régulateur-observe
d’ordre complet”.

L’équation caractéristique sera de la forme :

A-B(K+AK) B (K+AK)

det ¢ sl — =0 (4.

0 A— (Loe+ ALy) C
d’ou

E = f(s,A B,C,P,AP)

tion
abi-

teur

Afin de déterminer les AK et AL, (ou AP) requis pour déstabiliser le systéme, opn va

devoir résoudre (4.22 ) et cela aux moyens d’une optimisation au sens des moindres ¢
tel qu’il a été fait pour le cas du vecteur de commande K seul.

Mais le probléme, c’est qu’en développant 1'équation (4.22 ), on obtient une équg
fonction des Ak; et Al; d’une maniére multilinéaire. Il est alors impossible d’utiliser la nj
méthode de résolution, en revanche nous allons garder le méme principe. Par conséquer]
marge de stabilité paramétrique sera déterminée par une optimisation, toujours au sens
moindres carrés, mais non-linéaire [16], [43].

La fonction qui permet de résoudre de tels problémes d’optimisation non-linéaires au
des moindres carrés est disponible dans la boite & outils Opimization Toolbox de MAT]
5.3; c’est la fonction lsgqnonlin.

Suivant le principe de la détermination de la marge de stabilité parametrique [6]
’aide de la fonction Isqnonlin, nous avons pu trouver les résultats donnés par le tableat

correspondant aux différents choix de matrices de pondération :
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/ Gauss-Newton.

Les scalaires g et goc | || P, M, M, We Msp | &nin P

g1 =1, qoar = 5 026.4641 | 1.0000 | 0.8819 | 01.4060 | 0.8819 | 0.8288 | 0.038324
g2 = 10, goc2 = 50 032.8722 | 03.1623 | 1.6617 | 08.2940 | 1.6617 | 0.7848 | 0.050551

ge3 = 100, goez = 500 059.1807 | 09.9056 | 2.5321 | 12.1300 | 2.5321 | 0.7302 | 0.042785

gea = 1000, gocqs = 5000 | 148.8938 | 31.4717 | 4.1674 | 19.1000 | 4.1674 | 0.7070 | 0.027989

Tableau 4.6 : Analyse de la fragilité du gain de commande K

et de I'observateur d’ordre complet L,..

Les faibles valeurs de p indiquent que la stabilité du systéme bouclé par une loi de dom-

mande LQR avec estimation compléte des état est trés sensible aux petites variations dans

les parameétres du correcteur. On constate alors que l’ensemble “ correcteur + observateur

d’ordre complet ” est fragile aussi.

I Critique de la méthode d’optimisation utlisée

Pour déterminer les plus petites incertitudes déstabilisantes AP considérées sur les ghins

du correcteur et de I'observateur d’ordre complet nous avons résolu 'équation caractéristique

(4.22) du systeéme avec correcteur et estimateur pertubés. Cette équation étant non-linés

re,

nous avons utilis¢ la méthode d’optimisation non-linéaire au sens des moindres carrés repré-

sentée par la fonction Isqnonlin de Matlab, dans laquelle nous avons activé ’algorithmg

La méthode de Gauss-Newton présente I'avantage d’une convergence rapide, mais If

de

n-

convénient c’est que cette convergence est locale. Donc la solution trouvée va dépendre des

conditions intiales choisies.

Afin de s’assurer que le minimum local obtenu est un minimum global, il suffit de vérifier

que la fonction objectif soit convexe ou strictement convexe [37].

Définition 4.1 On dit qu’une fonction f : R™ — R définie sur un ensemble convere S,

conveze, si elle verifie :

131

est




Vz €S, Vy € S, VA € [0,1]

JQz+ (1 =Ny <A (z)+(1-A) fy)

[ est dite strictement conveze si l'inégalité stricte est toujours vérifiée pour x # 1

VA €]0,1].

et

On peut dire que la fonction f est convexe (strictement convexe) si sa matrice Hessiefpne

est semi définie positive (définie positive).

Nous avons calculé le Hessien de la fonction objectif & optimiser ; malheureusement il n
pas semi défini positif. Ce qui fait que les minimums obtenus sont seulement des minimu
locaux.

" Commentaires :

Les résultats trouvés dans le tableau 4.6 sont calculés pour des conditions initiales nu
(Apyy = 0,7 = 1..12), il est clair que si on change ces conditions on va -peut étre- obtc
d’autre résulats, car le minimum que nous avons trouvé n’est pas global. Il se peut alors
y ait un autre minimum, méme plus petit.

Dans le cas de notre étude, une telle situation n’est pas grave. Car déja avec les résult
que nous avons, nous trouvons que l’ensemble
est fragile; que serait-ce alors si on avait des valeurs encore plus petites.

Si on remarque les valeurs de p dans le 2™  3ime ot 4¢me choix des matrices de pon
ration, on peut dire que la fragilité d’une loi de commande avec observateur d’ordre comy
augmente avec la diminution des amortissement causée par 'augmentation des pondératid
et donc avec 'augmentation des performances.

A premiére vue, en comparant la valeur de p trouvée dans le 1" choix avec les autres
nous ne pouvions pas ennocer la conclusion donnée ci-dessus. Car, d’apres les p trouves,
1% choix a I'air de donner un systéme plus fragile que celui synthétisé par le 2*™¢et le 3

choix. Cependant, il est clair que les ammortissements ¢ . diminuent du 1% au 4**™¢ cho

min

donc, la valeur de p = 0.0333 pourrait étre une conséquence de la non globalité de la soluti

trouvée.
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4.9 Analyée de la fragilité d’une synthése LQR avec ob-

servateur d’ordre réduit

Dans cette section, nous allons nous intéresser encore une fois a l’analyse de la fragilité

d’une loi de commande LQR ; mais cette fois-ci, établie en présence d’un observateur d’prdre

réduit.

4.9.1 Synthése d’observateur d’ordre réduit

Le modele du systéme pendule inversé pour le quel on synthétise notre loi de comm

par LQR et notre éstimateur est donné par le modeéle mathématique (4.7).

ande

Les matrices de pondération choisies pour les gains de commande restent les mémes que

celles de la section 4.7, ce qui fait que nous allons encore avoir les mémes gains de commande

K donnés par le tableau 4.2.
Les matrices de pondération de I'observateur d’ordre réduit @, sont choisies 5 foig

grandes que Q. de la commande. Q,, et R, seront de la forme :

Ry =1

(Ior r
Qor = (or 'I2 = = dzag [qo,., qor]
——

0 Gor Dy

avec g, un parametre scalaire qu’on va fixer a une valeur prise de I’ensemble {5, 50, 500

plus

5000} .

Le matrice L,, repésentant le gain de 'observateur est calculée griace a la boite & ou-

tils Control System Toolbox du Logiciel MATLAB [10],[45]. En particulier & 1'aide (e la

fonction lqr.
Le tableau suivant résume les différents gains L,,. correspondant aux différentes mat

de pondération Q.
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La diagonale de Q,, | La matrice L, de 'observateur d’ordre reduit
(1) : [5, 5] [1.019533 0.368485; 0.368485 2.510814]

(2) : [50,50] [6.403616 0.727535; 0.727535 7.232825]

(3) : [500, 500] [20.545605 0.895229; 0.895229 22.420904]
(4) : [5000, 5000] [68.853413 0.951032; 0.951032 70.730559]

Tableau 4.7 : Les gains L,, correspondant a R, = I et a différentes matrices Qo)

La figure 4.10 donnée ci-dessous illustre les réponses temporelles du systéme du pe

inversé lorsque le pendule de celui-ci est écaté & 1'état initial d’un anlge 6; = 0.04 rad.
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La position du chariot
0.6

- qc=1, qor=5
¥ 3 . ¥ — - qc=10, qor=50
[ 1 ER o S et O e — _ qe=100, qor=500
i : H : 4 —— qc=1000, qor=5000

x(m)

0.8 i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5
le temps en (s)

(a) : Position du chariot.

La position du pendule
03 T T

- qc-l,qov;s

—~-- qc=10, qor=50

| — - qe=100, qor=500
- qe=1000, qor=5000

5 -
£ E:
]
°
£ -
Y] IO e
04 i i i i i i

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
le temps en (s)

(b) : Position du pendule.

La commande

60 T v T
: ! : : : .. qc=1, qor=5
80 vt bnsnnnid e — - qc=10, qor=50
: H H : — - qc¢=100, qor=500
H — 1000, 5000
30 P
~ 20 H
2
g :
w 10 BT
L
.10/ ad
.30 i i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

le temps en (s)

(c) : La commande appliquée sur le chariot.

Fig.4.10 : Les résultats d’'une commande LQR avec observateur d’ordre réduit.

Cas d’un pendule initialisé a I'angle #; = 0.04 rad.
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Des résultats obtenus ci-dessus, nous constatons qu’en augmentant les pondérations
Qor, les réponses du systéme deviennent meilleurs, ce qui est intéressant en général, mais

au détriment de la commande qui ainsi devient plus importante.

4.9.2 Analyse de la fragilité

Pour analyser la fragilité dans le cas d'une commande par LQR avec un observateur d’
réduit, nous nous retrouvons dans la méme situation que celle d'une commande LQR
un observateur d’ordre complet, sauf que cette fois-ci la dimension de la matrice L,, et
de ses perturbations AL,, est réduite. On a :

Ii Iy Al Alg

Lor = et ALO’!‘ =

L’équation caractéristique E que nous allons étudier sera fonction des parameétres|:

systéme, de K, de L,, et des incertitudes rassemblées dans le vecteur
AP=[ Ak Dky Aky Aky Al Al Aly Al ]
pour

P=l:]€1 kg kg k4 ll 12 l3 14}

e et

c’est

brdre
avec

celle

du

La détermination des valeurs minimales de AK et AL, (ou AP) capables d’attribuer

a I’équation caractéristique des racines sur ’axe des imaginaires nous donne la valeur
marge de stabilité paramétrique qui nous permet de juger la fragilité de ’ensemble “régula
observateur d’ordre réduit ”.

L’équation caractéristique sera de la forme :

A-B(K+AK) B(K+AK)M

de la

teur-

E = det =0 (4.23)

0 Agy — (Lor + ALg,) Axg
D'ou :
E= f(s’AyB,AQQaAl%M’P)AP)
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Afin de déterminer les AK et AL, (ou AP) requis pour déstabiliser le systéine, gn

va

devoir résoudre (4.23 ) et cela aux moyens d’une optimisation au sens des moindres chrrés

tel qu’il a été fait pour le cas du vecteur de commande K seul.

A part la dimension de la matrice L,, qui a changée, on se retrouve confronté a un probfléme

identique a celui de la détermination de la marge de stabilité paramétrique dans le cas [d
ensemble “ régulateur- observateur d’ordre complet ”. Vu la multi-linéaritée de Iéquat
(4.23 ), la marge de stabilité paramétrique sera déterminée par une optimisation, toujours

sens des moindres carrés, mais non-linéaire [16], [43].

un
ion

au

La fonction qui permet de résoudre de tels problémes d’optimisation est disponible (lans

la boite & outils Opimization Toolbox de MATLAB 5.3 c’est la fonction Isgnonlin.

Suivant le principe de la détermination de la marge de stabilité parametrique [6] et a

I'aide de la fonction Isqnonlin, nous avons pu trouver les résultats donnés par le tableau

correspondant aux différents choix de matrices de pondération :

4.6

Les scalaires q. et gor | || P, My M, We Msp | &nin p

Ga =1, gor1 =5 11.3294 | 01.0000 | 0.8819 | 1.406 | 0.8819 | 0.82878 | 0.077842
qc2 = 10, gorp = 50 21.1201 | 03.1622 | 1.6617 | 8.294 | 1.6617 | 0.8266 | 0.078680
qe3 = 100, qor3 = 500 01.8380 | 10.0000 | 2.5321 | 12.13 | 2.5321 | 0.7453 | 0.048846
gea = 1000, gorq = 5000 | 146.9530 | 31.6227 | 4.1674 | 19.10 | 4.1674 | 0.7193 0.028359

Tableau 4.8 : Analyse de la fragilité du gain de commande K

et de I'observateur d’ordre réduit L,,.
" Commentaires :

Du tableau 4.8, nous pouvons tirer les mémes conclusions, A savoir que :

— La synthése LQR établie en présence d’un observateur d’ordre réduit est fragile.

- Que la fragilité se fait plus sentir lorsque le plus faible amortissement des poles en bou

fermée diminue suite & I'augmentation des pondérations.

— Et que le résultat du premier choix des pondérations Qc et Qo n’est pas conclual
probablement a cause de la non globalité des solutions trouvées par 'algorithme

Gauss-Newton.
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- perturbée est fonction linéaire en ces parameétres. Donc, le calcul de la marge de stabilité p

4.10 Concfusion

Le but de ce chapitre été de voir ce que signifie le terme fragilité pour une synthése optimale

donnée par le LQR seul, avec observateur d’ordre complet, et observateur d’ordre réduit

Autrement dit, nous voulions savoir si ces synthéses optimales sont concernées ou pag par

la sensibilité de la stabilité aux petites variations dans les parameétres synthétisés destinés a

I'implémentation.

Apres présentation du modele de notre systéme d’application qui est le benchmark “

pen-

dule inversé ”, nous avons donné quelques détails sur la théorie des méthodes de synthéses

citées ci-dessus.
Pour différents choix de matrices de pondération, nous avons établi les synthéses

présentées, dont les résultats ont été validés par simulation. Nous avons remarqué qu’

déja

avec

Paugmentation des pondérations les temps de réponses et les écarts transitoires du chariot

diminués au détriment d’une élévation dans les écarts transitoires du pendule et les amplit
de la commande.

Aprés chaque synthése, on passé a I’analyse de la fragilité du systéme bouclée, en véri
a quel point la stabilité de celui-ci est sensible aux petites variations dans les parameétrg
la commande ou de ’observateur prévus pour étre implémentés en pratique.

Analyser une telle sensibilité revient a étudier ’équation caractéristique du systém
prenant en compte les perturbations sur les parametres & implémenter et cela en calculas
marge de stabilité paramétrique normalisée du systéme bouclé (p).

Dans le cas d’une synthése LQR sans estimation des états, cette équation caractérist

métrique normalisée p été plus ou moins simple. Par contre, pour les lois de commande I

avec observateur d’ordre complet ou réduit, on se retrouve avec une équation caractérist,

udes

nant

s de

£ en

0t la

ique
ara-
QR

ique

fonction multilinéaire des parameétres incertains considérés. Ce qui nous a poussé & utiliser

une méthode d’optimisation nonlinéaire qui a ’inconvénient de donner une solution loca

Les valeurs de p généralement trouvées dans notre analyse sont de I'ordre du 1 &
environ, ce qui montre que les gains de la commande ou de I'observateur n’admettent pas
erreurs plus grandes que ces valeurs. Par conséquent, les lois de commande trouvées ave

sans observateur sont assez fragiles.
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Il a été constaté que la fragilité est liée au plus faible amortissement du systéme |

ouclé.

Car nous avons remarqué que la valeur de la marge de stabilité paramétrique diminue avec

'augmentation des pondérations qui améliore les performances et entraine la diminution de

I'amortissement aussi. Nous avons d’ailleurs confirmé graphiquement - en suivant 1’évd
des poles lorsque I'équation caractéristique est perturbée - que ce sont les poles ay

coefficient d’amortissement le plus faible qui causent la fragilité.

lution

ant le

En comparant les valeurs de p et celles des amortissements minimums trouvées dans les

trois types de synthéses, on conclue que c’est la commande LQR avec observateur d

‘ordre

complet qui est la plus fragile & cause de ses gains élevés et ses amortissements faibles. Suivie

de la commande LQR seule. Et vient en dernier, c’est-a-dire relativement la synthése la|moins

fragile, la synthése LQR avec observateur d’ordre réduit ; qui comparée aux autres, elle

moins performante, celle qui a les commandes les plus élevées et de surcroit la plus s6

aux bruits de mesures.

est la

nsible

Pour des gains trés élevés, les trois types de commande présentent a peu prés la méme

fragilité.
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Chapitre 5

LA FRAGILITE DE LA SYNTHESE

H..-Optimale

5.1 Introduction

Nous allons & présent, nous intéresser dans ce chapitre a I’analyse de la fragilité d’une
synthése optimale donnée dans le cadre des structures de variables d’état, c’est la syn
H-optimale.

Puisque la synthése H,, utilise la notion de probléme standard, nous allons commgé
par augmenter la représentation du modele de notre systéme d’application en lui impos:
priori les spécifications généralement désirées dans le cahier des charges.

Par la suite, aprés un apercu théorique, nous passerons a la synthése d’un correcteur

optimal, une fois ce correcteur en mains nous procéderons a I’analyse de sa fragilité.

5.2 Meéthode de synthése H,

5.2.1 Définition du probléme H,, standard

Un probléme H,, standard est un probléme dans le quel le systéme considéré est d

- sous une forme standard. Décrire un systéme sous une forme standard revient a décrire si

tanément dans une méme représentation, voire dans un méme schéma fonctionnel : le md

du systéme et le cahier des charges que doit satisfaire la loi de commande sur ce systéme.

La forme standard regroupe dans un modéle augmenté, noté P(s), les quatre trans
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multivariables entre d’une part, la commande (u) et les perturbations ou consignes (w)
entrées éxogenes et d’autre part, les mesures (y) et les sorties régulées (z). (voir figure 5

Ce probléme standard est représenté schématiquement par la figure 5.1

P(s)

K(s)

A

Fig.5.1 : Probléme standard.

Dans ce schéma de boucle fermée, y et u désignent respectivement 'entrée et la sort
bloc K (s). On note, par comparaison avec les schémas classiques d’asservissement prés¢
au chapitre 0 (figure 0.3), Pabsence du comparateur. La boucle de retour est donc mainte
positive, si besoin est, le comparateur doit étre intégré au bloc P(s).

La forme standard est représentée par le quadripole fréquentiel [4] :

Pu (S) P12 (S)

P(s) =
P21 (S) P22 (S)
qui décrit les interconnections entre w,u, z et y :

Z (s) 7 W (s) Pi1(s) P2 (s) W (s)
Y (.S‘) U (3) P21 (S) PQQ (S) U(S)

I
v,
I

dites

e du
sntés

nant

La représentation d’état augmentée faisant apparaitre le vecteur d’état interne z de |P(s)

est une représentation d’état “normale”, dans laquelle il convient de distinguer les deux poles

d’entrée dans le vecteur d’entrée et les deux poles de sortie dans le vecteur de sortie. C’est ce

qui donne la version d’état maintenant classique :

T A Bl Bz T
z2 | = Cy | D1 | D1 w
Y Cy | Doy | Do U

avec £ ER™; w €R™ ; u €R™; z €R™*; y €RP.
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Cette représentation remplace la forme initiale de référence :

T A|B T
Y C|D U

On reconnait cependant dans les matrices A, By, Cy, Doy les matrices A, B, C, D classiques,

dans le cas particulier ou le vecteur y du quadripole est effectivement le vecteur de mesure et

u le vecteur de commande.

Sous sa forme la plus simple, le probléme Hy, est un probléme de réjection de perturbations.

1l consiste & minimiser 'effet d’une perturbation w sur le comportement du systéme. Le signal

w est supposé d’énergie finie et sa taille est mesurée en norme-2. Son effet sur le systeme est

mesuré par la norme-2 du vecteur codt (z) .

Enfin, on peut agir sur le systéme P par une commande u et disposer d’un vecteur de

sortie y. Il s’agit donc de synthétiser une loi de commande u = K (s) y qui minimise 'impact

; z vy,
de w sur z. Cet impact est mesuré par le rapport Lﬂl La stabilité interne du systéme bq

[wll,

devra bien sfir étre assurée.
La fonction de transfert en boucle fermée entre w et z est donnée par la Transformg

Linéaire Fractionnaire (LFT [36]) :

szzﬂ(P’K)=P11+P12K(I—P22K)_1P21

l|zll,

||w||2

En remarquant que le rapport est dans le pire des cas :

sup 202 — | R(P K)],
P Tl

Le probléme décrit ci-dessus peut se formuler mathématiquement [4], [9] comme suit|:

"« Probléme H,, Optimal : Minimiser || F}(P, K)||., sur 'ensemble des

compensateurs K (s) qui stabilisent le systéme de maniére interne.

uclé

\tion

Le minimum est noté v,, et appelé¢ gain (ou atténuation) “He-optimal”. Le probléme

sous-optimal associé joue également un role important :

"4 Probléme H., Sous-Optimal : étant donné v > 0, trouver un compensateur

K (s) qui stabilise le systéme de maniére interne et assure |1F(P, K)o <7
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5.2.2 Résolution du Probléme Hy [4], [9], [18]

On va présenter dans cette section une technique de résolution par variables d’état pour
les problémes Hy, sous-optimaux et optimaux.

Soit une réalisation minimale du systéme P(s) :

P(s) = Py (s) Pia(s) _ D1y Dy N Ch (sT— A" [B, B

Py (s) P (s) Dy, Do Cy
Cette réalisation est associée & la description interne suivante :

iz = Az + Byw + Bau
z = 0113 + an + D12U
Yy = CQIL‘ + D21w + D22u

On supposera que

Dy € RP1xm2 et D21 S RPzx™

2
S

avec my > p2 et p; > mo. Enfin n désignera la taille de A4, i.e, I'ordre du systéme P(
La solution par variable d’état n’est applicable que sous les hypothéses suivantes :

"« Hypothéses :
(H;) (A, Bs,Cs) est stabilisable et détectable. Cette condition est nécessaire et suffisante

pour l'existance d’un compensateur qui stabilise le systéme de maniere interne,

(H,) Les matrices Dy et D5, sont de plein rang.

(Has)

jLUI —A —Bz
rang =n -+ my
Cy Dy
et
ij —A Bl
rang =N+ P2

—Cy  Dn

pour tout w € R. Autrement dit, Pio (8) et Pa1 (s) n’ont pas de zéro sur I’axe imaginaire.
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C’est deux derniéres hypothéses sont appelées hypothéses de régularité [9]. On ajqute

aussi les hypothéses simplificatrices suivantes dites de “normalisation” :
(H4) normalisation : D;FQ (D12, Cl) = (I,O) et D21 (Dgla BlT) = (I,O) .
(H5) D22 =0et D11 =0.

On peut toujours satisfaire (Hy)-(Hs) par des changements de variables appropriés.

Suite aux hypothéses qu’on vient de poser, le probléme H,, résultant est dit problgme

nomalisé dont la solution dépendra des conditions qu’on va dpnner par le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 Sous les hypothéses (H, )-(Hs) ci-dessus, il ¢riste un compensateur K(s) qui

stabilise le systéme de maniére interne et assure

IE(P, K)o <

st et seulement st :

(i) Les équations de Riccati :

ATX +X A+ X (v°BiBf - B;B]) X +C{C, = 0
ATY + Y A+Y (72CTC, - CCy)Y + BiB] = 0

ont respectivement des solutions stabilisantes Xoo €t Yoo

(i1) Ces solutions vérifient de plus
X >0 Yo >0 p(XooYoo) < 7*

avec p(M) le rayon spectral de la matrice M.

Pexistance de solutions stablisantes pour les équations (5.1) traduit la contrainte | Fy (P
~; alors que les conditions de positivité (5.2) assurent le stabilité interne.

G le correcteur établi pour résoudre le probléme de commande optimale Hy, a la réalis
(minimale) suivante :

f = A+ B,
K : ¢ ¢ 4 ou autrement K(s)= D, + Cc(s] — A7 B,

u=Clk+ D,y
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la matrice d’état du systéme en boucle fermée est :

A+ BQDCCQ BQCE
B.Cy A

La stabilité interne est alors équivalente & la stabilité de la matrice App.

"¢ Calcul du gain H-optimal v,,,.

Le théoréme précédent suggére un algorithme de dichotomie pour calculer le gain
optimal 7,,,. Cet algorithme est connu sous le nom de “y-itération”.

On initialise le processus de dichotomie avec un intervalle [V,in, Ymax] contenant v,
chaque itération, on élimine une moitié de cet intervalle en testant les conditions (4)-(i1

point médian

1
Y= 5 (’Ymin + ’Ymax)

H oo-

et a

) au

Si elles sont satisfaite, on a y > 7, et on rejette la moitié droite de 'intervalle. Sinon, on

¢limine la moitié gauche. Ce schéma itératif s’arréte lorsque la longueur de 'intervalle to
en-dessous de la précision désirée pour 7.
A chaque itération, “tester” la valeur -y exige d’effectuer les opérations suivantes :

Etape 1 : Calculer le spectre des matrices Hamiltoniennes

A 472BBT — B,BY

Hyo =
—C,CT _AT

Ar 7—201011" - C’ch
_B,BT i

associées aux équations (5.1). Si ces spectres contiennent des valeurs propres imaginpires

pures, conclure que y < ,,; et passer a l'itération suivante.

Etape 2 : calculer les sous-espaces invariants stables :

i P,
x o Y

Qx Qy

145




de Hy et joo, respectivement. On notera qu’ils sont toujours de dimension n a ce stadg. Si

Py ou Py est singuliére, conclure que v < Yop et passer & 'itération suivante. Sinon, calc

les solutions stabilisantes des équations de Riccati comme :
Xoo = QxPx’; Yoo = Qv Py

Etape 3 : tester (i4) pour conclure sur la position de v par rapport & 7, Signalons

dans la majeure partie des cas, 'optimum est caractérisé par ’égalité

P (Xeo¥oo) = '7¢2)pt

nler

que,

En plus d’une caractérisation du gain H,.-optimal, I'approche variable d’état fournit ega-

lement des formules explicites pour une solution particuliére du probléme sous-optimal de

parametre 7.

Théoréme 5.2 Supposons (H,)-(Hs) et soit le compensateur
K.(s)=C.(sI — A)™" B,

avec

Ac= A+ (7 2B1B] — B:B}) Xoo — (I = N2 X Yao) " Yoo CTCy
Be=(I =7 2XooYeo) ' Yoo OF
C,=-BIX,

stabilise le systéme de maniére interne et satisfait

IE (P, Koo <7

Cette solution particuliére du probléme Hy, sous-optimal est appelée compensateur cen-

tral.

On note que le compensateur central est strictement propre et d’ordre égale & celui

systéme P(s).
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5.3 Systéfne d’application

Le systéme de notre application sera toujours le pendule inversé dé¢ja présente dans le
chapitre précédent. Cependant, dans une synthése Ho,, dans le cadre de la theorie des étiats,
le modéle du systéme en question doit étre augmenté afin de mieux faire appraitre les éxigences
du cahier des charges. Le modele ainsi obtenu est appelé modéle standard ou modéle augmenté.

On rappel que le but d’un contréle destiné au systeme pendule inversé est d’assurer la

stabilité du pendule, et le positionnement du chariot tout en essayant :
— de limiter ’amplitude de la commande,
— de désensibiliser le systéme aux effets de frottements
— d’éviter 'amplification des bruits de mesures.
— de minimiser I'influence des perturbations sur z et 6.

Par conséquent, le modéle augmenté que nous devons établire dans ce sens doit :

— contenir en plus des sorties & réguler z et 6 du modele initial une troisiéme sortie, qui

est la commande u.
— faire appraitre les perturbations sur z et 6. (par d; et dy par exemple).

— et considérer les frottements fr et frp sur z et 0 respectivement, comme étant constants

(des pertubations encore).

— avec bien sfr la prise en compte des bruits de mesures n.

Le modéle non-linéaire du systéme pendule inversé déja présenté dans le chapitre précédent
a 6té établi en prenant les frottements comme des fonctions de la vitesse. Cependant, dans la

situation actuelle, les frottements seront considérés comme étant des perturbations constarltes :
Fr=+Fv ¢+ Fs signe(q) = fr

ce qui devra entrainer un changement dans le modéle a étudier. Le modeéle dynamique avec

les frottements comme perturbations internes, devient :

ml cos@ i+ (I+mi%) § —mglsing=—fr
(M +m) &+ ml cosf 0 —mlsing 92=F——fr2
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L’équation d’état du systéme sera alors donnée par la forme :
X=fX)+g(X)w+h(X)u

avec X = [z 0 i é]T et w= [ fri fro ]T (pour le moment).

De maniére explicite, on a :

(i31=2?
Ty = )
1 mglsinf — fry I+ml27
i3 =4 = —det o
A mlsing 6 + F — fry ml cos@
.1 ml cosf mglsind — fry ]
a'c4=0=—det .0
A M+m mlsing 6+ F — fry
avec : - -
ml cosf I+ mi?
A = det
M+m m! cos®

et F la force fournie par le moteur électrique; donnée par :

Puisque le but est de garder le pendule & la position verticale, nous pouvons considérer
que 6 et 0 restent faibles tels que : sinf = 6, cosf ~ 1 et 00 ~ 0.
En négligeant encore l'inertie I du systéme, on obtient le modele linéarisé et simplifié,

donné par les équations :

Ii:l = I3

To = T4

s mg K1K2 1 1 K]

R Ve R TR A VAR Ty

. (M +m) KK, M+m 1 K,
b = 9T R 2 T ame I e I T MR
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qui s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

r. r i -~
" 0 0 1 014 ]
. 0 0 0 1
Z
e 0 m KlKg 2 (54)
s “u? MR ||
. (M +m) KK,
T X
L L0 T MiR, 2 ~ L™
0 0 0
0 0 " 0
+ 1 1 ;1 K,
Ml M T2 MR, r
(M+m) 1 K
| " Mmiez Ml | "MIR, " |

Le modéle donné par (5.4) doit étre complété en introduisant les perturbations d; et ds et

les bruits de mesures n.

Le modéle augmenté (standard) sera pris alors de la forme :

T = Az + Byw + Bou
z = Ciz + Dyou
y = Coz + Dyyw

avec :

z = [ z 0 @ 0 ]T le vecteur d’état.

y = [ Zm Om Tm 0,, ]T le vecteur des sorties mesurées.
z= [ z 0 u ]T le vecteur des sorties régulées.

T
w= [ fri fry n o dy do ] le vecteur des perturbations.

Ch, Cy, Dig et Doy des matrices que nous allons choisir suivant la nature du systéme.

u = e la tension de commande.

Avec larriére plan comme motivation, Le modéle final est donné par les 3 équations sui-

vantes :

La premiére :
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r b r n f7'1
) T
b 0 ’
= A +B1 n +B2’LL
.. ) dy
0 0
- - b - d2
avec _
0 0 1 0
0 0 0 1
A= m KKy :
0 ——gq _
M M R, r?
0 (M +m) KK, 0
L Ml MIR, r? J i i
0 0 00 0-l 0
0 0 0 0O 0
B, = et By = K
1 1 1 00 0 . 1
Ml M M R, T
Mmoo K
L M m 2 Ml i L MIR, T |
La deuxiéme et la troisiéme sont :
T
T, 1 000 0
z = b, | =101 00 ) + 10| u
T
Uy 0000 . 1
N ~~ d 0 N~
C1 - - Ds2
Tin 1 0 00 T 00110
O 0100 0 00101
y = = +
- 0010 T 01100
Lém (0001 0 10100
G2 Doy

Une telle structure permet d’adapter le modele initial a I'algorithme de résolution
probléme H,, [10], [18], [45], [47]. Elle a été établie tout en respectant la nature du systg

et en vérifiant les hypothéses (H;)-(Hs) posées pour assurer I'existance d’une solutioy

probléme H-optimal.
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Remarque 5.1 La matrice Dy est une matrice de pondération. Elle représente linfluence|des
frottements, des bruits et des perturbations sur les sorties mesurées du systéme, i.e linfluence
de w sury. Ce qui fait que les cases contenant le poids 1 peuvent étre substituées par d’atitre
valeurs supérieures ou inférieures a 1 selon qu’on veuille mettre en évidence les éléments de

w ou diminuer leurs effets.

5.4 Synthése de régulateur H-optimal

Pour synthétiser une loi de commande convenable au systéme pendule inversé, nous allons

utiliser le modeéle augmenté suivant :

iI=A(E+B1’LU+BQU
z = Ciz + Dysu
y = Cox + Dyyw

avec les valeurs numériques suivantes :

0 0 1 0 0 0 0 0D
0 0 0 1 0 0 000D
A —— ; Bl —
0 —1.624586 —1.875746 0 1.326964 —1.273885 0 0 O
0 11.911027 1.953902 O —90.728942 1.326964 0 0 O
L 3 i L i i
0 1 000
1 0 00 0
0 0100
By = , Ci=10100 , Cy= , Dig= 10
5.502335 0010
00 0O 1
—5.731599 0 001

Pour la matrice Dy, nous optons pour le choix suivant :

- -

0 0 100 10 O
0 0 100 0 10
0 01 100 0 O
01 0 100 0 O

Un choix qui permet d’avoir le modéle standard et qui respecte la nature du systéme. Par
exemple, les frottements qui réellement ne devaient pas étre constants, on les prend avec une

faible pondération [47] (d’ou la valeur 0.1). Et pour éliminer les bruits et les perturbations,
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nous devons les mettre en valeur en leurs attribuant des pondérations assez importantes (d’ou

les valeurs respectives 100 et 10).

Le correcteur synthétisé pour résoudre le probléeme H..-optimal est de la forme :

é=AC§+ch
u=Ck+ D,y

s &

avec £, y et u représentant respectivement les états internes, I’entrée et la sortie du cor

teur.

rec-

Afin de déterminer les paramétres du correcteur ., a savoir les matrices A., B,, . et

D., nous avons utilisé la fonction hinfopt disponible dans la boite a outils Robust Control

Toolbox du logiciel MATLAB 5.3 [10], [45].

Les hypotheses (H,)-(Hs) étant vérifiées, le calcul des paramétres du correcteur nous a

donné :

r -

—18.227533  14.707166  —10.690443 13.918836
02.438672  —51.051978  8.172705  —4.567994

A=
—79.324470  74.064286 —13.374665  8.079945
227.044244 —210.676304 31.620298 —12.002113 |
[ 0001555  0.000503  12.087815 —12.089944 |
i —0.001644 —0.003483 —39.071478  39.076655

0.041523  0.001603 09.951628  —59.994847
0.242358  0.002814 —171.501210 171.256371

Ce= [ —0.013154 —0.237503 —1.401705 2.172457 ]

Dc=[0 00 O]

Il est & noter que la stabilité du systéme est garantie & priori, du moment que la soluti
He-optimale existe. Alors une fois le correcteur Ho, synthétisé, il reste & voir & présent

qualité des réponses temporelles du systéme en boucle fermée ainsi que le comportement
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celui-ci vis-a-vis des perturbations, des bruits, etc...

Gréace au logiciel Simulink de MATLAB, nous avons pu réaliser les simulations du systéme

1’]

pendule inversé commandé par un correcteur Ho-optimal. Le schéma de Simulink utilisé fest

donné par la figure suivante :

p ]
[:] Scope
» P simi.mat
Scopel la position x
p ] P ?
=
Scope2 p| sim2.mat
—>
I'angle théta
Scope3
out : X1 k(\ B
»” +J | o
out : X2 ;C\ ; 4 4 4 4 ]
In1; 4 * ‘C—\ D K - 2
out : X3 > P\ + » n
out : X4 » ? B_comp Integratort
état_pendule K {(1.1.1,1)
Jnn mn K
4
pertubation pertubation A_comp
sur théta sur x
Kl
<

;D W,I‘Jl__ C_comp

Scoped Bruits de
mesures

p{ sim3.mat

la commande

Fig.5.2 : Schéma de simulation du pendule inversé commandé

par un correcteur H.,-optimal.

Les résultats de simulations sont illustrés par les figures suivantes :
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La position du chariot

05 , S se—
{ i i — ~ Correcteur LQR, qo=1000
E /1 4 ——- Cormecteur H-infinie

0.4 / e e —

x(m)

le temps en (s)

(a) : Position du chariot.

La position du pendule

—_— Coﬁeclem LQR, qc=1000
—— Correcteur H-infinie

0.12

e S S S S|

théta(rad)

|

= A i

le temps en (s)

(b) : Position du pendule.

La commande

! ]
— - Correcteur LQR, qc=1000 |
—— Correcteur H-infinie.

F(wolts)

4 i i .
0 5 10 15
le temps en (s)

(c) : La commande appliquée sur le chariot.

Fig.5.3 : Les résultats d’une commande H -optimale.

Cas d’un pendule initialisé a I'angle 6; = 0.1 rad.

154




F(wolts)

x(m)

théta(rad)

La position du chariot

—— Correcteur H-infinie

x(m)

0.15

La position du chariot

T . —F—]
: —— Correteur H-infinie ,
: — - Comrecteur LQR, qc=1000 ||
[ D P R A e st g
0.05 e
i
I
| |
0 + o)
|
|
005 foi
|
|
0.1} g
|
|
0.15 g
\/
0.2 i I
0 5 10 15

(a) : Position du chariot.

-16 i i
5 10 15
le temps en (s)
x 10° La position du pendule
4 T v
i —— Cormecteur H-infinie

i i
0 5 10 15
le temps en (s)

(b) :

—— Correcteur H-infinie

x 10" La commande

10 15
le temps en (s)

(c) : La commande appliquée sur le chariot.
Fig.5.4 : Les résultats d’'une commande Hy.-optimale comparés

a ceux d’une commande LQR ¢, = 1000.

Cas d’une pertubation dp = 0.1 rad & t = 2s durant 1s.
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F(volts)

théta(rad)

0.06

le temps en (s)

La position du pendule

T
—— Correcteur H-infinie
— ~ Correcteur LQR, qc=1000

Position du pendule.

!
|
e
I
|
0 m —
(N -
0.02 b
02 Fooiiainnn [T
11
I
0.04 | T
I
I :
-0.06 ). .- R R
'
5 10 15

le temps en (s)

La commande

s =z

—— Correcteur H-infinie
— ~ Correcteur LQR, qc=1000

SO S Sl

= S

.7 | mn—

le temps en (s)




4 i
0 5 10 15
le temps en (s)
(a) : Position du chariot.
x 10° La position du pendule
6 T

théta(rad)

le temps en (s)

(b) : Position du pendule.

x 10" La commande

le temps en (s)

(c) : La commande appliquée sur le chariot.

Fig.5.5 : Les résultats d’une commande H.-optimale avec bruits de mesures.

Cas d’un bruit Blanc avec une puissance (PSD) = 1.
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X Des résultats- de simulation illustrés par les figures ci-dessus nous retenons les remarques
suivantes :
e Pour le cas d’un systéme initialisé & 6; = 0.1rad, les réponses temporelles sont mojns

bonnes comparées a celles données par le régulateur LQR. Le chariot fait un long parcour avant
de revenir au point de départ, et cela en un temps d’établissement relativement long.
Par contre, en répétant les simulations pour différrents angles initiaux, on trouve que|le
correcteur H, est cappable de stabiliser un systéme lancé avec un angle initial 8; allant jusqu’a
0.785 rad (44.977°) alors que le correcteur LQR n’arrive & le faire que pour les 6; < 0.49 rad
(28.075°).
Le régime transitoire de ces réponses peut étre amélioré en ajoutant les entrées des consignes

de z et 6 dans le vecteur w. Elles seront alors considérées comme des perturbations et vont
donc étre minimisées.
On constate aussi que amplitude de la commande H,, est nettement plus faible que calle

de la commande LQR. (voir figure 5.3)
e Pour le cas ou & t = 2s une perturbation dy = 0.1 rad intervient durant 1s, celle-

ci est complétement éliminée par le correcteur H.-optimal, sans méme déployer une forte
commande. (voir figure 5.4)
e Pour tester la présence de bruits de mesures, on & introduit aux variables mesur¢es

un bruit Blanc de densité spéctrale de puissance égale & 1. A notre surprise on a constaté
que le correcteur Hoo-optimal s’est chargé avec seulement une faible commande de I’éliminer

complétement. (voir figure 5.5)

5.5 Amnalyse de la fragilité du correcteur H-optimal

Quelle que soit la méthode de syntheése, la forme ou la nature du correcteur, le principe
d’analyse de la fragilité reste toujour le méme.
Alors, pour analyser la fragilité de notre correcteur, ’équation caractéristique a étudier
sera prise avec des incertitudes sur le correcteur. c’est-a-dire que les matrices A, B, et C, (u

correcteur doivent s’écrire :
A, =A°+AA. ; B.=B°.+AB,; C.=C°+ AC, (515)

avec A°,, B°, et C°, les matrices nominales du correcteur de tailles respectives (4 x 4), (4 [x 4),
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(1 x4).
De (5.3) et (5.5) Péquation caractéristique est donnée par :

SI - A B2 (COC -+ ACc)
Ep = det {SI - ABFperturbée} = det =0 (5())
(B° + AB;)Cy sl —(A°+ AA.)

ce qui fait que :

E, = f (A, By, C, A%, B°,C°%, AA;, AB., AC;)

VT
inconnus

Pour juger si le correcteur trouve est fragile ou pas, nous devons avoir la valeur de sa marge
de stabilité paramétrique. Pour calculer celle-ci, il convient de :
1. Rassembler tous les paramétres du correcteur, a savoir les ¢léments des matrices |A.,

B, et C, dans un seul vecteur de paramétres K de dimension (1 x 36) on a alors :
K=K°+AK

avec K° le vecteur qui contient tous les parametres nominaux du correcteur
et AK le vecteur qui contient toutes les pertubations correspondantes aux parametreg du
correcteur.
2. De trouver la quantité de perturbations AK capable de mener le systéme vers l'insta-
bilité ou & la rigueur vers la limite de stabilité. Ce qui fait que nous avons besoin de résoydre
I’équation (5.6).
Sachant que (5.6) est une équation & 36 variables inconnues! La détermination de| ces
derniéres va devoir se faire au moyen d’une méthode d’optimisation ( aux sens des moin(lres
carrés par exemple).
Afin de poursuivre la procédure d’analyse habituelle, nous avons essayé, a I'aide du logjciel
de calcul symbolique MAPLE, de développer ’équation caractéristique pertubée, donnée|par
(5.6). Malheureusement, il se trouve que nos calculs ont abouti & une équation caractéristique
4 36 variables, multi linéaire et de surcroit de taille qu'on peut qualifier de colossale.
1l est clair alors, qu'une telle forme d’équation caractéristique est impossible & maniqr. Il

va devoir & présent, trouver d’autres méthodes d’analyse, tout en respectant le méme pringipe.
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Dans le but de trouver une solution au probléme qu’on a en mains nous avons pens

deux choses :
e faire une linéarisation de I’équation caractéristique, autour du point nominal.
e utiliser 'approche de Lyapunov [6].

Deux points qui vont faire 'objet des deux sections suivantes :

e a

5.5.1 Analyse de la fragilité avec linéarisation de I’équation carac-

téristique
La méthode d’analyse

Comme on la déja vu, 'analyse de la fragilité & besoin d’introduire dans I’équation
ractéristique les paramétres du correcteur, accompagnés de leurs perturbations. En suppos

toujours, que tous les parameétres du correcteur sont rassemblés dans un vecteur K, et que

ca-
ant

les

perturbations correspondantes seront également rassemblées dans le vecteur AK (vecteur a

36 ¢léments), il s’est avéré que 'équation caractéristique £, obtenue - en plus du fait qu’
soit de taille trés importante - est en fonction des Ak;, (i = 1..36) d’une maniére multilinéa
Ce qui rend son étude tres difficile, méme impossible d’aprés sa forme.

Si les parameétres de K s’écrivent :

Ki = koi + Ak‘, pour 1 =1..36 ( 5

= k% (1+6)

L’équation caractéristique £, sera :

E, = f (s, A, By, Cy, K°,6) (5.

avec 6 le vecteur formé par les éléments :

Ak;

i =—=, i=1.36. (5.

)
ke;

Il est clair d’apres (5.9) que les valeurs des 6; sont faibles. il serait alors possible de linéari

I'équation E, autour du point nominal de 6 ; qui dans ce cas est 6° = 0.
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En remplagant dans (5.8) les valeurs des matrices A, By et Ca et du vecteur K° on aurg :

E, = f(s,0)

Lax

La linéarisation de la fonction f(s, 6) autour de 1a valeur nominale 6° de 6 est donnée par :

15,6 = £ 0+ LB .10
N——

Le jacobien|s_ go

L’équation caractéristique devient :

o, 0f(s,6)
f(S,(S)-i——-—a‘é—— 6=0
S, gl

Le jacobien|s_go

sachant que :

0f(s,06) af(s,6) 0K
3% | 0K |exe 00 (5411)
de (5.7), (5.10) et (5.11) nous allons avoir une équation de la forme :
_ i -
0f(s,6) , o . 62 .
K K=K°'d2a9[k1 k°y .- kae]' : = —f(s,6°)
L 636 B
il vient alors que :
Ep [ Akl .1
0 F(s,) Ak
s, 2 . .
—51—{—' . : = —f(3,5 ) (0.12)
K=K | Dkss |

Nous constatons bien, qu’aprés linéarisation de (5.6), I'équation (5.12) obtenue est|une
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équation matricielle linéaire de la forme :

AX=B (5.13)
avec :
Ep
A=@ et B =— f(s,6°
0K ’
K=K°

plus facile & résoudre. Par la méme occasion, sa solution aux sens des moindres carrés

donnée par :
SR S R
Xeat = AT |4 AT] B
Dans ce cas la marge de stabilité paramétrique M sp sera alors

Msp = || Xsalll,

Les résultats d’analyse :

Une fois Panalyse faite en utilisant la méthode de linéarisation, les résultats suivants

été obtenus :

o La norme-lo du vecteur contenant tous les parametres nominaux du correcteur :

I1K°||, = 429.752865

e Le coefficient du plus haut degré dans E, est constant quelque soit AK :
Md =0
e La marge de stabilité paramétrique pour w = 0 dans (5.13) :

My = 0.0333
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e La marge de stabilité parameétrique pour w # 0 dans (5.13) :

M,, = 0.04057

Le croisement de frontiére a eu lieu en w = 0.875 rad/s.

- e La marge de stabiltié paramétrique finale :

Msp = min{Mgy, Mo, M.}
= 0.0333

e La marge de stabiltié paramétrique normalisée :

= 7.76668 x 107°

- P = TEel,

Une telle valeur indique que le correcteur issu d’une synthése He-optimale est tres tres
fragile. Car une perturbation de l'ordre de 10~ prés, sur les paramétres du correcteur mene

le systéme en boucle fermée a linstabilité.

5.5.2 IL’analyse de la fragilité par I’approche de Lyapunov

La méthode habituelle avec laquelle on analysait la fragilité d’un correcteur nécessitait
toujours la disponibilité de I’équation caractéristique perturbée. Or, celle-ci, dans le cas d'un
correcteur Hoo-optimal était impossible & étudier vu son importante taille. Dans ce cas, il
serait intéressant de trouver un moyen pour analyser la fragilité de ce correcteur sans que

nous ayons besoin d’avoir ’équation caractéristique. Pour se faire, nous avons eu recours a

I’approche de Lyapunov.

. La méthode d’analyse [6] :

- Considérons la description du systéme linéaire suivant :

iz = Az + Bu

y = Czx
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avec une commande par retour de sortie :
u=Ky
La stabilité du systéme en boucle fermée est déterminée par la stabilité de la matrice
M=A+BKC

On suppose que les paramétres des matrices A, B, K et C sont sujets & des perturbatio

Soit
p=[p1,p2 ... , D]
le vecteur des paramétres sujets & des incertitudes, et soit
P=P°+ AP
ol P° sont les paramétres nominaux est AP les incertitudes. On écrit

M(P) = M(P°+AP)
— M(P°) + AM (P°,AP)

En supposant que les éléments de AM (P°, AP) sont des fonctions linéaires de AP,

peut, écrire
AM (P°,AP) = Ap\Ey + Ap2Ey + - - - + Ap E,

On dit que la structure de cette perturbation et de rang unité si chaque matrice E; aj
rang égale & 1.

En posant M (P°) = M®, la matrice en boucle fermée perturbée s’écrit :

Mp’:Mo‘*‘iApiEi

i=1
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L’équation d’état du systéme perturbé est donnée par

T (t) - (Mo + i Ap, Ez> x (t) (5]4)

=1

Pour décider de la fragilité, nous devons dans ce cas évaluer le rayon de la spheére

stabilité dans l’espace de paramétres P € R".
Soit @ une matrice symétrique et définie positive et soit S I'unique solution symétrique

définie positive de ’équation de Lyapunov suivante :

MTS+S M°+Q=0 (5.

Théoréme 5.3 Le systéme (5.14) est stable pour les Ap; satisfaisant

il 2
)9 Tinin (Q)
|Apii2 g min
i=1 Z::l #’12

ot 1= | BT 5 + S B,

Ce théoréme permet de déterminer pour un correcteur donné K, la quantité

de

et

15)

K _ U?nin Q) _ U?nin (Q)
ps( »Q) = Zr 9 = w=r T ]
i=1 i Ei:l ”Ez S+ SEi”z
qui détermine P’étendue des pertubations pour laquelle la stabilité est garantie. p, est le
rayon de stabilité de ’hypersphére de stabilité dans I’espace des parameétres du correcteur.
D’aprés le théoréme précédent, on voit que la limite de stabilité est atteinte pour |les
paramétres Ap; vérifiant
r 2
O min (@)
|Api|* = = (5.16)
2 1anl =
Par ailleurs, on sait que :
T
2 2
IAP]; =" |Api] (5.17)
=1
Par conséquent, nous trouvons que cette quantité est un bon indicateur pour I’analyse de
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la fragilité. Celle-ci étant égale a ||AP|)2, il découle de (5.16) et (5.17) que :

1/2
Mep= 4P, - (2e(9) 5.15)

Zi:l Hi
Le résultat d’analyse :

Dans notre cas, le systéme du pendule inversé est décrit par un modele de la forme

y=C'2:v

Le correcteur H-optimal synthétisé est donné par :

§=Al+ By
u=0,k

Pour faire ’analyse de fragilité posons :
A=A+ AA, ; B.=B°.+AB,; C.=C° + AC,

avec A°., B°. et C°. les matrices nominales du correcteur synthetisé.

et AA;, AB, et AC, les matrices d’'incertitudes représentées par :

[ 641l 6212 6413 Sald [ sb11 612 6b13 b1 |

§a21 8422 6423 6a24 5621 6622 6b23 6b24
AAc= i ABC=

5031 6a32 6433 6a3d | 60316532 8633 6034

S04l 642 Sad3 Sadd | 541 "6b42 6043 6ba4 |

ACC=[5c1 §c2 6¢3 5;4]

La matrice en boucle fermée est alors prise avec des pertubations sur les paramétre

correcteur. Elle sera de la forme :

A By (C°. + AC,)
(B°:+ AB.)Cy  (A°.+ AA,)
= M°+AM
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Si nous supposons que tous les parametres du correcteur sont rassemblés dans un vecteur

paramétre P
MP : sera une matrice fonction des valeurs nominales de P, A savoir P°.

AM représentera la partie incertaine de la matrice en boucle fermée. Elle est fonction des

éléments de AP, tel que :

AP = [5&11 §al2 ... badd 6b11 6b12 - 6bd4d  6cl1 - - 564]
== [Apl Apy Apz - Apas]

En substituant dans (5.19) les valeurs des matrices A, By, Cy et celles du correcteur

nominal, A°., B°., et C°. , nous distinguons les matrices M° et AM, telles que :

[ 0 0 1 0 0 0 0 0o |
0 0 0 1 0 0 0 0
0 —16245 —1.8757 0 07301 —1.3137 —7.7536 12.0173
e | 0 meuo 19530 0 0.0756  1.3612  8.0340 —2.4519
00016 0.0006 120878 —12.0809 —18.2275 147072 —10.6904 13.9188
00016 —.0035 —390715 39.0767 52.4387 —51.0520 8.1727  —4.5680
00415 00016 500516 —50.0048 —79.3245 74.0643 —13.3747  8.0799
0224 00028 1715012 1712564 227.042 —210.6763 316203 20021
et
(0 0 0 0 0 0 0 0o | ]
0o 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 553166l 55316 62 5.5316 63 55316 bct
o] O 0 0 0 5736 s BTG §c2 —57316 6c3 —5.7316 6¢4
§b11 sb12 6613 b4 Gall §a12 §al3 Sald
sb21 sb22 6623 6b24 a2l §a22 §a23 5024
5631 6b32 6b33 6634 6a3l §a32 §a33 §a34
| sba1 sba2 6b43 Gb4 Sadl §ad2 §a43 badd | |

donnée en fonction des Ap; par :
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0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 553 Aps 5531 Apu 5531 Apss 5531 Apw
| 000 0 _5731 Apss —5.731 Apss —5.731 Apss —5.731 Aps
Apiz Apis Aprg Apx Ap, Aps Aps Apa
Apy Apyy Apas Apa Aps Aps Apr Aps
Apys Apas Apar Apas Apy Apio Apiy Api2
L Apyg Apso Apsi Aps2 Api3 Apig Apis Apig i

On rappelle que le calcul de la marge de stabilité paramétrique par ’approche de Lyapunov

nécessite d’écrire la matrice AM sous forme de :

AM = zr:Apz Ei

i=1

avec F; des matrices de rang unitaire.

Pour calculer la marge de stabilité paramétriques donnée par la formule :

2 1/2
w = (3220

avec u; = ||[ET S+ S Eil|,

on doit disposer de la matrice S qui est symétrique, définie positive et solution de I’équat

— e

on

de Lyapunov :
MTS+S M°+Q=0 (520)

Cette solution S peut étre calculé a 'aide de la fonction lyap disponible dans la boite &
outils Control Toolbox de MATLAB.
Ayant M° ainsi que les matrices E;, il nous reste maintenant a choisir une matricé @,
symétrique et définie positive pour pouvoir calculer la marge de stabilité paramétrique (M $p) ;
et par la suite décider de la fragilité ou pas du correcteur.
Pour les calculs, & part la contrainte d’avoir @ > 0 et QT = @, nous n’avons pas de criteres

spécifiques pour choisir la matrice Q. On va donc faire un choix plus ou moins aléatoire ; mais
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pour respecter les contraintes définies ci-dessus on prend Q = LTL. La matrice L sera chd
par la fonction rand de MATLAB.

Pour un premier choix de la matrice @, on trouve :
Msp = 1.047898 x 107°
Mais cette marge doit étre normalisée par les valeurs nominales du correcteur. Ce

donne le rapport normalisé suivant :

Msp

p=r——— =2438374 x 107°
121

avec K° le vecteur des parameétres nominaux du correcteur synthetisé.

isie

qui

Le probléme maintenant, c’est que pour chaque matrice @, on va trouver d’autre résultats

pour Msp et p. Chose qui n’est pas intéressante, surtout lorsqu’on fait de ’analyse.

Cependant, si on choisit @ égale & la matrice identité dans ce cas :

Q=1s

ou a

Q=clg avecc>0 (8

La marge de stabilité paramétrique que nous obtenons est la plus grande parmi toutes

autres correspondant & un choix aléatoire de la matrice @ (L). Elle est égale & :
Msp = 6.322036 x 10~*

normalisée, on a :

p=1.471086 x 1075

21)

les

Une telle valeur de marge de stabilité parameétrique normalisée montre que le correcteur

correspondant est trés fragile.

Afin de confirmer ce résultat plutot heuristique, nous avons établi un probléme d’optimi-
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sation qui consiste & maximiser le rayon de stabilité parametrique sur I’ensemble des mati
(@ diagonales et définies positives.

"4 Le probléme d’optimisation est formulé comme suit :

maxarznin (Q)
Q >ou

@ définie positive et diagonale

A Yaide de la fonction fmincon de Matlab et quelles que soient les conditions init]

1ces

ales

sur la matrice Q, nous avons toujours trouvé une marge de stabilité paramétrique Msp =~

6.322036 x 10~ et cela pour toutes les matrices @ ayant la méme forme choisie en (5.21).

Par ailleurs nous avons Msp = /p, avec p, étant le rayon de stabilité de I’hyperspher

. stabilité dans ’espace des parameétres du correcteur
p, = 3.996815 x 1077

On trouve que ce p, qui détermine I’étendue des pertubations pour laquelle la stah

e de

ilité

est garantie est trés trés limité. Donc, il est impossible d’envisager un réajustement on de

se permettre une erreur, méme trés petite, sur les parametres d’un tel correcteur, car
sera stirement néfaste. Un résultat qui confirme encore que le correcteur Hoo-optimal est
fragile.

Les résultats obtenus par cette méthode, sont trés conservatifs, ce qui est le propre

elle

trés

des

méthodes de Lyapunov. Une fois la fragilité analysée - par cette méthode - il serait souhaitiable

de verifier cette marge par d’autres méthodes si c’est possible.

5.6 Conclusion

L’intérét de ce chapitre était d’analyser la fragilité d’un correcteur H-optimal. Ayant

de faire la synthése de celui-ci nous avons commencé par établir un modele augmenté. [Une

opération qui s’est avérée délicate & cause du choix des matrices de pondération qui doiyent

vérifier certaines hypotheses et refléter la nature du systéme final désiré.

Apres La synthése du correcteur Heo-optimal, les résultats de simulation ont montré qu'’il

est trés performant, surtout en rejet de perturbations et de bruits de mesures.

Ce correcteur étant disponible sous forme de représentation d’état, ’'ensemble des para-
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excessivement difficile.

meétres & implémenter en pratique et donc & utiliser pour I'analyse de sa fragilité est composé

des éléments de sa matrice d’état, d’entrée et de sortie. Des éléments qui sont au nombre de

36.

Pour analyser la fragilité du correcteur avec un tel nombre de parametres, nous avipns

besoin d’étudier une équation caractéristique, qui dans le cas échéant, était une fonction

multi-linéaire en ces paramétres et encore de taille colossale. Ce qui nous rendait la t4 he

Pour y remédier nous avons eu recours 4 deux méthodes :

e La premiére consistait a linéariser cette équation caractéristique autour des parameétres

nominaux du correcteur.

o La deuxiéme par contre, nous épargnait I'utilisation de 1’équation caractéristique dans

analyse de la fragilité, car elle atait basée sur 'approche de Lyapunov. L’inconvénient c’d St

que le résultat ainsi trouvé dépendait du choix de la matrice Q de I’équation de Lyapunqv,

sauf pour le cas ou la matrice Q est choisie diagonale avec les mémes éléments sur sa diagonale.

Pour un tel choix, nous avons remarqué que nous obtenons la plus grande marge de stabilit

paramétrique normalisée p. Cette constatation a 6té méme confirmée par la résolution d’un

probléme d’optimisation dans lequel on a essayé de maximiser cette marge sur ’ensemble des

matrices () diagonales et définies positives.

Il est connu que les méthodes de Lyapunov sont trés conservatives car elles donnent de¢s

résultats généralement pessimistes ; donc il vaut mieux comparer leurs résultats a ceux d’autrd

méthodes avant de décider sur une éventuelle fragilité.

o

Malheureusement, la synthése H-optimale qui a tant d’avantages s’est avérée tres fragile.

Un résultat qui découle des méthodes d’analyse citées ci-dessus et dans lesquelles nous avon
trouvé qu’une erreur de ordre de 10~ pres, dans les parameétres d’un correcteur H.-optimal

est capable de déstabiliser le systéme en boucle fermée.
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Conclusion Générale :

Il est bien connu que ces deux dernidres décennies ont 6té marquées par 'important yo-
lume théorique qui porte sur les synthéses des correcteurs robustes et optimaux. Mais ce qui
n’était pas soupgonné c’est que de tels correcteurs pourraient étre fragiles. Dans le sens ot il
arrive qu’une treés petite perturbation dans les parameétres du correcteur pourrait entrainerd la
déstabilisation de la boucle fermée.

Le but de notre travail était d’analyser une fragilité éventuelle des synthéses optimales. [La
fragilité d’un correcteur étant lise aux incertitudes commises sur les parameétres de celui-ci,
nous nous sommes alors intéressés a I’approche paramétrique pour faire ’analyse, dont I’ouftil
de base est la marge de stabilité paramétrique (Msp). Cette marge se calcule toujours en
vertus du théoréme de croisement de frontiere; que se soit pour le cas d’un systéme continu

ou d’un systéme discret.

Il est & signaler ici, que le théoréme de Kharitonov n’est pas applicable, car les polynom

D
wn

caractéristiques obtenus ne sont pas des polynémes intervalles.
Parmi les synthéses optimales, nous avons étudié les deux syntheéses suivantes -
e La synthése optimale LQR.

o La syntheése H,,-optimale.

S’agissant de la premiere synthése, trois cas ont été étudiés :

1. La synthese LQR seule.

2. La synthése LQR avec observateur d’ordre complet.

3. Et La synthese LQR avec observateur d’ordre réduit.

Aprés présentation du modéle de notre systéme d’application qui est le benchmark ¢ pent
dule inversé ”, nous avons donné quelques détails sur la théorie des méthodes de synthéses
citées ci-dessus.

Les trois types de synthéses déja présentées, ont 6té faites pour différents choix de matriced

de pondération. Les résultats de simulation ont montré qu’avec I'augmentation des pondérad
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tions les temps de réponses et les écarts transitoires du chariot ont tendance a diminuer
détriment d’une élévation dans les écarts transitoires du pendule et les amplitudes de la ¢
mande.

Analyser la fragilité de tels types de syntheses revient & étudier I'équation caractéristi
perturbée du systéme bouclé par le correcteur perturbé correspondant. Dans le cas d’
synthése LQR sans estimation des états, cette équation caractéristique perturbée est fonct
linéaire en ces paramétres. Donc, le calcul de la marge de stabilité paramétrique normal
p était plus ou moins simple. Par contre, pour les lois de commande LQR avec observaf
d’ordre complet ou réduit, on se retrouvait avec une équation caractéristique fonction mu
linéaire des parameétres incertains considérés. Ce qui nous a poussé a utiliser une méth
d’optimisation non-linéaire qui a l'inconvénient de donner une solution locale.

Les valeurs de p généralement trouvées dans notre analyse sont de l'ordre du 1 &
environ, ce qui montre que les gains de la commande ou de I'observateur n’admettent pas
erreurs plus grandes que ces valeurs. Par conséquent, les lois de commande trouvées aved
sans observateur sont assez fragiles.

Il a été constaté que la fragilité est liée au plus faible amortissement du systéme bou
Car nous avons remarqué que la valeur de la marge de stabilité paramétrique diminuait
I'augmentation des pondérations. Nous avons d’ailleurs confirmé graphiquement - en suiy
I’évolution des poles lorsque ’équation caractéristique est perturbée - que ce sont les p
ayant le coefficient d’amortissement le plus faible qui causent la fragilité.

Pour la commande LQR, nous avons constaté dans les trois cas traités, que plus les j
formances augmentaient, plus la fragilité augmentait aussi, et que par conséquent, il ne f
rechercher des performances extrémes sous peine d’avoir une synthése tres fragile.

Quant au cas d’une synthése H,-optimale, nous avons établi un correcteur destiné a c
mander le systéme pendule inversé. La synthése H,, nécessite que ce systéme soit représa

par un modéle augmenté. Cette représentation s’est avérée une opération assez délicate a cal

du choix des matrices de pondération qui doivent vérifier certaines hypotheéses et refléter

nature du systéme final désiré. Les résultats de simulation ont montré que ce correcteur
trés performant, surtout en rejet de perturbations et de bruits de mesures.

Le correcteur issu d’une synthése H,-optimale est donné sous forme de représentat
d’état. Donc I’ensemble des parameétres & implémenter en pratique et & utiliser pour I’anall

de sa fragilité est composé des éléments de sa matrice d’état, d’entrée et de sortie. Des éléme
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qui sont au nombre de 36.

Pour analyser la fragilité d’un correcteur avec un tel nombre de paramétres, nous éti

confrontés au besoin d’étudier une équation caractéristique, qui dans le cas présent, était

ons

e

fonction multi-linéaire en ces paramétres et encore de taille colossale. Ce qui nous a rendy la

tache excessivement difficile.
Pour y remédier nous avons eu recours a deux méthodes :

1. La premiére consistait a linéariser cette équation caractéristique autour des parame

nominaux du correcteur.

tres

2. La deuxiéme par contre, nous épargnait 1'utilisation de I’équation caractéristique dans

Panalyse de la fragilité, car elle etait basée sur I’approche de Lyapunov. L'inconvénient d

)

est

que le résultat ainsi trouvé dépendait du choix de la matrice Q de I’équation de Lyapunov,

sauf pour le cas ot la matrice @ est choisie diagonale avec les mémes éléments sur sa diagon
Pour un tel choix, nous avons remarqué que nous obtenons la plus grande marge de stab
paramétrique normalisée p. Cette constatation a été méme confirmée par la résolution d
probléme d’optimisation dans lequel on a essay¢ de maximiser cette marge sur I’ensemble
matrices ) diagonales et définies positives.

Il est connu que les méthodes de Lyapunov sont trés conservatives car elles donnent
résultats généralement pessimistes. Donc il vaut mieux comparer ses résultats a ceux d’au

méthodes avant de décider sur une éventuelle fragilité.

Malheureusement, d’aprés les valeur numériques de p, nous avons trouvé que la syntk
Hs.-optimale qui a tant d’avantages est trés fragile. Car les méthodes d’analyse citées
dessus ont montré qu’une erreur de I'ordre de 107¢ pres, dans les paramétres du correct

H,.-optimal est capable de déstabiliser un systéme en boucle fermée.

Comme on I'a déja constaté, la marge de stabilité paramétrique d'un correcteur L
- variait de 1 & 8% des parametres de ce correcteur. Donc, il arrive que le correcteur LQ R
puisse pas tolérer une erreur supérieure & 1% dans ses parameétres.

Par ailleurs, nous savons que les composants électroniques utilisés pour 'implémentaf
des correcteurs ne peuvent avoir une telle précision. Par exemple, les résistances sont gén
lement données avec des incertitudes allant de 5 & 10%.

11 arrive aussi que dans plusieurs applications, en particulier dans les applications a

‘
spatiales, le correcteur soit implémenté par un calculateur numérique. Le besoin de réduirg
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taille et le cont de tels correcteurs digitaux entraine des limitations de la mémoire disponible
sur le calculateur et des limitations sur la longueur des mots binaires du micro processgur.
Donc, il va y avoir des erreurs d’arrondi dans les calculs, ce qui nous donne a la fin yune
implémentation imprécise du correcteur.

Par conséquent, que le correcteur soit implémenté par un matériel physique ou numérique, il
faut toujours prévoir une marge de stabilité paramétrique pour assurer la sécurité de 'ensemble
du systéme commandé. Or, les marges trouvées dans I'analyse de la commande LQR étant
trés faibles, de lordre de 1072 prés. Encore pire, dans la synthése Hy-optimale, elle est| de
Pordre de 107° prés. Ces marges sont loin d’étre atteintes en pratique. En optant pour de telles
synthéses optimales, I'ingénieur de commande est obligé de : soit accepter une conception avec

le risque qu’elle soit fragile ou de la rejeter entiérement.

Vu le role important des synthéses optimales, telles qu’elles ont été développées durant|ces
derniéres décennies dans les applications pratiques, il serait judicieux de comprencre, endore
mieux, les raisons fondamentales de leur fragilité afin de la surmonter.

Ce travail nous a permis de voir plusieurs aspects de la commande optimale, en particulier
sa fragilité. D’autres sujets de reflexion peuvent étre évoqués et qui sont, dans le réalité

persistents. Il serait intéressant de :

— Chercher A établir des algorithmes de synthéses de correcteurs qui tiennent compte|- a

priori - d’une marge de stabilité paramétrique convenable et réaliste.

— et de réexaminer la forme des correcteurs, afin de les implémenter d’une maniére qu’ils

soient le moins sensibles aux erreurs d’arrondie.

Des travaux qui pourraient parcourir un long chemin vers le rapprochement entre la théorie

et la pratique.
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