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Chapitre 1

Introduction

Dans ce mémoire , on présente quelques résultats d’existence et d’unicité de
solutions au sens de Carathéodory pour les problémes de Cauchy classiques,
le cas continu en z et discontinu en ¢ est considéré ainsi que la dépendance
par rapport a un paramétre.

Le cas d’équations différentielles avec distributions est aussi considéré

La modélisation mathématique de nombreux phénomémes physiques peut
conduire a I'étude des systémes dynamiques & second membre discontinu
par exemple pour des systémes modélisant des contacts avec interactions,des
circuits éléctroniques , etc...

Ce travail s’inspire largement du livre de référence de Filippov

("Differential Equations with Discontinuous Righthand Sides")



Chapitre 2

Existence et unicité de
solutions au sens de
Caratheodory

On présente dans ce chapitre quelques résultats connus sur l'existence et
I'unicité de solutions au sens de Carathéodory d’un probleme de Cauchy.

2.1 Quelques définitions:

2.1.1 Probléme de Cauchy :

Définition 2.1.2 [2/:Soit f : Rt x R" — R" une fonction continue , on
appelle solution du probléme de Cauchy

¥ = f(t,x)
{ £(0) = 1, (2.1)

une application t — x(t) continue , differentiable en tout point t € I C R
telle que x(0) = zo et qui sur Uintervalle [0,T] satisfait la relation z' =
f(t ).

une fonction t — x(t) est solution du probleme de Cauchy si et seulement
St

t
z(t) = xo + / f(s,z(s))ds pour tout t € [0,T] (2.2)
0
Remarquons que si la fonction f(¢,x) est discontinue en ¢ et continue en
x alors la fonction qui satisfait I’équation (2.2) ne peut pas étre une solution

de I'équation 2’ = f(t,z) , dans ce cas en utilisant la notion de I'integrale
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de Lebesgue on obtient la définition d’une solution qui est & la base de la
théorie des equations differentielles au sens de Carathéodory

Avant d’aborder la question , rappelons tout d’abord quelques notions et
résultats qui nous seront utiles par la suite:

2.1.3 Fonction équicontinue:

Définition 2.1.4 soit ( f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle
I & valeurs dans R. On dit que la suite ( f,) est équicontinue si:

Vue [,Ve>0,36 >0,YneNYvel |u—v|<d=|fulu)— fulv)] <e

2.1.5 Fonction mesurable:
Définition 2.1.6 f: E — Y est dite mesurable si et seulement si:
YV erT (owertdeY) = fH(V)NE€X

ou E etY sont des ensembles et X2 est une tribu de partie de E
(Une tribu de partie de E est une algébre de partie de E stable pour la
réunion dénombrable)

2.1.7 Théoréme d’Ascoli-Arzela :

Théoréme 2.1.8 [3/Soit K un espace compact et (F,d) un espace métrique

Une partie A de C(K, F) (I’ensemble des fonctions continues , définies
sur K a valeurs dans F') et relativement compacte si et seulement si les deux
conditions sutvantes sont respectées:

i/ A est equicontinue

it/Pour tout x € K , l’ensemble A(x) = {f(z) : f € A} est relativement
compact.

Dans ce qui suit on présente les résultats d’existence et d’unicité des
solutions au sens de Carathéodory.

On considere que z(.) et f(.,x) sont des fonctions vectorielles de dimen-
sion n et que la fonction f(.,z) € D (Domaine D) satisfait les conditions
suivantes qu’on appelle les conditions de Carathéodory

1/ f(t,x) est définie et continue en = pour presque tout t.

2/ f(t,z) est mesurable en t pour chaque x.

3/ Im(.) une fonction définie et integrable sur I ( sur tout intervalle fini
si t n’ést pas bornée dans le domaine D) telle que :

If(t,2)| <m(t),Vtel



Définition 2.1.9 L’équation 2’ = f(t,z) ou x(t) est un scalaire ou un
vecteur et la fonction f satisfait les conditions de Carathéodory est appelée
l’équation de Carathéodory.

Définition 2.1.10 Une fonction x(.) définie sur un intervalle(fermé et borné)
I est une solution de l’équation de Carathéodory si elle est absolument con-

tinue sur chaque intervalle [, f] C I et elle satisfait I'équation ' = f(t,x)

presque partout sur I ou si elle satisfait ’équation integrale (2.2) pour ty € I

en satisfaisant les conditions de Carathéodory.

Lemme 2.1.11 Soit la fonction [ qui satisfait les conditions de Carathéodory
et soit la fonction x(.) qui est mesurable sur I = [a,b] alors la fonction com-
posée f(.,x(.)) est integrable sur I.

Théoréme 2.1.12 (Théoréme d’existence de solutions au sens de Carathéodory).
Pourty <t <to+a et|r— x| < b supposons que la fonction f(t,x) sat-
isfait les conditions de Carathéodory , alors il existe une solution du probléme
de Cauchy (2.1) dans un intervalle fermé [to,to + d] ot d > 0.
dans ce cas on définie un nombre arbitraire d qui satisfait l'inégalité:

t
pto+d)<b ou 0<d<a avec o(t)= / m(s)ds. (2.3)
to
d

Preuve : Pour tout entier £ > 1, on prend h = z sur 'intervalle:

to+ih <t<to+(i+1h,i=0,.. k-1

Considerons une solution approchée :

{ xp(t) =z + fti f(s,zx(s —h))ds pour tog<t<tyo+d (2.4)

x(t) = xg pour t <t



En vertu du lemme 2.1.11 et de l'estimation (2.3) , on montre que
|z (t) — 20| < b comme suit:

on a d’aprés (2.4): xk(t) — xg = /t f(s,xp(s — h))ds

donc |z (t) — xo| =

/ Fls,a(s — ))ds

j2s(t) — o] < / (s, 2als — B)) ds

t
< / m(s)ds (d’aprés la condition 3/ de Carathéodory)
to

< p(t)
<b (d’aprés l'estimation (2.3))

Par ailleurs , pour «, 5 € [to, to + d] (arbitrairement choisis) , on a:

E
|21(B) — wr(a)] < / m(t)dt’ = lp(B) — w(a) (2.5)

La fonction ¢(.) est continue dans [to, o + d] et donc elle est uniformement
continue sur cet intervalle fermé , par conséquent :

Ve > 0,36 > 0 tel quesi |5 — | <4 alors |p(B) — ¢(a)] < e

D’ou la suite de fonction zx(.) , & € N* est equicontinue et uniformement
bornée.

D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela , on peut choisir une sous suite uni-
formement convergente , sa limite sera notée z(.) et donc :

k(s = h) — x(s)] < [aw(s — h) — 2x(s)] + [2x(s) — (s)]
et
€ d
|z (s — h) — xx(s)| < 5 pour h = 7 < 4]

Il s’ensuit que |zx(s — h)| tend vers z(s).Comme f(¢,x) est continue en z et
|f(t,z)] < m(t) on peut passer a la limite sous le signe de l'integrale (2.4)
d’ou la fonction z(.) satisfait I’équation (2.2) pour z(tg) = zo , i.e. x(.) est
solution du probléme (2.1). m

Théoréme 2.1.13 Soit (tg,z9) € D et soit ¢(.) une fonction intégrable
définie sur I o valeurs positives tel que ¥(t,z) et (t,y) € D on a:

[f(t,2) = fFty)| < olt) |z -yl (2.6)

Alors il existe au plus une solution au probléme (2.1) dans D.



Preuve : Supposons qu'il existe deux solutions du probléme (2.1) notées
x(.) et y(.) et posons z(t) = z(t) — y(t) pour to <t <to+d,ou d est défini
dans le théoreme 2.1.12

On a:
d 2 dz de dy
=92, 28 9 — ) (2 — 22
GO =225 =20 -y - D)
<2z —y[>¢(t) (par hypothese)
< 20(t) |z|* (d’aprés l'inégalité (2.6))
d
done ()~ () 2P <0
d
d_(t] —p(t)U <0 avec U = |z(t)?
d
(t] < p(t)U
/ / (1)t
U < / S(t)dt
to
U< efjo o(t)dt
Ue™ ftto p(t)dt <0
D’ou:

t
(22 20) <0 avec L(t)#/ o(s)ds | Vit € [to, ]

to

2 _ o
Comme la fonction absolument continue |z|°e ") est décroissante et

2(tg) = 0, il résulte que z(t) = 0 pour t > ty , ainsi l'unicité est prou-
véeepourt>t;. m

Remarque 2.1.14 Le cast < ty est ramené au cast > ty en remplacant —t
par t.

2.2 Cas linéaire:

Considerons le systeme linéaire

o' = A(t)x + b(t) (2.7)



Théoréme 2.2.1 Supposons que tous les éléments de la matrice A et du
vecteur b sont intégrables sur chaque segment contenu dans l'intervalle |c, (]
(o et B sont arbitrairement choisis dans [to,to + d]) , alors pour ty € |o, (]
la solution du systéme (2.7) existe sur lintervalle [ov, B] et elle est unique
avec des données initiales fixées x(tg) = xg

Preuve : Tout d’abord passons de l’équation (2.7) a une équation intégrale
et utilisons les approximations successives suivantes:

Tpa1(t) = zo + /t [A(s)zk(s) + b(s)]ds k=0,1,... (2.8)

A partir de Uhypothése du théoréme 2.2.1 , il s’ensuit que les fonctions
v(t) = |A(t)| et n(t) = |b(t)| sont intégrables sur chaque intervalle [a,b] C
[, B

et puisque pour n’importe quel vecteur z on a:

[A(s)z] < [A(s)] - |2] = 7(s) |2]

Toutes les approximations existent et sont continues sur [a,b] et vérifient:

’xk-‘rl( - 'Tk ’ < |/ |‘rk - xk_1(3)| dS| ’ vt € [Oé?B] ’ k= 1727
Posons e = max |x —x et ‘
te[a1,61]| 1(t) — wo(t)] et (t) ft

Et montrons par récurrence que:

()"
Kl

[Tpp1(t) — ()] < e

Ona:
oa() = 2101 <1 [ 6) Jor(s) = ()]
< |/ max |z1(s) — xo(s)| ds|

s€le,

]/ s)eds|
€|/ ) ds|

Donc linégalité (2.9) est vraie pour k = 1

IN

IN



Maintenant supposons que l'inégalité (2.9) est vraie & un ordre k fixé et
montrons que :

fusalt) = ()] <
On a
Ta(t) — Tt |<y/ ) 2ken(s) — zi(s)| ds]
g|/v@)w?)d1
g (| / ds|)
wm

R 1)!

et donc:

($(1)"
k!

|zpy1(t) — z(t)| < € pour tout k=1,2,..
Le second membre de l'inégalité (2.9) est le k™ terme d’une série uni-
formément convergente dans un intervalle fermé borné [y, 3] donc

klim z(t) = x(t) existe , et la limite de x41(.) quand k — 400 existe
——400
ausst

Cette fonction x(.) est solution de l’équation intégrale (2.8) et par con-
séquent x(.) est solution de l’équation (2.7) sur l'intervalle a1, 5] et elle est
unique d’aprés le théoréme 2.1.13 , de plus , comme [ay, 5] C |o, 8] alors la
solution x(.) existe et elle est unique dans cet intervalle .

Lemme 2.2.2 Dans lintervalle fermé , borné c < t < d , toutes les solutions
de léquation de Carathéodory x' = f(t,x) sont équicontinues

Preuve :  Soit la fonction o(t) = ftz m(s)ds , (ou ty = ¢ pour chaque
intervalle fermé [a, 5] C [e,d]) et pour toute solution x(.)

g8 B8
uwwwmmzu/f@x@m4s/7mwu=wm—wm>

et comme ¢(.) est uniformément continue sur [c,d] , alors il s’ensuit que
toutes les solutions de l’équation de Carathéodory x’' = f(t,x) sont équicon-
tinues sur [c,d] m
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Remarque 2.2.3 Les solutions des équations de Carathéodory possédent plusieurs
propriétés analogues a celles des équations différentielles avec second membre
continu et généralement elles sont étudiées avec les mémes méthodes .

]
Exemple 2.2.4 Soit l’équation x' = f(t,z) ot la fonction f est définie par:

1 st t>0
tox) =
f(t,2) {—1 si t<0

Pour t < 0 la solution de l’équation ' = f(t,x) est donnée par:
z(t)=—t+c , 0 €R
Pour t > 0 la solution de I’équation est donnée par:
x(t)=t+cy,c€R
Et pour t =0 la solution est donnée par:
z(0) = tlir(gi(—t +c) = tl_1>1g1+(t + c2)
z(0) =1 = co
d’ ou la solution générale de [’équation x' = f(t,x) est:
z(t)=|t|+c,ceR

On remarque que pour t = 0 la dérivée x’ n’existe pas.

N
\

T

/

Pour les équations différentielles avec second membre continu en x et

dx
discontinu en t la dérivée x’ n’est pas équivalente a la dérivée e



Chapitre 3

Dépendance continue des
solutions par rapport aux
conditions initiales et a4 un
parameétre

Reprenons notre probléme de Cauchy:

{x’ — f(t.a,p)

z(tg) = a

On présente dans cette partie quelques résultats sur la dépendance con-
tinue par rapport & un paramétre p défini sur un éspace métrique , on
sait aussi que pour les équations differentielles ordinaires et les équations
de Carathéodory I'unicité d’'une solution conduit & sa dépendance continue
par rapport aux conditions initiales .

Les résultats présentés dans ce qui suit généralisent ces notions

Lemme 3.0.5 Soient le point (to,ag) , t1 > to , €0 > 0, le domaine D des
(t,z) fini et ouvert , l'ensemble M des valeurs du paramétre p et la famille
S des fonctions continues (.) dont chacune correspond & sa valeur initiale
a=E(to) et d’une certaine valeur du paramétre p € M.

Supposons que:

H1)Pour chaque fonction £(.) définie sur un intervalle I , sa trajectoire
se situe dans le domaine D et les éxtrémités du graphe de cette trajectoire
sont deux points de la frontiére du domaine D.

H2)Y a,pn € M, tel que |a — ag| < § pour un certain 6 > 0 , il existe au
moins une fonction & qui correspond a a et yi.

11
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H3)Pour chaque suite de fonctions&,(.) € S, (i = 1,2,...) , tel que a; — ag
et 1; — pg,toutes les fonctions sont équicontinues.

H/)La limite de chaque suite de famille de fonctions uniformement con-
vergente pour la quelle a = a; — ag et u = p; — po est aussi une fonction
de cette famille pour = p,

Hb5)Toutes les fonctions de la famille S pour les quelles = p, et a = ag
sont définies sur [to,t1] , l'ensemble de ces fonctions sera défini par Xj.

HE)VE(.) € Xo,

{(t,z) st <t <tyet |v—E&(t)] <e} CD (3.1)

Alors on a:
Ve > 0,30 > 0 et n > 0 tel que pour tout a et p qui satisfont les deux
conditions sutvantes:

ja—agl <d et p(p—pg) <n (3:2)

chacune des fonctions £(.) qui correspond & a et u est définie sur [to, t1]
et poure >0, on a:

E(t) = &) <& pour 1o <t <t (3.3)

Preuve : Supposons que pour certains a; — ag et u; — p , il existe
une suite de fonctions &,(.) € S définies sur [to,t1] , selon la condition H1)
chacune accede a la frontiere du domaine D en un point g; (¢;, ;) ou t; €
[to, 1] .

11 s’ensuit des conditions H3) et H6) que t; > ¢, pour tout i > 4,

De la suite (¢;) on choisit une sous suite qui converge vers un certain g et
de méme pour la suite ,(.) on choisit une autre sous suite qui converge vers
&,(.) dont le graphe de sa trajectoire joint les points (¢, ag) et ¢ .

En vertu de H4) , la fonction £,(t) € Xy et en vertu de H6) on a que
{(t,z) 1 to <t<tiet|r—E ()] <eo} C D etqestlepoint (t1,&(t1))

Ceci contredit la convergence de la sous suite des points g; (¢;, ;) vers le
point ¢ car t; < t1

Par conséquent pour un certain 6 > 0 et n > 0 et pour tout a et u qui
satisfont (3.2) le graphe de la fonction &(.) reste toujours dans le domaine D
pour ty <t <t

Raisonnons par I’absurde et supposons que le lemme n’est pas vrai , alors
pour un certain £ > 0 il existe une suite de fonctions z(.) € S , tel que
x(to) = ax — ao, py, — 1 €t les graphes de ces fonctions se situent dans D
pour ty < t < t1, et pour chaque k et pour chaque fonction £(.) € X,

|Ik<tk) — g(tk” > e avec t € [to,tl] et k= 2,3, (34)
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Les points t;, dépendent du choix de £ € X,

En vertu de H3) et H4) , on peut choisir une sous suite de (z(.)) qui
converge uniformement vers une certaine fonction zo(.) € Xy et c’est contra-
dictoire avec (3.4) pour £(t) = zo(t) d’ou le résultat. m

Corollaire 3.0.6 Supposons que les conditions H1) - Hj) du lemme précé-
dent sont vérifiées , et que

Pour a = ag et p = g il existe une fonction unique &,(.) dans la famille
S tel que {(t,z) 1 tog <t <ty et |z —&(t)| <eo} C D,

alors Uaffirmation du lemme précédent est valable et chaque suite de fonc-
tions &,(.) de S pour laquelle a; — agy et pi; — py , converge uniformement
vers y(.) sur Uintervalle [to, t1]

Preuve : La démonstration de ce corollaire se fait de la méme maniére que
celle du lemme 3.0.5. =

Remarque 3.0.7 Pour la famille de solutions des équations de Carathéodory
¥ = f(t,x) les conditions H1) et H2) du lemme 3.0.5 sont satisfaites en
vertu du théoréme 2.1.12 et les conditions H3) et Hj) sont satisfaites aussi
en vertu du lemmes 2.2.2 et du fait que la limite de toute suite de solution
de léquation de Carathéodory qui converge sur [, ] est aussi solution de
la méme équation de Carathéodory , par conséquent si une solution avec la
condition initale x(ty) = ag est unique ,elle dépend continument des données
initiales .

Et pour l’équation de Carathéodory x' = f(t,z, u) qui dépend du parametre
w les conditions H1) et H2) sont satisfaites et il suffit de vérifier les conditions
H3) et Hj) et lunicité de la solution pour x(ty) = ag et p =

On a aussi le résultat suivant:

Théoréme 3.0.8 Soit pour (t,z) € D et p € M :

H1’/ f(t,x, 1) est mesurable en t

H2/ |f(t,x, 1n)| < m(t), oum(.) est integrable , t € [to, 1]

H3’/ Pour presque tout t € [tg,t1] , la fonction f(t,z,p) est continue en
x et pour p =l elle est continue en x et

H}’/ La solution x = £y(t) du probléeme

{ A (3:5)

est unique VYt > ty pour a = ag et p = j, on suppose que cette solution
est définie sur [to,t1] et que son graphe vérifie aussi l’hypothése HG)
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Alors pour tout a et u assez proches de ag et pg , la solution du probléme
(3.5) existe sur l'intervalle [to,t1] et elle converge uniformement vers &(.)
quand a — ag et p — L,

Preuve : En vertu de H1’/ - H3’/ I'équation du modele (3.5) est une

équation de Carathéodory et les conditions H1) - H3) du lemme 3.0.5 sont

satisfaites et les conditions H5) et H6) sont aussi satisfaites en vertu de H4’/
La solution = = &(t, a, 1) du probléme (3.5) vérifie ’équation intégrale :

gmmM—a+[U@@mmwmmS (3.6)

Si la suite de fonctions (¢, a;, p;) converge uniformément quand a; — ag
et p; — p, alors de H3'/, pour presque tout s € [tg,t1] , on a:

f(s,f(s,ai,ui);ui) - f(8’5(37aauo);uo)

Et grace a H2’) | on peut passer a la limite sous l'intégrale pour (¢, a;, ;)
Ainsi la fonction &(¢, ag, ) satisfait ’équation (3.6) pour a = ag et p = g,
et elle est une solution du probléme (3.5).
Autrement dit la condition H4) du lemme 3.0.5 est satisfaite , alors les
résultats obtenus dans ce théoréme découlent de ce lemme . =
Le résultat suivant est une généralisation du théoréme précédent ot on
t
remplace la convergence f (s, z; u) — f(s,x; 1) parla convergence de fto f(s,x; pn)ds —

j:; f(87 x; MO)dS

Théoréme 3.0.9 Soit pour p € M , ty <t <t etx € B ,ou B est une
région ouverte fini dans R™ :

H1"/ La fonction f(t,x,u) est mesurable en t

H2"/ | f(t,x, )| < m(t,u) , ouwm(.,p) est integrable en t

H3"/ Il existe une fonction integrable ((.) et une fonction monotone (r) —
0 pour r — 0 tel que pour chaque r > 0 tel que |v —y| < r et pour presque
tout t € [to, t1] on a:

[f(tw,p) = f(Ey, p)| < UE)d(r) (3.7)

H,"/ pour tout x € B et pour p — p,

t t
[ﬂwwme[ﬂmwms
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H5"/ La solution © = £,(.) du probléme (8.5) pour a = ag , p = i, est
unique pour tg < t < ty et appartient au domaine B (B étant une région
bornée de R™)

Alors , pour tout a et u suffisament proches de aq et 1, , la solution du
probléme (8.5) existe sur lintervalle [to,t1] et elle converge uniformément
vers £q(.) quand a — aqg et p — pg

Preuve : On montre tout d’abord que pour chaque suite p; — p, et que
pour chaque suite de fonctions continues z;(t) € B (i = 1,2, ...) qui converge
uniformement vers xy(t) on a:

pour tout ¢ € [tg, 1]

t

lim [ [ (s, 2i(s); 1) = [ (5, 20(8); po))ds = 0 (3.8)

i—00 to

En effet:

Puisque la fonction z,(.)(p = 1,2, ..., 29, ...)est continue , la suite de fonc-
tions constante par morceaux ypq( ) = xp(to + jhy) o0 hy = 279(t; — 1p) et
Jj = 1,2, ..., converge uniformement vers x,(t) pour to+(j—1)h, <t < to+jh,

Alors pour un certain ¢(p) il existe une fonction z,(t) = y, 4 (t) tel que :

50 — 2] <27 (to <t <h)

Puisque z,(t) — z0(t) quand p — 400 , alors de méme pour z,(t) elle

converge uniformément vers x,(t) quand p — 400 d’ott d’aprés H1"/ et H2" /:
¢

lim [ [(s, 25(5): 10) — F(s, o) )]s = 0

p—0o0 to

De H4"/ , il s’ensuit qu’on peut remplacer = par z, dans H4"/ sur tout
intervalle contenu dans [to, f1] ou la fonction z,(.) est constante , d’ott pour
p = const on a:

Jip(t) :/[f(svzp(s);,ui)_f(szp(5)§N0)]dS quand i — oo

to

et

Ainsi Vt € [to, t1],Vp > 1,3 i,(t) tel que
| Jip(t)] <277 pour tout @ > i,(t)

ip(.) peut étre croissante donc on peut supposer que i,(t) < i,41(1).
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Supposons que:
v(i,t) =p pour i,(t) <i<i,(t)etp=1,2, ..
Alors si i — +0o0 , on a pour chaque t = const
v(i,t) = +oo et |Jiun(®)] <2700 =0
Et donc en vertu de la condition H3"/ pour tout s € [0, ]

(s, 2i(8); 115) = f (5, 2u(iy(8); 1a))| U(s)¥(|2i(s) = 2o (s)])
[(s)Y(d) ot d est le diamétre de B

IAINA

De plus Vs — 0 et i — 0 on a x;(s) — xo(s) et x4 (s) — @o(s)
D’ou

i——+00

t
lim ‘f(sa xl(8)7 /’Ll) - f(sa Zv(i,t)(s); Mz)‘ ds =0
to

Maintenant soit x;(.) solution du probléme (3.5) avec a = a; — ag et
W= p; — iy quand ¢ — +oo et soit f une fonction qui satisfait les conditions
de ce théoreme 3.0.9 , alors:

5i(t) = a; + / £, 24(8): ) (3.9)

Si x;(.) converge uniformément vers xo(.) sur un intervalle [to, t*] alors de
(3.8) , on peut passer & la limite dans ’équation (3.9) et la fonction z¢(.) et
une solution du probléme (3.5) pour a = ag et ;1 = p, et donc la condition
H4) du lemme 3.0.5 est satisfaite pour la famille de solutions du probléme
(3.5) avec de différentes valeurs de a et u

Maintenant vérifions la condition H3) du lemme 3.0.5 :

Puisque les fonctions f(s, ao, 1) et I(s) sont integrables alors :

Ve > 0,36 > 0 tel que Vo, 5 € [to,t1] , |3 —a] < J on a:

B
/ I(s)ds
ou d est le diamétre du domain B
Pour certain p,(g) tel que p(p, 1y) < py(€) et Vt € [ty,t1] on a:

<= (3.10)

B
/a f(S,(lo,/,LO)dS @Z)(d}

<e

<€

/f(5>$;u>d$—/f(3>$;uo)d3
to to
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de cette relation et de (3.10) il s’ensuit que :

[ s

Soit z;(.) (i = 1,2,...) une suite de solutions du probléme (3.5) avec
a=a; — aget p=p — .
De I'équation (3.9) on a:

<3e avec p(u, py) < py(€) (3.11)

B8
£:(B) — 2i(a) = / £, 24(8); ) (3.12)

En vertu de (3.7) les integrales dans (3.11) pour pu = pu, et dans (3.12)
ne different pas de [(s)1(d) et donc en tenant compte (3.10) les integrales ne
différent pas de plus de ¢

Maintenant pour p(u, f1y) < p;(€) on a de (3.11) et (3.12) que:

|z (5) — zi(a)| < 4e (3.13)

Puisque p; — p , U'inégalité p(p, 1y) < py(€) peut etre fausse pour un
nombre fini de i et comme la fonction x;(.) est continue sur [to, 1] , 3 §; pour
ces valeurs de i tel que (3.13) est vraie pour tout «, 5 € [to, t1] , |3 — a] < 1

et pour | — al < ﬁm[in ]{5, 1} l'inégalité (3.13) est donc vraie pour tout i
a,B€(to,t1
et puisque ¢ est arbitraire , les solutions sont équicontinues et la condition

H3) du lemme 3.0.5 est satisfaite

les conditions H1) et H2) du lemme sont aussi satisfaites en vertu de H1" /
, H2"/ H3"/ et des résultas précédents et donc le théoréme est vrai en vertu
du corollaire précédent m



Chapitre 4

Les équations avec distributions

On traite ici des équations différentielles avec des distributions dans le sec-
ond membre , on va étudier les méthodes de réduction de ces équations qui
permettent de prouver l'existence et a étudier les propriétés des solutions .

Soit I’équation:

o' = f(t,x) + p(t) (4.1)

ou z € R", la fonction f satisfait les conditions de Carathéodory et la
fonction p(.) est une distribution non intégrable.

p(.) est supposée étre une dérivée d’une fonction intégrable ¢(.) bornée
sur chaque intervalle fini i.e.:

p(t) =q'(t) ou [q(t)] <7 (a<t<f) (4.2)

En particulier p(.) peut étre intégrable dans un autre sens et ¢(.) est dite
la primitive de p(.)
Dans ce cas on peut réduire I’équation (4.1) & une équation de Carathéodory

y' = [ty +q(t)) (4.3)

en posant x = y + q(?)

Une solution de I’équation (4.1) est une fonction de la forme x(t) = y(t)+
q(t) ou y() est une solution de I’équation (4.3) .Une telle fonction z(.) satisfait
I’équation (4.1).

Puisque I'équation (4.3) a une solution avec des données initiales de la
forme y(ty) = a , I'équation (4.1) a une solution pour des données initiales
sous la forme

z(to) — q(to) = a (4.4)
i/Si la fonction ¢ est continue au point ty alors la condition (4.4) est
équivalente a la condition initiale

x(to) =b ou b=a+q(ty) (4.5)

18
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ii/Si la fonction ¢ est discontinue au point t, , toutes les solutions de
I’équation (4.1) sont aussi discontinues au point ¢y et donc la condition (4.5)
n’aura plus de sens

iii/Si t_l)itgn_oq(t) =q(ty —0) ou lim ¢(t) = q(to + 0) alors la condition

t—to+0
(4.5) peut etre remplacée par la condition :

z(to—0) =a+q(to—0) ou z(ty+0)=a+q(to+0)

Dans d’autres cas on doit se contenter de fixer les données initiales sous
la forme (4.4)

En connaissant les propriétés des solutions des équations de Carathéodory
et en utilisant le changement de variables © = y + ¢(¢) , on obtient les
propriétés correspondantes aux solutions de I’équation (4.1)

Faisons une analyse plus détaillée des équations avec les distributions

On considére 1’équation suivante:

v = f(ta CL’) +p5(t> (46)

ou f(t,z) est une fonction donnée , et pour la fonction p.(t) on sait
seulement qu’elle est nulle a Péxterieur de intervalle [t; — e, + €] et sa
primitive est égale a v

Ces équations représentent les problémes de mouvement d’un corps en
présence de pousse et de frappe

Pour éxclure de I’étude les valeurs inconnues de la fonction p.(t) sur
lintervalle [t; —e,t; + €] il faut passer a la limite (¢ — 0) avec la valeur
de la primitive de p.(t) cerrespondante

a la limite , on obtient 1’équation :

' = f(t,z) +vd(t —t) (4.7)
ot J est la fonction delta qui est définie par §(t) = () ou:

n(t) =0 si t<0
1 si t>0

par conséquent , pour le changement de variables x = y + vn(t — to)
I'équation (4.7) est réduite a ’équation (4.3) avec q(t) = vn(t — to)

Les solutions de ’équation (4.3) sont absolument continues donc les so-
lutions de I’équation (4.7) sont des fonctions qui pour ¢ < t; et t > t; sont
absolument continues et elles satisfont 1’équation ' = f(t, ) presque partout
et pour ¢ = t; elles ont un saut z(t +0) — xz(t — 0) = v,
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de méme , aux point t; toutes les solutions de I’équation suivante:
o= f(tx)+ ) vid(t — 1) (4.8)
i=1

ont des sauts v; (i = 1,2,...) et dans l'intervalle entre ces sauts elles sont
absolument continues et elles satisfont ’équation 2’ = f(t, )

Le théoréme suivant justifie le passage de 1’équation (4.6) a I’équation
(4.7)

Théoréme 4.0.10 Dans un domaine fermé borné D , on considére les équa-
tions

.%';C = f(lf,l’k) —l—pk(t) (k =1,2, ) (49)

ot la fonction f satisfait les conditions de Carathéodory et pi(t) =
q,(t),tel que:

lge(t)] < my (k=1,2,...) , q(t) — q(t) (4.10)

Alors chaque fonction x(.) qui est la limite d’une certaine suite de so-
lutions x(.) de léquation (4.9) est une solution de l’équation (4.1) avec

p(t) = q'(1).

Preuve : On passe de I'équation (4.1) & I’équation (4.3) et en utilisant
le changement de variables ), = yx + qx(t) on passe de I'équation (4.9) a
I’équation
y;&: = f(tu Yk, Qk<t)> k=12, .. (4'11)
Pour ces équations , la condition de Carathéodory 2/ est vérifiée en vertu
du lemme 2.1.11 et la condition 3/ est vérifiée aussi avec une seule et méme
fonction m(t) pour tout k
pour presque tout ¢ la fonction f(¢,x) est continue en x et en prenant
compte (4.10) et en passant a la limite (k — +00) dans ’équation integrale
équivalente a 1’équation (4.11) , on trouve que la fonction y(t) = kh_)rgo Yr(t)

satisfait cette équation integrale mais avec la fonction ¢(t) plutot que la
fonction ¢(t) et donc y(t) est une solution de I'équation (4.3) d’ou z(t) =
y(t) + q(t) est une solution de I’équation (4.1). =



Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail , on a présenté des résultats d’existence et d’unicité des
solutions des problémes de Cauchy au sens de Carathéodory , la dépendance
par rapport a la condition initiale et a un paramétre p est aussi étudiée.

Le cas des équations avec déstributions est ensuite considéré.
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