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Notations

Q: ouvert de R"™.
uy - la dérivée de la variable u par rapport a t.

LP(2) = {u mesurable sur € et /|u]pd:v < 00, 1 <p< oo}
0

L>*(92) = {u mesurable sur 2 et il existe C' tel que |u| < C p.p sur Q}.
H = I((a,1))
H?' : Tespace de sobolev muni de la norme

b
i =l + s P

Co(€Q): lespace des fonctions continues a support compact dans €2.
Ck(Q) : lespace des fonctions k fois contintiment différentiables sur €
pour tout k entier avec k > 0.
00 _ k
C>®(Q) = kr;OC’ ().
CEo(Q2) = C=(9) N Co(9).
Cp(€2) 'espace des fonctions continues et uniformément bornées sur €.



Introduction générale

L’étude des équations aux dérivées partielles se trouve a l'interface de
nombreux problémes scientifiques. En effet, la plupart des phénomeénes de la
physique ou des sciences de I'ingénieur sont non linéaires et une modélisation
par des équations linéaires.

Dans ce mémoire on s’intéresse a la construction des solution pour les
problémes aux limites de type hyperbolique non linéaire en utilisant la méth-
ode des sous-solutions et sur-solutions et la méthode itérative pour constru-
ire les solutions. Cette méthode a été introduite par Picard en 1890 pour
les équations aux dérivées partielles et en 1893 pour les équations différen-
tielles ordinaires, c’est le point de départ d’utilisation de la méthode des
sous-solutions et des sur-solutions et les technique itératives.

Ce travail est constitué de deux chapitres:

Dans le premier chapitre, 'objectif est la construction de la solution en
utilisant la méthode des sous-solutions et sur-solutions et la technique itéra-
tive et la méthode des caractéristique pour le probléme initial hyperbolique
suivant

b
avecgo(u)(t):/u(t,x)dx,F:[0,T]><[a,b]><R><R—>R,g:]R2—>R

et 7 : R? — R sont des fonctions.

Ce type de probléme intervient en dynamique de populations, par ex-
emple, dans le cas ou F(t,z,u, p(u(t)) = —m(t,z,o(u)(t))u, qui décrit la
dynamique de populations structurées en age ou les individus sont en com-
pétion pour la méme ressource. Dans ce cas u désigne la densité de population
a l'instant ¢ ayant d’age x, g est le taux de croissance a 'instant ¢, 7 est le
taux de reproduction et m est le taux de mortalité.

Le second chapitre est consacré a la construction de l'unique solution
en utilisant la méthode des sous-solutions et sur-solutions et la technique
itérative du probléme initial suivant

us + (g(t, 2)u), :bF(t, z,u, p(u)(t), dans Dr,
g(t,a)u(t,a) = / n(t, z)u(t, x)dz, sur (0,7),

u(0, ) = ug(x), dans [a, b],



b
avec Dy = (0,T) x (a,b) pour T" > 0, et p(u)(t) = / u(t, z)dx.
Dans ce chapitre on montre que la définition de la sous et sur solution et

la construction des solution dépend de la monotonie de F|, qui représente la
dérivée partielle de F' par rapport a .



Chapitre 1

1.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la construction de la solution du probléme initial
hyperbolique suivant

u+ (g(x)u)e = F(t,2,u, p(u)(t)), 0 <t <T,0 <z <b,

gla)u(t,a) = / n(x)u(t,z)de, 0 <t < T, (1.1)

oﬁgo(u)(t):/u(t,x)dx,F:[O,T]X[a,b]XRXR—MR,g:]RHR, et

n: R — R sont des fonctions données.

Dans ce chapitre on construit I'unique solution du probléme (1.1) en util-
isant la méthode des sous-solutions et sur-solutions combinée avec la méthode
des approximations successives.

Ce chapitre est divisé en quatre parties. Dans la premiére partie on
présente quelques outils nécessaires pour la suite. Dans la deuxiéme par-
tie, on présente un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme (1.1)
et on construit deux suites monotones qui convergent vers I'unique solution
du probléme (1.1). Dans la troisiéme partie, on présente un schéma prati-
cable pour avoir une solution explicite du probléme (1.1) et finalement dans
la derniére partie on donne un exemple d’application. Les résultats de ce
chapitre se trouvent dans [2, 4, 8].



1.2 Préliminaires

Définition 1.2.1 [8] Soient (X, ||.||) un espace de Banach et {S(t),t > 0}
une famille d’opérateurs linéaires et continus de X wvers X. On appelle un
semi-groupe continu sur X lorsque les conditions suivantes sont réalisées

i)5(0) = Ia,

1) S(t1 + ta) = S(t1)S(te), pour tout t; > 0 et pour tout ty > 0.

Si de plus

%iné |S(t)x — z|| = 0, pour tout = € X,

alors {S(t),t > 0} est un semi-groupe fortement continu ou bien on
Uappelle Cy semi-groupe.

Définition [8]1.2.2 Soit {S(t),t > 0} un semi-groupe fortement continu
sur X. On appelle un générateur infinitésimal du semi-groupe 'opérateur
non borné (A, D(A)) défini par

1
D(A) ={z € X, 1111012(5(t)$ — x) eziste dans X },
et 1
Az = PT%;(S@)Q? — ), pour tout x € X.

Proposition 1.2.1 [8] Soit {S(t),t > 0} un Cy semi-groupe, alors il existe
w >0, M >1 telles que

1S(t)]| < Me™, pour tout t > 0.

Théoréme 1.2.1 [8] Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe {S(t),t > 0} fortement continu sur X.
Alors pour tout ug € D(A) le systéme

u'(t) = Au(t), pour tout t > 0,
u(0) = wy,

a une unique solution u € C*([0, 00[; X) N C([0, +oo[; D(A)) donnée par

u(t) = S(t)uo.

Théoréme 1.2.2 [8] Soit T >0, ug € X et f est une application de [0, T
a valeur dans X.
On considére le probléme suivant

{ u'(t) = Au(t) + f(t), dans (0,7,

u(0) = wp. (1.2)



Si f e LP(0,T;X) avec 1 < p < +00, alors l’équation (1.2) admet une
solution unique dans LP(0,T; X) donnée par

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t — s)f(s)ds, pour tout t € [0,T].

Théoréme 1.2.3 [7] Considérons le probléme suivant

{ u'(t) = Au(t) + f(t,u), t > to,
u(0) = wo.

avec A un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {S(t),t > 0} dans
X et f:0,T] x X — X une fonction continue sur [to,T] et uniformémnt
lipschitzienne dans X, alors pour tout uy € X notre probléme admet une
unique solution u € C([ty, T]; X).

Lemme 1.2.1 (Gronwall ) Soit ¥ et Y [a,b] — R, deuz fonctions
vérifiant

de >0, Vt € [a,b], Y(t) <c+ /t\If(s)Y(s)ds,

alors

Vt € [a,b], Y(t) < cexp(/ U(s)ds).

Théoréme 1.2.4 ( convergence dominée) Soit (f,)n>0 une suite de fonc-
tions complexes mesurables sur X. On suppose que:

1. (fn)n>0 converge presque partout vers une limite f(z).

2. Tl existe g € L(u) telle que, pour tout n € N on ait : | f,(z)| < |g(z)]
presque partout en x.

Alors f € LY(1) et la suite (f,)n>0 converge vers f dans cet espace

U
X n—oo



1.3 Reésultats principaux

1.3.1 Existence, unicité et construction de la solution

On considére le probléme initial hyperbolique suivant
g+ (g(x)u), = F(t,z,u, 0(u)(t), 0 <t <T,0 <z <b,
gla)u(t,a) = /bn(x)u(t,x)dx, 0<t<T, (1.1)
u(0,x) = uo(x)cz a<z<h.

On met les hypotheéses suivantes sur les fonctions g, 1, F), ug
(H1) g€ C*([a,b]), g > 0 dans [a,b) et g(b) = 0.
(H2) n e C([a,b]) et n > 0 dans [a, b].
(H3) up € H((a,b)) et hm (guo)(xz) = 0 et u satisfait la condition de

<
compatibilité

b
g(a)ug(a) :/ n(x)ug(z)dz.

(H4) Soit F(t,u) = F(t,.,u,(u)(t)), alors F(t,u) : [0,T] x H((a,b)) —
H((a,b)) est continiment différentiable.

(H5) F € C'Y([0,T] x [a,b] x R x R) et F, <0.

Par suite on introduit 'opérateur A : Dom A C H — H, défini par
AV = — 2 (g¥) avec

b
DomA={VeH/g¥ecH, lirbn(g\Il)(a) = / n(x)¥(z)dz}.
$z> a
Le probléme (1.1) peut s’écrire sous la forme suivante

{ %u — Au+ F(t,u), (1.3)

u(0) = wy,

On montre que A est un est un générateur infinitésimal d’'un Cy semi-
groupe S(t) sur H ([7]).

On a le résultat suivant

Théoréme 1.3.1 Supposons vérifiées les hypothéses (H1) a (H4), alors
le probléme (1.1) posséde une unique solution pour 0 <t <T.
Preuve : Comme A est un générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
S(t) sur H et F(t,u) est une fonction continiment différentiable dans [0, 7] x
H — H, alors d’apres le théoréme 1.2.3 notre probléme admet une unique
solution dans H. m



On pose Dy = (0,T") x (a,b) . Maintenant, on donne les définitions de la
solution, la sous-solution et la sur-solution du probléme (1.1).

Définition 1.3.1 On entend par solution du probléme (1.1) toute fonc-
tion u vérifiant

i) uwe C(Dr),

i1) u(0,z) = ug(x), o
iii) Pour tout t € (0,T) et £ € CY(Dr) avec &(t,z) >0, on a

/abu(t,x)f(t,x)dx - /b (0,2)¢(0, dx+/ (7, a) /b (z)u(r, z)drdr
// u(T, 2)[6, (7, x) + g(2)&, (7, x)|dedr
+/0 /a (7, 2)F (7,2, u, p(u)(7))dzdr.

Définition 1.3.2 On entend par une paire de sous-solution et sur-solution
du probléme (1.1) tout couple (v,w) vérifiant

i) v,w e C(Dr),

ii) v(0,z) < wup(zr) < w(0,x),

i) Pour tout t € (0,T) et £ € CY(Dr) avec £(t,x) >0, on a

/abv(t,a:)ﬁ(t,x)dx < /b (0,2)£(0, > dx+/ £(7,a) /bn(x)v(r,x)dxdT
/ / 7, 2)[E.(T, ) 4+ g(x)E, (7, x)|dxdT
+/o / (7, 2) (7,2, 0, p(w)(7))dxdr,

et
[ wsaeare > [voneonis / c(r.a) [ eyt i
// w(r, z)[§(7, ) + g(2)€, (7, x)]ddr
+/0 / E(r,2)F (7,2, w, (0) (7)) dadr.

On a le résultat suivant:

Théoréme 1.3.2 (Principe de comparaison) Supposons que les hy-
pothéses (H1), (H2) et (H5) sont satisfaites. Soient (v,w) une paire de
sous-solution et sur-solution du probléme (1.1), alors w > v dans Dr.
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Preuve : Pourt € [0,7] et x € [a,b], on pose par définition
w(t,z) =v(t,z) —w(t,x),
Pour t =0, on a
w(0,z) =v(0,2) —w(0,z) <0 dans [a, b].

Maintenant soit & un élément quelconque de C'(Dy) avec £(¢,z) > 0 pour
tout t € (0,7), on a

[ wtngeaw = [ [
< /b (0, 2)(0, 2 d:z:+/ £(r,a) /bn(x)v(r,m)dxdT
// 7 2)[E,(7, 7) + g(@)€, (, 7)) dudr
//gm (r, 2,0, pl(w) (7)) drdr
w(0, 2)E(0, 2 d:c—/ £(r,a) /b (2)w(r, z)dwdr

(1,2) + g(x)&, (7, z)|dxdr

IN

T, 2)F (7, 2, w, p(v)(7))dxdr
/ w(0,2)£(0,x d:L’—i—/ &(r,a / n(x)w(r, z)dxdr

(1,2) 4+ g(x)&, (7, z)|dxdr

-
L
//f
“f
3

[
* 0 /a §(r,2)Fu(T, 2,01, 0(0)(7))w(T, x)dzdr

_/Ot /abﬁ(T,x)Fw(T,x,w,Hg(t))/abw(T,y)dydxdT,

avec w < 01 < v et p(w)(t) < Oy(t) < p(v)(t). o
Maintenant si on pose £(t,2) = e*((t,x) avec ¢ € C*(Dr) et on choisit
A >0, tel que A+ F, > 0 dans D7, alors on a

gy / Wt 2)C(t )z < A(1), (1.4)
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avec

Alt) = / " (0.2 (0, 2)dr + /0 " a) / ’ (@ )io(r. 2)dadr

// (7,2) + g(x)C, (7, x)]dxdr

—l—/o /a (T, )N+ Fu(r, 2,01, 0(0)(7))]w(T, z)dvdT

t b b
- / / e C(r, 2)F (1, 2,w, 05(7)) / w(T,y)dydzdr.
0 Ja a

Considérons maintenant le probléme suivant :

(,+9(,=0,0<7<ta<z<b,
((r,0)=0, 0<T<t,
((t,z) =x(x), a <z <),

ot x € C5°((a, b)), avec 0 < xy < 1.
Alors, pour voir lexistence de ¢ dans C'(Dr), on pose le changement
s =t — 7 , donc le probleme ci-dessus peut s’écrire sous la forme suivante

(,—9¢,=0,0<s<t,a<z<b,
<(87b>2070<8<t,
(0,z) =x(x),a <z <b,

On remarque que 0 < ¢ <1 dans Dr.
On remplace dans (1.4), ce qui donne

b b t b
/ w(t,z)x(t, z)dx §/ w*((),x)dx—i—ml/ / wt (7, z)dzdr,
a a 0 Ja

avec mp = Irll%x[n(x) + A+ EFu(t, 2,01, 0(u)(t) + (a — b)F(t, x,u, 02(1))].

Comme par hypothese w(0,z) < 0, alors

b t b
/ w(t, z)x(t, z)dz < ml/ / wh(r, z)dzdr.
a 0 Ja

Si on choisit y comme suit

{ 1, siw(t,z) >0,
X:

0, ailleurs.
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Alors il résulte que

b t b
/ w(t,r)Tdr < ml/ / w(T, z) dxdr.
a 0 Ja

D’apres l'inégalité de Gronwall, on obtient

b
/ w(t,r)Tdr =0,

c'est-a-dire w(t,z) < 0. =

1.3.2 La convergence des suites auxiliaires monotones

On commence par la construction des suites monotones des sous-solutions et

sur-solutions. Pour cela, on suppose que g et 3, sont la sous-solution et la

sur-solution du probléme (1.1) respectivement et sont continiiment différen-

tiables en t .D’apres I'hypotheése (H5), il existe une constante réelle positive

M telle que F,(t,z,01,0(u)(t)) + M >0, pour tout (t,z) € Dy .
Considérons les deux suites (o )ken, (85 )ken définies par

Qg = 0,

(ak)t + (g(x)&k)xb: F(t,l', A—1, So(ﬁk—l» - M( Qp — ak*1)7 dans DT7 ke N*7

gla)ag(t,a) = / n(x)a(t, z)dz, sur (0,7),

ag(0,2) = uo(x)(j dans [a,b] ,

(1.5)
et
By = w,
(Be)e + <g<x)6k)fﬂb: F(t,x, By, p(ar-1)) — M(By — By_1), dans Dr, k € N¥,
o@)5y(t.0) = [ (@)3i(t 2o, sur (0.7),
B(0,2) = ug(x), dans [a, b] .
(1.6)

Comme aget 3, sont contintiment différentiables en ¢, alors d’aprées le théoréeme
(1.3.1) les deux suites (ay)ren €t (81 )ren sont bien définies.

On a le résultat suivant

Théoréme 1.3.4 Supposons vérifiées les hypothéses (H1) a (H5). Soit
(v, By) une paire de sous-solution et de sur-solution du probléme (1.1) et
sont continiment différentiable en t, alors il existe deux suites monotones

(ak)ken €t (Br)ren qui convergent uniformément vers l'unique solution u du
probléme (1.1) dans [0,T].
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Preuve : La preuve se fait en deux étapes.
1°* étape: Pour tout £ € N, on montre que

g <oy < <o < B << By < By dans Dy.

Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour £ = 0, montrons que ag < «y dans Dr.
On pose par définition

w(t,z) = ap(t,z) — ay(t,z), pour t € [0,T] et x € [a,b].
Pour t =0, on a
w(0,2) = ap(0,2) — a1 (0, z) < up(x) — up(x) = 0.

Par suite
w(0,z) <0, pour tout = € [a,b)].

D’autre part on a
/abw(t,x)ﬁ(t,x)d:c < /b (0,2)€(0,x d:c+/ £(7,a) /bn(x)w(T’x)dxdT
// 7, 2)[§ (T, 2) + ()€, (7, )| dwdr

M /O / £(r, 2)w(r, z)dadr.

En utilisant une preuve similaire & celle du théoréme (1.3.2), on obtient
w(t,z) <0, dans Dry.

C’est-a-dire o
ap(t,z) < ay(t,z), dans Dr.

En utilisant une preuve similaire, on montre que 5, < 8, a1 < By, et g < 34
dans Dr.

Maintenant on montre que a;et 3, est une paire de sous-solution et sur-
solution du probléme (1.1).

D’aprés 'hypothése (H5) et comme ap < o < f3,, , alors le second mem-
bre de I’équation (1.5) satisfait a

F(tvxvaovgp(ﬁ())) - M( a1 — aO)
= _[Fu(t?xve(J?QO(BO)) + M]( a1 — aO) + F(tvl”alﬂp(ﬁo)) S F(tﬂx7a1790(51))a
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ol g < by < fy.
De méme d’aprés ’hypothese (H5) et comme oy < §; < f3,, le second
membre de 'équation (1.6) satisfait a

F(tvxvﬁ()vgo(a())) - M( 61 - 60)

= [Fu(t7$’91790(a0)) + M]( 60 - ﬁl) + F(t,$,61,90<040)) > F(t’xaﬁh@(al))a

ou Q) S 91 S 50.

Alors il résulte que ajet [, est une paire de sous-solution et sur-solution
du probléme (1.1) et par suite d’aprés le principe de comparaison, on trouve
o < 61-

Supposons pour k entier naturel fixé, on a

a1 < ap < B < B,

et en utilisant une preuve similaire a celle qui a été donnée précédemment
on montre que

ap < g1 < By < By

En conclusion, il résulte que
pour tout £ € N, on a

ap<a; <. <ap< By < ... < By < By dans Dr.

2¢me étape: Les deux suites de fonctions (ag)ren €t (5 )ken convergent uni-
formément vers I'unique solution du probléme (1.1).

On note par ag(t) = ax(t,.), 8,(t) = Bi(t,.) et u(t) = u(t,.).

D’apres la premiére étape la suite (g )ren est croissante et majorée et la
suite (f3),)ken est décroissante et minorée, donc elles convergent ponctuelle-
ment.

D’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

T

lim [ (a(r) = ax-a(7)|| + [|Bi(7) = Br_a(7)])dr = 0. (1.7)

k—oo 0

Maintenant on montre que les deux suites (a)ren €t (Bx)keny convergent
uniformément vers 1'unique solution du probléme (1.1).
D’apres (1.3), on a

u(t) = S(t)uo +/0 S(t—71)F(r,u(r))dr, (1.8)

avec S(t) est un Cj -semi-groupe.
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De méme on a

ax(t) = S(t)uO+/0 SE=m)F (7,2, ap—1, (B-1) (1)) = M ((ax(7) =1 (7))ldT,

(1.9)
et

t
Br(t) = S(t)UOJr/ S(t=)[F (7,2, By, o(ar-1)(1)) =M ((B1(7) =By (7))ldT.
0
(1.10)
Comme S(t) est un Cj -semi-groupe, alors il existe deux constantes réelles
positives My et a telles que ||S(t)|| < Mpe™ et comme F est continue alors
d’apres (1.8) et (1.9), il résulte que

[l (t) = u(®)]] < /0 1St = T)F (7,2, a1, 9(B1)(7)) = F(7, 2, 81, 9(Br—1) (7)) |]d7
+/0 1St = T)F (7, B (7)) = F (7, ul(r))]lldr

+/0 |1S(t — )M [ (1) — a1 (7)]||dT

IN

¢ t
Moet [, lous(r) = wl)llar +2oe [ A1y () = u(r)ar

¢
+Moe“t/ M ||an(T) — agp_1(7)||dT
0

IN

M0M36T/0 e () = w(m)|] + (184 (7) — u(7)l[]dr
+M0M46T/0 [llar(r) — cxa (D] + [[81(7) = By—1 (T)]]]d,

avec My = %upF(t7xaak—17§0(6k—1)(t))7 My = SDUP F<taxaﬂk—l7(p(6k—l)(t))7

M3:M1+Met M4:M1+M2.
De méme, d’apres (1.8) et (1.10), on a

16, (8) —uw@I| < M0M56T/0[Ilak(T)—U(T)||+|I5k(7>—U(T)IHdT

-M%waAnmaa—ammﬂWHWAﬂ—ﬁkxﬂmm.

avec My et Mg deux constantes..
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Par suite il résulte que
o (t) — w()]| + |18, (t) —u@®)]] < M7/0 e (T) = u(T)[] + [[Bx(7) — u(7)]]dr
+M8/O e (T) = w1 (T)[] + [[Bx(7) = Br—a (T)]]]dT.

En utilisant le lemme de Gronwall et on déduit que

ek (t) — w(@) || +[| By (T) —u(T)|| < MS@M?T/O (e (7) =1 (D[[+]|84 (T) = Br—r (T) |}

Par passage a la limite et d’apres (1.7), il résulte que
Jim flau() — u(t)] =0,

et
Tim |13, (8) = u(t)]| = 0.

C’est-a-dire les deux suites de fonctions convergent uniformément vers I'unique
solution du probléme (1.1). m

1.3.3 Un autre schéma de convergence

D’un point de vue numérique, les deux suites monotones qui sont introduite
dans la deuxiéme partie, ne peut étre calculé facilement en raison de la con-
dition initiale non locale. Ce pendant, ces deux suites peuvent étre modifié
pour avoir une représentation explicite de la solution. Alors on peut modifier
ces suites ol on conserve les propriétés de la monotonie et la convergence.

Pour cela, on suppose que (ag,3,) une paire de sous-solution et de sur-
solution du probléme (1.1).

Considérons maintenant les deux suites (é)ren, €t (51, )ren définies par

Qg = (O,

(1.11)
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et
B =Py ) o
(Bi)e +(9(2)Br)e = F(t 2, B, (@) (1) = M(By, = Byy) » dans D, k € N,
9(a)By(t,a) = [ n(x)By_(t,2)dz, 0 <t < T,
B,(0,z) = uo(:c)(j 0<z<hb.

(1.12)

On remarque que la seul défférence entre les deux suites qu’on a défini avant
et les suites (g )gen, et ( G & Jken c'est le premier condition initial qui ne dépend
que des ay_1 et Bk,l, donc les conditions au bord sont toujours calculables.
On peut résoudre ce schéma par la méthode des caractéristiques qui
permet de réduire une équation différentielle partielle en une équation dif-
férentielle ordinaire. Elle consiste a chercher des courbes du plan (¢,x)
paramétrées par le temps t — X (), le long desquelles les solutions classiques.
Alors pour commencer, calculons la dérivée de a(z(s),t(s)) par rapport a s.

d , _ 0 _ d 0 . dt
75 (aa(s), () = 5-a(a(s), ts)) -a(s) + Z.a(a(s), s)) o

Par identification on a

{ %t(s) =1,
=r(s) =g

Maintenant, on définit une courbe caractéristique de (1.11) passant par
le point (¢, x) notéé (C;,) comme suit

(Crz) =15, X(s;t,2),s € R}

On cherche une courbe caractéristique avec la variable ¢, la courbe carac-
téristique passant par le point (¢, %) est (¢, X (¢;¢,2)), avec X satisfait:

{ X (t:1,2) = g(X (11, 2)),

D’apres 'hypotheése (H1), existence et 'unicité des X (¢;t, z) sont assurées
par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, donc X est une fonction strictement
croissante et son inverse I'(z; 7, #) existe et unique (I’hypothése (H1)).
On défini le graphe G(x) = I'(x;0,a) et (G(z),z) représente la courbe
caractéristique passant par le point (0, a) et le plan sera divisé en deux parties.
Par suite, pour tout point (¢, x), la fonction &y (t, z) satisfait a
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a(t,z) = uU(X(O;t,a:))B(t;O)—l—/O B(t;T)[F(T,X(T;t,x),&k,l(T,X(T;t,a:),@(Bk,l)(T))
+May_1(r, X (7;t,x))]dr,

pour t < G(x)
et
t

ag(t,z) = R(F(a;t,x))B(t;F(a;t,x))+/ B(t;T)[F(T,X(T,t,m),dk_l(T,X(T,t,x),go(Bk_

I'(ast,z)
+May (7, X (7,t,x))]dr,

pour t > G(x)
ou

B(t;7) = exp(—M(t — 7) / 00(X (53 ,2))ds,
et

b
R(t) = g_l(a)/ n(x)ag—1(t, x)dx.

De méme on peut trouver une représentation explicite pour Ek

Maintenant on a le résultat suivant

Théoréme 1.3.5 Supposons que les hypothéses du théoréme (1.3.4) sont
satisfaites. Alors les deux suites monotones (G )pen €t (B )wen qui conver-
gent uniformément vers l'unique solution u dans [0,T].
Preuve : Comme les deux suites de fonctions (o )ren €t (B))ren sont
convergent uniformément vers l'unique solution du probléme (1.1), alors pour
démontrer la convergence uniforme des(d)ren €t (B )ken il suffit de montrer
I'inégalité suivante:

ap<a; Cap<ay<as... <o < a1 < app

< B S Bipr < Br < ... < By < By < By < By < By

Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour k£ = 0, montrons que oy < &7 dans Dry.
On pose par définition

w(t,z) = ap(t,z) — ay(t,z), pour tout t € [0,T], = € [a,].
Pour t =0, on a

w(0,z) = ap(0,z) — &1(0,z) <0, pour tout = € [a,b].
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Par suite
w(0,z) <0, pour tout = € [a,b].

D’autre part on a
/abw(t,x)f(t,x)dx < /abw<0,.r)§(0,l’)dl’+—i—/ot/abw(Tal’)[fT(T,l’)+g(l’)§x(7'7:1;)]dxd7-
t b
_M/o /a E(r, x)w(T, x)dxdr.

En utilisant une preuve similaire & celle du théoréme (1.3.2), on obtient
w(t,x) <0, dans Dr,
c’est-a-dire o
ap(t,z) < ay(t,z), dans Dr.

Par un raisonnement similaire, on montre que B , < B, dans Dr.
Maintenant comme oy < a1 et 5; < 3, en utilisant un raisonnement
similaire on montre que &; < ay et #; < Bl dans Dy
Supposons pour k entier naturel fixé, on a

ap < Qg1 < gyt

et 5
Bri1 < Bry1 < By

En utilisant une preuve similaire a celle qui a été donnée précédemment, on
montre que
Q1 < Q1 < Qg

et R
Briz < Brya < 5k+1-

Comme oy, < 3, il résulte que
pour tout £ € N, on a

ap<ap <ap<ay<ap... <dag

IN
IN

ap < Qpy1 < Qg

< Brst < Bryr < Br < Br-.. < By < By < By < By < By, dans Dy
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1.4 Exemple d’application

Dans cette partie, on considére le probléme suivant

us + (g(z)u), = —e?@Oy(tz), 0 <t < 1,0< 2z <1,
0) = / Dultz)de, 0 <t <1, (1.15)
(O:E 3r+1,0<x <1,

oug(x)=1—x, n(x) = 2.

On remarque qu’il est facile de vérifier les conditions (H1) a (H5).

Maintenant on choisit ag(t,z) = 0, So(t,x)=4€’, ce choix satisfait la déf-
inition (1.3.2). Donc ag et [, une paire de sous-solution et sur-solution
du (1.15). Alors, notre probléme admet une unique solution u, telle que
0 <u(t,z) < 4e'.



Chapitre 2

2.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la construction de I'unique solution en utilisant la
méthode des sous-solutions et des sur-solutions et la technique itérative du
probléme initial suivant

ur + (g(t, x)u), :bF(t, z,u, p(u)(t), dans D,
g(t,a)u(t,a) = / n(t, z)u(t, z)dz, sur (0,7), (2.1)

u(0, ) = ug(x), dans [a, b],
b
ou Dy = (0,T) x (a,b) pour T'> 0, et p(u)(t) = / u(t, z)d.

Sur les fonctions g, n, F, ug on met les hypothésesasuivantes

(H1) g € CL(D7), et g > 0 dans [0,7T] X [a,b). De plus, si b < oo, alors
g(t,b) =0.

Autrement dit  lim g(t,z) =0, t € [0,T].

Tr—00

(H2) n € Cp(Dr) avec n > 0.
(H3) F € Cp(Dr x R x R).
(H4) up € Cg(a,b), avec ug > 0 et satisfait la condition de compatibilité

b
9(0,a)up(a) :/ n(0, x)ug(x)dx.

La définition de la sous-solution et la sur-solution et 'utilisation de la
méthode itérative dépend de la monotonie de F' par rapport a . Dans ce
travail on traite les cas suivants

F,>0, F, <0 et F, change de signe.

21
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Dans ce chapitre on considére aussi un modele d’application spécial pour
construire une sous-solution et une sur-solution dans un domaine non bornée.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [3, 4, 7].

2.2 Reésultats principaux

2.2.1 Le cas ou F,(t,z,u,p(u)) >0

Dans cette partie, on suppose que g et n deux fonctions dépend que de
b

z,b < o0, p(u)(t) = / u(t,y)dy, F, > 0et F,,+M > 0 pour toute constante

réelle positive M. Les résultats de cette partie se trouvent dans [3].

Maintenant on va donner les définitions de la solution, la sous-solution et
la sur-solution du probléme (2.1)

Définition 2.2.1 On entend par solution du probléme (2.1), toute fonc-
tion u vérifiant

’l) u € C(DT),

i1) u(0,z) = uo(z) dans [a,b],

iii) Pour tout t € (0,T) et £ € C*(Dr) avec £(t,x) >0, on a

/abu(t,x)f(t,x)dx = /b (0, 2)€(0, xdm—i—/ ¢(r,a) /b (o)l 2)dadr
// u(r, 2)[6,(7, ) + g(2)&, (7, 2)]dzdr
+/[) /a E(r,2)F (7,2, u, p(u)(7))dzdr

Définition 2.2.2 On entend par sous-solution du probléme (2.1), toute
fonction v vérifiant

i) veC(Dr),

i1) v(0,2) < up(z) dans [a,b],

iii) Pour tout t € (0,T) et £ € CY(Dr) avec £(t,z) >0, on a

/abv(t,x)f(t,x)d:c < /b (0,2)£(0, % dx+/ &(r,a) /bU(SU)U(T,:c)dxdT
// 7, 2)[ (7, ) + g(2)&, (7, 7)|dadr
+/0 /a §(r, ) F (7, 2,0, 0(v)(7))dxdr
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Définition 2.2.3 On entend par sur-solution du probléme (2.1), toute
fonction w vérifiant

i) we C(Dr),

i1) w(0,z) > up(x) dans [a,b],

iii) Pour tout t € (0,T) et £ € CY(Dr) avec &(t,x) >0, on a

/abw<t7$)§(t,$)dx - /b (0.2)e0. = d$+/ §(r,a) /bﬁ(x)w(T,x)dxdr
/ / w(T, 2)[€, (T, 2) + g(2)&, (7, z)|dxdT
+/0 /a §(r,2)F(1, 2w, o(w)(7))dxdT

On a le résultat suivant

Théoréme 2.2.1 Soient v et w une sous-solution et une sur-solution du
probléeme (2.1) respectivement, alors v et w sont comparables, c’est —a-dire
w > v dans Dr.
Preuve : La preuve est similaire & celle du théoréme 1.3.2. =

Maintenant on va construire deux suites monotones. Pour cela on sup-
pose que ag et 5, sont la sous-solution et la sur-solution du probléme (2.1)
respectivement.

Considérons les deux suites (ay)ren et (5 )ren définies par

Qo =0,
(o) + (g(x)a k) = F(t x, a1, p(ag_1)) — M (o, — ag—1), dans Dp, k € N*,

g(a)ag(t,a) = f y)ay(t, y)dy, sur(0,T),
a(0, ) = ug(x), dans [a, b],

et

By = w,

(Br)e + (9(z)B ) = F(t T, Br_1,9(Br_1)) — M(B), — Bj_1), dans Dr, k € N*,
g9(a)B(t,a) = f Y)Bi(t, y)dy, sur (0,7T),
Bi(0,7) = ug(x), dans [a,b] .

Les deux suites (ag)ken et (5))ken sont bien définies.

On a le résultat suivant

Théoréme 2.2.2 Soient v et w une sous-solution et une sur-solution
du probléme (2.1) respectivement, qui sont continiment différentiables en
t. Alors les deux suites (o )ren et (Bi)ren convergent uniformément vers
Punique solution u pour t € [0,T7].
Preuve : La preuve est similaire a celle du théoréme 1.3.5. m
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2.2.2 Le cas ou F,(t,z,u,p(u)) <0
Dans cette partie, on suppose que F'(t,x,u,o(u)) = —m(t,z, p)u, b < oo,
b

o(u)(t) = / u(t,y)dy et my, > 0.

On introduit dans ce qui suite les définitions de la solution, la sous-
solution et la sur-solution.

Définition 2.2.4 On entend par solution du probléme (2.1) toute fonc-
tion u vérifiant

i) uwe L>®(Dr),
1) u(0,z) = up(z) dans [a,b], o
iit) Pour tout t € (0,T) et £ € CY(Dr) avec &(t,z) >0, on a
/ u(t, z)&(t,x)dr = / u(0,2)£(0,x dac—i—/ &(rya / n(T, x)u(r, z)dxdr
/ / u(r, 2)[€ (T, 2) + g(7,2)&, (T, x)|dedr
—/0 / E(r,x)ym(r, z, o(u)(7))u(r, x)dzdr.

Définition 2.2.5 On entend par une paire de sous-solution et sur-
solution du probléeme (2.1) tout couple (v, w) vérifiant

i) v,w € L®(Dr),

i1) v(0,2) < wup(z) < w(0,z) dans [a,b],

iii) Pour tout t € (0,T) et £ € CY(Dr) avec &(t,x) > 0,0n a

/a bv(t,az)f(t,x)d:c < / ’ (0, 2)E(0, ) dz + / £(r,a / bn(T 2Y(r, z)dzdr
/ / )€ (r2) + g(7, 2)E, (7 ) dadr
- / / (r,2)m(r, 2, p(w)(r))o(r, 2)dudr,
.
/ wlt, e D) > / (0, 2)6(0,2)ds + / o) [ i, 2yulr, o)dedr
/ / (7, 0)[E. (7, 2) + g(7, 2)E, (7, )] dadr
- / / (r,2)m(r, 2, p(o) (1) w(r, 2)ddr.
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On a le résultat suivant

Théoréme 2.2.3 (Principe de comparaison) Soit (v,w) une paire
de sous-solution et sur-solution du probléme (2.1) avec v > 0 et w > 0, alors
v et w sont comparables, ¢’est-a-dire w > v dans Dr.
Preuve : On pose par définition

w(t,z) =v(t,x) —w(t,x), t €[0,T] et x € |a, b
Pour t =0, on a
w(0,z) =v(0,2) —w(0,z) <0, x € [a,b]

D’autre part, soit & un elément quelconque de C'(Dr) avec £(t,x) > 0,
pour tout t € (0,7), on a

b b b
/w(t,x)f(t,x)dx = /v(t,x)g(t,a:)c&—/ w(t, x)&(t, x)dx

< /b (0, 2)€(0, 2 d:c+/ £(r.0) /677(7 )o(r2)dadr
/ / 7 2)[E,(7,2) + g(r, 2)E (7, 2)|dadr
- / / £(r,2)m(r, 2, o(w)(7)o(r, o)dadr
/ / £(r,2)m(r, 2, o(0) (1)) (r, @)dedr
< / (0, 2)E(0, 2 dx+/ £(r, ) /bw D)7, 2)dadr

/ / (r, @), (7, ) + g(r, )€, (v, 2)|dwdr
- /0 / £, 2ym(r, o, o(v) (7)) (7, @)dudr
+ /0 t / " (s )m(ry 2,007 (r, ) / "oy y)dydadr,
avec (v)(t) < 0(t) < p(w)(t).

Maintenant si on pose £(t,x) = e”% x), avec ( € CY(Dr) et on choisit
A >0 tel que A —m(7,z,¢) > 0 dans Dr, alors on a

gy / Wt 2)C(t )z < A(t), (2.2)
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Alt) = / (0, 2)C(0, 2)dr 1 /Otehc(m) /abn(Tax)w(T,x)dxdT
# [ [ vt e ) + otr ) o
! / / (T )\ = m(7, 3, 9(0) (7)) (7, ) dedr
*/Ot / (T @) (7, v w,0(7)) / ' wlr.y)dydadr.

Considérons maintenant le probléme suivant :

(,+9(,=0,0<7<ta<z<b,
((r,0)=0, 0<T<Ht,
((t,z) =x(x), a <z <D,

ot x € C5°((a,b)), avec 0 < y < 1.
Alors pour voir I'existence de ( dans Dr, on pose le changement de vari-
able s = t — 7, donc le probléme ci-dessus peut s’écrire sous la forme suivante

(,—9(,=0,0<s<t,a<z<b,
<(87b>2070<8<t,
¢(0,2) = x(z), a <2 <b.

On remarque que 0 < ¢ < 1 dans Dy
Maintenant on remplace dans (2.2), on obtient

b b t b
/ w(t,z)x(t, z)dx §/ w*((),x)dx—i—ml/ / wt (7, z)dzdr,
a a 0 Ja

avec my = max[n(t,xz) + A —m(t, z, p(v)(t)) + (b — a)my,(t, z,w,0(t))].
Dr
Comme par hypothese w(0,z) < 0, alors on obtient

b t b
/ w(t, z)x(t, z)dz < ml/ / wh(r, z)dzdr.
a 0 Ja
Si on choisit y comme suit

1, siw(t,z) >0,
X7 0 ailleurs.
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Alors, il résulte que

b t b
/ w(t,z)de < m/ / w(T, z)tdrdr.
a 0 Ja

D’aprés I'inégalité de Gronwall, on obtient

b
/ w(t,z)Tdx =0,

Ce qui entraine que w(t,r) < 0 dans Dr.

C’est-a-dire w > v ce qui achéve la démonstration. m

Par conséquent on a

Corollaire 2.2.1 Si u une solution du probléme (2.1) avec u > 0 et
o(u) € C([0,T]). Alors u est unique.
Preuve : Pour montrer 1'unicité, on suppose que le probléme (2.1) admet
deux solutions positives ou nulles u; et us et on suppose qu’il existe un ty €
[0, 7] tel que uy(ty) # ua(to).

Soit t est le premier point, alors on a

{ uy(t) = ug(t), pour 0 <t < ty,
ul(t0> % UQ(to).

Par continuité il existe une constante strictement positive § tel que u; (t) #
us(t), pour tout t € [tg, to + I

Alors, on a deux situations possibles

i) uy(t) > us(t), pour tout t € [tg,to + ],

i) uy(t) < ug(t), pour tout t € [to,to + I

1¢" cas: supposons que i) a lieu alors on a

o(u)(t) > p(uz)(t), pour t € [0, + 4],

et comme par hypothese m, > 0 alors il résulte que

_m<t7 €, 90<u1)(t)) < _m(t’ Z, 90(U2)(t))‘

En utilisant la définition de la solution, on obtient que u; et us, est une
paire de sous-solution et de sur-solution du probleme (2.1), et d’aprés le
théoreme (2.3.1), il en résulte que uy < up dans [0,ty + d[ ce qui est en une
contradiction avec i).

D’une fagon similaire on montre que si on a ii), on obtient une contradic-
tion. m
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Maintenant, on construit deux suites monotones des sous-solutions et des
sur-solutions. Pour cela, soit (ap, [,) une paire de sous-solution et de sur-
solution du probléme (2.1) avec ag > 0 et 5, > 0.

On considére les deux suites (ag)ren €t (8))ren définies par

( Qg = U,
(ag)e + (g(t, z)ag)e = —m(t, z, o(Bs_1) ), dans Dy, k € N*|
b (2.2)
gt a)an(tia) = [ n(t s (t)dy, sur (0.7),
| ax(0,2) = up(x), dans la,b],
et
( ﬁ() - w7
(ﬁk)t + <g<t’ x)ﬁk)z - _m(tv z,, ¢(ak—1))6kadans DT: k S N*7
b (2.3)
o(ta)5y(t.0) = [ n(t.9)5i (b )y, sur (0.7),
| B340, 2) = up(z), dans [a,b].

Les deux suites (ag)ken et (5))ren sont bien définies.

On a le résultat suivant

Théoréme 2.2.4 Si (,5,) est une paire de sous-solution et de sur-
solution du probléeme (2.1) avec ag > 0 et By > 0. Alors les suites (o )ren €t
(Bi)ken convergent uniformément vers l'unique solution u du probléme (2.1)
dans Dr.
Preuve : La preuve de ce résultat se fait en deux étapes.

1" étape: On montre la monotonie des deux suites (o )ren €t (5 )ken €t
que pour tous k € N, on a a;, < 3, dans Dr.

Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.

Pour k£ = 0, montrons que ag < «o; dans Dy

On pose par définition

w(t,x) = ag(t,z) — ay(t,z), dans Dr,

Pour t =0, on a
CL)(O,,I) = 040(07.73) - a1<0,£(7) S 07

d’autre part on a

/abw(t,x)f(t,x)dx < /b (0,2)€(0, dx—l—/ £(r.a) /bn(T e s
/ / (7, 2)[& (7, %) + g(7, 2)&, (7, x)]dwdr
_/0 /a (7, 2)m(7, x, o(B)(7))w(T, x)dzdr.
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En utilisant un raisonnement similaire & celui utilisé pour démontrer le théoréme
(1.3.2), on obtient o
w(t,z) <0, dans Dr,
c’est-a-dire que
O[g(t, I) S al(tw/r)'

En utilisant une preuve similaire, on montre que 3; < 3y, a1 < By, et ag < 5,4
dans Dr.

Maintenant on montre que (ay,3;) est une paire de sous-solution et de
sur-solution du probléme (2.1).

Comme m, > 0 et 5, < f3,, alors le second membre de ’équation (2.2)
satisfait a

_m(t7 xz, @(60))041 < _m(t’ xz, @(ﬁl))al'

De méme, comme m, > 0 et 3, < f,, alors le second membre de
l’équation (2.3) satisfait a

_m<t7 Z, @(ao))ﬁﬁ Z _m<t7 €, 90<a1))ﬁ1~

Donc il en résulte que (a4, ) est une paire de sous-solution et de sur-solution
du probléme (2.1) et d’aprés le principe de comparaison, on a «; < f3;.
Supposons pour k entier naturel fixé, on a

ap—1 < o < Bk_l < Bka

et en utilisant un raisonnement similaire a celui qui a été donné précédem-
ment on montre que

ar < a1 < By < By
En conclusion pour tout k£ € N, on obtient
w<a <. <ap<B,<...< B <P, dans Dr.
2¢meétape: D’abord, on va noter par ag(t) = ag(t,.) , 5,(t) = B.(t,.) et
u(t) = u(t,.).
Maintenant on va montrer que les deux suites (ay)ren €t (8 )ken conver-

gent uniforémement vers 'unique solution du probleme (2.1).
D’aprés (1.3), la solution s’écirit sous la forme suivante

u(t) = S(t)ug — /0 St —71)m(r,x, p(u)(7))u(r)dr, (2.4)

avec S(t) est un C semi-groupe.
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De méme on a

ax(t) = S(t)uo — /O St —7m)m(r,2,0(By_1)(7))ar(T)dT, (2.5)
et .
B.(t) = S(t)ug — /0 S(t = Pym(r. 2, olan ) (P)Bu(F)dr.  (2.6)

Comme S(t) est un Cy semi-groupe, alors il existe deux constante réelles
positives My et a telle que ||S(t)]] < Mye™ et comme F est une fonction
continue en ¢, et lipschitzienne en uet comme oy < u < 3, alors d’aprés (2.4)
et (2.5), alors on obtient

low(®) —u(®)] < |- / S(t — Tym(r 2, o(By 1) () on(r)dr
n / S(t — mym(r, 2, p(u)(r))u(r)dr |

< || —Moe“t/ m(T,x, o(u)(T ))ak(r)dT+Moe“t/O m(7,x,o(u)(T))u(r)dr||

< Me‘”/ || = m(7, 2, 0(u)(T)aw(r) + m(7, z, o(u)(7)))u(7)]|dr

< MOMleat/ | (1) — w(r)| dr.
0

De facon similaire, d’aprés (2.4) et (2.6) on obtient

185, (&) —u(t)]| < M0M26“t/0 185(7) = u(7)l| dr. (2.8)

Par suite il résulte que

[l () = w(@[[+184 () = u(®)]| < Ms/o (lor(7) = w(r) [+ 84 (7) = u(r)|)dr.

(2.9)
Par passage a la limite et d’apres Gronwall, il résulte que
T
klim | (7) — ag—1(7)|| dT = 0,
et
hm Hﬂk Bk—l(T)H dr =0,

c’est-a-dire on a la convergence uniforme des (o )ren et (5 )ren vers u(t)
dans Dr. m

(2.7)
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2.2.3 Le cas ou F,(t,z,u, p(u)) change de signe

b
Dans cette partie, on suppose que b < oo ,p(u)(t) = /u(t,y)dy et on

consideére que F(t,z,u, p(u)) = —m(t,z, p)u avec my, + M > 0 tel que M
une constante réelle positive.

Maintenant on donne les définitions de la solution, la sous-solution et la
sur-solution.

Définition 2.2.6 Une fonction u est dite solution du probléme (2.1) si
elle vérifie

i) u€ L>®(Dy),

i1) u(0,2) = up(x), dans |[a,b],

iii) Pour tout t € (0,T) et £ € C*(Dr) avec £(t,x) >0, on a

/abu(t,x)ﬁ(t,x)dx - /b (0, 2)€(0, z dx+/ £(r,a) /bn(T D)u(r, 2)dwdr
/ / u(r,2)[€(T,2) + g(7, 2)&, (7, x)|dedT
jglgm@mmmﬂmmmhwwm.

Définition 2.2.7 On entend par une paire de sous-solution et de sur-
solution du probléme (2.1) tout couple (v,w) vérifiant

i) v,w € L*®(Dr),

i1) v(0,z) < wup(x) <w(0,z) ,dans |a, b,

iii) Pour tout t € (0,T) et £ € CY(Dr) avec £(t,z) >0, on a

/abv(t,x)f(t,x)dx < /b (0,2)&(0, dm—l—/ &(r,a) /bn(r z)v(r, x)dwdr
/ / r 26 (7,2) + g(r, )&, (r, @)dadr
jAlfmmmvwwwww+Mwmvwwww@mmwwm,

et
/abw(t,x)f(t,x)dx > /b (0,2)€(0, d:z:—l—/ £(r.a) /bn(T R
/ / (7, 2)[6, (7, 2) + 9(7, )&, (7, )| dwdT
74lghﬂm“”W®“»+Mwwﬂ—Mwwmwmmwm_



32

On a le résultat suivant

Théoréme 2.2.5 Soit (v, w) une paire de sous-solution et de sur-solution
du probléme (2.1) avec v >0 et w > 0, alors w > v dans Dr.
Preuve : On pose par définition

w(t,z) =v(t,z) — w(t,z), pour tout ¢t € [0,T] et x € [a,b].
Pout t =0, on a
w(0,z) = v(0,2) —w(0,z) <0, pour tout = € [a, b]

D’autre part, pour tout ¢ € (0,7) et £ € CY(Dr) avec £(t, ) > 0
[ = [veaee - [ weae
< /b (0, 2)&(0, d:):+/ £(r,a) /bn(T 2)w(r, z)dedr
/ / D) (7, 2) + g(r, 2)E, (7, )] dadr
- / / (r, ) lm(r, , p(w)(7) + Mip(w)(r) — Mp(v)(r)]o(r, x)dadr
/ / §(r,2)m(7, 2, 0(0) (7)) + Mp(v)(r) — Mip(w)(r) (7, 2)dzdr

IN

/ w(0,2)(0, 2 d:v+/ £(r.a) /bw 2)w(r, ¢)dudr
/ / 7 2)[E,(7,2) + g(r, 2)E, (7, 2)|dadr

- /0 / £(r,2)m(r, @, o(v) (r))w (7, @)dudr

" /0 t / e, a)mo (2, 0(7) (7)ol 2) / ' o y)dydadr

+/Ot /abg(T,x)M[u(T,wa(T,x)] /abw(r,y)dyda:dﬂ

ot p(v)(t) < 0(1) < p(w)(t)

On utilise ensuite une preuve similaire a celle du théoréme (2.2.3) on
montre que w > v . B

Corollaire 2.2.2 Soient u une solution du probléme (2.1) avec u > 0 et
e(u) € C([0,T)). Alors u est unique.
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Preuve : La preuve est analogue a celle du corollaire 2.2.1. =

Maintenant, on va construire une paire de sous-solution et sur-solution
du probléme (2.1).

I1 n’est pas difficile de vérifier que v(t,z) = 0 est une sous-solution du
probléme (2.1).

Par suite, pour construire une sur-solution w(t,x), on commence par les
conditions aux limites,

pour tout ¢ € [0,T] et « € [a,b], on a

g(t,a)w(t,a)Z/ n(7, x)w(r, z)dzdr.

On choisit ~ assez grand tel que

> maxn(t i t )
v > H}TTXU( ,x)/tgr[l(}g]g( , @)

et
w(0, z) > ug(x), dans [a, b].

On va fixer v et on choisit ¢ assez grand tel que

e = Jluo ()|

Donc on prend comme sur-solution la fonction définie par
w(t,x) = de’e™ ", pour tout t € [0,7] et x € [a, b,

avec
0 > ymax g(t,x) + max [g,(t, )] +2Mde /.
DT DT

Maintenant, on considére les suites des sous-solutions et sur-solutions. Soit
(cvo,B,) une paire de sous-solution et de sur-solution du probléme (2.1) avec
ag > 0et B, > 0.

On considére les deux suites (o )ren €t (81 )ren définies par

(@0 + ot 0))e = —mlt, 2, p(B1)) + MiplBicr) — Meplaw )] ax dans Dk €,
g(t, @) (t, a) = / n(t,y)onr (t, y)dy, sur (0,T),

ar(0,2) = ug(x), dans [a,b],
(2.10)
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et

50 =w,
(Br)e + (9(t7$)ﬂk)xb: —[m(t,z, p(ar-1)) + Mep(ax_1) — Mp(B;_1)]By, dans Dr, k € N*,

g(t,a)By(t,a) = / n(t,y)Br1(t y)dy, sur (0,T),

B,(0,2) = up(z), dans [a,b].
(2.11)

Les deux suites (o )ken €t (5j)ken sont bien définies.

Maintenant on a le résultat suivant

Théoréme 2.2.6 Supposons que (ag, [B,) est une paire de sous-solution
et sur-solution du probléme (2.1) avec ag > 0 et 5, > 0. Alors les suites
(o) ken €t (By)ken convergent uniformément vers l'unique solution u du prob-
leme (2.1) dans Dr .
Preuve : La démonstration se fait en deux étapes.

1¢*étape: Pour k£ € N, montrons que

<oy < L Lo <B< L <6< By , dans Dr.

Pour cela, on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour £ = 0, montrons o < oy dans Dr.
On pose par définition

w(t, ) = ag(t,z) — ay(t,r), dans Dr.
Pourt =0, on a

w(0,2) = ap(0,2) — a1(0,2) <0, = € [a,b].

Par suite on a

b b t b
/w(t,x)f(t,x)dxg/ w(O,x){(O,x)dx—{—/O / w(r,z)[& (T, 2) + g(x)&, (1, x)|dedr

- [ [ et omtr. 37 + Ml Bo) ) = Meplea)r)olr, ),

En utilisant une preuve similaire que celle du théoréme (1.3.2), on obtient
w(t,x) <0, dans Dr,

c’est-a-dire o
ap(t,r) < ay(t, ), dans Dr.

De méme, montrons que 3, < 3y, a1 < 3, et ag < 3, dans Dr.
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Maintenant montrons que (aq,3;) est une paire de sous-solution et sur-
solution du probléme (2.1).

Comme my, + M > 0 et ag < 5, < B, alors le second membre de
I'équation (2.10) satisfait a

—[m(t, 2, 9(80))+Mp(Bo) =Mp(ao)]ar < =[mf(t, z, o(51))+Mp(5) = Mp(ar)]ar.

De méme comme m, + M > 0 et apg < a; < 3, alors le second membre de
léquation (2.11) satisfait a

—[m(t, z, p(a))+Mp(ag)=Mp(By)] By > —[m(t,z,o(a1))+Mp(a)+Mep(B,)]6;.

Alors il résulte que («y,3;) est une paire de sous-solution et sur-solution du
probléme (2.1) et par suite d"aprés le principe de comparaison, on a a; < 3.
Supposons pour k entier naturel fixé, on a

a1 < ap < By < B,

et en utilisant un preuve similaire a celle qui a été donnée précédemment on
montre que
ar < agy1 < By < By

En conclusion, il résulte que,
pour tout £ € N, on a

<o <. <ap<B,<...< B <P, dans Dr.

2°m¢ étape: D’aprés la premiere étape les deux suites convergent ponctuelle-
ment de nos suites, maintenant montrons que les deux suites de fonctions
(ag)ken €t (B )ren convergent uniformément vers I'unique solution du prob-
leme (2.1).
D’abord, on note par ay(t) = ag(t,.) , Bi(t) = B,(t,.) et u(t) = u(t, .).
D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on montre que
T
lim [ (lax(r) = ar—1(7)[| + [|Bi(T) = Bea (7)[)dr = 0. (2.12)

k—oo 0

Maintenant on va montrer la convergence uniforme vers I'unique solution du
probléme (2.1).
D’apres (1.3), on a

u(t) = S(t)ug — /0 St —1)m(r,x,p(u)(r))u(r)||dT, (2.13)

avec S(t) est un Cj -semi-groupe.
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De méme on a

ax(t) = S(t)uO—/O S(t=)[m(t, z, (B 1)(7))+ M(By_1)(T)=M(ar-1)(1)] ar(T)dr,

(2.14)
et

Bilt) = S(t)Uo—/O S(t=)[m(t, z, p(ar-1)(7))+ Md(ar-1)(T)=Mp(By_1)(T)] By(T)dr,

(2.15)
Comme S(t) est un Cj -semi-groupe, alors il existe deux constantes réelles
positives My et a telles que ||S(t)| < Mpe™, et comme F' est continue et
ap < u < Sy, alors d’apres (2.13) et (2.14), il résulte que

[l (t) = u(®)]] < /(;H_S(t_T)[m(Taxa¢(5k—l)(T>)+ M(B,-1)(7)

—M (1) (7)] a(7)||dT +/0 1St = 7)m(T, 2, p(u)(7))u(7)||d7

< Mye® / | = [, 2, $(u) (7)) + M(u)(r) — M(as)(r)] ax(r)|dr
My / lm(r, 2, (u) (7))u()|[dr

< MyMe™ /0 | (7) — w(7)||dr + MoMae®™ /0 lak-1(7) = u(7)| dr

<

MyMye™ / low(r) — u(r)||dr
Moot / (s (7) — ] + Nl (r) — ()7
< M / s (r) — ()| dr + My / oo () — ()|

avec My = Supm(t,z,¢(u)(t)), M3 = (MM, + MyMy)eT et My =
Dr
MyMoe™ De méme, d’apres (2.13) et (2.15), on a

18x(t) —u@)|| < M5/0 181 (t) — u(7)l|dT + Me/O 1Br-1(7) = Bi(7)]ldT.
(2.16)
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Par suite il résulte que
o (t) — w(®)[| + |18, (t) —u@)]] < M7/O e (T) = u(T)[] + [[Bx(7) — u(7)]]dT

+Ms/0 llaw(r) = ar—1 (D] + [18k(T) = By—r (7)][]d.

En utilisant le lemme de Gronwall on déduit que

[l () = w(@)[[+]8x(r) —u()]] < M8€M7T/O e (7) =1 (D)[[+]|84 (T) = Byr (T) |17

Par passage a la limite et d’apres (2.12), il résulte que

lim {|a.(t) — u(t)[| = 0,

k—oo

et
Tim [|8(t) — u(t)]| = 0.

c’est-a-dire les deux suites de fonctions (ag)ken €t (B))ren convergent uni-
formément vers I'unique solution du probléme (2.1). =

2.2.4 Existence des solution dans un domaine non borné

Dans cette partie, on s’intéresse a un modele spécial qui décrit I'agrégation
du phytoplancton qui représente ’ensemble des planctons de type végétal.
Ils ont donc la capacité de transformer la matiére inorganique en matiére
organique. Pour ce faire, ils retiennent I’énergie solaire et absorbent les
sels minéraux ainsi que le carbone, puis réussissent a produire de 'oxygéne.
En d’autres mots, ils effectuent la photosynthése. La moitié de I'oxygeéne
qu’utilisent les vivants hétérotrophes est produit par les phytoplanctons. Ils
ont donc une tres grande importance dans les réseaux trophiques des océans
ainsi que pour le controle naturel du climat. Le modeéle considéré ici est le
suivant:

ur + (g(t, v)u), :bF(t, x,u, p(u)(t), dans D,
g(t,a)u(t,a) = / n(t, x)u(t,x)dz, sur (0,T), (P)
u(0,x) = ug(x), dans [0, 00),

avec Dy = (0,7 x (0,00) et

E(t,z,u,¢) = o(u)(t, ) + f(E, x)ult, ),
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et
ou)(t.a) = 5 [ vtz —putt.a—putt.ay— [ ottt i,

ou ¢ et f sont deux fonctions continues et bornées
On prend aussi

Co,(Dr) = {€ € CY(Dr),3ze € (0,00), tel que £ = 0, pour = > x¢}.

On introduit dans ce qui suite la définition de la solution, la sous-solution
et la sur-solution pour le probléme (P).

Définition 2.2.8 Une fonction u est dite solution du probléme (P), si
elle vérifie

i) u € L=((0,T); L0, 00)),

i1) u(0,z) = uo(:z;), dans (0,00) presque par tout,

iii) Pour tout t € (0,T) et & € Cj,.(Dr) avec §(t,x) >0, on a

/Ooou(t,x)ﬁ(t,:c)d:c = /Ooo“m’x)g(o’x)dx*/Otf(ﬂO)/Ooon(f,a:)u(f,x)dxdT
i /ot /ooo u(r, @) (&, (7, 2) + g(7, )¢, (7, 2)|dadr

+/0t /000 &(r,2)F(u)(r, x)dzdr
B /ot /Ooog(T’@ /O°° U(y, x)u(r, )u(r, y)dydedr.

Définition 2.2.8 On entend par une paire de sous-solution et de sur-
solution du probléme (P) tout couple (v, w) vérifiant

i) v,w € L®((0,T); L'(0,0)),

i1) v(0,2) < wup(zr) < u(0,x) dans (0,00) presque par tout,

iii) Pour tout t € (0,T) et & € Cy,.(Dr) avec &(t,z) >0, on a

/OOO u(t, )&t x)de < /OO (0,2)€(0, da:—|—/ £(7,0 /°° (. 2ol 2)dadr
/ / (7, 2)[6 (7, @) + (7, 2)&, (7, 2)]dadT

v [ [ e nF@e o
_/ot /OOO () /Ooow(y’x)v(ﬂx)w(ﬂy)dyd:cdr,
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et

| wtaseot = [ w0.a0.0d / ((-.0) [ atr i
*/0 | wtroler.o) + o(r,a)e,r o) dndr

Jr/o /OOO (7, 2)F(w)(7, x)dzdr
/0 /0005 o / Py, @ Yo(T, y)dydzdr,

Fu)t.0) =5 [ 0o = pult.o = guttn)dy+ e, 0)ute.o)

Théoréme 2.2.7 (Principe de comparaison) Soit (v,w) une paire de
sous-solution et de sur-solution du probléme (P) avec v >0 et w > 0, alors
w > v dans Dr.

Preuve : On pose par définition

w(t,z) = v(t,z) — w(t,z), pour t € (0,T) et x €]0, c0].
Pout t = 0, alors
w(0,2) = v(0,2) — w(0,2) <0, z € (0,00) p-p

D’autre part, pour tout ¢ € (0,7) et & est un elément de Cj,.((0,T) x (0,7))
avec

Co,((0,7)%x(0,n)) = {& € C'((0,T)x(0,n)), Jz¢ € (0,n), tel que £ =0, pour x > z¢}.
On a

/Onw(t,x)é(t,x)dx < /OO (0,2)£(0, dx+/ £(7,0 /°° (. 2)(r, 2)dzdr
/ / (T, 2)[&: (7, @) + g (7, 2)&, (7, )] ddr

s [ [ e / Ul 2 = y)olt.z — y)u(t.y)dydadr
// E(r,x / (Y, z —y)w(t,z — y)w(t,y)dydzdr
T —
L]

(1,2 / U(y, ,x)o(T,y) — (T, z)w(r,y)|dydzdr

ou
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< /OO (0,2)£(0, d$+/ £(1,0 /0077(7' x)w(T, )drdT
/ / (7. 2)[€. (7 2) + g7, 2)E, (7, )| dwdr
w5 [ e / 0o = ylts = y)olt, )dydodr

% /ot /0°° &) /Ox U(y,x — yw(t,z — y)w(t, y)dydedr
+/0t /0005(771’)”(7’50) /Ooow(yﬁv)w(f,y)dydxdf
N /ot /OOO §(7, 2)w(7, 7) /Om¢(ya$)w(7, y)dydzdr

On utilise une preuve similaire a celle du théoréme (2.2.3) et on fait tendre
n vers +00, on montre que w > v . N

On a le résultat suivant

Corollaire 2.2.3 Soient («g,B,) est une paire de sous-solution et de
sur-solution du probléme (P) avec ag > 0 et By > 0. Si u une solution du
probléeme (P), alors ag < u < 3, dans Dr.
Preuve : La preuve est similaire & celle de démonstration du théoreme
223. =

Maintenant, on va considérer les suites des sous-solutions et des sur-
solutions. Soit (ag, [,) une paire de sous-solution et de sur-solution du
probléme (P) avec ag > 0 et 3, > 0.

Comme f et 1) sont deux fonctions Continuoec:)s bornées, on peut choisir une

constante réelle positive M telle que M — / Yz, y)u(t,y)dy + f(t,y) >0
0

dans Dy et g < u < 34, par suite on défini les suites (a)ren et (B4)ren

comme suit
(g =,

(e o]

4(t,0)axy(t, 0) = / 0(t,y) o (£, y)dy, sur (0,T),
{ ax(0,2) = ug(x), dans [0, 00),

(2.17)

(ar)e + (9(t x)ar)e = Flag—1) — M(og — ag—1) — Oék—l/ool/)(l“, Y)Br_1(t,y)dy,dans Dp, k € N
0
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et
( BO:wa

(Bk)t +(9(2)Br)e = F(Br_1) — M(By — Br_1) — 5k1/0 ¢(337y)04k—1(ta y)dy, dans Dy, k € N*

[e o]

9(@)By(t, a) = / n(t,9)Ba1 (t, y)dy, sur (0,T),
\ Bk(Oax) = u0<x)7 dans [0,00),

(2.18)

Les deux suites (ay)ren et (84 )ren sont bien définies.

On a le résultat suivant

Théoréme 2.2.8 Supposons que (ay,[3,) une paire de sous-solution et de
sur-solution du probléme (P) avec ag > 0 et 5, > 0. Alors les suites (o )gren
et (B )ken convergent uniformément vers l'unique solution u du probléme (P)
dans Dr.
Preuve : La preuve de ce résultat se fait en deux étapes.

1" étape: On montre la monotonie des deux suites (o )gen €t (5 )ren €t
que pour tous k € N, on a ay, < 3, dans Dr.

Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.

Pour £ = 0, montrons que g < «y dans Dr.

On pose par définition

w(t,z) = ap(t,z) — ay(t,z), dans Dr.

Pour t =0, on a
w(O,x) = aO(()?m) - 041(0,1’) < 07

d’autre part on a
/Ooow<t,a:)£(t,x)dx < /Oo (0,2)&(0, 2 dx+/ £(1,0 /°° (. 2, 2)dadr
/ / (7, 2)[&-(7, ) + (7, ), (7, @) |ddT

_/0/0 §(7, )M (w)(7, z)dwdr,

En utilisant un raisonnement similaire du théoreme (1.3.2), on obtient
w(t,z) <0, dans Dy,

c’est-a-dire que
ap(t, ) < ay(t,z), dans Dr.
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En utilisant une preuve similaire, on montre que 3, < 3y, a1 < 3y, et ag < 5,4
dans Dr.

Maintenant on montre que («,3;) une paire de sous-solution et de sur-
solution du probléme (P).

Comme ap < ag et 5; < [, le second membre de I’équation (2.17)
satisfait a

(o)~ [M(on—a0)—ag / " y)Bo(t y)dy] < Flon)—an / " () Bt y)dy,

et le second membre de 'équation (2.18) satisfait a

F(Bo)—M(By—B0)— By / " b y)ao(t y)dy = F(B)—By / " gyt y)dy.

Donc il en résulte que (ay,3;) une paire de sous-solution et de sur-solution
du probléme (P) et d’aprés le principe de comparaison, on a a; < f3;.
Supposons pour k entier naturel fixé, on a

a1 < ap < By < B,

et en utilisant un raisonnement similaire a celui qui a été donnée précédem-
ment, on montre que

ar < apg1 < B < By

En conclusion, pour tout £ € N, on obtient
<o <. Lo <f, <. <P <P, dans Dr.

2°Megtape: On note par ai(t) = ag(t,.) , Bi(t) = B,(t,.) et u(t) = u(t,.).
Comme les suites (ag)ren et (5, )ren convergent ponctuellement et d’aprés
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on montre que

Lim [ (llar(t) — ar—1(8)]] + || B () = Brs (8)||)dr = 0. (2.19)

k—oo 0

D’apres (1.3), la solution s’écirit sous la forme suivante

u(t) = S(t)uo + /0 St —7)[F(u)(t, =) - /OOO V(@ y)u(r, z)u(r, y)dyldr,
(2.20)

avec S(t) est un Cy semi-groupe.
De méme on a

ax(t) = S(t)uo—/o S(t—7)[F(og—1)—M (g —og—1)—p—1 /OOO (2, y)Br_1(t, y)dyldr,
(2.21)
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et

Bult) = S(t)uo— / S(t—7)F(Be1)—M (BB 1) B+ / " (a y)os (1) dydr,

(2.22)
Comme S(t) est un Cj semi-groupe, alors il existe deux constante réelles
positives My et a telle que ||S(t)]] < Mye™ et comme F est une fonction
continue en t, lipschitzienne en u et comme oy < u < 3, alors d’aprés (2.20)
et (2.21), alors on obtient

lon(t) — u(t)] < / 15t — 1) [Flanor) — Mg — ) — gy / " @ 9) e (b )yl dr
- / 15(t — 7)[F(u)(t, z) — / " e yulr, yu(r, y)dy)||dr

< MM, /0 law(r) — u(r)||dr + MyMe /0 low(r) — a1 (7)]|dr
MMyt / 18 () — u(r)]dr
< MyMye™™ / (llow(r) — (@) + 18e(r) — u(r)]dr

T MoMeT / (llow(r) = ans (M| + [1B4(r) — Brs (D)), (2.23)

De fagon similaire, d’aprés (2.20) et (2.22) on obtient
t
18(t) = @) < M0M56“T/O 1Bk () = w(T)[ldT + [law(r) — u(T)[[)dr

+M0M66“T/0 (lar(r) = caxa (D] + [18(7) = By 1 (7))

Par suite, il résulte que
e (t) — u(®)]| + 18() —u@)] < M6/0 (e () = u()[| + 184 (T) — w(T)|])dr

+M7/0 (llar(7) = ara (T + 1181(7) = Bpa (7)[)d7,

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient que

lewr () = w(@[[+84(t) = u(®)]| < M76M"T/0 (e (r) = ah 1 (D[H]|84(T) = Br—r (T) [ d7
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Par passage a la limite et d’aprés (2.19), il résulte que

T
lim | (7) — ag—1(7)|| dT = 0,

k—o00
et
T
lim ; HBk(T) - ﬁkq(ﬂ” dr =0,

k—o00

c’est-a-dire on a la convergence uniforme vers u(t) dans Dy. m

Exemple 2.2.5 On donne un exemple autour de notre résultat. On consid-
ére le probléme aux limites (P) avec ug(x) = e~ et Dy = (0,1) x (0,00), on
peut construire une paire de sous et sur-solution positive pour notre probléme
Alors d’une part, la fonction constante u(t,x) = 0 est une sous-soltion du
(P) .D’autre part, on choisit une constante réelle positive assez grande cy
telle que
¢1 > max(t, x)/ming(t,0),
Dr [0,1]

On fize ¢y et on choisit czassez grand telle que
(14 c32?)/c3 < e, pour x[0, oq],
autrement dit:
cs/(1+ Ex?) > up(x), pour x[0, c0l.

Donc la sur-solution qu’on a construit est u(t, ) = cze®'/(1+c2x?), ou cy est
une constante réelle positive assez grand,avant de la déterminer, on calcule
[intégrale suivante

/m dy 2 [clx arctan(c;x) + log(1 + C%I2)]
o M+dl—yPli+dy?] o 4+ ca?
4
1+ 3z?’

Par suite, on choisit cy telle que:

2c
e > =2 ||, + max |g,(t, )| + 2cimaxg(t, x) + max | f(t, )] .
C1 7 Dr Dr
Dt

On montre que la solution de (P) a la propriété suivante
Théoréme 2.2.9 Comme u est une solution du (P), alors P(t) =

/ u(t, z)dx est continu dans l'intervalle eristence.
0
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Preuve : Pour montrer la continuité du P, il suffit d’établir ’égalité
suivante:

/OOO u(t,r)de = /00 u(0,x dx—i—/ / (1, 2)u(T, z)dzdr (2.24)
/ / F(u)(r, x)dxdr
_/o /o /0 Y(y, v)u(T, )u(T,y)dydrdr,

Pour cela, on va choisir &(¢, ) = &(x) défini comme suite

1.0<z<n
f(r)=¢ —1<¢<0,n<r<n+2,
0,n+2<z< o0,

Par définition de la solution du notre probléme on a

|/OOO u(t, v)dr — /Ooo u(0, z)dx — /Ot /000 n(r, x)u(r, x)dzdr — /Ot /OOO F(u)(r, 2)dwdr
" /Ot /OOO /OOO Uy, z)u(r, 2)u(r, y)dydrdr]

| /Ooo[u(t,x)dx —u(0,z)][1 = &(z) + &(x)])dx — /0 /000 n(t, x)u(r, z)dzdr

-/ t | P+ [ t | [ wtwantr. ot g,
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_ \/ ult,2)de — u(0,2)] {f()]der/ dx+// (v, 2)ulr, 2)dwdr
// u(r, 2)g(r, 2) mdm7+// (7. 2) F(w) (1, ) dadr
// / Wy, (T, 2)u(r, y)dydzdr
—/ x)dr — // (1, 2)u(r, z)dxdr — // F(u)(r, x)dzdr
// / Wy, (T, 2)ulr, y)dydzdr]

— \/ [u(t, )dz — u(0, 2)][1 — xdx—i—// ulr,2)g(r,@)€ (7, ) dwdr
// Flu)(r, o)1 - & dxd¢+// u(r, ) ]/Ooow(y,x)u(T,y)dyd:vdT]

< @+T gl + T Jll.0)sup / u(t, z)dz
[0,7] Jn

Comme u € L*((0,T);L'(0,00)), alors sup [ u(t,z)dz — 0 quand
(0,7]
n — oo,ce qui donne (2.24). m
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Conclusion

La méthode des sous solutions et des sur solutions et la technique itéra-
tives est efficace pour construire les solutions des problémes aux limites non
locales hyperboliques.
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Résumé

Dans ce méemoire, nous présenterons la méthode des sous solutions et
des sur solutions et la méthode itérative pour construire des solutions
pour les problémes aux limites non locales hyperboliques.

Mots clés : meéthode monotone, sous-solution, sur-solution, problémes
aux limites non locales hyperboliques.

Abstract

In this memory , we will present upper and lower solutions the
method to construct solutions for nonlocal nonlinear hyperbolic initial
boundary value problem.

Key words: monotone method, lower solution, super solution,

nonlocal hyperbolic initial-boundary value problems.
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