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Notations


: ouvert de Rn:
ut : la dérivée de la variable u par rapport à t:

Lp(
) = fu mesurable sur 
 et
Z



jujpdx <1; 1 � p <1g:
L1(
) = fu mesurable sur 
 et il existe C tel que juj � C p.p sur 
g:
H = L2((a; b)):
H1 : l�espace de sobolev muni de la norme

kukH1 = (

Z b

a

juj2 + juxj2dx)
1
2 :

C0(
): l�espace des fonctions continues a support compact dans 
:
Ck(
) : l�espace des fonctions k fois continûment di¤érentiables sur 


pour tout k entier avec k � 0:
C1(
) = \

k�0
Ck(
):

C10 (
) = C1(
) \ C0(
):
CB(
) l�espace des fonctions continues et uniformément bornées sur 
:
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Introduction générale
L�étude des équations aux dérivées partielles se trouve à l�interface de

nombreux problèmes scienti�ques. En e¤et, la plupart des phénomènes de la
physique ou des sciences de l�ingénieur sont non linéaires et une modélisation
par des équations linéaires.
Dans ce mémoire on s�intéresse à la construction des solution pour les

problèmes aux limites de type hyperbolique non linéaire en utilisant la méth-
ode des sous-solutions et sur-solutions et la méthode itérative pour constru-
ire les solutions. Cette méthode a été introduite par Picard en 1890 pour
les équations aux dérivées partielles et en 1893 pour les équations di¤éren-
tielles ordinaires, c�est le point de départ d�utilisation de la méthode des
sous-solutions et des sur-solutions et les technique itératives.
Ce travail est constitué de deux chapitres:
Dans le premier chapitre, l�objectif est la construction de la solution en

utilisant la méthode des sous-solutions et sur-solutions et la technique itéra-
tive et la méthode des caractéristique pour le problème initial hyperbolique
suivant

8>><>>:
ut + (g(t; x)u)x = F (t; x; u; '(u)(t)), 0 < t < T , 0 < x < b;

g(t; a)u(t; a) =

Z b

a

�(t; x)u(t; x)dx, 0 < t < T ,

u(0; x) = u0(x), a � x � b;

avec '(u)(t) =
Z b

a

u(t; x)dx; F : [0; T ] � [a; b] � R � R ! R; g : R2 ! R

et � : R2 ! R sont des fonctions.
Ce type de problème intervient en dynamique de populations, par ex-

emple, dans le cas où F (t; x; u; '(u(t)) = �m(t; x; '(u)(t))u; qui décrit la
dynamique de populations structurées en âge où les individus sont en com-
pétion pour la même ressource. Dans ce cas u désigne la densité de population
a l�instant t ayant d�age x, g est le taux de croissance à l�instant t; � est le
taux de reproduction et m est le taux de mortalité.
Le second chapitre est consacré à la construction de l�unique solution

en utilisant la méthode des sous-solutions et sur-solutions et la technique
itérative du problème initial suivant8>><>>:

ut + (g(t; x)u)x = F (t; x; u; '(u)(t), dans DT ;

g(t; a)u(t; a) =

Z b

a

�(t; x)u(t; x)dx, sur (0; T );

u(0; x) = u0(x), dans [a; b];
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avec DT = (0; T )� (a; b) pour T > 0; et '(u)(t) =
Z b

a

u(t; x)dx.

Dans ce chapitre on montre que la dé�nition de la sous et sur solution et
la construction des solution dépend de la monotonie de F' qui représente la
dérivée partielle de F par rapport à ':



Chapitre 1

1.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est la construction de la solution du problème initial
hyperbolique suivant

8>><>>:
ut + (g(x)u)x = F (t; x; u; '(u)(t)), 0 < t < T , 0 < x < b;

g(a)u(t; a) =

Z b

a

�(x)u(t; x)dx, 0 < t < T ,

u(0; x) = u0(x), a � x � b;

(1.1)

où '(u)(t) =
Z b

a

u(t; x)dx; F : [0; T ]� [a; b]� R� R! R; g : R! R; et

� : R! R sont des fonctions données:
Dans ce chapitre on construit l�unique solution du problème (1.1) en util-

isant la méthode des sous-solutions et sur-solutions combinée avec la méthode
des approximations successives.
Ce chapitre est divisé en quatre parties. Dans la première partie on

présente quelques outils nécessaires pour la suite. Dans la deuxième par-
tie, on présente un résultat d�existence et d�unicité pour le problème (1.1)
et on construit deux suites monotones qui convergent vers l�unique solution
du problème (1.1). Dans la troisième partie, on présente un schéma prati-
cable pour avoir une solution explicite du problème (1.1) et �nalement dans
la dernière partie on donne un exemple d�application. Les résultats de ce
chapitre se trouvent dans [2, 4, 8].

5
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1.2 Préliminaires

Dé�nition 1.2.1 [8] Soient (X; k:k) un espace de Banach et fS(t); t � 0g
une famille d�opérateurs linéaires et continus de X vers X: On appelle un
semi-groupe continu sur X lorsque les conditions suivantes sont réalisées

i)S(0) = Id;
ii)S(t1 + t2) = S(t1)S(t2), pour tout t1 � 0 et pour tout t2 � 0:
Si de plus

lim
t!0

kS(t)x� xk = 0, pour tout x 2 X;

alors fS(t); t � 0g est un semi-groupe fortement continu où bien on
l�appelle C0 semi-groupe.
Dé�nition [8]1.2.2 Soit fS(t); t � 0g un semi-groupe fortement continu

sur X. On appelle un générateur in�nitésimal du semi-groupe l�opérateur
non borné (A;D(A)) dé�ni par

D(A) = fx 2 X, lim
t!0

1

t
(S(t)x� x) existe dans X g;

et
Ax = lim

t!0

1

t
(S(t)x� x); pour tout x 2 X:

Proposition 1.2.1 [8] Soit fS(t); t � 0g un C0 semi-groupe, alors il existe
w � 0, M � 1 telles que

kS(t)k �Mewt, pour tout t � 0:

Théorème 1.2.1 [8] Soit (A;D(A)) le générateur in�nitésimal d�un semi-
groupe fS(t); t � 0g fortement continu sur X.
Alors pour tout u0 2 D(A) le système�

u0(t) = Au(t), pour tout t � 0;
u(0) = u0;

a une unique solution u 2 C1([0;1[;X) \ C([0;+1[;D(A)) donnée par

u(t) = S(t)u0:

Théorème 1.2.2 [8] Soit T > 0, u0 2 X et f est une application de [0; T ]
a valeur dans X.
On considère le problème suivant�

u0(t) = Au(t) + f(t), dans (0; T );
u(0) = u0:

(1.2)
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Si f 2 Lp(0; T ;X) avec 1 � p < +1; alors l�équation (1.2) admet une
solution unique dans Lp(0; T ;X) donnée par

u(t) = S(t)u0 +

Z t

0

S(t� s)f(s)ds, pour tout t 2 [0; T ]:

Théorème 1.2.3 [7]Considérons le problème suivant�
u0(t) = Au(t) + f(t; u), t > t0;
u(0) = u0:

avec A un générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe fS(t); t � 0g dans
X et f :[0; T ] � X ! X une fonction continue sur [t0; T ] et uniformèmnt
lipschitzienne dans X, alors pour tout u0 2 X notre problème admet une
unique solution u 2 C([t0; T ];X):
Lemme 1.2.1 (Gronwall ) Soit 	 et Y [a; b] ! R+, deux fonctions

véri�ant

9c � 0; 8t 2 [a; b]; Y (t) � c+

Z t

a

	(s)Y (s)ds;

alors

8t 2 [a; b]; Y (t) � c exp(

Z t

a

	(s)ds):

Théorème 1.2.4 ( convergence dominée) Soit (fn)n�0 une suite de fonc-
tions complexes mesurables sur X. On suppose que:
1. (fn)n�0 converge presque partout vers une limite f(x):
2. Il existe g 2 L1(�) telle que, pour tout n 2 N on ait : jfn(x)j � jg(x)j

presque partout en x.
Alors f 2 L1(�) et la suite (fn)n�0 converge vers f dans cet espaceZ

X

jfn � f jd� !
n!1

0
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1.3 Résultats principaux

1.3.1 Existence, unicité et construction de la solution

On considère le problème initial hyperbolique suivant8>><>>:
ut + (g(x)u)x = F (t; x; u; '(u)(t)), 0 < t < T , 0 < x < b;

g(a)u(t; a) =

Z b

a

�(x)u(t; x)dx, 0 < t < T ,

u(0; x) = u0(x), a � x � b:

(1.1)

On met les hypothèses suivantes sur les fonctions g; �; F; u0
(H1) g 2 C1([a; b]), g > 0 dans [a; b) et g(b) = 0:
(H2) � 2 C([a; b]) et � � 0 dans [a; b]:
(H3) u0 2 H1((a; b)) et lim

t!
<
b
(gu0)(x) = 0 et u satisfait la condition de

compatibilité

g(a)u0(a) =

Z b

a

�(x)u0(x)dx:

(H4) Soit F(t; u) = F (t; :; u; '(u)(t)); alors F(t; u) : [0; T ] � H((a; b)) !
H((a; b)) est continûment di¤érentiable.
(H5) F 2 C1([0; T ]� [a; b]�R�R) et F' � 0:
Par suite on introduit l�opérateur A : Dom A � H ! H, dé�ni par

A	 = � @
@x
(g	) avec

DomA = f 	 2 H= g	 2 H1; lim
x!
<
b
(g	)(a) =

Z b

a

�(x)	(x)dxg:

Le problème (1.1) peut s�écrire sous la forme suivante�
@u
@t
= Au+ F(t; u);

u(0) = u0;
(1.3)

On montre que A est un est un générateur in�nitésimal d�un C0 semi-
groupe S(t) sur H ([7]):
On a le résultat suivant
Théorème 1.3.1 Supposons véri�ées les hypothèses (H1) à (H4), alors

le problème (1.1) possède une unique solution pour 0 � t � T .
Preuve : Comme A est un générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe
S(t) surH et F(t; u) est une fonction continûment di¤érentiable dans [0; T ]�
H ! H; alors d�après le théoréme 1.2.3 notre problème admet une unique
solution dans H.
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On pose DT = (0; T )� (a; b) : Maintenant, on donne les dé�nitions de la
solution, la sous-solution et la sur-solution du problème (1.1).
Dé�nition 1.3.1 On entend par solution du problème (1.1) toute fonc-

tion u véri�ant
i) u 2 C(DT );
ii) u(0; x) = u0(x);
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

u(t; x)�(t; x)dx =

Z b

a

u(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)u(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

u(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; u; '(u)(�))dxd� :

Dé�nition 1.3.2 On entend par une paire de sous-solution et sur-solution
du problème (1.1) tout couple (v; w) véri�ant
i) v; w 2 C(DT );
ii) v(0; x) � u0(x) � w(0; x);
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

v(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

v(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

v(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; v; '(w)(�))dxd� ;

etZ b

a

w(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

w(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)w(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

w(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; w; '(v)(�))dxd� :

On a le résultat suivant:
Théorème 1.3.2 (Principe de comparaison) Supposons que les hy-

pothèses (H1), (H2) et (H5) sont satisfaites. Soient ( v; w) une paire de
sous-solution et sur-solution du problème (1.1), alors w � v dans DT :
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Preuve : Pour t 2 [0; T ] et x 2 [a; b]; on pose par dé�nition

!(t; x) = v(t; x)� w(t; x);

Pour t = 0, on a

!(0; x) = v(0; x)� w(0; x) � 0 dans [a; b]:

Maintenant soit � un élément quelconque de C1(DT ) avec �(t; x) � 0 pour
tout t 2 (0; T ); on aZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx =

Z b

a

v(t; x)�(t; x)dx�
Z b

a

w(t; x)�(t; x)dx

�
Z b

a

v(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

v(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; v; '(w)(�))dxd�

�
Z b

a

w(0; x)�(0; x)dx�
Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)w(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z b

a

w(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; w; '(v)(�))dxd�

�
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)Fu(� ; x; �1; '(v)(�))!(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F'(� ; x; w; �2(t))

Z b

a

!(� ; y)dydxd� ;

avec w � �1 � v et '(w)(t) � �2(t) � '(v)(t):
Maintenant si on pose �(t; x) = e�t�(t; x) avec � 2 C1(DT ) et on choisit

� � 0; tel que �+ Fu � 0 dans DT ; alors on a

e�t
Z b

a

!(t; x)�(t; x)dx � A(t); (1.4)
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avec

A(t) =

Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

e���(� ; a)

Z b

a

�(x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

e��!(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

e���(� ; x)[�+ Fu(� ; x; �1; '(v)(�))]!(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z b

a

e���(� ; x)F'(� ; x; w; �2(�))

Z b

a

!(� ; y)dydxd� :

Considérons maintenant le problème suivant :8<:
�� + g�x = 0, 0 < � < t, a < x < b;
�(� ; b) = 0, 0 < � < t;
�(t; x) = �(x), a � x � b;

où � 2 C10 ((a; b)), avec 0 � � � 1:
Alors, pour voir l�existence de � dans C1(DT ); on pose le changement

s = t� � , donc le problème ci-dessus peut s�écrire sous la forme suivante8<:
�s � g�x = 0, 0 < s < t, a < x < b;
�(s; b) = 0, 0 < s < t,
�(0; x) = �(x), a � x � b;

On remarque que 0 � � � 1 dans DT :
On remplace dans (1.4), ce qui donneZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

!+(0; x)dx+m1

Z t

0

Z b

a

!+(� ; x)dxd� ;

avec m1 = max
DT

[�(x) + �+ Fu(t; x; �1; '(u)(t)) + (a� b)F'(t; x; u; �2(t))]:

Comme par hypothèse !(0; x) � 0, alorsZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx � m1

Z t

0

Z b

a

!+(� ; x)dxd� :

Si on choisit � comme suit

� =

�
1; si !(t; x) > 0;
0, ailleurs.
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Alors il résulte queZ b

a

!(t; x)+dx � m1

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)+dxd� :

D�après l�inégalité de Gronwall, on obtientZ b

a

!(t; x)+dx = 0;

c�est-à-dire !(t; x) � 0:

1.3.2 La convergence des suites auxiliaires monotones

On commence par la construction des suites monotones des sous-solutions et
sur-solutions. Pour cela, on suppose que �0 et �0 sont la sous-solution et la
sur-solution du problème (1.1) respectivement et sont continûment di¤éren-
tiables en t .D�après l�hypothèse (H5), il existe une constante réelle positive
M telle que Fu(t; x; �1; '(u)(t)) +M � 0; pour tout (t; x) 2 DT .
Considérons les deux suites (�k)k2N; (�k)k2N dé�nies par8>>>><>>>>:
�0 = v;
(�k)t + (g(x)�k)x = F (t; x; �k�1; '(�k�1))�M( �k � �k�1), dans DT ; k 2 N�;

g(a)�k(t; a) =

Z b

a

�(x)�k(t; x)dx, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] ,
(1.5)

et8>>>><>>>>:
�0 = w;
(�k)t + (g(x)�k)x = F (t; x; �k�1; '(�k�1))�M(�k � �k�1), dans DT ; k 2 N�;

g(a)�k(t; a) =

Z b

a

�(x)�k(t; x)dx, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] .
(1.6)

Comme �0et �0 sont continûment di¤érentiables en t, alors d�après le théorème
(1.3.1) les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N sont bien dé�nies.
On a le résultat suivant
Théorème 1.3.4 Supposons véri�ées les hypothèses (H1) à (H5). Soit

(�0; �0) une paire de sous-solution et de sur-solution du problème (1:1) et
sont continûment di¤érentiable en t, alors il existe deux suites monotones
(�k)k2N et (�k)k2N qui convergent uniformément vers l�unique solution u du
problème (1:1) dans [0; T ].
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Preuve : La preuve se fait en deux étapes.
1er étape: Pour tout k 2 N; on montre que

�0 � �1 � ::: � �k � �k � ::: � �1 � �0; dans DT :

Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour k = 0; montrons que �0 � �1 dans DT .
On pose par dé�nition

!(t; x) = �0(t; x)� �1(t; x); pour t 2 [0; T ] et x 2 [a; b] :

Pour t = 0; on a

!(0; x) = �0(0; x)� �1(0; x) � u0(x)� u0(x) = 0:

Par suite
!(0; x) � 0; pour tout x 2 [a; b]:

D�autre part on aZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

�M
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd� :

En utilisant une preuve similaire à celle du théorème (1.3.2), on obtient

!(t; x) � 0; dans DT :

C�est-à-dire
�0(t; x) � �1(t; x); dans DT :

En utilisant une preuve similaire, on montre que �1 � �0, �1 � �0; et �0 � �1
dans DT :
Maintenant on montre que �1et �1 est une paire de sous-solution et sur-

solution du problème (1.1).
D�après l�hypothèse (H5) et comme �0 � �1 � �0 ; alors le second mem-

bre de l�équation (1.5) satisfait à

F (t; x; �0; '(�0))�M( �1 � �0)

= �[Fu(t; x; �0; '(�0)) +M ]( �1 � �0) + F (t; x; �1; '(�0)) � F (t; x; �1; '(�1));
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où �0 � �0 � �0.
De même d�après l�hypothèse (H5) et comme �0 � �1 � �0; le second

membre de l�équation (1.6) satisfait à

F (t; x; �0; '(�0))�M( �1 � �0)

= [Fu(t; x; �1; '(�0)) +M ]( �0 � �1) + F (t; x; �1; '(�0)) � F (t; x; �1; '(�1));

où �0 � �1 � �0:
Alors il résulte que �1et �1 est une paire de sous-solution et sur-solution

du problème (1.1) et par suite d�après le principe de comparaison, on trouve
�1 � �1:
Supposons pour k entier naturel �xé, on a

�k�1 � �k � �k�1 � �k;

et en utilisant une preuve similaire a celle qui a été donnée précédemment
on montre que

�k � �k+1 � �k+1 � �k:

En conclusion, il résulte que
pour tout k 2 N; on a

�0 � �1 � ::: � �k � �k � ::: � �1 � �0 dans DT :

2eme étape: Les deux suites de fonctions (�k)k2N et (�k)k2N convergent uni-
formément vers l�unique solution du problème (1.1).
On note par �k(t) = �k(t; :), �k(t) = �k(t; :) et u(t) = u(t; :):
D�après la première étape la suite (�k)k2N est croissante et majorée et la

suite (�k)k2N est décroissante et minorée, donc elles convergent ponctuelle-
ment.
D�après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim
k!1

Z T

0

(k�k(�)� �k�1(�)k+


�k(�)� �k�1(�)



)d� = 0: (1.7)

Maintenant on montre que les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N convergent
uniformément vers l�unique solution du problème (1.1).
D�après (1.3), on a

u(t) = S(t)u0 +

Z t

0

S(t� �)F(� ; u(�))d� ; (1.8)

avec S(t) est un C0 -semi-groupe.
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De même on a

�k(t) = S(t)u0+

Z t

0

S(t��)[F (� ; x; �k�1; '(�k�1)(�))�M((�k(�)��k�1(�))]d� ,
(1.9)

et

�k(t) = S(t)u0+

Z t

0

S(t��)[F (� ; x; �k�1; '(�k�1)(�))�M((�k(�)��k�1(�))]d� :
(1.10)

Comme S(t) est un C0 -semi-groupe, alors il existe deux constantes réelles
positives M0 et a telles que kS(t)k � M0e

at et comme F est continue alors
d�après (1.8) et (1.9), il résulte que

k�k(t)� u(t)k �
Z t

0

jjS(t� �)[F (� ; x; �k�1; '(�k�1)(�))� F (� ; x; �k�1; '(�k�1)(�))jjd�

+

Z t

0

jjS(t� �)[F(� ; �k�1(�))�F(� ; u(�))]jjd�

+

Z t

0

jjS(t� �)M [�k(�)� �k�1(�)]jjd�

� M0e
at

Z t

0

M1 jj�k�1(�)� u(�)jjd� +M0e
at

Z t

0

M2jj�k�1(�)� u(�)jjd�

+M0e
at

Z t

0

M jj�k(�)� �k�1(�)jjd�

� M0M3e
T

Z t

0

[jj�k(�)� u(�)jj+ jj�k(�)� u(�)jj]d�

+M0M4e
T

Z T

0

[jj�k(�)� �k�1(�)jj+ jj�k(�)� �k�1(�)jj]d� ;

avecM1 = Sup
DT

F (t; x; �k�1; '(�k�1)(t)); M2 = Sup
DT

F (t; x; �k�1; '(�k�1)(t));

M3 =M1 +M et M4 =M1 +M2:
De même, d�après (1.8) et (1.10), on a

jj�k(t)� u(t)jj � M0M5e
T

Z t

0

[jj�k(�)� u(�)jj+ jj�k(�)� u(�)jj]d�

+M0M6e
T

Z T

0

[jj�k(�)� �k�1(�)jj+ jj�k(�)� �k�1(�)jj]d� :

avec M5 et M6 deux constantes.:
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Par suite il résulte que

k�k(t)� u(t)k+ jj�k(t)� u(t)jj � M7

Z t

0

[jj�k(�)� u(�)jj+ jj�k(�)� u(�)jj]d�

+M8

Z T

0

[jj�k(�)� �k�1(�)jj+ jj�k(�)� �k�1(�)jj]d� :

En utilisant le lemme de Gronwall et on déduit que

k�k(t)� u(t)k+jj�k(�)�u(�)jj �M8e
M7T

Z T

0

[jj�k(�)��k�1(�)jj+jj�k(�)��k�1(�)jj]d� :

Par passage à la limite et d�après (1.7), il résulte que

lim
k!1

k�k(t)� u(t)k = 0;

et
lim
k!1

jj�k(t)� u(t)jj = 0:

C�est-à-dire les deux suites de fonctions convergent uniformément vers l�unique
solution du problème (1.1).

1.3.3 Un autre schéma de convergence

D�un point de vue numérique, les deux suites monotones qui sont introduite
dans la deuxième partie, ne peut être calculé facilement en raison de la con-
dition initiale non locale. Ce pendant, ces deux suites peuvent être modi�é
pour avoir une représentation explicite de la solution. Alors on peut modi�er
ces suites où on conserve les propriétés de la monotonie et la convergence.
Pour cela, on suppose que (�0,�0) une paire de sous-solution et de sur-

solution du problème (1.1).
Considérons maintenant les deux suites (~�k)k2N; et (~�k)k2N dé�nies par8>>>><>>>>:
~�0 = �0;

(~�k)t + (g(x)~�k)x = F (t; x; ~�k�1; '(~�k�1)(t))�M(~�k � ~�k�1), dans DT ; k 2 N�;

g(a)~�k(t; a) =

Z b

a

�(x)~�k�1(t; x)dx, 0 < t < T ,

~�k(0; x) = u0(x), 0 � x � b;
(1.11)
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et8>>>><>>>>:
~�0 = �0;

(~�k)t + (g(x)
~�k)x = F (t; x; ~�k�1; '(~�k�1)(t))�M(~�k � ~�k�1) , dans DT ; k 2 N�;

g(a)~�k(t; a) =

Z b

a

�(x)~�k�1(t; x)dx, 0 < t < T ,

~�k(0; x) = u0(x), 0 � x � b:
(1.12)

On remarque que la seul dé¤érence entre les deux suites qu�on a dé�ni avant
et les suites (~�k)k2N; et (~�k)k2N c�est le premier condition initial qui ne dépend
que des e�k�1 et e�k�1; donc les conditions au bord sont toujours calculables.
On peut résoudre ce schéma par la méthode des caractéristiques qui

permet de réduire une équation di¤érentielle partielle en une équation dif-
férentielle ordinaire. Elle consiste à chercher des courbes du plan (t; x)
paramétrées par le temps t! X(t), le long desquelles les solutions classiques.
Alors pour commencer, calculons la dérivée de ~�(x(s); t(s)) par rapport à s.

d

ds
(~�(x(s); t(s))) =

@

@x
~�(x(s); t(s))

d

ds
x(s) +

@

@t
~�(x(s); t(s))

dt

ds
:

Par identi�cation on a �
d
ds
t(s) = 1;

d
ds
x(s) = g:

Maintenant, on dé�nit une courbe caractéristique de (1.11) passant par
le point (t; x) notéé (Ct;x) comme suit

(Ct;x) = fs;X(s; t; x); s 2 Rg:

On cherche une courbe caractéristique avec la variable t, la courbe carac-
téristique passant par le point (t̂; x̂) est (t;X(t; t̂; x̂)); avec X satisfait:�

d
dx
X(t; t̂; x̂)) = g(X(t; t̂; x̂));

X(t̂; t̂; x̂) = x̂;

D�après l�hypothèse (H1), l�existence et l�unicité des X(t; t; x) sont assurées
par le théorème de Cauchy-Lipschitz, donc X est une fonction strictement
croissante et son inverse �(x; t̂; x̂) existe et unique (l�hypothèse (H1)).
On dé�ni le graphe G(x) = �(x; 0; a) et (G(x); x) représente la courbe

caractéristique passant par le point (0; a) et le plan sera divisé en deux parties.
Par suite, pour tout point (t; x), la fonction ~�k(t; x) satisfait à
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~�k(t; x) = u0(X(0; t; x))B(t; 0) +

Z t

0

B(t; �)[F (� ;X(� ; t; x); ~�k�1(� ;X(� ; t; x); '(~�k�1)(�))

+M ~�k�1(� ;X(� ; t; x))]d� ;

pour t � G(x)
et

e�k(t; x) = R(�(a; t; x))B(t; �(a; t; x)) +

Z t

�(a;t;x)

B(t; �)[F (� ;X(� ; t; x); ~�k�1(� ;X(� ; t; x); '(~�k�1)(�))

+M ~�k�1(� ;X(� ; t; x))]d� ;

pour t > G(x)
où

B(t; �) = exp(�M(t� �)�
Z t

�

gx(X(s; t; x))ds;

et

R(t) = g�1(a)

Z b

a

�(x)~�k�1(t; x)dx:

De même on peut trouver une représentation explicite pour e�k:
Maintenant on a le résultat suivant
Théorème 1.3.5 Supposons que les hypothèses du théorème (1:3:4) sont

satisfaites. Alors les deux suites monotones (e�k)k2N et (~�k)k2N qui conver-
gent uniformément vers l�unique solution u dans [0; T ]:
Preuve : Comme les deux suites de fonctions (�k)k2N et (�k)k2N sont
convergent uniformément vers l�unique solution du problème (1.1), alors pour
démontrer la convergence uniforme des(e�k)k2N et (~�k)k2N il su¢ t de montrer
l�inégalité suivante:

�0 � ~�1 � �1 � e�2 � �2 : : : � �k � ~�k+1 � �k+1

� �k+1 � ~�k+1 � �k � : : : � �2 � ~�2 � �1 � ~�1 � �0:

Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour k = 0; montrons que �0 � ~�1 dans DT :
On pose par dé�nition

!(t; x) = �0(t; x)� ~�1(t; x); pour tout t 2 [0; T ]; x 2 [a; b] :

Pour t = 0; on a

!(0; x) = �0(0; x)� ~�1(0; x) � 0; pour tout x 2 [a; b] :
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Par suite
!(0; x) � 0; pour tout x 2 [a; b]:

D�autre part on aZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx++

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

�M
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd� :

En utilisant une preuve similaire à celle du théorème (1.3.2), on obtient

!(t; x) � 0; dans DT ;

c�est-à-dire
�0(t; x) � �1(t; x); dans DT :

Par un raisonnement similaire, on montre que ~�1 � �0 dans DT :
Maintenant comme �0 � �1 et �1 � �0, en utilisant un raisonnement

similaire on montre que ~�1 � �1 et �1 � ~�1 dans DT :
Supposons pour k entier naturel �xé, on a

�k � ~�k+1 � �k+1;

et
�k+1 � ~�k+1 � �k:

En utilisant une preuve similaire a celle qui a été donnée précédemment, on
montre que

~�k+1 � �k+1 � ~�k+2;

et
�k+2 � ~�k+2 � �k+1:

Comme �k � �k, il résulte que
pour tout k 2 N; on a

�0 � ~�1 � �1 � e�2 � �2 : : : � ~�k � �k � ~�k+1 � �k+1

� �k+1 � ~�k+1 � �k � ~�k : : : � �2 � ~�2 � �1 � ~�1 � �0; dans DT :
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1.4 Exemple d�application

Dans cette partie, on considère le problème suivant

8>><>>:
ut + (g(x)u)x = �e'(u)(t)u(t; x), 0 < t < 1, 0 � x � 1;

g(a)u(t; 0) =

Z 1

0

�(x)u(t; x)dx, 0 < t < 1 ,

u(0; x) = 3x+ 1, 0 � x � 1;

(1.15)

où g(x) = 1� x; �(x) = 2x:
On remarque qu�il est facile de véri�er les conditions (H1) à (H5):
Maintenant on choisit �0(t; x) = 0; �0(t,x)=4et; ce choix satisfait la déf-

inition (1:3:2). Donc �0 et �0 une paire de sous-solution et sur-solution
du (1.15). Alors, notre problème admet une unique solution u, telle que
0 < u(t; x) � 4et:



Chapitre 2

2.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est la construction de l�unique solution en utilisant la
méthode des sous-solutions et des sur-solutions et la technique itérative du
problème initial suivant8>><>>:

ut + (g(t; x)u)x = F (t; x; u; '(u)(t), dans DT ;

g(t; a)u(t; a) =

Z b

a

�(t; x)u(t; x)dx, sur (0; T );

u(0; x) = u0(x), dans [a; b];

(2.1)

où DT = (0; T )� (a; b) pour T > 0; et '(u)(t) =
Z b

a

u(t; x)dx.

Sur les fonctions g; �; F; u0 on met les hypothèses suivantes
(H1) g 2 C1B(DT ); et g > 0 dans [0; T ] � [a; b): De plus, si b < 1, alors

g(t; b) = 0:
Autrement dit lim

x!1
g(t; x) = 0; t 2 [0; T ].

(H2) � 2 CB(DT ) avec � � 0.
(H3) F 2 CB(DT � R� R):
(H4) u0 2 CB(a; b); avec u0 � 0 et satisfait la condition de compatibilité

g(0; a)u0(a) =

Z b

a

�(0; x)u0(x)dx:

La dé�nition de la sous-solution et la sur-solution et l�utilisation de la
méthode itérative dépend de la monotonie de F par rapport à '. Dans ce
travail on traite les cas suivants

F' � 0; F' � 0 et F' change de signe.

21



22

Dans ce chapitre on considére aussi un modèle d�application spécial pour
construire une sous-solution et une sur-solution dans un domaine non bornée.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [3, 4, 7].

2.2 Résultats principaux

2.2.1 Le cas où F'(t; x; u; '(u)) � 0
Dans cette partie, on suppose que g et � deux fonctions dépend que de

x; b <1; '(u)(t) =

Z b

a

u(t; y)dy; F' � 0 et Fu+M � 0 pour toute constante
réelle positive M: Les résultats de cette partie se trouvent dans [3].
Maintenant on va donner les dé�nitions de la solution, la sous-solution et

la sur-solution du problème (2.1)
Dé�nition 2.2.1 On entend par solution du problème (2.1), toute fonc-

tion u véri�ant
i) u 2 C(DT );
ii) u(0; x) = u0(x) dans [a; b] ;
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

u(t; x)�(t; x)dx =

Z b

a

u(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)u(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

u(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; u; '(u)(�))dxd�

Dé�nition 2.2.2 On entend par sous-solution du problème (2.1), toute
fonction v véri�ant

i) v 2 C(DT );
ii) v(0; x) � u0(x) dans [a; b] ;
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

v(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

v(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

v(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; v; '(v)(�))dxd�
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Dé�nition 2.2.3 On entend par sur-solution du problème (2.1), toute
fonction w véri�ant

i) w 2 C(DT );
ii) w(0; x) � u0(x) dans [a; b] ;
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

w(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

w(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(x)w(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

w(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)F (� ; x; w; '(w)(�))dxd�

On a le résultat suivant
Théorème 2.2.1 Soient v et w une sous-solution et une sur-solution du

problème (2.1) respectivement, alors v et w sont comparables, c�est �à-dire
w � v dans DT .
Preuve : La preuve est similaire à celle du théorème 1.3.2.
Maintenant on va construire deux suites monotones. Pour cela on sup-

pose que �0 et �0 sont la sous-solution et la sur-solution du problème (2.1)
respectivement.
Considérons les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N dé�nies par8>><>>:
�0 = v;
(�k)t + (g(x)�k)x = F (t; x; �k�1; '(�k�1))�M(�k � �k�1), dans DT ; k 2 N�;
g(a)�k(t; a) =

R b
a
�(y)�k(t; y)dy, sur(0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] ,

et8>><>>:
�0 = w;
(�k)t + (g(x)�k)x = F (t; x; �k�1; '(�k�1))�M(�k � �k�1), dans DT ; k 2 N�;
g(a)�k(t; a) =

R b
a
�(y)�k(t; y)dy, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] .

Les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N sont bien dé�nies.
On a le résultat suivant
Théorème 2.2.2 Soient v et w une sous-solution et une sur-solution

du problème (2.1) respectivement, qui sont continûment di¤érentiables en
t. Alors les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N convergent uniformément vers
l�unique solution u pour t 2 [0; T ] :
Preuve : La preuve est similaire à celle du théorème 1.3.5.
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2.2.2 Le cas où F'(t; x; u; '(u)) � 0
Dans cette partie, on suppose que F (t; x; u; '(u)) = �m(t; x; ')u; b < 1;

'(u)(t) =

Z b

a

u(t; y)dy et m' � 0.
On introduit dans ce qui suite les dé�nitions de la solution, la sous-

solution et la sur-solution.
Dé�nition 2.2.4 On entend par solution du problème (2.1) toute fonc-

tion u véri�ant
i) u 2 L1(DT );
ii) u(0; x) = u0(x) dans [a; b] ;
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

u(t; x)�(t; x)dx =

Z b

a

u(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)u(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

u(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(u)(�))u(� ; x)dxd� :

Dé�nition 2.2.5 On entend par une paire de sous-solution et sur-
solution du problème (2.1) tout couple (v; w) véri�ant

i) v; w 2 L1(DT );
ii) v(0; x) � u0(x) � w(0; x) dans [a; b] ;
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0;on aZ b

a

v(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

v(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

v(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(w)(�))v(� ; x)dxd� ;

et

Z b

a

w(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

w(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)w(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

w(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(v)(�))w(� ; x)dxd� :



25

On a le résultat suivant
Théorème 2.2.3 (Principe de comparaison) Soit (v,w) une paire

de sous-solution et sur-solution du problème (2.1) avec v � 0 et w � 0, alors
v et w sont comparables, c�est-à-dire w � v dans DT .
Preuve : On pose par dé�nition

!(t; x) = v(t; x)� w(t; x); t 2 [0; T ] et x 2 [a; b]

Pour t = 0; on a

!(0; x) = v(0; x)� w(0; x) � 0, x 2 [a; b]

D�autre part, soit � un elément quelconque de C1(DT ) avec �(t; x) � 0;
pour tout t 2 (0; T ); on aZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx =

Z b

a

v(t; x)�(t; x)dx�
Z b

a

w(t; x)�(t; x)dx

�
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(w)(�))v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(v)(�))w(� ; x)dxd�

�
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z b

a

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(v)(�))!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m'(� ; x; �(�))v(� ; x)

Z b

a

!(� ; y)dydxd� ;

avec '(v)(t) � �(t) � '(w)(t):
Maintenant si on pose �(t; x) = e�t�(t; x), avec � 2 C1(DT ) et on choisit

� � 0 tel que ��m(� ; x; ') � 0 dans DT ; alors on a

e�t
Z b

a

!(t; x)�(t; x)dx � A(t); (2.2)
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avec

A(t) =

Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

e���(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

e��!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z b

a

e���(� ; x)[��m(� ; x; '(v)(�))]!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

e���(� ; x)m'(� ; x; w; �(�))

Z b

a

!(� ; y)dydxd� :

Considérons maintenant le problème suivant :8<:
�� + g�x = 0, 0 < � < t, a < x < b;
�(� ; b) = 0, 0 < � < t;
�(t; x) = �(x), a � x � b;

où � 2 C10 ((a; b)), avec 0 � � � 1:
Alors pour voir l�existence de � dans DT ; on pose le changement de vari-

able s = t�� , donc le problème ci-dessus peut s�écrire sous la forme suivante8<:
�s � g�x = 0, 0 < s < t, a < x < b;
�(s; b) = 0, 0 < s < t,
�(0; x) = �(x), a � x � b:

On remarque que 0 � � � 1 dans DT :
Maintenant on remplace dans (2.2), on obtientZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

!+(0; x)dx+m1

Z t

0

Z b

a

!+(� ; x)dxd� ;

avec m1 = max
DT

[�(t; x) + ��m(t; x; '(v)(t)) + (b� a)m'(t; x; w; �(t))]:

Comme par hypothèse !(0; x) � 0, alors on obtientZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx � m1

Z t

0

Z b

a

!+(� ; x)dxd� :

Si on choisit � comme suit

� =

�
1; si !(t; x) > 0;
0 ailleurs.
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Alors, il résulte queZ b

a

!(t; x)+dx � m

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)+dxd� :

D�après l�inégalité de Gronwall, on obtientZ b

a

!(t; x)+dx = 0;

Ce qui entraîne que !(t; x) � 0 dans DT .
C�est-à-dire w � v ce qui achève la démonstration.
Par conséquent on a
Corollaire 2.2.1 Si u une solution du problème (2.1) avec u � 0 et

'(u) 2 C([0; T ]): Alors u est unique.
Preuve : Pour montrer l�unicité, on suppose que le problème (2.1) admet
deux solutions positives ou nulles u1 et u2 et on suppose qu�il existe un t0 2
[0; T ] tel que u1(t0) 6= u2(t0):
Soit t0 est le premier point, alors on a�

u1(t) = u2(t), pour 0 � t < t0;
u1(t0) 6= u2(t0).

Par continuité il existe une constante strictement positive � tel que u1(t) 6=
u2(t), pour tout t 2 [t0; t0 + �[:
Alors, on a deux situations possibles
i) u1(t) > u2(t); pour tout t 2 [t0; t0 + �[;
ii) u1(t) < u2(t); pour tout t 2 [t0; t0 + �[:
1er cas: supposons que i) a lieu alors on a

'(u1)(t) � '(u2)(t); pour t 2 [0; t0 + �[;

et comme par hypothèse m� � 0 alors il résulte que

�m(t; x; '(u1)(t)) � �m(t; x; '(u2)(t)):

En utilisant la dé�nition de la solution, on obtient que u1 et u2 est une
paire de sous-solution et de sur-solution du problème (2.1), et d�aprés le
théorème (2.3.1), il en résulte que u1 � u2 dans [0; t0 + �[ ce qui est en une
contradiction avec i).
D�une façon similaire on montre que si on a ii), on obtient une contradic-

tion.
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Maintenant, on construit deux suites monotones des sous-solutions et des
sur-solutions. Pour cela, soit (�0, �0) une paire de sous-solution et de sur-
solution du problème (2.1) avec �0 � 0 et �0 � 0.
On considére les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N dé�nies par8>>>><>>>>:
�0 = v;
(�k)t + (g(t; x)�k)x = �m(t; x; '(�k�1))�k, dans DT ; k 2 N�;

g(t; a)�k(t; a) =

Z b

a

�(t; y)�k�1(t; y)dy, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] ,

(2.2)

et8>>>><>>>>:
�0 = w;
(�k)t + (g(t; x)�k)x = �m(t; x; ; '(�k�1))�k,dans DT ; k 2 N�;

g(t; a)�k(t; a) =

Z b

a

�(t; y)�k�1(t; y)dy, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] .

(2.3)

Les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N sont bien dé�nies.
On a le résultat suivant
Théorème 2.2.4 Si (�0,�0) est une paire de sous-solution et de sur-

solution du problème (2.1) avec �0 � 0 et �0 � 0: Alors les suites (�k)k2N et
(�k)k2N convergent uniformément vers l�unique solution u du problème (2.1)
dans DT .
Preuve : La preuve de ce résultat se fait en deux étapes.
1er étape: On montre la monotonie des deux suites (�k)k2N et (�k)k2N et

que pour tous k 2 N, on a �k � �k dans DT .
Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour k = 0; montrons que �0 � �1 dans DT .
On pose par dé�nition

!(t; x) = �0(t; x)� �1(t; x); dans DT ;

Pour t = 0; on a
!(0; x) = �0(0; x)� �1(0; x) � 0;

d�autre part on aZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(�0)(�))!(� ; x)dxd� :
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En utilisant un raisonnement similaire à celui utilisé pour démontrer le théorème
(1.3.2), on obtient

!(t; x) � 0; dans DT ;

c�est-à-dire que
�0(t; x) � �1(t; x):

En utilisant une preuve similaire, on montre que �1 � �0; �1 � �0; et �0 � �1
dans DT :
Maintenant on montre que (�1,�1) est une paire de sous-solution et de

sur-solution du problème (2.1).
Comme m' � 0 et �1 � �0, alors le second membre de l�équation (2.2)

satisfait à
�m(t; x; '(�0))�1 � �m(t; x; '(�1))�1.

De même, comme m' � 0 et �1 � �0, alors le second membre de
l�équation (2.3) satisfait à

�m(t; x; '(�0))�1 � �m(t; x; '(�1))�1.

Donc il en résulte que (�1,�1) est une paire de sous-solution et de sur-solution
du problème (2.1) et d�après le principe de comparaison, on a �1 � �1:
Supposons pour k entier naturel �xé, on a

�k�1 � �k � �k�1 � �k;

et en utilisant un raisonnement similaire a celui qui a été donné précédem-
ment on montre que

�k � �k+1 � �k+1 � �k:

En conclusion pour tout k 2 N; on obtient

�0 � �1 � ::: � �k � �k � ::: � �1 � �0 dans DT :

2emeétape: D�abord, on va noter par �k(t) = �k(t; :) , �k(t) = �k(t; :) et
u(t) = u(t; :):
Maintenant on va montrer que les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N conver-

gent uniforémement vers l�unique solution du problème (2.1).
D�après (1.3), la solution s�écirit sous la forme suivante

u(t) = S(t)u0 �
Z t

0

S(t� �)m(� ; x; '(u)(�))u(�)d� ; (2.4)

avec S(t) est un C0 semi-groupe.
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De même on a

�k(t) = S(t)u0 �
Z t

0

S(t� �)m(� ; x; '(�k�1)(�))�k(�)d� ; (2.5)

et

�k(t) = S(t)u0 �
Z t

0

S(t� �)m(� ; x; '(�k�1)(�))�k(�)d� : (2.6)

Comme S(t) est un C0 semi-groupe, alors il existe deux constante réelles
positives M0 et a telle que kS(t)k � M0e

at et comme F est une fonction
continue en t, et lipschitzienne en uet comme �0 � u � �0 alors d�aprés (2.4)
et (2.5); alors on obtient

k�k(t)� u(t)k � jj �
Z t

0

S(t� �)m(� ; x; '(�k�1)(�))�k(�)d�

+

Z t

0

S(t� �)m(� ; x; '(u)(�))u(�)d� jj

� jj �M0e
at

Z t

0

m(� ; x; '(u)(�))�k(�)d� +M0e
at

Z t

0

m(� ; x; '(u)(�))u(�)d� jj

� M0e
at

Z t

0

jj �m(� ; x; '(u)(�))�k(�) +m(� ; x; '(u)(�))u(�)jjd�

� M0M1e
at

Z t

0

k�k(�)� u(�)k d� : (2.7)

De façon similaire, d�aprés (2.4) et (2.6) on obtient

k�k(t)� u(t)k �M0M2e
at

Z t

0

k�k(�)� u(�)k d� : (2.8)

Par suite il résulte que

k�k(t)� u(t)k+k�k(t)� u(t)k �M3

Z t

0

(k�k(�)� u(�)k+k�k(�)� u(�)k)d� :
(2.9)

Par passage à la limite et d�après Gronwall, il résulte que

lim
k!1

Z T

0

k�k(�)� �k�1(�)k d� = 0;

et

lim
k!1

Z T

0



�k(�)� �k�1(�)


 d� = 0;

c�est-à-dire on a la convergence uniforme des (�k)k2N et (�k)k2N vers u(t)
dans DT :
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2.2.3 Le cas où F'(t; x; u; '(u)) change de signe

Dans cette partie, on suppose que b < 1 ,'(u)(t) =
Z b

a

u(t; y)dy et on

considère que F (t; x; u; '(u)) = �m(t; x; ')u avec m' +M � 0 tel que M
une constante réelle positive.
Maintenant on donne les dé�nitions de la solution, la sous-solution et la

sur-solution.
Dé�nition 2.2.6 Une fonction u est dite solution du problème (2.1) si

elle véri�e
i) u 2 L1(DT );
ii) u(0; x) = u0(x), dans [a; b];
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

u(t; x)�(t; x)dx =

Z b

a

u(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)u(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

u(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(u)(�))u(� ; x)dxd� :

Dé�nition 2.2.7 On entend par une paire de sous-solution et de sur-
solution du problème (2.1) tout couple (v; w) véri�ant

i) v; w 2 L1(DT );
ii) v(0; x) � u0(x) � w(0; x) ,dans [a; b];
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ b

a

v(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

v(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

v(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)[m(� ; x; '(w)(�)) +M'(w)(�)�M'(v)(�)]v(� ; x)dxd� ;

etZ b

a

w(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

w(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)w(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

w(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)[m(� ; x; '(v)(�)) +M'(v)(�)�M'(w)(�)]w(� ; x)dxd� :



32

On a le résultat suivant
Théorème 2.2.5 Soit (v; w) une paire de sous-solution et de sur-solution

du problème (2.1) avec v � 0 et w � 0, alors w � v dans DT .
Preuve : On pose par dé�nition

!(t; x) = v(t; x)� w(t; x); pour tout t 2 [0; T ] et x 2 [a; b]:

Pout t = 0; on a

!(0; x) = v(0; x)� w(0; x) � 0; pour tout x 2 [a; b]

D�autre part, pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C1(DT ) avec �(t; x) � 0Z b

a

!(t; x)�(t; x)dx =

Z b

a

v(t; x)�(t; x)dx�
Z b

a

w(t; x)�(t; x)dx

�
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)[m(� ; x; '(w)(�)) +M'(w)(�)�M'(v)(�)]v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)[m(� ; x; '(v)(�)) +M'(v)(�)�M'(w)(�)]w(� ; x)dxd�

�
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; a)

Z b

a

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m(� ; x; '(v)(�))!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)m'(� ; x; �(�)(�))v(� ; x)

Z b

a

!(� ; y)dydxd�

+

Z t

0

Z b

a

�(� ; x)M [v(� ; x) + w(� ; x)]

Z b

a

!(� ; y)dydxd� ;

où '(v)(t) � �(t) � '(w)(t)
On utilise ensuite une preuve similaire à celle du théorème (2.2.3) on

montre que w � v .
Corollaire 2.2.2 Soient u une solution du problème (2.1) avec u � 0 et

'(u) 2 C([0; T ]): Alors u est unique.
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Preuve : La preuve est analogue à celle du corollaire 2.2.1.
Maintenant, on va construire une paire de sous-solution et sur-solution

du problème (2.1).
Il n�est pas di¢ cile de véri�er que v(t; x) = 0 est une sous-solution du

problème (2.1).
Par suite, pour construire une sur-solution w(t; x); on commence par les

conditions aux limites,
pour tout t 2 [0; T ] et x 2 [a; b], on a

g(t; a)w(t; a) �
Z b

a

�(� ; x)w(� ; x)dxd� :

On choisit 
 assez grand tel que


 � max
DT

�(t; x)= min
t2[0;T ]

g(t; a) ,

et
w(0; x) � u0(x), dans [a; b]:

On va �xer 
 et on choisit � assez grand tel que

�e�b
 � ku0(x)k1 :

Donc on prend comme sur-solution la fonction dé�nie par

w(t; x) = �e�te�
x; pour tout t 2 [0; T ] et x 2 [a; b];

avec
� � 
max

DT

g(t; x) + max
DT

jgx(t; x)j+ 2M�e�
a=
:

Maintenant, on considère les suites des sous-solutions et sur-solutions. Soit
(�0,�0) une paire de sous-solution et de sur-solution du problème (2.1) avec
�0 � 0 et �0 � 0.
On considére les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N dé�nies par8>>>><>>>>:
�0 = v;
(�k)t + (g(t; x)�k)x = �[m(t; x; '(�k�1)) + M'(�k�1)�M'(�k�1)] �k ,dans DT ; k 2 N�;

g(t; a)�k(t; a) =

Z b

a

�(t; y)�k�1(t; y)dy, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] ,
(2.10)
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et8>>>><>>>>:
�0 = w;
(�k)t + (g(t; x)�k)x = �[m(t; x; '(�k�1)) +M'(�k�1)�M'(�k�1)]�k, dans DT ; k 2 N�;

g(t; a)�k(t; a) =

Z b

a

�(t; y)�k�1(t; y)dy, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [a; b] .
(2.11)

Les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N sont bien dé�nies.
Maintenant on a le résultat suivant
Théorème 2.2.6 Supposons que (�0, �0) est une paire de sous-solution

et sur-solution du problème (2.1) avec �0 � 0 et �0 � 0: Alors les suites
(�k)k2N et (�k)k2N convergent uniformément vers l�unique solution u du prob-
lème (2.1) dans DT .
Preuve : La démonstration se fait en deux étapes.
1erétape: Pour k 2 N, montrons que

�0 � �1 � ::: � �k � �k � ::: � �1 � �0 , dans DT :

Pour cela, on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour k = 0; montrons � � �1 dans DT .
On pose par dé�nition

!(t; x) = �0(t; x)� �1(t; x); dans DT :

Pour t = 0; on a

!(0; x) = �0(0; x)� �1(0; x) � 0; x 2 [a; b] :
Par suite on aZ b

a

!(t; x)�(t; x)dx �
Z b

a

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

Z b

a

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z b

a

�(� ; x)[m(� ; x; '(�0)(�)) +M'(�0)(�)�M'(�0)(�)]!(� ; x)dxd� ;

En utilisant une preuve similaire que celle du théorème (1.3.2), on obtient

!(t; x) � 0; dans DT ;

c�est-à-dire
�0(t; x) � �1(t; x), dans DT :

De même, montrons que �1 � �0, �1 � �0 et �0 � �1 dans DT :
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Maintenant montrons que (�1,�1) est une paire de sous-solution et sur-
solution du problème (2.1).
Comme m' + M � 0 et �0 � �1 � �0; alors le second membre de

l�équation (2.10) satisfait à

�[m(t; x; '(�0))+M'(�0)�M'(�0)]�1 � �[m(t; x; '(�1))+M'(�1)�M'(�1)]�1:

De même comme m' +M � 0 et �0 � �1 � �0; alors le second membre de
l�équation (2.11) satisfait à

�[m(t; x; '(�0))+M'(�0)�M'(�0)] �1 � �[m(t; x; '(�1))+M'(�1)+M'(�1)]�1:

Alors il résulte que (�1,�1) est une paire de sous-solution et sur-solution du
problème (2.1) et par suite d"après le principe de comparaison, on a �1 � �1.
Supposons pour k entier naturel �xé, on a

�k�1 � �k � �k�1 � �k;

et en utilisant un preuve similaire a celle qui a été donnée précédemment on
montre que

�k � �k+1 � �k+1 � �k:

En conclusion, il résulte que,
pour tout k 2 N; on a

�0 � �1 � ::: � �k � �k � ::: � �1 � �0 dans DT :

2eme étape: D�après la première étape les deux suites convergent ponctuelle-
ment de nos suites, maintenant montrons que les deux suites de fonctions
(�k)k2N et (�k)k2N convergent uniformément vers l�unique solution du prob-
lème (2.1).
D�abord, on note par �k(t) = �k(t; :) , �k(t) = �k(t; :) et u(t) = u(t; :):
D�après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on montre que

lim
k!1

Z T

0

(k�k(�)� �k�1(�)k+


�k(�)� �k�1(�)



)d� = 0: (2.12)

Maintenant on va montrer la convergence uniforme vers l�unique solution du
problème (2.1).
D�après (1.3), on a

u(t) = S(t)u0 �
Z t

0

S(t� �)m(� ; x; '(u)(�))u(�)jjd� ; (2.13)

avec S(t) est un C0 -semi-groupe.
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De même on a

�k(t) = S(t)u0�
Z t

0

S(t��)[m(t; x; �(�k�1)(�))+ M�(�k�1)(�)�M�(�k�1)(�)] �k(�)d� ,

(2.14)
et

�k(t) = S(t)u0�
Z t

0

S(t��)[m(t; x; �(�k�1)(�))+ M�(�k�1)(�)�M�(�k�1)(�)] �k(�)d� ,

(2.15)
Comme S(t) est un C0 -semi-groupe, alors il existe deux constantes réelles
positives M0 et a telles que kS(t)k � M0e

at; et comme F est continue et
�0 � u � �0; alors d�après (2.13) et (2.14), il résulte que

k�k(t)� u(t)k �
Z t

0

jj � S(t� �)[m(� ; x; �(�k�1)(�)) + M�(�k�1)(�)

�M�(�k�1)(�)] �k(�)jjd� +
Z t

0

jjS(t� �)m(� ; x; '(u)(�))u(�)jjd�

� M0e
at

Z t

0

jj � [m(� ; x; �(u)(�)) + M�(u)(�)�M�(�k�1)(�)] �k(�)jjd�

+M0e
at

Z t

0

jjm(� ; x; '(u)(�))u(�)jjd�

� M0M1e
at

Z t

0

jj�k(�)� u(�)jjd� +M0M2e
aT

Z T

0

k�k�1(�)� u(�)k d�

� M0M1e
at

Z t

0

jj�k(�)� u(�)jjd�

+M0M2e
aT

Z T

0

(k�k�1(�)� �kjj+ jj�k(�)� u(�)k)d�

� M3

Z t

0

jj�k(�)� u(�)jjd� +M4

Z T

0

jj�k�1(�)� �k(�)jjd� ;

avec M1 = Sup
DT

m(� ; x; �(u)(t)); M3 = (MM1 + M0M2)e
aT et M4 =

M0M2e
aT :De même, d�après (2.13) et (2.15), on a

k�k(t)� u(t)k �M5

Z t

0

jj�k(t)� u(�)jjd� +M6

Z T

0

jj�k�1(�)� �k(�)jjd� :
(2.16)
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Par suite il résulte que

k�k(t)� u(t)k+ jj�k(t)� u(t)jj � M7

Z t

0

[jj�k(�)� u(�)jj+ jj�k(�)� u(�)jj]d�

+M8

Z T

0

[jj�k(�)� �k�1(�)jj+ jj�k(�)� �k�1(�)jj]d� :

En utilisant le lemme de Gronwall on déduit que

k�k(t)� u(t)k+jj�k(�)�u(�)jj �M8e
M7T

Z T

0

[jj�k(�)��k�1(�)jj+jj�k(�)��k�1(�)jj]d� :

Par passage à la limite et d�après (2.12), il résulte que

lim
k!1

k�k(t)� u(t)k = 0;

et
lim
k!1

jj�k(t)� u(t)jj = 0;

c�est-à-dire les deux suites de fonctions (�k)k2N et (�k)k2N convergent uni-
formément vers l�unique solution du problème (2.1).

2.2.4 Existence des solution dans un domaine non borné

Dans cette partie, on s�intéresse à un modèle spécial qui décrit l�agrégation
du phytoplancton qui représente l�ensemble des planctons de type végétal.
Ils ont donc la capacité de transformer la matière inorganique en matière
organique. Pour ce faire, ils retiennent l�énergie solaire et absorbent les
sels minéraux ainsi que le carbone, puis réussissent à produire de l�oxygène.
En d�autres mots, ils e¤ectuent la photosynthèse. La moitié de l�oxygène
qu�utilisent les vivants hétérotrophes est produit par les phytoplanctons. Ils
ont donc une très grande importance dans les réseaux trophiques des océans
ainsi que pour le contrôle naturel du climat. Le modèle considéré ici est le
suivant: 8>><>>:

ut + (g(t; x)u)x = F (t; x; u; '(u)(t), dans DT ;

g(t; a)u(t; a) =

Z b

a

�(t; x)u(t; x)dx, sur (0; T );

u(0; x) = u0(x), dans [0;1);

(P)

avec DT = (0; T )� (0;1) et

F (t; x; u; �) = �(u)(t; x) + f(t; x)u(t; x);
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et

�(u)(t; x) =
1

2

Z x

0

 (y; x�y)u(t; x�y)u(t; y)dy�
Z 1

0

 (y; x)u(t; x)u(t; y)dy;

où  et f sont deux fonctions continues et bornées
On prend aussi

C10;r(DT ) = f� 2 C1(DT );9x� 2 (0;1), tel que � � 0, pour x > x�g:

On introduit dans ce qui suite la dé�nition de la solution, la sous-solution
et la sur-solution pour le problème (P):
Dé�nition 2.2.8 Une fonction u est dite solution du problème (P), si

elle véri�e
i) u 2 L1((0; T );L1(0;1));
ii) u(0; x) = u0(x), dans (0;1) presque par tout;
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C10;r(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ 1

0

u(t; x)�(t; x)dx =

Z 1

0

u(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; 0)

Z 1

0

�(� ; x)u(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

u(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)F(u)(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z 1

0

 (y; x)u(� ; x)u(� ; y)dydxd� :

Dé�nition 2.2.8 On entend par une paire de sous-solution et de sur-
solution du problème (P) tout couple (v; w) véri�ant

i) v; w 2 L1((0; T );L1(0;1));
ii) v(0; x) � u0(x) � u(0; x) dans (0;1) presque par tout ;
iii) Pour tout t 2 (0; T ) et � 2 C10;r(DT ) avec �(t; x) � 0; on aZ 1

0

v(t; x)�(t; x)dx �
Z 1

0

v(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; 0)

Z 1

0

�(� ; x)v(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

v(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)F(v)(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z 1

0

 (y; x)v(� ; x)w(� ; y)dydxd� ;
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etZ 1

0

w(t; x)�(t; x)dx �
Z 1

0

w(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; 0)

Z 1

0

�(� ; x)w(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

w(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)F(w)(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z 1

0

 (y; x)w(� ; x)v(� ; y)dydxd� ;

où

F(u)(t; x) = 1

2

Z x

0

 (y; x� y)u(t; x� y)u(t; y)dy + f(t; x)u(t; x):

Théorème 2.2.7 (Principe de comparaison) Soit ( v,w) une paire de
sous-solution et de sur-solution du problème (P) avec v � 0 et w � 0, alors
w � v dans DT .
Preuve : On pose par dé�nition

!(t; x) = v(t; x)� w(t; x); pour t 2 (0; T ) et x 2]0;1[:
Pout t = 0, alors

!(0; x) = v(0; x)� w(0; x) � 0; x 2 (0;1) p.p
D�autre part, pour tout t 2 (0; T ) et � est un elément de C10;r((0; T )� (0; n))
avec

C10;r((0; T )�(0; n)) = f� 2 C1((0; T )�(0; n));9x� 2 (0; n), tel que � � 0, pour x > x�g:
On aZ n

0

!(t; x)�(t; x)dx �
Z 1

0

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; 0)

Z 1

0

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

+
1

2

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z x

0

 (y; x� y)v(t; x� y)v(t; y)dydxd�

�1
2

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z x

0

 (y; x� y)w(t; x� y)w(t; y)dydxd�

+

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)f(� ; x)!(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z 1

0

 (y; x)[w(� ; x)v(� ; y)� v(� ; x)w(� ; y)]dydxd�
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�
Z 1

0

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; 0)

Z 1

0

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

+
1

2

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z x

0

 (y; x� y)!(t; x� y)v(t; y)dydxd�

+
1

2

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)

Z x

0

 (y; x� y)w(t; x� y)!(t; y)dydxd�

+

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)w(� ; x)

Z 1

0

 (y; x)!(� ; y)dydxd�

�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)!(� ; x)

Z 1

0

 (y; x)w(� ; y)dydxd�

On utilise une preuve similaire à celle du théorème (2.2.3) et on fait tendre
n vers +1, on montre que w � v .
On a le résultat suivant
Corollaire 2.2.3 Soient (�0,�0) est une paire de sous-solution et de

sur-solution du problème (P) avec �0 � 0 et �0 � 0. Si u une solution du
problème (P), alors �0 � u � �0 dans DT .
Preuve : La preuve est similaire à celle de démonstration du théoreme
2.2.3.
Maintenant, on va considérer les suites des sous-solutions et des sur-

solutions. Soit (�0, �0) une paire de sous-solution et de sur-solution du
problème (P) avec �0 � 0 et �0 � 0:
Comme f et  sont deux fonctions continues bornées, on peut choisir une

constante réelle positive M telle que M �
Z 1

0

 (x; y)u(t; y)dy + f(t; y) � 0

dans DT et �0 � u � �0, par suite on dé�ni les suites (�k)k2N et (�k)k2N
comme suit8>>>>><>>>>>:

�0 = v;

(�k)t + (g(t; x)�k)x = F(�k�1)�M(�k � �k�1)� �k�1

Z 1

0

 (x; y)�k�1(t; y)dy,dans DT ; k 2 N�;

g(t; 0)�k(t; 0) =

Z 1

0

�(t; y)�k�1(t; y)dy, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [0;1),
(2.17)
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et8>>>>><>>>>>:

�0 = w;

(�k)t + (g(x)�k)x = F(�k�1)�M(�k � �k�1)� �k�1

Z 1

0

 (x; y)�k�1(t; y)dy, dans DT ; k 2 N�;

g(a)�k(t; a) =

Z 1

0

�(t; y)�k�1(t; y)dy, sur (0; T );

�k(0; x) = u0(x), dans [0;1),
(2.18)

Les deux suites (�k)k2N et (�k)k2N sont bien dé�nies.
On a le résultat suivant
Théorème 2.2.8 Supposons que (�0,�0) une paire de sous-solution et de

sur-solution du problème (P) avec �0 � 0 et �0 � 0: Alors les suites (�k)k2N
et (�k)k2N convergent uniformément vers l�unique solution u du problème (P)
dans DT .
Preuve : La preuve de ce résultat se fait en deux étapes.
1er étape: On montre la monotonie des deux suites (�k)k2N et (�k)k2N et

que pour tous k 2 N, on a �k � �k dans DT .
Pour cela on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour k = 0; montrons que �0 � �1 dans DT .
On pose par dé�nition

!(t; x) = �0(t; x)� �1(t; x); dans DT :

Pour t = 0; on a
!(0; x) = �0(0; x)� �1(0; x) � 0;

d�autre part on aZ 1

0

!(t; x)�(t; x)dx �
Z 1

0

!(0; x)�(0; x)dx+

Z t

0

�(� ; 0)

Z 1

0

�(� ; x)!(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

!(� ; x)[�� (� ; x) + g(� ; x)�x(� ; x)]dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)M(!)(� ; x)dxd� ;

En utilisant un raisonnement similaire du théorème (1.3.2), on obtient

!(t; x) � 0; dans DT ;

c�est-à-dire que
�0(t; x) � �1(t; x); dans DT :
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En utilisant une preuve similaire, on montre que �1 � �0; �1 � �0; et �0 � �1
dans DT :
Maintenant on montre que (�1,�1) une paire de sous-solution et de sur-

solution du problème (P).
Comme �0 � �1 et �1 � �0 le second membre de l�équation (2.17)

satisfait à

F(�0)�[M(�1��0)��0
Z 1

0

 (x; y)�0(t; y)dy] � F(�1)��1
Z 1

0

 (x; y)�1(t; y)dy;

et le second membre de l�équation (2.18) satisfait à

F(�0)�M(�1��0)��0
Z 1

0

 (x; y)�0(t; y)dy � F(�1)��1
Z 1

0

 (x; y)�1(t; y)dy:

Donc il en résulte que (�1,�1) une paire de sous-solution et de sur-solution
du problème (P) et d�après le principe de comparaison, on a �1 � �1:
Supposons pour k entier naturel �xé, on a

�k�1 � �k � �k�1 � �k;

et en utilisant un raisonnement similaire a celui qui a été donnée précédem-
ment, on montre que

�k � �k+1 � �k+1 � �k:

En conclusion, pour tout k 2 N; on obtient

�0 � �1 � ::: � �k � �k � ::: � �1 � �0 dans DT :

2emeétape: On note par �k(t) = �k(t; :) , �k(t) = �k(t; :) et u(t) = u(t; :):
Comme les suites (�k)k2N et (�k)k2N convergent ponctuellement et d�après

le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on montre que

Lim
k!1

Z T

0

(k�k(t)� �k�1(t)k+


�k(t)� �k�1(t)



)d� = 0: (2.19)

D�après (1.3), la solution s�écirit sous la forme suivante

u(t) = S(t)u0 +

Z t

0

S(t� �)[F(u)(t; x)�
Z 1

0

 (x; y)u(� ; x)u(� ; y)dy]d� ;

(2.20)
avec S(t) est un C0 semi-groupe.
De même on a

�k(t) = S(t)u0�
Z t

0

S(t��)[F(�k�1)�M(�k��k�1)��k�1
Z 1

0

 (x; y)�k�1(t; y)dy]d� ,

(2.21)
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et

�k(t) = S(t)u0�
Z t

0

S(t��)[F(�k�1)�M(�k��k�1)��k�1
Z 1

0

 (x; y)�k�1(t; y)]dyd� ,

(2.22)
Comme S(t) est un C0 semi-groupe, alors il existe deux constante réelles
positives M0 et a telle que kS(t)k � M0e

at et comme F est une fonction
continue en t, lipschitzienne en u et comme �0 � u � �0 alors d�aprés (2.20)
et (2.21); alors on obtient

k�k(t)� u(t)k �
Z t

0

jjS(t� �)[F(�k�1)�M(�k � �k�1)� �k�1

Z 1

0

 (x; y)�k�1(t; y)dy]jjd�

�
Z t

0

jjS(t� �)[F(u)(t; x)�
Z 1

0

 (x; y)u(� ; x)u(� ; y)dy]jjd�

� M0M1e
at

Z t

0

jj�k(�)� u(�)jjd� +M0M2e
aT

Z T

0

jj�k(�)� �k�1(�)jjd�

+M0M2e
at

Z t

0

jj�k�1(�)� u(�)jjd�

� M0M3e
aT

Z t

0

(jj�k(�)� u(�)jj+ jj�k(�)� u(�)jj)d�

+M0M4e
aT

Z T

0

(jj�k(�)� �k�1(�)jj+ jj�k(�)� �k�1(�)jj)d� ; (2.23)

De façon similaire, d�aprés (2.20) et (2.22) on obtient

k�k(t)� u(t)k � M0M5e
aT

Z t

0

(jj�k(�)� u(�)jjd� + jj�k(�)� u(�)jj)d�

+M0M6e
aT

Z T

0

(jj�k(�)� �k�1(�)jj+ jj�k(�)� �k�1(�)jj)d� :

Par suite, il résulte que

k�k(t)� u(t)k+ k�k(t)� u(t)k � M6

Z t

0

(jj�k(�)� u(�)jj+ jj�k(�)� u(�)jj)d�

+M7

Z T

0

(jj�k(�)� �k�1(�)jj+ jj�k(�)� �k�1(�)jj)d� ;

D�après le lemme de Gronwall, on obtient que

k�k(t)� u(t)k+k�k(t)� u(t)k �M7e
M6T

Z T

0

(jj�k(�)��k�1(�)jj+jj�k(�)��k�1(�)jj)d�
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Par passage à la limite et d�après (2.19), il résulte que

lim
k!1

Z T

0

k�k(�)� �k�1(�)k d� = 0;

et

lim
k!1

Z T

0



�k(�)� �k�1(�)


 d� = 0;

c�est-à-dire on a la convergence uniforme vers u(t) dans DT :

Exemple 2.2.5 On donne un exemple autour de notre résultat. On consid-
ère le problème aux limites (P) avec u0(x) = e�x et DT = (0; 1)� (0;1), on
peut construire une paire de sous et sur-solution positive pour notre problème
.Alors d�une part, la fonction constante u(t; x) = 0 est une sous-soltion du
(P) .D�autre part, on choisit une constante réelle positive assez grande c1
telle que

c1 � max
DT

�(t; x)=min
[0;1]

g(t; 0);

On �xe c1 et on choisit c3assez grand telle que

(1 + c21x
2)=c3 � ex , pour x[0;1[;

autrement dit:
c3=(1 + c

2
1x
2) � u0(x), pour x[0;1[:

Donc la sur-solution qu�on a construit est u(t; x) = c3e
c2t=(1+c21x

2); ou c2 est
une constante réelle positive assez grand,avant de la déterminer, on calcule
l�intégrale suivanteZ x

0

dy

[1 + c21(x� y)2][1 + c21y
2]

=
2

c21x
[
c1x arctan(c1x) + log(1 + c21x

2)

4 + c21x
2

]

� 4

1 + c21x
2
;

Par suite, on choisit c2 telle que:

c2 �
2c3
c1
k�k1 +max

DT

jgx(t; x)j+ 2c21max
DT

g(t; x) +max
DT

jf(t; x)j :

On montre que la solution de (P) a la propriété suivante
Théorème 2.2.9 Comme u est une solution du (P), alors P (t) =Z 1

0

u(t; x)dx est continu dans l�intervalle existence.
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Preuve : Pour montrer la continuité du P , il su¢ t d�établir l�égalité
suivante:Z 1

0

u(t; x)dx =

Z 1

0

u(0; x)dx+

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)u(� ; x)dxd� (2.24)

+

Z t

0

Z 1

0

F(u)(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

Z 1

0

 (y; x)u(� ; x)u(� ; y)dydxd� ;

Pour cela, on va choisir �(t; x) = �(x) dé�ni comme suite

�(x) =

8<:
1, 0 � x � n;
�1 � �0 � 0, n � x � n+ 2;
0 , n+ 2 � x � 1;

Par dé�nition de la solution du notre problème on a

j
Z 1

0

u(t; x)dx�
Z 1

0

u(0; x)dx�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)u(� ; x)dxd� �
Z t

0

Z 1

0

F(u)(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

Z 1

0

 (y; x)u(� ; x)u(� ; y)dydxd� j

= j
Z 1

0

[u(t; x)dx� u(0; x)][1� �(x) + �(x)]dx�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)u(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

F(u)(� ; x)dxd� +
Z t

0

Z 1

0

Z 1

0

 (y; x)u(� ; x)u(� ; y)dydxd� j
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= j
Z 1

0

[u(t; x)dx� u(0; x)][1� �(x)]dx+

Z 1

0

u(0; x)�(x)dx+

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)u(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

u(� ; x)g(� ; x)�0(� ; x)dxd� +

Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)F(u)(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

0

�(x)

Z 1

0

 (y; x)u(� ; x)u(� ; y)dydxd�

�
Z 1

0

u(0; x)�(x)dx�
Z t

0

Z 1

0

�(� ; x)u(� ; x)dxd� �
Z t

0

Z 1

0

F(u)(� ; x)dxd�

+

Z t

0

Z 1

0

Z 1

0

 (y; x)u(� ; x)u(� ; y)dydxd� j

= j
Z 1

n

[u(t; x)dx� u(0; x)][1� �(x)]dx+

Z t

0

Z 1

n

u(� ; x)g(� ; x)�0(� ; x)dxd�

�
Z t

0

Z 1

n

F(u)(� ; x)[1� �(x)]dxd� +

Z t

0

Z 1

n

u(� ; x)[1� �(x)]

Z 1

0

 (y; x)u(� ; y)dydxd� j

� (2 + T kgk1 + T k k1)sup
[0;T ]

Z 1

n

u(t; x)dx;

Comme u 2 L1((0; T );L1(0;1)), alors sup
[0;T ]

R1
n
u(t; x)dx ! 0 quand

n!1;ce qui donne (2.24).
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Conclusion
La méthode des sous solutions et des sur solutions et la technique itéra-

tives est e¢ cace pour construire les solutions des problèmes aux limites non
locales hyperboliques.
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Résumé  
 

Dans ce mémoire, nous présenterons la méthode des sous solutions et 

des sur solutions  et la méthode itérative pour construire des solutions 

pour les problèmes aux limites non locales hyperboliques. 

Mots clés :   méthode monotone, sous-solution, sur-solution, problèmes 

aux limites non locales hyperboliques.   

 

Abstract 

In this memory  , we will present upper and lower solutions the 

method to construct solutions for nonlocal nonlinear hyperbolic initial 

boundary value problem. 

Key words:   monotone   method,   lower solution,   super solution,  

nonlocal hyperbolic initial-boundary value problems. 

  

 ملخص
في هذه المذكرة نقدم طريقة الحل الادنى والحل الأعلى وطريقة تكرارية لإيجاد حلول 

. للمشاكل الحدية غير قطعية  

.الطريقة التكرارية ، ألأعلىالحل  ، الأدنىالحل :   المفتاحية  الكلمات  

 


