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1.1 Modélisation mathématique du VIH-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Introduction

Au cours de la dernière décennie, les modèles mathématiques de la dynamique virale
du VIH-1 se sont révélés utiles pour décrire l’interaction entre le virus et les cellules
hôtes des patients. Ces dernières années, plusieurs travaux ont été fait sur la dynamique
du virus de l’immunodéficience humaine(VIH), le virus de l’hépatite B(VHB)et le virus
de l’hépatite C(VHC). Ces études ont fourni des idées sur la réplication virale, le taux
de mortalité des cellules et l’éfficacité du traitement. Dans la modélisation fondamentale
mathématique de la dynamique virale,utilisée souvent pour décrire la dynamique des
infections par VIH,VHB et VHC,une vue plus simple de l’infection virale est proposée par
le biais de l’évolution couplée des trois populations : les cellules non infectées, les cellules
infectées infectieuses et les particules virales libres.La dynamique virale est donc décrite
par l’évolution temporelle des trois populations. En 2007, Rong et ses coauteurs [37], ont
étudié une extension du modèle de base de l’infection VIH-1. Une des caractéristiques
principales de leur modèle c’est qu’une partie des cellules infectées en phase de repos
passe à la classe des cellules non infectées. Du point de vue mathématique, leur extension
implique qu’une population de cellules supplémentaire doit être envisagée, résultant en
un modèle d’ équations différentielles ordinaires non linéaires de quatre dimensions (on
remarque que les modèles d’équations différentielles ordinaires sont seulement une des
façons de décrire la phase de repos). Les modèles structurés en age ont été aussi élaborés
pour résoudre ceci .

La stabilité de l’équilibre infecté a été analysé localement,néanmoins la question de la
stabilité globale pour ce type d’infection virale est une tâche difficile.

En effet, la dimension quatre du modèle rend l’utilisation des méthodes de stabilité
globale non linéaire moins facile. Pour cette raison on considère le système introduit par
Rong et ses coauteurs et on étudie la stabilité globale des états d’équilibre suivant deux
techniques distinctes : La méthode directe de Lyapunov et l’approche géométrique de
Muldowney. La méthode directe de Lyapunov bien connue est sans aucun doute un des
outils les plus puissants pour l’analyse de la stabilité non linéaire. Le principal avantage de
la méthode directe de Lyapounov, c’est qu’il est directement applicable aux systèmes non
linéaires. Toutefois, la méthode requiert une fonction auxiliaire, la fonction de Lyapunov,
qui est généralement difficile à construire. En 2004, Korobeinikov a utilisé la fonction de
Lyapunov de type Volterra pour prouver la stabilité globale des états d’équilibre du modèle
dynamique viral de base [18]. Cette fonction a été largement utilisée pour prouver la stabi-
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4 Introduction

lité globale de l’équilibre des modèles de maladies infectieuses, [19,20,31]. Vargas-De-Leon
a utilisé les combinaisons des fonctions quadratiques communes, composite quadratiques
et fonctions type-Volterra permettant de prouver la stabilité globale des états d’équilibre
de plusieurs modèles épidémiques[41], et pour le modèle de l’hépatite B, avec la perte de
la destruction d’éléments cellulaires infectés,[42]. Un autre outil puissant pour régler le
problème est la méthode géométrique en raison de LI et Muldowney, qui ont émergé de
quelques papiers au milieu des années 90,[23-25]. Leur approche est une généralisation du
critère de Bendixon aux systèmes de n’importe quelle dimension finie et utilise des matrices
composées. Cette méthode est aujourd’hui classique, en raison de la large gamme d’appli-
cations, en particulier à des modèles mathématiques d’intérêt biologique.La majorité des
applications se référencent à des modèles épidémiques [4,7,10,21,24,26,39,43]) bien que les
applications d’autres contextes de dynamique de population peuvent aussi être trouvées,
[6,8].Dans [9], il a été démontré que la structure mathématique des systèmes SEIR, dont
l’analyse peut généralement être réduite à des systèmes en trois dimensions, semble être
particulièrement adaptée pour les applications de la méthode. En revanche, les applica-
tions des systèmes à quatre dimensions ne sont pas très courantes dans la littérature, car
la procédure devient particulièrement compliquée quand n dépasse 4. Les exemples sont
donnés par Ballyk et ses confrères, [5], qui ont appliqué les techniques de matrices com-
posées à un modèle de population à quatre dimensions avec des particulières symétries
et Gumel et Croworkers,[16], qui ont étudié un modèle SVEIR (sensibles, vaccinés, ex-
posés, infectieux et récupérés), modèle de propagation de syndrome épidémique respira-
toire sévère et aigu(SRAS). Dans cet article, nous allons utiliser les deux, la méthode
directe de Lyapounov et l’approche géométrique, pour traiter la stabilité non linéaire de
l’équilibre infecté (i.e. l’équilibre avec composantes positives) du modèle de la dynamique
virale du VIH-1 introduit dans[37]. En particulier, comme il a été démontré récemment
pour un modèle de tuberculose, [11], la méthode géométrique s’appliquera suivant la
procédure donnée dans [16]. On obtient des conditions suffisantes pour la stabilité glo-
bale, écritent en fonction des paramètres du système.En outre,la fonction de Lyapunov
servira également à prouver que l’équilibre sans virus est globalement assymptotiquement
stable lorsque le taux de reproduction de base est inférieur à un certaines simulations
numériques sont également effectuées pour donner une représentation plus complète de la
dynamique du système. Le papier est organisé comme suit : Dans la section 2, le modèle
est présenté ainsi que quelques propriétés de base. La stabilité assymptotique globale de
l’équilibre sans virus est décrite dans la section 3. Dans la section 4, la méthode de Lyapu-
nov est appliquée afin d’étudier la stabilité globale de l’équilibre infecté. Dans la section 5,
la dynamique globale est étudiée au moyen de l’approche géométrique de Li-Muldowney.
Les conclusions sont indiquées dans la section 6



Chapitre 1

Le modèle et ses propriétés

Dans ce chapitre nous allons introduire le modèle de l’infection VIH-1 proposé par
Rang et coauteurs comme nous étudierons quelques propriétés des solutions.

1.1 Modélisation mathématique du VIH-1

En 2007, Rong et ces coauteurs ont introduit un modèle pour l’infection VIH, où on
retrouve une classe de cellules infectées qui ne produisent pas encore le virus, i.e. des
cellules infectées non infectieuses. Cet aspect transforme le modèle en une extension des
modèles de base du VIH où les variables d’état sont les cellules non infectées CD4+T, les
cellules infectées infectieuses et les virus libres. Ainsi, le modèle considéré est un système
de dimension quatre d’équations différentielles ordinaires non linéaires. Le changement
des variables d’état dans chacune des étapes est représenté par le système suivant :



dX
dt

= λ− βXV − µX + δω

dY
dt

= φω − αY

dω
dt

= βXV − (δ + η + φ)ω

dV
dt

= σY − γV

(1)

5



6 Le mod èle et ses propri étés

où

X Concentration des cellules non infectées CD4+T
Y Concentration des cellules infectées infectieuses
ω Concentration des cellules infectées non infectieuses
V Concentration du virus
λ Flux des cellules non infectées
µ Taux de mortalité naturel des cellules non infectées
β Taux d’infection
βXV L’incidence entre le virus et les cellules non infectées
φ Taux de transformation des cellules infectées infectieuses en non infectieuses
η Taux de mortalité des cellules en phase de repos
α Taux de mortalité des cellules infectées (Y)
σ Taux de production du virus par les cellules infectées
γ Taux de disparition du virus

1.2 Propriétés du modèle

1.2.1 Le taux de reproduction de base

Le taux R0 de reproduction de base est défini comme étant le nombre de cas secon-
daires produit par un seul individu infecté pendant sa période d’infectiosité dans une
population entièrement constituée de sensibles.

Méthode de calcul de R0

Considérons une population distribuée en n compartiments, et soitX = (X1, X2, ..., Xn)
où Xi ≥ 0 le nombre(la densité) d’individus dans chaque compartiment.
On classe les variables Xi, i = 1, ..., n de façon que les m(≤ n) premiers compartiments
sont à des états infectés.
On définit Xs = {X/X1 = X2 = ... = Xm = 0} état sans maladie.
Soit Fi(X) la vitesse d’apparition des nouveaux infectés en i, i.e ce qui provient des autres
compartiments et entre dans i.
V +
i ce qui rentre dans i pour toute autre cause.
V −
i ce qui sort du compartiment i.

Le système dynamique s’écrit :

dXi

dt
= Fi(X)− Vi(X).

avec

Vi(X) = V −
i − V +

i .
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On a les hypothèses suivantes :

1. Xi ≥ 0, Fi ≥ 0, V +
i ≥ 0 et V −

i ≥ 0

2. Si Xi = 0, V −
i = 0 en particulier si X ∈ Xs alors V −

i = 0 pour i=1,...,m

3. Pour i > m,Fi(X) = 0(pas d’incidence pour un état non infecté)

4. X ∈ Xs, Fi(X) = 0 et pour i > m, V +
i = 0(pas d’infection spontanée)

5. Si F=0 le système est localement assymptotiquement stable c’est-à-dire :
D(V + − V −)(X∗) a des valeurs propres négatives.

La jacobienne s’écrit :

J(X0) = DF (X0) +D(V + − V −)(X0)

où

DF (X∗) =

(
F 0
0 0

)
et D(V + − V −)(X∗) =

(
V 0
J1 J2

)
.

avec

V = [ dVi

dXj
]1<i,j<m et F = [ dFi

dXj
]1<i,j<m

où F ≥ 0 est une matrice positive et V est une matrice de Metzler (avec des termes
extradiagonaux superieurs où égaux à zéro).

Définition

On définit le taux de reproduction de base IR0 comme suit :

IR0 = ρ(−F.V −1)

où ρ représente le rayon spectral.

Interprétation

Soit un individu infecté introduit dans le compartiment j, le terme (i,j) de (−V −1)
donne son temps moyen passé dans i, le terme (i,j) de (−F.V −1) correspond au nombre
d’infectés engendrés dans le compartiment i par un infecté introduit dans j pendant sa
période d’infectiosité.
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Calcul de R0 du système(1)

Classons les variables de façon que les premiers compartiments sont à des états infectés.
Notre nouveau système est le suivant :

dY
dt

= φω − αY

dω
dt

= βXV − (δ + η + φ)ω

dV
dt

= σY − γV

(1.2)

Les matrices F et V sont définies respectivement comme suit :

F =

 φω
βXV
σY

 et V =

 αY
(δ + η + φ)ω

γV



d’où DF =

 0 φ 0
0 0 βX
σ 0 0

, DV =

 α 0 0
0 (δ + η + φ) 0
0 0 γ


et

DV −1 =

 1
α

0 0
0 1

δ+η+φ
0

0 0 1
γ


Soit maintenant M = DF.DV −1

M =

 0 φ
δ+η+φ

0

0 0 βλ
µγ

σ
α

0 0


Soit PM(X) le polynôme caractéristique de M

PM(X) = X3 − βλφσ

αγµ(δ + η + φ)

D’où

ρ(M) =
βλφσ

αγµ(δ + η + φ)

et par suite notre taux de reproduction de base est égal à : βλφσ
αγµ(δ+η+φ)
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1.2.2 Points d’équilibre

Soit l’équation différentielle autonome :

y′ = f(y(t)) (ε1)

En général on ne sait pas résoudre l’équation différentielle (ε1), alors on éffectue une
étude qualitative de ses solutions. Cette étude commence par la recherche des points
d’équilibre (points singuliers, fixes, stationnaires) i.e. les points où la vitesse s’annule .

Définition

Le point y∗ est dit point d’équilibre du système (ε1) si et seulement si f(y∗) = 0
autrement dit y∗ est une solution constante de l’équation (ε1).

Recherche des points d’équilibre

On commence l’analyse des équilibres en observant que le modèle (1) admet l’équilibre
sans virus E0 = (λ

µ
, 0, 0, 0).

Cherchons maintenant les autres équilibres

On pose :



λ− βXV − µX + δω = 0

φω − αY = 0

βXV − (δ + η + φ)ω = 0

σY − γV = 0

Alors



λ+ δω = X(µ+ βV )...(2)

Y = φ
α
ω...(3)

βXV = (δ + η + φ)ω...(4)

Y = γ
σ
V...(5)

De (3) et (5) on conclut que

ω =
γα

σφ
V

Et en remplaçant ω dans (3),(4) et (2), on obtient

Y =
γ

σ
V,X =

(δ + η + φ)γα

βσφ
.

Et

λ+
δγα

σφ
V = X(µ+ βV )
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Ce qui donne

λ+
δγα

σφ
V = (µ+ βV )(

δ + η + φ

βσφ
)γα

C’est à dire

V =
λσφ

γα(η + φ)
− µ(δ + η + φ)

β(η + φ)

On conclut que l’équilibre infecté du modèle (1) est l’équilibre E∗ avec les composantes

X∗ = (δ+η+φ)γα
βσφ

, Y ∗ = γ
σ
V ∗, ω∗ = γα

σφ
V ∗ et V ∗ = λσφ

γα(η+φ)
− µ(δ+η+φ)

β(η+φ)

Réécrivons les composantes de l’équilibre infecté en fonction de R0.

On a :

ω∗ =
γα

σφ
V ∗ ⇒ ω∗ =

λ

η + φ
(1− µγα(δ + η + φ)

βσφλ
) =

λ

η + φ
(1− 1

R0

)

On conclut que l’état d’équilibre infecté est E∗(X∗, Y ∗, ω∗, V ∗) où

X∗ =
λ

µR0

, Y ∗ =
φ

α
ω∗, ω∗ =

λ

η + φ
(1− 1

R0

), V ∗ =
σφ

αγ
ω∗.....(6)

1.2.3 Positivité des solutions

Dans la dynamique des populations, nous traitons des fonctions qui représentent la
taille des populations, les densités, les biomasses, etc., qui n’ont de sens que si elles sont
positives. Il devient donc un enjeu majeur de démontrer que les trajectoires qui partent
d’une condition initiale positive nou nulle restent strictement positives.

Proposition 1.2.1
Considérons un système d’équations differentielles dans <n,

Ẋ = F (t,X),

avec X(t) = (X1(t), ...., Xn(t)), F (t,X) = (F1(t,X), ..., Fn(t,X)),
où F (t,X) est définie pour tout t ≥ 0,X ∈ <n.
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Supposons que F a la propriété que les solutions des problèmes à valeur initiale X(t0) = X0

sont uniques pour X0 ∈ [0,∞)n, t0 ≥ 0.
En outre, supposons que, pour tout j = 1, ..., n, t ≥ 0, on a
Fj(t,X) ≥ 0 quand X ∈ [0,∞)n, Xj = 0, t ≥ 0.

Alors X(t) ∈ [0,∞)n pour tout t ≥ t0 ≥ 0 pour lequel il est défini,quand X(t0) ∈ [0,∞)n.

En appliquant cette proposition au modèle (1), on conclut que

X(t) ≥ 0, Y (t) ≥ 0, ω(t) ≥ 0, V (t) ≥ 0

1.2.4 Solutions bornées
Théorème 1.2.1
Toutes les solutions du système (1) sont asymptotiquement uniformément bornées dans
un sous ensemble compact θ ⊆ <4

+ que l’on précisera ultérieurement.

Preuve

Soit(X(t),Y(t),ω(t),V(t)) une solution du système (1) associée à une condition initiale
positive. En sommant les trois premières équations et en utilisant

C(t) = X(t) + Y (t) + ω(t)

On obtient :

˙C(t) = ˙X(t) + ˙Y (t) + ˙ω(t)

= λ− βX(t)V (t)− µX(t) + δω(t) + φω(t)− αY (t) + βX(t)V (t)− (δ + η + φ)ω(t)

= λ− µX(t) + δω(t) + φω(t)− αY (t)− δω(t)− ηω(t)− φω(t)

= λ− µX(t)− αY (t)− ηω(t)

≤ λ− ψ(X(t) + Y (t) + ω(t))

avec ψ = min{α, µ, η}

d’où
˙C(t) + ψC(t) ≤ λ
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En multipliant par le facteur integrant, on obtient :

exp(ψt) ˙C(t) + ψ exp(ψt)C(t) ≤ λ exp(ψt)

C’est-à-dire
˙(exp(ψt)C(t)) ≤ λ exp(ψt)

En integrant, on trouve

exp(ψt)C(t)− C(0) ≤ λ

∫
(exp(ψs)ds)

Par suite

C(t) ≤ C(0) exp(−ψt) +
λ

ψ
exp(−ψt)(exp(ψt)− 1)

Alors

lim sup
t→+∞

C(t) ≤ λ

ψ

On a d’après une équation du système(1) que ˙V (t) = σY (t)− γV (t)

De plus, C(t) = X(t) + Y (t) + ω(t),avec X, Y, ω des fonctions positives.

on a démontré que lim supt→+∞C(t) ≤ λ
ψ

et par suite C(t) ≤ λ
ψ
, pour des t assez

grand.

Alors

Y (t) ≤ λ
ψ
,∀t ∈ <

d’où

˙V (t) ≤ λσ
ψ
− (γV ),∀t ∈ <

On a
˙V (t) + γV (t) ≤ λσ

ψ

en multipliant par le facteur integrant, on obtient :

exp(γt) ˙V (t) + γ exp(γt)V (t) ≤ λσ

ψ
exp(γt)

c’est-à-dire
˙(exp(γt)V (t)) ≤ λσ

ψ
exp(γt)

alors

exp(γt)V (t)− V (0) ≤ λσ

ψ

∫
(exp(γs)ds)
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c’est-à-dire

V (t) ≤ V (0) exp(−γt) +
λσ

ψγ
exp(−γt)(exp(γt)− 1)

par suite

lim sup
t→+∞

V (t) ≤ λσ

ψγ
.

Alors toutes les solutions avec conditions initiales dans <4
+ sont comprises pour t assez

grand dans le sous ensemble

θ = {(X, Y, ω, V ) ∈ <4 : 0 ≤ X, Y, ω ≤ λ

ψ
, 0 ≤ V ≤ λσ

γψ
}



Chapitre 2

La dynamique globale des états
d’équilibre en utilisant les fonctions
de Lyapunov

2.1 La stabilité globale de l’équilibre sans virus

Dans cette partie on montre que si R0 ≤ 1,alors l’équilibre sans virus est globalement
asymptotiquement stable, d’où toutes les solutions à valeurs initiales dansR4

+ s’approchent
de E0. Pour cela nous aurons besoin des théorèmes de Lyapunov.
Définition Soit Ω un ouvert de <n contenant 0, et soit V : Ω → < une fonction de classe
C1,

1. V est dite définie positive si :
(i) V (0) = 0,
(ii) V (u) > 0 pour u ∈ Ω \ {0}.

2. V est dite définie négative, si −V est définie positive.

3. V est dite semi-définie positive si :
(i) V (0) = 0,
(ii) V (u) ≥ 0 pour tout u ∈ Ω.

4. V est dite semi-définie négative si −V est semi-définie positive.

Définitions de la stabilité au sens de Lyapunov.
Soit l’équation différentielle

ẏ = f(y), (2.1)

où f : Ω ⊂ <n → <n est une fonction de classe C1. Soit y∗ un point d’équilibre de
l’équation (2.1).

– L’équilibre y∗ est dit stable si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour toute
solution y(t) de (2.1) on a

‖y(0)− y∗‖ < η ⇒ ∀t ≥ 0 ‖y(t)− y∗‖ < ε.

14
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– L’équilibre y∗ est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe r > 0 tel
que pour toute solution y(t) de (2.1) on a

‖y(0)− y∗‖ < r ⇒ lim
t→∞

‖y(t)− y∗‖ = 0.

Théorème sur la stabilité au sens de Lyapunov (méthode directe)
Soit y(t) une solution de (2.1) et soit V une fonction de classe C1 définie positive

sur Ω un voisinage de y∗ = 0 (sans perte de généralité on suppose que l’équilibre est à
l’origine)

(i) Si dV
dt

est semi-définie négative alors y∗ est stable.
(ii) Si dV

dt
est définie négative alors y∗ est assymptotiquement stable.

Dans le cas (i) V (y) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V (y) est
dite fonction de Lyapunov stricte.

Théorème d’invariance de LaSalle
Soit <n 3 y −→ V (y) de classe C1 et définie positive

d
dt
V (y) ≤ 0.

Alors, pour toute condition initiale y0, la solution de (2.1) (définie pour tout temps
t > 0) converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant contenu
dans l’ensemble des points ξ ∈ <n tels que d

dt
V (ξ) = 0.

2.1.1 Théorème

Si R0 ≤ 1, alors l’équilibre sans virus E0 est globalement asymptotiquement stable
dans R4

+.

2.1.2 Preuve

On définit la fonction de Lyapunov suivante

W : {(X, Y, ω, V ) ∈ R4
+ : X > 0} → <

par

W (X, Y, ω, V ) = (X −X0 −X0 ln
X

X0
) +

(δ + η + φ)

φ
Y +

δ

2(µ+ η + φ)X0
((X −X0) + ω)2 + ω

+
α(δ + η + φ)

σφ
V

W est de classe C1 dans l’interieur de <4
+, E0 est un minimum global de W sur <4

+, et
W (X0, 0, 0, 0) = 0,où X0 = λ

µ
.
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Calculons la dérivée de W :

dW

dt
=

(X −X0)

X
Ẋ +

δ

(µ+ η + φ)X0
((X −X0) + ω)(Ẋ + ω̇) +

(δ + η + φ)

φ
Ẏ

+ ω̇ +
α(δ + η + φ)

σφ
V̇

c’est-à-dire :

dW

dt
=

(X −X0)

X
(λ− µX − βXV + δω)

+
δ

µ+ η + φ)X0
((X −X0) + ω)(λ− µX − (η + φ)ω)

+
(δ + η + φ)

φ
(φω − αY ) + (βXV − (δ + η + φ)ω)

+
α(δ + η + φ)

σφ
(σy − γV )

En remplaçant λ par µX0, on obtient :

dW

dt
=

(X −X0)

X
(−µ(X −X0)− βXV + δω)

+
δ

(µ+ η + φ)X0
(X −X0 + ω)(−µ(X −X0)− (η + φ)ω)

+ βXV − −γα(δ + η + φ)

σφ
V

Notons que :

δω
(X −X0)

X
= −δω (X −X0)2

XX0
+
δω

X0
(X −X0)......(7)

Vérification :

δω

X
= −δω (X −X0)

XX0
+
δω

X0

C’est à dire
ω

X
= −ω (X −X0)

XX0
+

ω

X0

Alors

⇒ ω
X0

X
= −ω (X −X0)

X
+ ω
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d’où

⇒ ω
X0

X
− ω = −ω (X −X0)

X

par suite

⇒ ω
(X0 −X)

X
= −ω (X −X0)

X
.

En utilisant (7) et en simplifiant, on obtient

dW

dt
= −µ(X −X0)2

X
− βV (X −X0) +

δω

X
(X −X0)

+ (
δ

(µ+ η + φ)X0
(X −X0) +

δω

(µ+ η + φ)X0
)(−µ(X −X0)

−(η + φ)ω) + βXV − αγ(δ + η + φ)

σφ
V

=
−µ(X −X0)2

X
− βV (X −X0) +

δω

X
(X −X0)

− δµ

(µ+ η + φ)X0
(X −X0)2 − δωµ

(µ+ η + φ)X0
(X −X0)

− δω2(η + φ)

(η + µ+ φ)X0
+ βXV − αγ(δ + η + φ)V

φσ
− δ(η + φ)ω(X −X0)

(µ+ η + φ)X0

=
(X −X0)2

XX0
(−µX0 − δµ

(µ+ η + φ)
X)− βV (X −X0) +

δω

X
(X −X0)

− δωµ

(µ+ η + φ)X0
(X −X0)− δ(η + φ)ω

(µ+ η + φ)X0
(X −X0)

− δω2(η + φ)

(µ+ η + φ)X0
+ βXV − αγ(δ + η + φ)

φσ
V

=
(X −X0)2

XX0
(−µX0 +

δµ

(η + µ+ φ)
X − δω)

− δ(η + φ)ω2

(µ+ η + φ)X0
− γα(δ + η + φ)

σφ
(1− (βσφ)X0

αγ(δ + η + φ)
)V.



18 La dynamique globale des états d’ équilibre en utilisant les fonctions de Lyapunov

En reécrivant dW
dt

en fonction du taux de reproduction de base R0, on obtient :

dW

dt
= −(µX0 +

δµ

(µ+ η + φ)
X + δω)

(X −X0)2

XX0
− δ(η + φ)ω2

(µ+ η + φ)X0

− αγ(δ + η + φ)

φσ
(1−R0)V.

Alors, si R0 < 1, on a dW
dt
≤ 0 pour tout X, Y, ω, V > 0, et par suite l’équilibre sans virus

E0 est stable. On a aussi dW
dt

= 0,pour X = X0 et ω = V = 0.
Soit R un ensemble tel que :

R = {(X, Y, ω, V ) ∈ <4
+ :

dW

dt
(X, Y ω, V ) = 0}

= {(X, Y, ω, V ) ∈ <4
+ : X = X0, Y ≥ 0, ω = 0, V = 0}.

et montrons que M = {E0} est le plus grand ensemble invariant.
Prenons un point E1 appartenant à R et different de E0(λ

µ
, 0, 0, 0), et montrons que le

champ est transverse à R.
Soit E1(λ

µ
, y, 0, 0) ∈ R.

Examinons le signe de V̇ en ce point.
on a V̇ = σY.
D’où

V̇ > 0.

Et par suite le champ est transverse à R
i.e M = {E0} est le plus grand ensemble invariant.
Conclusion E0 est stable et M = {E0} est le plus grand ensemble invariant alors E0

est asymptotiquement stable. et comme W (X, Y, ω, V ) est radialement non bornée alors
l’équilibre sans virus E0 est globalement asymptotiquement stable.

2.2 La stabilité globale de l’équilibre infecté

Dans cette partie, on utilise la méthode directe de Lyapunov pour déterminer les
conditions suffisantes de stabilité globale de l’unique équilibre infecté E∗ dans l’interieur
de <4

+ quand R0 > 1.

2.2.1 Théorème

Soit R0 > 1,si

1 < R0 ≤ 1 +
η + φ

δ
, ................(8)

alors l’équilibre infecté,E∗ de (1) est globalement asymptotiquement stable dans l’interieur
de <4

+.
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2.2.2 Preuve

On définit la fonction de Lyapunov

L : {(X, Y, ω, V ) ∈ <4
+ : X, Y, ω, V > 0} → <

comme suit :

L(X, Y, ω, V ) = (X −X∗ −X∗ ln
X

X∗ ) +
βX∗V ∗

φω∗
(Y − Y ∗ − Y ∗ ln

Y

Y ∗
)

+
δ

2(µ+ η + φ)X∗ [(X −X∗) + (ω − ω∗)]2

+ (ω − ω∗ − ω∗ ln
ω

ω∗
) +

βX∗V ∗

σY ∗
(V − V ∗ − V ∗ ln

V

V ∗ ).....(8.1)

L est de classe C1 à l’interieur de <4
+,E∗ est un minimum de L dans <4

+ et

L(X∗, Y ∗, ω∗, V ∗) = 0

.
A l’équilibre infecté, on a

λ = µX∗ + βX∗V ∗ − δω∗ (2.2)

α = φ
ω∗

Y ∗
(2.3)

λ = µX∗ + αY ∗ (2.4)

(δ + η + φ) =
βX∗V ∗

ω∗
(2.5)

γ = σ
Y ∗

V ∗ (2.6)

La dérivée de (8.1) le long de la solution de (1) dans <4
+ est donnée par l’expression :

dL

dt
= (1− X∗

X
+

δ

(µ+ η + φ)X∗ ((X −X∗) + (ω − ω∗)))Ẋ

+ (
βX∗V ∗

φω∗
− Y ∗

Y

βX∗V ∗

φω∗
)Ẏ

+ (
δ

(µ+ η + φ)X∗ (X −X∗) + (ω − ω∗) + 1−
ω∗

ω
)ω̇

+
βX∗V ∗

σY ∗
(1− V ∗

V
)V̇

= (1− X∗

X
)Ẋ +

βX∗V ∗

φ
ω∗(1− Y ∗

Y
)Ẏ + (1− ω∗

ω
)ω̇

+
βX∗V ∗

σY ∗
(1− V ∗

V
)V̇ +

δ

(µ+ η + φ)X∗ [(X −X∗) + (ω − ω∗)](Ẋ + ω̇)
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= (1− X∗

X
)(λ− µX − βXV + δω)

+
βX∗V ∗

σY ∗
(1− V ∗

V
)(σY − γV )

+ (1− ω∗

ω
)(βXV − βX∗V ∗ − (δ + η + φ)ω)

+
δ

(µ+ η + φ)X∗ [(X −X∗) + (ω − ω∗)](λ− µX − (η + φ)ω)

En utilisant (1.2),(1.3),(1.4),(1.5) et (1.6), on obtient

dL

dt
= (1− X∗

X
)(−µ(X −X∗)− βXV + βX∗V ∗ + δ(ω − ω∗))

+
βX∗V ∗

φω∗
(1− Y ∗

Y
)(φω − φω∗

Y

Y ∗
) + (1− ω∗

ω
)(βXV − βX∗V ∗ ω

ω∗
)

+
δ

(µ+ η + φ)X∗ [(X −X∗) + (ω − ω∗)](−µ(X −X∗)− (η + φ)

(ω − ω∗)) +
βX∗V ∗

σY ∗
(1− V ∗

V
)(σY − σY ∗

V

V ∗ )

Notons que

δω
(X −X0)

X
= −δω (X −X0)2

XX0
+
δω

X0
(X −X0)

Alors, en remplaçons cette expression dans dL
dt

, on trouve :

dL

dt
=

−µ(X −X∗)2

X
+

δ

X
(X −X∗)(ω − ω∗) + βX∗V ∗(1− X∗

X
− XV

X∗V ∗

+
V ∗

V
) + βX∗V ∗(

ω

ω∗
− Y

Y ∗
− Y ∗ω

Y ω∗
+ 1)− δ

X∗ [
µ(X −X∗)2

(µ+ η + φ)X∗

+
(η + φ)

(µ+ η + φ)
(X −X∗)(ω − ω∗) +

µ

(µ+ η + φ)
(X −X∗)(ω − ω∗)

+
(η + φ)(ω − ω∗)2

(µ+ η + φ)
] + βX∗V ∗(

XV

X∗V ∗ −
ω

ω∗
− Xω∗V

X∗ωV ∗ + 1)

+ βX∗V ∗(
Y

Y ∗
− V

V ∗ −
Y V ∗

Y ∗V
+ 1)
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dL

dt
=

−µ(X −X∗)2

X
− δ(ω − ω∗)

(X −X∗)2

XX∗ +
δ

X∗ (X −X∗)(ω − ω∗)

+ βX∗V ∗(1− X∗

X
− XV

X∗V ∗ +
V ∗

V
) + βX∗V ∗(

ω

ω∗
− Y

Y ∗
− Y ∗ω

Y ω∗
+ 1)

− δ

X∗ [
µ(X −X∗)2

(µ+ η + φ)X∗ +
(η + φ)

(µ+ η + φ)
(X −X∗)(ω − ω∗)

+
µ

(µ+ η + φ)
(X −X∗)(ω − ω∗)− (η + φ)(ω − ω∗)2

(µ+ η + φ)
] + βX∗V ∗(

XV

X∗V ∗

− ω

ω∗
− Xω∗V

X∗ωV ∗ + 1) + βX∗V ∗(
Y

Y ∗
− V

V ∗ −
Y V ∗

Y ∗V
+ 1)

dL

dt
= −(µX∗ + δ(ω − ω∗))

(X −X∗)2

XX∗ +
δ

X∗ (X −X∗)(ω − ω∗)

+ βX∗V ∗(1− X∗

X
− XV

X∗V ∗ +
V ∗

V
) + βX∗V ∗(

ω

ω∗
− Y

Y ∗
− Y ∗ω

Y ω∗
+ 1)

− δ

X∗ [
µ(X −X∗)2

(µ+ η + φ)X∗ +
(η + φ)

(µ+ η + φ)
(X −X∗)(ω − ω∗)

+
µ

(µ+ η + φ)
(X −X∗)(ω − ω∗)− (η + φ)(ω − ω∗)2

(µ+ η + φ)
] + βX∗V ∗(

XV

X∗V ∗

− ω

ω∗
− Xω∗V

X∗ωV ∗ + 1) + βX∗V ∗(
Y

Y ∗
− V

V ∗ −
Y V ∗

Y ∗V
+ 1)

après cette manipulation algébrique, on obtient :

dL

dt
= −(µX∗ − δω∗ + δω +

µδX

(µ+ η + φ)
)
(X −X∗)2

XX∗ − δ(η + φ)

(µ+ η + φ)X∗

(ω − ω∗)2 − βX∗V ∗(
X∗

X
+
Y V ∗

Y ∗V
+
ωY ∗

ω∗Y
+

Xω∗V

X∗ωV ∗ − 4)

On suppose que

(
X∗

X
+
Y V ∗

Y ∗V
+
ωY ∗

ω∗Y
+

Xω∗V

X∗ωV ∗ − 4) ≥ 0

et que l’équation dL
dt

= 0 est vérifiée uniquement pour

X = X∗, Y = Y ∗, ω = ω∗etV = V ∗.

Par conséquent si µX∗ − δω∗ ≥ 0 alors dL
dt
≤ 0 pour tout X, Y, ω, V > 0.Ainsi, l’état

d’équilibre infecté E∗ est stable, et on a dL
dt

= 0 si et seulement si

X = X∗, Y = Y ∗, ω = ω∗etV = V ∗.

D’autre part on sait que le plus grand ensemble invariant dans

R = {(X,Y, ω, V ) ∈ <4
+ :

dL

dt
= 0}
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est le singleton
{E∗}

Par conséquent, on conclut par le principe d’invariance de Lyapunov-LaSalle que l’équilibre
infecté E∗ est globalement asymptotiquement stable à l’interieur de <4

+ quand R0 < 1.
Finalement, on montre que la condition µX∗−δω∗ ≥ 0 est équivalente à la condition(4.1).
En utilisant X∗ et ω∗ de (6),l’inégalité µX∗ − δω∗ ≥ 0 peut être reécrite comme suit :

λ[
1

R0

(1 +
δ

η + φ
)− δ

η + φ
] ≥ 0

Et alors

λ[
1

R0

(1 +
δ

η + φ
)− δ

η + φ
] ≥ 0

par suite
δλ

(η + φ)R0

[(
η + φ

δ
+ 1)−R0] ≥ 0

c’est à dire

R0 < 1 +
η + φ

δ

C’est pourquoi les conditions suffisantes en termes de R0 peuvent s’écrire

1 ≤ R0 ≤ 1 +
η + φ

δ

.



Chapitre 3

La stabilité globale de l’équilibre
infecté par le biais de l’approche
géométrique

Dans ce chapitre, on utilisera l’approche géométrique pour démontrer la stabilité glo-
bale de l’équilibre infecté,[22,23,25],on suit l’approche utilisé dans[16] pour un modèle
SVEIR de l’épidémie SARS et employé aussi dans[11] pour un modèle de Tuberculose.

3.1 Définitions

Dans cette partie, on énoncera quelques notations et définitions basiques en système
dynamique que nous allons utiliser.
Soit le problème suivant : {

Ẋ = f(X)
f(0) = 0

(A)

Avec x ∈ D ⊂ <.

Définition 3.1.1
Soit X un espace métrique muni de la distance d, on considère le flot continu = = (X,<, π)
défini sur X, où π : X × < → X est une application continue telle que π(x, 0) = x pour
tout x ∈ X et π(π(x, t), s) = π(x, t+ s) pour tout x ∈ X,t, s ∈ <

Définition 3.1.2
Soit x(t) une solution de (A) définie ∀t ≥ 0.On dit qu’un point P ∈ D est un point
ω−limite de x(t)(où un point limite positif) s’il existe une suite (tn) strictement croissante
telle que tn → +∞ avec x(tn) → p quand n→ +∞

23
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Définition 3.1.3
L’origine de (A) est dite attractive si ∃r > 0 tel que toute solution x(t) de (A) qui vérifie
‖x(t)‖ < r est définie pour tout t ≥ 0 et vérifie limt→+∞ ‖x(t)‖ = 0

Définition 3.1.4
Soit le système 

Ẋ1 = X1f(X1, X2)

Ẋ2 = X2g(X1, X2)

(K)

Soit (X1(t), X2(t)) la solution de (K) de conditions initiales respéctives

X1(0) = X10, X2(0) = X20

(i) (K) est dit faiblement persistant si pour tout X10 > 0, X20 > 0,

lim sup
t→+∞

Xi(t) > 0

(ii) (K) est dit persistant si pour tout X10 > 0, X20 > 0,

lim inf
t→+∞

Xi(t) > 0

(iii) (K) est dit uniformement persistant si ∃εi > 0 tel que pour tout X10 > 0, X20 > 0,

lim inf
t→+∞

Xi(t) ≥ εi > 0

Définition 3.1.5
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de <. On dit que f est

– de classe C1 si f est dérivable sur I, et f́ est continue sur I.
– de classe Ck si toutes les dérivées de f jusqu’à l’ordre k existent sur I, et si fk est

continue sur I.
– de classe C∞ si f est Ck sur I pour tout k. Autrement dit, si f est indéfiniment

dérivable sur I.

3.2 Mesure de Lozinskii

Dans cette partie, nous allons utiliser l’approche géométrique pour étudier la stabilité
globale de l’équilibre infecté. Nous suivons l’approche utilisée dans [16] pour un modèle
SVEIR de l’épidémie SARS et employée aussi dans [11] pour un modèle de Tuberculose.
On considère le système dynamique autonome suivant :

ẋ = f(x)..........(9)
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où f : D → <n, D ⊂ <nun ensemble ouvert et simplement connexe
et f ∈ C1(D).
Soit x∗ un point d’équilibre de (9), i.e f(x∗) = 0.
On rappelle que x∗ est dit globalement stable dans D s’il est localement stable et toutes
les trajectoires dans D convergent vers x∗.

Soit Q(x) une fonction matricielle

(
n
2

)
×

(
n
2

)
de classe C1 dans D et considérons

A = QfQ
−1 +QMQ−1

où la matrice Qf est donnée par :

(qij(x))f = (
∂qij(x)

∂x
)T .f(x) = ∇qij.f(x),

et la matrice M est la deuxième matrice composée additive de la matrice jacobienne J.

On définit la mesure de Lozinskii µ̄ de A par rapport à la norme ‖.‖ dans <

 n
2


comme suit :

µ̄(A) = lim
h→0+

‖I + hA‖
h

.

Théorème 3.2.1
Si D1est un sous ensemble compact attractant à l’interieur de D, et il existe ζ > 0 tel
que la mesure de Lozinskii µ̄(A) ≤ −ζ pour tout x ∈ D1, alors tout point de l’ensemble
ω-limite du système (1) à l’interieur de D est un équilibre dans D1.

3.3 Méthode de Li-Muldowney

Dans la partie précédente, on a discuté l’existence des équilibres.
Si R0 > 1, on a l’existence d’un unique équilibre infecté E∗. En outre,on sait que si
R0 > 1 l’équilibre sans virus E0 est instable. L’instabilité de E0 avec E0 ∈ ∂θ, implique
la persistence uniforme des variables d’état[14], i.e.il existe une constante ε > 0 telle que :

lim inf
t→∞

xi > ε,

pour xi = X, Y, ω, V, ou les xi représentent les variables d’état du système(1).

La persistence uniforme avec le fait que θ soit borné, est équivalente à l’existence d’un
ensemble compact attractant à l’interieur de θ pour le système(1).

C’est pourquoi le théorème(3.2.1) peut être appliqué en posant D = θ.
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Suivant[29], la mesure de Lozinskii dans le théorème(3.2.1) peut être évaluée comme
suit : µ̄(A)=inf{c : D+‖Z‖ ≤ c‖Z‖, pour toutes solution de Ż = AZ} Où D+ est la
dérivée à droite. Quand R0 > 1 l’équilibre infecté est localement stable, c’est pourquoi
pour appliquer le théorème (3.2.1) et obtenir la stabilité globale, il est nécessaire de trouver
la norme ‖.‖ telle que µ̄(A) < 0 pour tout X dans l’interieur de D.

La matrice jacobienne de (1) est donnée par :

J =


−βV − µ 0 δ −βX

0 −α φ 0
βV 0 −(δ + η + φ) βX
0 σ 0 −γ


Pour une matrice générale 4× 4 :

J =


a1,1 a1,2 a1,3 a1,4

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4


La seconde matrice composée additive est donnée par :

J [2] = M =


a1,1 + a2,2 a2,3 a2,4 −a1,3 −a1,4 0

a3,2 a1,1 + a3,3 a3,4 a1,2 0 −a1,4

a4,2 a4,3 a1,1 + a4,4 0 a1,2 a1,3

−a3,1 a2,1 0 a2,2 + a3,3 a3,4 −a2,4

−a4,1 0 a2,1 a4,3 a2,2 + a4,4 a2,3

0 −a4,1 a3,1 −a4,2 a3,2 a3,3 + a4,4


C’est pourquoi la seconde matrice additive de J est donnée par :

M =


M1,1 φ 0 −δ βX 0

0 M2,2 βX 0 0 βX
σ 0 M3,3 0 0 δ

−βV 0 0 M4,4 βX 0
0 0 0 0 M5,5 φ
0 0 βV −σ 0 M6,6


Où

M1,1 = −βV − µ− α

M2,2 = −βV − µ− (δ + η + φ)

M3,3 = −βV − µ− γ

M4,4 = −α− (δ + η + φ)

M5,5 = −α− (δ + η + φ)

M6,6 = −(δ + η + φ)− γ
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Considérons maintenant la matrice Q, où :

q1,1 = q2,2 = q3,4 =
1

ω
; q4,3 = q5,5 = q6,6 =

1

V

et toutes les autres entrées qi,j sont nulles.

Q =



1
ω

0 0 0 0 0
0 1

ω
0 0 0 0

0 0 0 1
ω

0 0
0 0 1

V
0 0 0

0 0 0 0 1
V

0
0 0 0 0 0 1

V


d’où la matrice inverse est définie comme suit :

Q−1 =



1
ω

0 0 0 0 0
0 ω 0 0 0 0
0 0 0 ω 0 0
0 0 V 0 0 0
0 0 0 0 V 0
0 0 0 0 0 V


en calculant le produit QMQ−1 on trouve :

QMQ−1 =


M1,1 φ −δ 0 β

X
V ω 0

0 M2,2 0 βXV
ω

0 βXV
ω

−βV 0 M4,4 0 βXV
ω

0
σ ω
V

0 0 M3,3 0 δ
0 0 0 0 M5,5 φ
0 0 −σ ω

V
βV 0 M6,6

 (10)

alors on obtient la matrice A = QfQ
−1 + QMQ−1,où Qf est la dérivée de Q, plus

précisement, on a :

Qf =



− ω̇
ω2 0 0 0 0 0
0 − ω̇

ω2 0 0 0 0
0 0 0 − ω̇

ω2 0 0

0 0 − V̇
V 2 0 0 0

0 0 0 0 − V̇
V 2 0

0 0 0 0 0 − V̇
V 2


après calcul on trouve :

QfQ
−1 = −diag( ω̇

ω
,
ω̇

ω
,
ω̇

ω
,
V̇

V
,
V̇

V
,
V̇

V
),
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Par conséquent, en tenant compte que

ω̇

ω
= β

XV

ω
− (δ + η + φ);

V̇

V
= σ

Y

V
− γ.

On obtient la matrice A où les éléments diagonaux sont définis comme suit :

A1,1 = −βV − µ− α− βXV
ω

+ (δ + η + φ);A2,2 = −βV − µ− βXV
ω

A3,3 = −α− βXV
ω

;A4,4 = −βV − µ− σ Y
V

A5,5 = −α− σ Y
V

;A6,6 = −(δ + η + φ)− σ Y
V

Et toutes les autres composantes sont comme celles de la matrice(11)

Suivant[16],on considère la norme suivante dans <6 :

‖Z‖ = max[u1, u2]......(11)

où Z ∈ <6,avec les composantes Zi, i = 1, ..., 6 et u1(Z1, Z2, Z3) est défini par :

u1(Z1, Z2, Z3) =



max{|Z1|, |Z2|+ |Z3|}, si sign(Z1) = sign(Z2) = sign(Z3) ;

max{|Z2|, |Z1|+ |Z3|}, si sign(Z1) = sign(Z2) = −sign(Z3) ;

max{|Z1|, |Z2|+ |Z3|}, si sign(Z1) = −sign(Z2) = sign(Z3) ;

max{|Z1|+ |z3|, |Z2|+ |Z3|}, si −sign(Z1) = sign(Z2) = sign(Z3).

Et u2(Z4, Z5, Z6) est défini par :

U2(Z4, Z5, Z6) =



|Z4|+ |Z5|+ |Z6|, si sign(Z4) = sign(Z5) = sign(Z6) ;

max{|Z4|+ |Z5|, |Z4|+ |Z6|}, si sign(Z4) = sign(Z5) = −sign(Z6) ;

max{|Z5|, |Z4|+ |Z6|}, si sign(Z4) = −sign(Z5) = sign(Z6) ;

max{|Z4|+ |Z6|, |Z5|+ |Z6|}, si −sign(Z4) = sign(Z5) = sign(Z6).

Dans la suite, on utilisera les inégalités suivantes :

|Z1|, |Z2|, |Z3|, |Z2 + Z3| ≤ U1

et
|Zi|, |Zi + Zj|, |Z4 + Z5 + Z6| ≤ U2(Z); i = 4, 5, 6; i 6= j
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Soit

θ =
λ

ψε

où ε est la constante de la persistence uniforme. On énonce le théorème suivant :

Théorème 3.3.1
Pour R0 > 1, le système(1) admet un unique équilibre infecté. Il est globalement assymp-
totiquement stable sous les conditions suivantes :

η + 2φ+ 2δ < µ < α (3.1)

Et
2σθ + ν < η (3.2)

Pour quelques constantes positives ν

Preuve

La preuve est basée sur l’estimation de la dérivée à droite D+‖Z‖ de la norme(10). Il
s’agit de 16 differents cas :

1er cas u1 > u2,z1, z2, z3 > 0, et |z1| > |z2|+ |z3|. Alors :

‖z‖ = max(u1, u2)

= u1(Z1, Z2, Z3)

= max{|z1|, |z2|+ |z3|}(sign(Z1) = sign(Z2) = sign(Z3))

= |z1|(|z1| > |z2|+ |z3|)....(11)

D’où :

D+‖z‖ = ź1

= A11z1 + A12z2 + A13z3 + A15z5

≤ [−βV − µ− α− β
XV

ω
+ (δ + η + φ)]|z1|

+φ|z2| − δ|z3|+ β
XV

ω
|z5|

En utilisant |z2| < |z1|,−δ|z3| < 0, |z5| ≤ u2 < |z1| et (11),il s’en suit que :

D+‖z‖ ≤ [−βV − µ− α− β
XV

ω
+ (δ + η + φ)]|z1|+ φ|z1|+

βXV

ω
|z1|

≤ [−βV − µ− α− βXV

ω
+ δ + η + φ+ φ+

βXV

ω
]

≤ [−(µ+ α) + (2φ+ η + δ)− βV ]‖z‖
≤ [−(µ+ α) + (2φ+ η + δ)]‖z‖
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en tenant compte de (2.1), on obtient :

D+‖z‖ ≤ −α‖z‖

2èmme cas u1 > u2, z1, z2, z3 > 0 et|z1| < |z2|+ |z3|.

alors :
u1 = |z2|+ |z3|

par suite

D+‖z‖ = ź2 + ź3

= A31z1 + A22z2 + A33z3 + A24z4 + A35z5 + A26z6

= −βV z1 + [−βV − µ− β
XV

ω
]z2 + [−α− β

XV

ω
]z3 +

βXV

ω
z4

+β
XV

ω
z5 + β

XV

ω
z6

≤ −βV |z1|+ [−βV − µ− β
XV

ω
]|z2| − [α+ β

XV

ω
]|z3|

+β
XV

ω
|z4 + z5 + z6|

de plus, on sait que |z4 + z5 + z6| ≤ u2 < |z2 + z3| et −βV (|z1|+ |z2|) < 0,
alors :

D+‖z‖ ≤ −βV |z1| − (βV + µ+ β
XV

ω
)|z2| − (α+ β

XV

ω
)|z3|

+β
XV

ω
(|z2|+ |z3|)

≤ −βV |z1| − (βV + µ)|z2| − α|z3|
≤ −βV (|Z1|+ |Z2|)− µ|Z2| − α|Z3|
≤ −µ|z2| − α|z3|
≤ −[µ|z2|+ α|z3|]

or,
µ|z2|+ α|z3| ≥ min{µ, α}(|z2|+ |z3|)

d’ou
µ|z2|+ α|z3| ≥ min{µ, α}‖z‖

et par suite :
D+‖z‖ ≤ −min{µ, α}‖z‖
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et de (2.1) on conclut que
D+‖Z‖ ≤ −µ‖Z‖

Les quatorze cas restants sont omis par souci de concision (on trouvera une analyse
complète pour un problème semblable dans [12]).

Leur combinaison permet d’obtenir l’estimation suivante :

D+‖Z‖ ≤ −ν‖Z‖

et par suite, on a la stabilité globale d’après le théorème précedent.



Chapitre 4

Simulations numériques

Dans ce chapitre nous allons faire une simulation numérique du modèle étudié dans
les deux chapitres précedents.

4.1 Première partie

On va donner des valeurs aux paramètres de telle sorte que R0 soit supérieur à 1 et
que la condition (8) soit vérifiée.

Prenons :

λ = 104 ; 1
µ

= 100 ; β = 2.4 ∗ 10−8 ; 1
α

= 1 ; σ = 40000 ; γ = 23 ; φ = 1.1 ; η = 0.7

Et prenons les conditions initiales suivantes :X(0) = 106 ; Y (0) = 0 ; ω(0) = 0 ; V (0) = 102

Les graphes suivants représentent la dynamique du virus du modèle (1) pour des dif-
ferentes valeurs de δ.
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4.2 Deuxiemme partie

On va donner des valeurs aux paramètres de telle sorte que R0 soit supérieur à 1 et
que la condition (8) ne soit pas vérifiée.

Prenons :

λ = 104 ; 1
µ

= 100 ; β = 2.4 ∗ 10−8 ; 1
α

= 1 ; σ = 40000 ; γ = 23 ; φ = 1.81 ; η = 0.011

Et prenons les conditions initiales suivantes : X(0) = 106 ;Y (0) = 0 ;ω(0) = 0 ;V (0) = 102

Les graphes suivants représentent la dynamique du virus du modèle (1) pour des dif-
ferentes valeurs de δ.
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Remarque :Toutes les simulations numériques de ce mémoire ont été effectuées sous
Matlab.
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4.3 Conclusion

Dans cet article nous avons obtenu deux résultats principaux. On a étudié l’analyse de
la stabilité globale pour un modèle d’infection VIH-1 récemment introduit par Rong et ces
confrères [37]. Nous avons obtenu des conditions suffisantes sur la stabilité asymptotique
globale pour non seulement l’équilibre sans virus mais aussi pour celui qui est infecté. Cet
aspect vaut la peine d’être soigneusement traité car il est biologiquement pertinent. Par
exemple la stabilité globale de l’équilibre infecté donne des conditions écrites en terme
de paramètres du système, et au dessous de ces dernières le virus ne peut être éliminé.
On obtient notre résultat en utilisant deux méthodes differentes : en utilisant la méthode
directe de Lyapunov et l’approche géométrique de la stabilité globale introduit par Li et
Muldowney.

Deuxiemment, notre résultat est en quelque sorte un test de l’application des méthodes
adoptées. En effet, la dimension quatre du système rend l’utilisation des deux méthodes
de stabilité non linéaires non triviales. En particulier, les applications de la méthode
géométrique deviennent très compliquées, et c’est ce qui explique pourquoi il y a seulement
quelques exemples dans la littérature de ces applications dans les modèles de dimension
n, avec n > 4.

Suivant la stratégie de la construction d’une norme convenable dans <6, décrite en détails
dans [30] et développée dans [16] pour un modèle SVEIR de propagation épidémique du
SRAS, nous avons obtenu des conditions suffisantes pour la stabilité globale de l’équilibre



4.3 Conclusion 39

infecté. Ces conditions donnent la constante de la persistence uniforme qui ne peut pas
être facilement estimée.

On peut obtenir plus de conditions quantitatives qui sont entièrement écrites en termes de
paramètres du système en utilisant la fonction de Lyapunov. On a construit une fonction
de Lyapunov en combinant une composite linéaire quadratique et une fonctionnelle de
type Volterra et on a prouvé par cette méthode que l’équilibre sans virus est globalement
asymptotiquement stable pour R0 < 1 et que l’équilibre infecté l’est aussi quand (8) est
vérifiée.

En effet nous avons effectué des simulations numériques qui donnent à penser que l’équilibre
infecté pour le modèle de l’infection VIH-1, lorsqu’il existe, doit être toujours globalement
assymptotiquement stable.Certaines de ces simulations sont présentes dans les figures 1
et 2.

Par conséquent, l’inégalité (8) pourrait être relaxée à R0 > 1..Toutefois, dans certaines
circonstances biologiques, la partie droite de l’inégalité (5) peut être très grande.En par-
ticulier, lorsque le taux de retour à l’état infecté δ est très petit par rappport à l’inverse
du temps moyen de résidence dans le stade infecté non infectieux 1

(δ+η+φ)
.

Pour les conditions (3.1) et (3.2).On note que (3.1) est satisfaite si la vie moyenne des
cellules infectées infectieuses 1/α est inférieure à celle des cellules non infectées 1/µ. Et
la vie moyenne des cellules non infectées est plus petite que le temps de résidence dans le
stade infecté non infectieux 1

(δ+η+φ)
.

Pour η suffisement grand (i.e une durée de vie suffisement petite des cellules dans la
phase repos).

Comme une dernière remarque, nous soulignons que les conditions suffisantes obtenues ici,
peuvent être principalement améliorées.Par exemple, l’approche géométrique de stabilité
repose sur deux choix cruciaux : les entrées de la matrice Q et le vecteur norme(11).

Les différents choix de la matrice Q et la norme du vecteur pourraient conduire au mieux
les conditions suffisantes que celles trouvées ici dans le sens que les restrictions sur les
paramètres peuvent être affaiblies.
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Abstract We consider the mathematical model for the viral dynamics of HIV-1 in-
troduced in Rong et al. (2007) [37]. One main feature of this model is that an eclipse
stage for the infected cells is included and cells in this stage may revert to the uninfected
class. The viral dynamics is described by four nonlinear ordinary differential equations.
In Rong et al. (2007) [37], the stability of the infected equilibrium has been analyzed
locally. Here, we perform the global stability analysis using two techniques, the Lyapunov
direct method and the geometric approach to stability, based on the higher-order genera-
lization of the critirium of Bendixson. We obtain sufficient conditions written in terms of
the system parameters. Numerical simulations are also provided to give a more complete
representation of the system dynamics.

Résumé On considère le modèle mathématique de la dynamique virale du virus VIH-1
introduit dans Rong et al.(2OO7) [37]. Une des caractéristiques principales du modèle
est l’existence d’un stade de repos ou les cellules peuvent passer à un autre stade non
infecté. La dynamique virale est décrite par quatre équations differentielles ordinaires
non linéaires. Dans Rong et al (2007)[37] la stabilité de l’équilibre infecté a été analysé
localement. Par conséquent, nous effectuons l’analyse de la stabilité globale en utilisant
deux techniques, la méthode directe de Lyapunov et l’approche géométrique de la stabi-
lité basée sur la généralisation d’ordre superieur du critère de Bendinxon. On obtient des
conditions suffisantes écrites en termes de paramètres du système.
Des simulations numériques sont également fournies pour donner des représentations plus
complètes du système dynamique.
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mat.unam.mx/foro/volumenes/vol026/.

[42] C. Vargas-De-León, Analysis of a model for the dynamics of hepatitis B with
noncytolytic loss of infected cells, World J. Model. Simul, submittedfor publication

[43] L. Wang, M.Y. Li, Mathematical analysis of the global dynamics of a model for
HIV infection of CD4 +T cells, Math. Biosci. 200 (2006) 44-57.


	Introduction
	Le modèle et ses propriétés
	Modélisation mathématique du VIH-1
	Propriétés du modèle
	Le taux de reproduction de base
	Points d'équilibre
	Positivité des solutions
	Solutions bornées


	La dynamique globale des états d'équilibre en utilisant les fonctions de Lyapunov
	La stabilité globale de l'équilibre sans virus
	Théorème
	Preuve

	La stabilité globale de l'équilibre infecté
	Théorème
	Preuve


	La stabilité globale de l'équilibre infecté par le biais de l'approche géométrique
	Définitions
	Mesure de Lozinskii
	Méthode de Li-Muldowney

	Simulations numériques
	Première partie
	Deuxiemme partie
	Conclusion


