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Chapitre 1

Introduction

La dynamique d’un systéme est en général modélisée par une équation
différentielle (systéme en temps continu) ou par une équation a différence
(systéme en temps discret). Les systémes en temps continu occupent une
large place dans la littérature. Les systémes discrets sont quant & eux d’un
intérét plus récent mais de plus en plus croissant. Ils ont une grande im-
portance pratique. D’une part ils sont utilisés en tant que modeéle approché
pour ’étude des systémes continus, et d’autre part ils sont le modeéle de
nombreux problémes dynamiques qui sont d’origine discréte (systémes éco-
nomiques, modeles de croissance d’une population ...). Dans ce mémoire,
nous traitons le modéle discret de compétition de type Lotka-Volterra qui
a été déja examiné d’ailleurs par R.M.May [1]. Une question fondamentale
en biologie mathématique concerne la survie a long terme de chaque espéce.
Des nombreux critéres ont été utilisés pour définir la notion de survie a long
terme, par exemple La stabilité d’un équilibre de coexistence est 'un des
critéres. Nous on utilise la notion de persistance, qui est défini ci-dessous
pour montrer la survie de la population.

Notre mémoire est composé de quatre chapitres.
-Dans le chapitre 1, on présente un rappel sur les équations aux diffé-
rences, et des notions qu’on les utilisera par la suite.

-Dans le chapitre 2, nous étudions le modele logistique proposé dans [5]

z(n+1) =z (n)exp {r(n) (1_2"83)] neN (1.1)

ou {r(n)} et {k(n)} sont des suites réelles strictements positives w pé-
riodique pour n € N = {0, 1,2, ...}. De plus il existe des constantes positives
T, T, ks, et k* telles que
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O0<r,<r(n)<r*, 0<ki<k(n)<k*, nelN (1.2)

Du point de vue biologique, on suppose que z(0) > 0. Donc ’équation
(1.1) a une solution positive z(n) partant de z(0). Quand k(.) est constante,
toute solution positive de (1.1) converge vers un équilibre positif. On est
supposé que {r (n)} et {k (n)} sont périodiques pour refléter les fluctuations
saisoniéres. Des conditions suffisantes sont obtenues pour assurer dans la
premiére section la persistance, et dans la deuxiéme section ’existence d’une
solution w périodique globalement asymptotiquement stable.

-Dans le chapitre 3, nous étudions le modeéle de compétition donnée par :

x(n+1)=z(n)exp |r (n) <1 — ]jl((:i)) —p2(n)y(n) )|, w3
v+ ) =ymep [ra () (1- 20— p @) |

ou, pour ¢ =1 et 2, {r;(n)}, {ki (n)} et {u; (n)} sont des suites positifs
bornées telles que

0<kiu<kiln)<k’, 0<ryu<r;(n)<r, 0< . (1.4)

Ici, pour toute suites bornées {a (n)}, a* = sup a(n) et a, = inf a (n).

Le systéme (1.3) est un modele discret de compétition de deux espéces
de type Lotka-Volterra(voir[5]). Noter que le systéme (1.3) est un résultat de
I'accouplement de deux équations scalaires de la forme (1.1). Il est normal
d’obtenir des résultats similaires pour (1.3) a ceux de [5] quant p; (n) =
p2 (n) = 0. De méme, dans la premiere section on étudie la persistance du
systéme (1.3), aprés dans la deuxiéme on montre l'existence et la stabilité
globale de la solution w périodique, et on conclue ce chapitre par quelques
remarques et discussions.

-Enfin dans le chapitre 4, on fait une étude numérique.



Chapitre 2

Préliminaires.

2.1 Modéle de Lotka-Volterra

On considére deux espéces z et y. Il y a principalement trois interactions
entre les deux espéces :

Compétition : Lorsque les deux espéces interagissent et que cette in-
teraction entraine la décroissance du taux de reproduction ou du taux de
croissance de chaque espéce (par exemple, lorsqu’il y a une concurrence sur
la nourriture, I’espace, etc.), on dit qu’on est en présence de compétition.

Mutualisme : Lorsque les interactions entre les deux espéces entrainent
une augmentation du taux de croissance ou de reproduction de chaque po-
pulation et que chaque espéce tire profit.

Prédation : Lorsque le taux de croissance de I’ espéces x décroit tandis
que le taux de croissance de y croit , on dit qu’on est en présence d 'un
systéme proie prédateur avec x proie et y prédateur.

2.2 Equations aux Différences

Définition 2.2.1 Les équations auz différences (ou équations récurrentes,
ou encore modéles discrets) décrivent généralement [’évolution au cours du
temps de phénomeénes biologiques observé a intervalles de temps réguliers.
Par exemple, si une population a des générations discrétes, la taille de la
population a la génération n + 1, noté x,41 ou bien x (n+ 1).

Ainsi une équation a différence du premier ordre s’écrit :

Tpy1 = f(xn), n=0,1,.. (2.1)
ot f: R — R est une fonction donnée.

Définition 2.2.2 La solution de Uéquation (2.1) est une suite {xy},~, qui
satisfait (2.1) pour tout n=0,1,...

11



12 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES.

2.2.1 Etude d’un systéme dynamique discret en dimension 1
Equations aux différences linéaires avec coefficients constants

Considérons I’équation aux différences de la forme :

Tpi1=azry,+b, n=0,1,.. (2.2)

oua € R\ {0} et b € R, s’appelle équation aux différences linéaire de premier
ordre.
On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.3 [?/Soit a,b € R avec a # 0. Pour une condition initiale
xg, il existe une unique solution de l’équation (2.2) qui est donnée par :

xo+bn sia=1

Ty = b ‘ , n=0,1,... (2.3)
ca” + sta#1

—a

b

ol c = xg — 1 .
—a

Preuve. Par itération

Tpt1l = axy + b.

xr1 = axg + b.

Ty = awy +b=a’zo + (1 +a)b.
wgza:v2+b:a3xo+(1+a+a2)b.

N~ O3

n—1|a,=az,1+b=a"vo+ (1+a+a*+..+a"")b
1—a™ b b

1—a 1—a 1—a

Par conséquent, pour tout n =0,1, ...

b b
xp=a" | zo— + (a#1).
1—a 1-a

n—1
Sta=1,z,=a"rg+b) a"=x0+bn. (C.QFD). m
=0

Remarque 2.2.4 Quand b =0, l’équation (2.2) devient

Tpt1 = aTp, n=01,.. (2.4)
et elle s’appelle une équation homogéne de solution
T, = a"xg.

Sia=1, x, =z c’est la solution de l’équation (2./).



2.2. EQUATIONS AUX DIFFERENCES 13

Ty

o z. (0<a<1)

z, bf/(l—a) =1z,

0

b b
Fic. 2.1 -2, =a" <$0— > +
a 1

Remarque 2.2.5 Comme dans le cas d’'une EDO la solution de l’équation
non homogeéne (2.2) est composée de deux solution xz.(n) et x., la premiére

b
solution z.(n) = ca™ = <x0 — ) a” = a" (xg — x.) la solution de
léquation homogéne (2.4) et x, ou Uéquilibre . la solution particuliére de
b
léquation (2.2),donc x, = x. = 1 oua # 1.
—a
Remarque 2.2.6 - Silal < 1lie -1 <a<1, lima® =0 ce qui

n—oo
implique que

lim |a" LA R A R
nl—{& @ 0 1—a 1—a N 1—a 0,

donc toutes les solutions convergent vers l’équilibre x.. Alors le systéme
est stable.

- Sila] >1ide a<—1oua>1, lima" = +oo, dans ce cas le systéme
n—oo

est instable. (voire le figure (2.1))

Exemple 2.2.7 D’aprés le théoréeme (2.2.3), pour xo = d
— L’équation a différence
Tn+l = 22y, n=01,..

a pour solution
T, = d2"
— L’équation

T+l — imn =2, n=0,1,...

n = (d — 4) <;>n+4.

Dans ce cas z. =4 et 0 <a =0.5 < 1: le systéme est stable car x,, — 4
vn.

a pour solution
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Equations aux différences lineaires avec coefficients variables

Le prochain résultat dans cette section donne une formule explicite pour
les solutions de l’équation de premier ordre, linéaire, non homogéne avec des
coefficients variables :

Tpal = QpZp + by, n=0,1,.. (2.5)

Théoréme 2.2.8 [1]/Soit {a,} et {b,} des suites reélles. Pour une condition
initiale xq, il existe une unique solution de l’équation (2.5) qui est donnée

n—1 n—1 n—1
Ty = <Hai> o + Z ( H ai> b, n=0,1,.. (2.6)
=0 k

=0 \i=k+1

par :

—1 n—1
ot par définition, Hai =1, Hai =1.
=0

i=n

Stabilité

Dans cette section nous intéressons particuliéerement a la stabilité de
point fixe.

Définition 2.2.9 1. Dorbite positif en xg = d pour le systéme dynamique
(2.1) est la suite

v (d) = {wo, 21,22, ..} = {d, f(d) . f (F(d)), ..}

2. Un point x* du domaine de définition de f est un point d’équilibre
du systéeme dynamique (2.1) ou un point fize pour Uapplication f si
f (@) = a.
En d’autres termes, * est une solution constante de l’équation xp+1 =
f (zy), puisque si z (ty) = x*, alors pour tout n, x, = x*.
Graphiquement, les points fives de f sont l'intersection de la courbe
représentative de f et de la premiére bissectrice y = x .

Exemple 2.2.10 x,.1 = x) posséde trois points fizes vt = —1,25 = 0 et
xy =1, (voir figure (2.2)).

Exemple 2.2.11 Soit l’équation a différence logistique
Tny1 =4z (1 —xy) = f (zp) (2.7)
Les points fixes sont solutions de l’égquation

f(z*) =a* <= 2" =4z* (1 — z¥)
= a*[1-4(1—-2")]=0
= *=0o0ul—-4(1—-2%)=0

* * 3
<—xx*=0ouzx :Z.
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FiG. 2.2 — Représentation de f (z) = 23 et des points fixes de 11 = 27

x'+E = 1‘ /\
X'+8 VA o~ "
n Y A\V/ \\ // " AR // \\

—l—l.__l_l_l......_l_l_l_l_;’
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n -

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fic. 2.3 — z* est stable, z* est instable.

Donc Uéquation (2.7) a deux point fizes, lorigine x7 = 0 ainsi que le point
3

* __
332—1.

Définition 2.2.12 1. Le point fixre x*de ’équation (2.1) est stable si,

pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x|z — x*| < 0
implique |f" (zo) — «*| < € pour tout n > 0.

2. Six* n’est pas stable, il est dit instable.

Remarque 2.2.13 — x* est stable, c’est-a-dire, si xg est dans
Ja* — 0, x* + d[, alors x (n) est dans |x* — e, 2* + €[ pour tout n.
— x* est instable, c’est-a-dire il existe € > 0 tel que, aussi prés que

soit xg de x*il y aura au moins un n tel que x (n) soit au moins
distant de € de x*, (voir figure (2.3)).

3. Le point fixze x* de l'équation (2.1) est asymptotiquement stable
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x*+1

x(0) \\“—’—‘—‘__,__k___‘
.—/_._‘—‘——4__.__. "
%(0)

xn

CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES.

x(n) x(n)
%{0)

| | »>

A _N_E =N § »>
1 2 3 4 56 7 8 9 10 n %0

Fia. 2.4 — z¥est asymptotiquement stable , x*est globalement asymptoti-
quement stable.

Fiag. 2.5 — 2* est répulsif; & chaque itération, on s’éloigne de x* .

(A.S) s’il est stable et s’il existe n > 0 tel que pour tout xo satisfait
|xg — 2*| <n, lim x, = x*.
n—oo

. La solution d’équilibre x* de (2.1) est globalement attractive sur un

iterval I si xg € I implique que lim x, = x*.
n—oo

. La solution d’équilibre x* de (2.1) est globalement asymptotique-

ment stable s’il est stable et globalement attractive.

Remarque 2.2.14 — x*est asymptotiquement stable, car x, est
toujours dans |z* — n, x* 4+ n[Vn.

— x*est globalement asymptotiquement stable, car la condition
est vérifiée pour tout g, (voir figure (2.4))

. Le point fize x*de (2.1) est dit répulsif sur I s’il existe un € > 0 tel

que pour tout xg € I avec 0 < |xg — x*| < €, il existe N > 1 tel que
|f" (zo) — x*| > €, (voir figure (2.5)).
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Remarque 2.2.15 Répulsif implique instable mais pas l'inverse.

Remarque 2.2.16 Ces définitions ne sont pas d’un intérét pratique car
elles font intervenir les solutions de (2.1). La linéarisatition est une méthode
pour pallier a ce probléme.

Stabilité locale d’un point fixe

Soit I’équation aux différences du premier ordre

Tnt1 = f(xn), n=0,1,..

admettant un point fivze x* vérifiant z* = f (z*).

POSONS : Uy = Ty — X*.

Le développement limité d’ordre 1 de la fonction f au voisinage du point
fize x* est donné par :

d
Fn) = £ @)+ 0 (@) (20— %) 0 —a%).
d n
= rp1 = f (%) + % (*) (xn — z*) + 0 (zy, — z*) ., voir (2.1)
"4
= Upyr + 2" > f(2F) + d7f (x*) (xy, — x*), d’apres le changement de variable
L,

df
Not A= — (x¥).
otons T (z*)

Le modéle linéaire local s’écrit :

Upt1 =2 Ay (2.8)

Remarque 2.2.17 Ce modéle linéaire n’est valable qu’au voisinage du point
fize, qui est lorigine du systéme linéarisé.

La stabilité locale du point fixe dépend de la valeur de la constante A. En
effet, la solution du systéme linéarisé s’écrit :

Uy, = \"ug
ol ug est la condition initial.
On distingue plusiére cas :

Remarque 2.2.18 . A< —1
Dans ce cas la solution s’écrit : u, = (—1)" |\|" ug. La solution du
systéme linéarisé prend alternativement des valeurs positives et néga-
tives et son module augmente avec n (figure (2.6)). Dans ce cas, la
solution s’éloigne du point fize qui est donc instable.
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1w A= —1
La solution du systéeme (2.8) s’écrit uy, = (—1)" ug, elle prend alter-
nativement des valeurs positives ug et négatives —ug, donc 0 est un
point fize instable.
. —1 <A <0
Ici, la solution est : uy, = (—1)"|\|" ug, elle prend alternativement
des valeurs positives et négatives et son module diminue avec n (figure
(2.7)), la solution s’approche et tend vers 0 quand n — oo, il est donc
localement asymptotiquement stable.
iv. Pour A =0, upy+1 = 0. Dés la premiére itération on va au point fize 0.
v. 0<A<1
La solution du systéme (2.8) est donnée par u, = A"ug. Elle est
du signe de la condition initiale et son module diminue avec n (figure
(2.8)). Alors, la solution s’approche du 0 donc est un point asympto-
quement stable.
vi. A=1
Ici, la solution est u, = ug. L’équation linéarsée est confondue avec
la premiére bissectrice, i.e. toute condition initiale est un point fizve de
léquation linéarisée (2.8).
vit. A > 1
La solution du systéme linéairisé est u, = A\"ug et s’éloigne du point
fize qui est instable. (figure (2.9)).

Conclusion 2.2.19 L’origine est asymptotiquement stable lorsque
-1<A<1

Théoréme 2.2.20 [//Soit f : R — R une fonction de classe Cldans un
voisinage de point fize z*, alors :

- Si | @)
- Si | (@)

> 1, x* est instable.

< 1, x* est localement asymptoitiquement stable.

Remarque 2.2.21 Le diagramme en escalier est une méthode permettant
d’étudier graphiquement le nombre et la nature des points fixes d’une équa-
tion du type Tp+1 = f(xn), en représentant f dans le plan (Tpy1,Ty,) et
a partir de la condition initiale xg, la valeur x1 est obtenue sur l’axe des
ordonnées grace a la droite x, 11 = f (), puis reportée sur l'axe des abs-
cisses grace o la droite xp+1 = Tn. A partir de x1 on peut alors de la méme
maniére determiner xo et ainsi de suite.

Exemple 2.2.22 (Considérons l’équation ¢ différence suivante :

T, 1
+

=: f(xp) (2.9)

Tn+l1 =
Tn
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Upeq =hty Unat

Uy | Uy Ug|Us Uy Uy

Fi1c. 2.6 — Cas A < —1 : les solutions s’éloignent du point fixe 0 qui est
donc instable.

Upyq Uppt =y
Uy Uy Uy Uy Uy
Unpy =kt

F1G. 2.7 — Construction graphique des solutions de 1’équation u,+1 = Auy,
en utilisant le plan (w41, uy). Cas :—1 < A < 0 : les solutions s’approchent
du point fixe 0 qui est donc stable.
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Uy Uy Uglig Uy

Fic. 2.8 — Construction graphique des solutions de I’équation ,1+1 = Au, en
utilisant le plan (u,41,uy). Cas : 0 < A < 1 : les solutions u,, s’approchent
du point fixe 0 qui est donc stable.

Fia. 2.9 — Construction graphique des solutions de ’équation up+1 = Auy,
en utilisant le plan (up41,u,). Cas : A > 1 : les solutions un s’éloignent du
point fixe 0 qui est donc instable.
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}H =Xa
Xnwq =flxy)
L —"

Xy Xp

F1G. 2.10 — Construction graphique des solutions de I’équation (2.9) en uti-
lisant le plan (241, 2, )pour deux conditions initiales différentes

Les points fixes sont solution de [’équation

x* 1
f@*)=2"<=2a"=—
2 z*
= 2(z*)? = (z%)* 42
= (z*)? =2

<:>(:E*—\/§) (w*—l—\@):().

L’équation (2.9) admet deux points fizes : x = V2 et x5 = —/2.

df 1 1 df
Yo 2 Y (1va) =0
dxy, 2 (l’n)Q} ‘ dxy, ( f)

D’aprés le théoréeme (2.2.20) les deux points fizes de L’équation (2.9)

sont localement asymptotiquement stable (figure(2.10)).

Exemple 2.2.23 Considérons le modéle de Ricker suivant :

In

Tyl = [ (xn) = zpexp [r (1 — ?ﬂ (2.10)

ouwr>0etk>0.
Tnest la densité de la population a la génération n, v le taux de croissance

de cette population a la génération n, k sa capacité limite.
Calculons les points fizes de l’équation (2.10).
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Pour cela on résoud I’équation

z* = f(z¥)

<~ ¥ =z%exp r(l—é)

:E*
<:>x*<1—exp 7’<1—k> >:O
<~z =0 ou x* =k,

donc Uéquation (2.10) admet deuz points fives 1 =0 et x5 = k.
Etudion la stabilité de ses points fixes :

On a
f(zn) = zpexp [r (1 — %)] ,
donc
ool (2] oo (1)
= [t=rg el (1=31)]
alors :

x5 = k est localement asymptotiquement stable si —1 < 1—r < 1, c’est-a-dire
lorsque 0 < r < 2, sinon x5 est instable.

Conclusion 2.2.24 — Le point fize trivial est toujours instable.
-8 0<r <2, 25 =k est localement asymptotiquement stable sinon
x5 est instable.
— Dans le cas ou 0 < r < 2, x5 est globalement asymptotiquement stable.

Définition 2.2.25 Un point d’équilibre z*de (2.1) est dit hyperbolique si
[ est différentiable en x*et ‘f/ (x*)’ #1.

Définition 2.2.26 Soit z* un point fixe asymptotiquement stable d’une ap-
plication f.

Le basin d’attraction ((xz*) de z* est le plus grand ensemble J qui
contient x*et il est tel que f"(x) — x*, quand n — oo pour tout x € J.

Définition 2.2.27 Un ensemble M est dit invariant si f (M) C M, c’est-
a-dire pour tout x € M, v* () € M.
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Stabilité dans le cas d’un point fixe non hyperbolique

Soit * un point fixe non hyperbolique de (2.1), donc il y a deux cas
possible :

(a) f (z%) =1
/ 2.11
(0) 7 (a") = -1 240
Cas de f (z*) =1
Exemple 2.2.28 (Considérons l’équation suivante
Loyl = Tn 4+ (20)°, n=0,1,... (2.12)

Les points fixes de cette équation sont solution de

¥ =a* + (90*)3
— (%)’ =0
— z* = 0.

Donc ’équation a différence (2.12) admet un seul point fize qui est 0.

i. Supposons que xg > 0, alors :

r1 =g+ (.230)3 > X0,
To = x1 + (%1)3 > 21,

Tp = Tp—1+ (51771—1)3 > Tp—1.

Par récurrence, x,, > x,_1 pour n = 0,1, 2, ..., puisque le seul point
fixe est zéro, {x,} diverge vers +oc.

ii. Supposons que zg < 0, alors :
3
r1 = 20+ (:CQ) < xo,

et par récurrence on peut prouver que T, < x,_1 pour tout n, ceci
implique que {z,} diverge vers —oo. Ainsi, I’équilibre est répulsif.

Exemple 2.2.29 Considérons l’équation suivante
Tptl = Ty — (xn)3, n=20,1,.. (2.13)
Zéro est le seul point d’équilibre.
a. Supposons que xg € (O, 1/\/3) .
Ona:z = a9 — (mo)?’ < mo et 1 € (O, 1/\/3), par récurrence on
obtient que x, < x,_1 pour tout n et xz,, € (0, 1/\/§) Alors {z,} est

une suite décroissante des nombres de (0,1/v/3). Alors {2, } converge
vers I'unique point fixe zéro.
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b. Supposons que zg € (—1/\/3, 0).
Ici, 21 = 29 — (x0)3 > xp et par récurrence on a : T, > Xp_1 et
zn € (=1//3,0). Alors {z,} est une suite croissante des nombres de
(—1 /V3, 0), par conséquent {z,} converge vers zéro.

Exemple 2.2.30 Considérons [’équation o différence
Loyl = Tp 4 (z0)?, n=0,1,... (2.14)
Zéro est le seul point fixe de (2.14).

— Sixzg > 0, alors 1 = x¢ + (x0)2 > x0, et par récurrence x, > Tp_1
pour tout n. Par conséquent {x,} diverge vers +ooc.

— Supposons que xy € (—1/2,0), alors z1 = xo + (20)> > 2o et x1 €
(—1/2,0). Par récurrence {x, }est une suite croissante des nombres de
(—1/2,0), donc elle converge vers I'unique point d’équilibre zéro.

On a les théorémes suivants :

Théoréme 2.2.31 Siz* un point fize du systeme ot f € C2 et f’ (z*)=1.
Alors

- f (z*) > 0= a* est inférieurement asymptotiquement stable et supé-
rieurement instable (ou répulsif).

- f” (x*) < 0= z* est supérieurement asymptotiquement stable et infé-
rieurement instable (ou répulsif).
Théoréme 2.2.32 Si z* un point fize du systéme ot f € C® et f (z*) =1
et f” (z*) = 0. Alors
- f”/ (x*) > 0 = z* est instable.
- f”/ (x*) < 0= z* est stable.

Cas de f (z*) = —1 Nous avons les résultats suivants :

Théoréme 2.2.33 (stabilité, cas de [ (z*) = —1)[1]
Soit f une fonction trois fois cotinument différentiable dans un voisinage
de point d’équilibre =* tel que f (z*) = —1.
Soit )
Sp(@) =2f" (@) +3(f @) . (2.15)
St Sy (x*) > 0, alors x* est asymptotiquement stable, et si Sy (x*) < 0,
alors x* est instable. Ot Sy s’appelle dérivée Schawrzianne de f.

Définition 2.2.34 Soit f une fonction trois fois continument différentiable
en un point x tels que le f' (x) # 0. La dérivée Schwarzianne de f au point

x est définie par :
" 2
Sp(w) =1 (=) —g (f (x)> . (2.16)
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Corollaire 2.2.35 [/]/Soit f une fonction trois fois continument différen-
tiable dans un voisinage de point d’équilibre x*. Supposons que

!

f @) =1etf" (z*) =0 ou bien f (z*) = —1, alors :
1. Si Sy (x*) <0, alors x* est un neud stable de (2.1).
2. 8i Sy (z*) > 0, alors x* est un neeud instable de (2.1).

Exemple 2.2.36 Considérons [’équation & différence
Tyl = =T + (20)?, n=0,1,... (2.17)
Les points fixes sont solution de l’équation

1‘*:—1‘*—1—(1}*)2
— (2*)* = 2z* =0
= z* (2" —-2)=0
= 2* =0 ou z* = 2.

Donc l’équation (2.17) admet deux points fizes : x5 =0 et x5 = 2.

1. f (zn) = =1 + 21, alors :

!

(a) f (2) =3, donc d’apres le théoreme (2.2.20) x5 est instable.

!

(b) 1 (0) = —1.
Appliquons le théoréme (2.2.33).
On sait que :

" " 2
Sy () =2f" (@) +3 (" (=D)
=12.

Alors x7 est asymptotiquement stable.

2. Considérons I’équation a différence
Tpal = —Tp — (:Jcn)3, n=01,.. (2.18)

Cette équation admet un unique point d’équilibre z* = 0.
f(zn) = =1 =3 (x,)?, alors : f (0) = —1.
Ona: ,
Sy (0) = 2" (0)+3 (1" (0))
=—12.

Alors d’apres le théoréme (2.2.33) x* est instable.
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2.2.2 Etude d’un systéme dynamique discret en dimension 2

Considérons le systéme des équations aux différences de la forme

Yni1 =g (Tn,Yn) o

ol f et g sont des fonctions données.

Théorie lineaire

Dans cette section, on présente des notions et des résultats de la théorie
des systémes linéaires et d’équations.

Systémes linéaires en dimension 2 Considérons le systéme

., n=0,1,.. (2.20)

{ Tpt1 = 0Ty + byy
Yntl = CTy + dyn

Le systéeme (2.20) s’écrit encore :
("”"+1> =A <$”) (2.21)
Yn+1 Yn
.. _(a b
o A= < e d > .

Posons :
()
Zn =
Yn
de ce changement de variable le systéme (2.20) devient :
Zni1 = A zn (2.22)

donc

zZ1 = A 20

29=A 2z = A%z

Zn = AnZ().

Alors la solution de (2.22) est z, = A" zp.

Définition 2.2.37 Deux solutions z* et z2de (2.20) sont linéairement in-
dépendant si :

clzl+0222:02>01202:0.

Sinon elles sont linéairement dependant.
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Définition 2.2.38 L’ensemble {zl,zQ} de deuz solutions linéairement in-
dépendant s’appelle un ensemble fondamental de solutions, et dans ce
cas F = (21, 2?) est une matrice fondamentale de (2.20).

Le systéme (2.20) s’appelle un systéme homogéne, avec ce systéme nous

pouvons considérer le systéme nmon homogéne de la forme
Zni1 = A zp + by, 29, n=0,1,.. (2.23)

ot by, € R%et 2y € R? sont donnés.
Le probléme a valeur initial (2.23) a une unique solution donnée par :

n
o =A" 20+ > A", n=0,1,.. (2.24)
1=0

Si b, = b, alors on obtient

n
zn = A" 29+ ZA”fib, n=0,1,..
i=0

Puissance de matrice et la forme de jordan On rappel quelques no-
tions de base sur ’algébre linéaire.
Soit A une matrice de deux dimensions

Ao < air a2 ) '
az1 Q22
Le déterminant de A est : det (4) = aj1a22 — a12a91, et la trace de A
est : tr (A) = a11 + age. Le polynome

P ()\) = det (A — )\I) = )\2 — (CL11 + a22) A + (a11a22 — a12a21)

s’appelle le polynome caractéristique de A. Les zéros de p (\) s’ap-
pelles les valeurs propres de A. Ici I c’est la matrice identité

-(32)

Si A est une valeur propre de A, un vecteur non nul v tel que Av = \v
s’appelle vecteur propre de A associé & . La matrice A est non singu-
liére si toutes ses valeurs propres sont différents & 0.

Deux matrice A et B sont semblable §’il existe une matrice non sin-
guliere P tel que B = P~1AP, P~ ! est la matrice inverse de la matrice de
passage P,i.e., une matrice qui satisfait PP~ = I.

Remarque 2.2.39 Les maitrices semblables A et B ont les mémes valeurs
propres et il y a une correspondance entre les vecteurs propres
P~ de B et les vecteurs propres v de A.
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Théoréme 2.2.40 (la forme normale de Jordan)
Toute matrice carrée réelle A est semblable o une matrice J donnée par
un des cas suivants :

1. Si A a deux valeurs propres réelles distinctes A\ # As, alors

(A0
7=(% n)

2. 51 A & une valeur propre double réelle Ay = Ao = X, alors
Al
=(53);

3. Si A & deuz valeurs propres complexes \12 = a £ i3 avec o =

trA
2

V=&

et B =
g 2

, alors

1=(50)

D’apres ce théoréme on peut calculer A™, en utilisant par

A" = (PJP~ Y =pPJ"P,

ou J est donnée par un des trois cas du théoréme (2.2.40).

Solution d’équilibre et linéarisation

Supposons que les fonctions f et g de (2.19) sont continument différen-
tiables dans leurs domaine de définition.

Définition 2.2.41 Une solution d’équilibre ou point fize de (2.19) noté
(x*,y*), vérifie les équations suivantes :

{ Tn+1 = Tn,
Yn+1 = Yn-
On trouve donc les points fizes du systéme (2.19) en résolvant les équa-
tions suivantes :
$* — f (:L,*’y*) ,
{ y =g, y").
.

Nous définissons une variable locale uy, = x, — x et v, = yp, — y*.
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Pour faire la linéarisation au systéme (2.19), en réalisant le développe-
ment limité du premier ordre de la fonction f et la fonction g au voisinage
du point fize (z*,y*) qui est donné par :

) )
) = £ @*07) 4 (o = 0%) 50 @50 (= 07) o (@ 57) 0 (o — 20— 07),
dg Jg
| 9 Gmowm) = 9 %) + (=) 5 5y) = 07) 5 (@ 07) + 0 (o = 2 = ),
Tt = + (20— ) o (& 07) + (g — 0°) f(*,w,
9n N
— . o 09 " gL
Yn+1 =Y +(xn_x)87( 7y)+( )@(:ﬁay)u
0 0 !
b1 48 20w 2L (g >+vna—f<x*,y*>,
= Ln ay” (d’aprés le changement de variable).

0
Upt1 +y* >yt + un% (z*,y*) + vn% (z*,9%),
n n

Alors la linéarisation du systéme au voisinage de ce point fixe conduit
au systéme linéaire suivant :
U ~ Uup—— (¥, 4+ vp=—— (z*,y*),

n

9 9
Un+1 = unaixn (:E*’y*) + funaiyn ($*7y*) )

ot (Up, vy) sont les coordonnées locales au voisinage du point d’équilibre,
Up = Ty — x5 et vy =Yy — y*.

Le systéme s’écrit encore :
Un+1 Un
A %xn(x,y) 8n($ay)
g * * g * * ’
B (@ y") 75— (@ y")

qui est la matrice Jacobienne calculée au point fize. Le systéme précédent
est un systéme linéaire en dimension 2.

avec !

Solutions d’un systéme linéaire

Soit un systéme linéaire de deux équations :

<$”+1> =A (“”) : (2.25)
Yn+1 Yn
ou A est la matrice Jacobienne au voisinage d’un point fixe. Les solu-

tions de ce systéme dépendent des valeurs propres de la matrice A, qui sont
solutions de I’équation caractéristique :
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A2 —tr (A) X+ det (A) = 0.
On distingue trois cas différents :

1. Cas de deux valeurs propres réelles distinctes
Dans ce cas la matrice A admet deux valeurs propres réelles A1 # Ao,
on pose

d’apres le théoréme (2.2.40), dans ce cas

(A0
=(55)

Dans la nouvelle base, le systéme s’écrit sous la forme simple suivante :

Uni1\ 7 up (MO Unp,
Un+1 n Un N 0 A Un 7
ce qui implique :
{ Unp+1 = Aluny

Un+1 = )\Qvn.

A la solution suivante

{ un, = (A1)" ug,

Unp = ()\2)n V0.

Donc, on distinge trois cas :

— [A1] > 1 et |A2| > 1, les solutions u,, et v, tendent vers t+oo. Toutes
les trajectoires s’éloignent du point fixe (0,0) qui est par conséquent
instable, dans ce cas (0,0) est dit nceud instable.

— [A1] < 1 et |A2] < 1, les solutions u, et v, tendent vers 0 quand
n — oo. Toutes les trajectoires tendent vers le point fixe (0,0) qui
est donc stable, (0,0) est dit nceud stable.

— [A1] < 1 et |[A2] > 1, ou inversement, ici quand n — oo, une des
solutions tend vers +oo et l'autre tend vers 0. Alors le point fixe
(0,0) est instable, ici (0,0) est dit un point selle.

La solution du systéme dans la base de départ est

T Un (Al)n u0>
p— P p— P n 5
(yn> (vn> <(A2) vo
avec <u0> = p-1 <$0> et (3:0> donnée.
Vo Yo Yo
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. Cas d’une valeur propre réelle double

Dans la nouvelle base et d’apres le théoreme (2.2.40) le systéme linéa-

()= ()= ) )

La solution de ce systéme est

()= ()=o) ()

de I’algébre linéaire, on a :

(1-(5 )

Deux cas peuvent donc étre distingués :

risé s’écrit

— |A| > 1, donc le point fixe est un noeud instable.
— |\l < 1, (0,0) est localement nceud stable.
La solution du systéme initial est :

(:cn) _p_p (()\)” ug + nvo (A)”1> |

Un (A)" o

. Cas de deux valeurs propres complexes conjuguées

Dans la nouvelle base et d’aprés le théoréme (2.2.40) le systéme linéa-
risé s’écrit

()= ()= 2) )

on pose : a =rcos(#) et f =rsinf, donc le systéme devient :

()= () =r () @y ().

ol 7 est le module des valeurs propres et 8 leur argument.

D’apres I’algebre linéaire

< Up, > :J"< uo ) :r”< cos (nf)  sin(n#) ) ( uo >

Un Vo —sin (nf) cos (nh) vo )’

Trois cas peuvent donc étre distingués :

— r > 1, il s’agit d’'un foyer stable. La solution tourne autour du
point fixe en s’en approchant (figure (2.11)).

— r =1, il s’agit d’'un centre. La solution tourne autour du point fixe
a distance constante de celui-ci (figure (2.12)).



CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES.

L=<

* (U, vp)

Fia. 2.11 — foyer stable

Fic. 2.12 — Centre.

—r < 1, il s'agit il s’agit d'un foyer instable. La solution tourne

autour du point fixe mais en s’en éloignant (figure (2.13))
la solution du systéme linéaire dans la base de départ

(i) =r(t ) =rer (ol mmen ) ()

Dans ce cas la matrice de passage P comporte sur sa premiére co-
lonne le vecteur b associé a la partie imaginaire et sur sa seconde
colonne le vecteur a correspondant & la partie réelle des vecteurs
propres conjugués 91 2 = a & ib, donc

o b1 al
po ().

Tptl 2 2 T
Exemple 2.2.42 1. nt ) = < ) < n )
P ( Yn+1 3 1 Yn
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5~

EN 7N L u,

FiG. 2.13 — foyer instable

— L’équation caractéristique est donnée par
M —tr (A) A+ det (A) = X2 —3X—4 =0,

A= (-3)%—-4(—4)=25= ()
Donc on obtient deux valeurs propres réelles, \y = —1 et Ay = 4.
— Les vecteurs propres 91 et ¥ associes aux Ajet Ao vérifiants

(A= N1)Y; =0, i=1,2.
— Calculons Y1 :

(A=XM1)¥1 =0
:><2+1 2 >191:<0>
3 1+1 0
=(33) ()=o)
3 2 (3D 0
= 311 + 2091 =0

-2
= U1 = ?19217

pour ’1921 == *3, 1911 = 2.
Alors,

— Calculons 99 :
0
0
-2 2 Y\
= (5 %) ()=

== —191 + 1999 =0
= Y11 = Va1.
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()= (1)

— La matrice de passage P est donnée par

. H1 Vo1 . 2 1
P_(ﬂm 1922>_(—3 1)'
(o) =2 G )=Ca ) ()
’l}n+1 Un O 4 Un

— La solution de ce systéme est :

{ U = (—1)" uo,

Un = (4)” V0.

Alors,

Alors,

— La solution du systéme dans la base de départ est :
()= () =05 D) (o)
=P = n )
Yn Up, -3 1 (4)" vo
()= (5 )G
Yn+1 -1 2 Yn
— L’équation caractéristique est donnée par
A —4N+8=0,
Le discriminant de cette équation est
A= (—4)2—4(8) = —16 = (41)*
Donc, cette équation & deux valeurs propres complezxes et distinctes :
)\1’2 =242 =a+1if,

Le module de ces valeurs propres est r = 2v/2 et leur argument
o="

— Calculons le vecteur propre 91 associé a cette valeur propre qui vé-
rifiée ’équation suivante

AYy =\

ce qui conduit au systéme suivant

(22) (o )=eem(i)
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qui se réduit a I’équation

P11 = —21091.

Un choisit 91 = > qui peut s’écrire sous la forme d’une partie

réelle et d’une partie imaginaire :

19 . 0 i 2 o aq i bl
1= 1 0 o a9 bg ’
Et comme le vecteur propre 99 associée a Ao est le conjugué de 91,
donc il donné par

= (V)ri(g) = ()0 )

Par conséquent, on peut utiliser la matrice de passage suivante

. b1 aq 2 0
P_<b2 a2> (0 1>

— La matrice de jordan

— Il vient donc
Un \ _ 1 n
Un

_ (Qﬂ)n co.s (n;;) sin <n;>
—sin (n4> cos (n4)

— La solution du systéme dans la base de départ est :
cos ( W) si ( T
n— in(n—
(1) (3 )oroar 63
Yn Un —sin (nz) cos <n1)

ey (2 0)( b sin(n;j) (")
4

01
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Stabilité linéaire

Dans cette section on présente des notions et des définitions de la stabilité
des équilibres.
Par ||.|| on dénote la norme euclidienne dans R? donnée par :

Iz, )l = Va2 +y>.

Définition 2.2.43 Un point fize (x*,y*) est dit hyperbolique si la matrice
jacobienne A n’admet que des valeurs propres de module différent de 1. Sinon
(z*,y*) est non hyperbolique.

Théoréme 2.2.44 (Théoréme de la stabilité linéaire)[1]
Soit F = (f,g) une fonction continument différentiable définie sur un
ensemble ouvert W dans R?, et soit (x*,y*) un point fize de f.

a. Si les deuz valeurs propres de la matrice jacobienne A sont de module
inférieur a 1, alors (z*,y*) est asymptotiquement stable.

b. Si au moins une valeur propre est de module supérieur o 1, alors
(x*, y*)est instable.

D’aprés une analyse directe de ’équation caractéristique de la matrice
Jacobienne A , on peut obtenir des conditions explicites pour la nature de
point d’équilibre.

Théoréme 2.2.45 [I]

1. (z*,y*) est localement asymptotiquement stable < |tr (A)] < 1 +
det (A) < 2.

2. (z*,y*) est répulsif < |tr (A)] < 1+ det (A) et |det (A)] > 1.
3. (z*,y%) est un point selle < [tr (A)| > |1+ det (A)| et (tr (A))* —

4det (A) >
4. (z*,y*)est non hyperbolique < |tr (A)| = |1 + det (A)| ou det (A) =1
et |t7“( )| < 2.

Existence de cycle limite

Soit le systéme de deux équations aux différences

) (@n cosw — ypsinw) =: f (Zn, yn) , (2.26)

Tny1 = (p—a2 —y
2 ) (Tp sinw + yn cosw) =: g (Tn,Yn) ,

2
5
~Yn
ol p est un parametre strictement positif.

Les points fixes de ce systéme sont solution du systéme suivant :
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*

¥ = (z*)? — (y*)?) (z* cosw — y* sinw) ,

M J—
y = (= (@) = (y")?) (@" sinw + y* cosw)
par conséquent (0,0) est 'unique point fixe du systéme.

Ftudions la stabilité de ce point :
la jacobienne est :

of o1

4 _ o, ($na yn) 87” ("Bna yn)
O g
(97:6” (Tn, Yn) aiyn (mnayn)
—2xy, (z, cOSw — Yy, Sinw) —2yy, (zy, cOSW — Yy sinw)
2 2 2 2\ o
_ +(u—xn—yn) cosw —(u—xn—yn) sin w
—2xy, (T sinw + Y, cosw) —2yp, (zp, Sinw + Yy, COSW)
—I—(u—xi—yg)sinw +(;L—:E%—y,21)cosw

la Jacobienne au (x*,y*) est donnée par :

cosw —sinw
sinw cosw ’

10,0 =

L’équation caractéristique s’écrit :
A2 — 2pcoswh + 2 = 0.
Admet deux valeurs propres complexes et conjuguées :

AL = [ eXp (2&)) ’
A2 = pexp (—iw),

Le module des valeurs propres est : |A12| = p. Par conséquent, 'ori-
gine est localement asymptotiquement stable lorsque 0 < p < 1 et instable

ailleur.
Montrons que lorsque p > 1 l'origine devient instable et s’entoure d’un
cycle limite stable :
Pour cela, effectuons le changement de coordonnées polaires (74, 6,,) tel
que :
Ty, = T 08 (0,,)

Yp = T sin (6,,)

Avec :
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(n—22 —y?2) (zn cOSW — Yn sinw)? 4 (n— 22— y,%)2 (2 50 W + Y cOSW)?
= (p—a? - y%)2 (Zn cOSw — Yn sinw)? + (x, sinw + yp cos w)2]
— (p—a? — 2)2 [ (#n)? (cosw)? + (yn)? (sinw)? = 22,y coswsinw + (z,,)* (sinw)?
- Yn I + (yn)? (cosw)? + 22, y,, cos w sin w
= (n—a2 —42)* [(xn)? ((cosw)2 + (sinw)Q) + (yn)? ((cos w)? + (sinw)Q)}
2 2
= (a2 = 2)" [(@n)” + ()] =72 (-2 = 42)".
= 1 =15 (u—17) : (2.27)
Et
tan (f41) = 2
Tn+1 9 9 )
~ (p— 2 = yp) (wnsin (W) + yn cos (w))
(b =z — y) (wn cos (W) = ynsin (w))
xy Sm( ) + Y cos (w)
2y, c08 (W) — Yy, sin (W)
1 €OS (

B 0 )smr(b ) + 7y sin (0,,) cos (w)
71, 08 (0y,) cos (w) — 7y, sin (6,) sin (w)
cos () sin (w) + sin (6,,) cos (w)
cos (0,) cos (w) — sin (6y,) sin (
sin (0, + w)
(
(

w)

cos (0, + w)
= tan (0, +w).

— tan (0,+1) = tan (0, + w) . (2.28)

a pour solution
0, = 0y + nw

oll By est ’angle initial.
Les points fixes de I'équation (2.27) sont solution de :

Etudions la stabilité de ce point fixe :

ci]; (rn) = (= 17) = 2(rn)” = p = 3 (rn)”
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W

e o) %

F1G. 2.14 — Solution du systéme (2.26) avec u = 1.5 et w = g, pour deux
conditions initiales différentes.

d
donc, % (r)=p-3(Vp— 1)2 =3—2u.
df
1< —(r* 1
< ar (r*) <

S -1<3-2u<l1
& -4 < 2u< -2
Sl<u<?,

alors le cycle limite de rayon r* = \/p — 1 est stable si 1 < p < 2 sinon
il est instable.

Conclusion 2.2.46 On obtient trois possibilités :

1. 0 < p < 1, le point fize (0,0) est localement asymptotiquement stable.

2.1 < p < 2,(0,0) devient instable et il entouré par un cucle limite
stable de rayon «/u — 1.

3. > 2, le cycle limite devient instable, (voir figure (2.1]))

2.3 Notions de Persistance

Définition 2.3.1 Un systéme est dit persistant [6] s’il existe un ensemble
compact E dans lintérieur de R’} = {:L’Z ER} 12, >20,1<1 < n}, tel que
toutes les solutions dans l'intérieure par la suite entrera et demeurera dans
E. De facon équivalente la persistance signifie qu’il existe deux constantes
strictement positives M et N, telles que pour z; (0) >0 on a :

N <liminf z; <limsup z; < M, 1=1,2,....n.

n—o0 n—o0



40 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES.

Définition 2.3.2 Soit (sy),cy une suite de réels. Les suites (s;) Net
ne

(s;) Ndéﬁm’es respectivement dans R par :
ne

s, = sup {sp\p > n} et s, = inf {sp\p > n}

Définition 2.3.3 pour tout n € N sont respectivement décroissante et crois-
sante. On note par R :=R U {400} U{—o0}.

1. On appelle limite supérieure et on note limsup s, la limite dans R de
n—oo
la suite (s/ ) .
") neN
2. On appelle limite inférieure et on note liminf s, la limite dans R de

n—oo
"
la suite (sn> .
neN

On remarquera que la limite supérieure et la limite inférieure d’une suite

de réels existent toujours dans R méme si la suite n’est pas convergente dans
R.

Exemple 2.3.4 1. limsup (—1)" =1 et liminf (—1)" = —1.

n—00 n—oo

2. limsup cos (%) =1 et liminf cos (%) =—1.

n—oo n—oo

Proposition 2.3.5 1. a € R vérifie a < limsup s, st et seulement si
n—oo
pour tout € > 0, il existe une infinité de valeurs de n telles que s, est

supérieur ¢ a — €.
2. a € R vérifie a > limsup s, si et seulement si pour tout € > 0, pour

n—oo
toutes valeurs de n sauf éventuellement un nombre fini, s,, est inférieur
aa+e.

Corollaire 2.3.6 [ = limsup s,, si et seulement si :
n—oo

- Ve >0,dN € N tel quen > N —=s, <l +e.

— pour € > 0 donnée et m > 0 donnée, 3 un entier n > m tel que
> —e.

Proposition 2.3.7 1. a € R vérifiea < hm 1nf sy, S1 et seulement si pour

tout € > 0, pour toutes valeurs de n sauf éventuellement un nombre
fini, s, est supérieur & a — €.
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2. a € R vérifie a > liminf s, si et seulement si pour tout € > 0, il existe
une mnfinité de valeurs de n telles que s, est inférieur a a + €.

Corollaire 2.3.8 | = liminf s,, si et seulement si :
n—oo
- pour € > 0 donnée et m > 0 donnée, 3 un entier n > m tel que
sp<l+e.

-Ve>0,AN e N tel quen > N =s, > 1 —¢.

Théoréme 2.3.9 Soit I = [a,b] un intervalle fermé et f : I — I une
fonction continue. Alors f a un point fize dans I.

Preuve. Soit I = [a,b] et f : I — I une fonction continue. Si f(a) = a
ou f(b) = b, alors a ou bien b est un point fixe de f, ainsi la preuve du
théoreme. Supposons que f(a) # a et f(b) # b. Soit g(z) = f(z) — =.
g est continue car c’est la différence de deux fonctions continues, comme
f(a) #aet f(a) € [a,b], alors f(a) > a, de méme f(b) < b. Par conséquent,
g(a) = f(a) —a>0et

g(b) = f(b)—b < 0. D’apres le théoréme de valeur intermédiaire, il existe
¢ € [a,b] tel que g(c) = 0. Mais g(c) = f(c) —c =0, donc f(c) = ¢, la preuve
est terminée. m
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Chapitre 3

Solutions périodiques stables
dans une équation logistique
périodique discréte.

Dans ce chapitre on étudie les conditions qu’il faut imposer pour
avoir 'existence d’une solution w périodique globalement asymptotiquement
stable de 1’ équation logistique discréte (1.1) qui est donnée par :

z(n+1) =z (n)exp [T(n) (1—£EZ§)] neN (3.1)

ou {r(n)} et {k(n)} sont des suites réelles positives w périodique pour
n € N = {1,2,...}. De plus il existe des constantes positives 7., 7*, ki, et
k*telles que

O<re<r(n)<r*, 0<ki<k(n)<k* meNlN (3.2)

3.1 Persistance

Dans cette section, on étudie la persistance de 1’équation (1.1).

Théoréme 3.1.1 [5/Supposons que {r (n)} et {k(n)} vérifient (1.2). Alors
toute solution {x (n)} de (1.1) satisfait

uy < liminf z (n) < limsup z (n) < u*, (3.3)

n—oo n—00

k* u*
x _ v *_ 1 « = ky 11— — .
U v €XDP (r ), u exp <7° ( k*>>

43
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Preuve. D’abord, on présente deux cas pour montrer que

limsup z (n) < u*. (3.4)
n—oo
Cas 3.1.2 Supposons qu’il existe un entier positif ng tel que x(ng) <
x(ng+1).
Alors d’aprés (1.1), on a :

z(no + 1) =z (ng) exp [r (no) <1 7 (no)ﬂ

> x (ng) (o)
— exp [T(no) (1— ZEZE;)] >1
= 7r(ng) [ 1— Enoi >0
1= 200 0 (ne) > 0 car {r(n)} > 0,¥n €N

(
=z (ng) < k(no) < k*, voir (1.2) k(n) < k*, neN

donc,

2 (o + 1) =  (no) exp [7« (no) (1 _ (”Om
< 7 (no) exp [r* <1 - Ii( } . voir (1.2) 7 (n) < r*, n € N

: EZS; z (ng) exp {r* ( i (10)

=5 (a0 [ ()]

1 1
< k (ng) [7‘* exp (r* — 1)} , COT MaX T exp [r(l—=z)] = —eXp (r—1)

—
|

IN

VAN

*

< Fexp(r* —1)=u".

On affirme que
z(n) <u*,  pourn > mng.

Par absurde, supposons qu’il existe un entier m > ng tel que x(m) > u*
alors m > ng + 2, et soit m* le plus petit entier compris entre ng et m

tel que © (m*) = max x(n), alors m* > ng + 2 et x (m*) > z(m* —1).
no <n

D’aprés ce qui précéde, on obtient que

x (m*) < u*
< x(m), voir hypothése
=z (m*) < x(m) contradiction.

Alors x (n) <u*,  pourn > ng.
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Cas 3.1.3 Supposons que x (n) > x (n+ 1) pour tout n € N.

k(n)

x(n) > k(n) > ki pour tout n € N. Comme {x (n)} est décroissante et a
une borne inférieure ki, donc lim sup z (n) =T > k.. En prenant la limite
n—oo

D’aprés (1.1), on remarque que 1 — <0, n € N. Ceci implique que

dans (1.1), on aura

lim sup z(n+1) = Jlim sup @ (n) = Jim sup <m (n) exp [T (n) <1 -3 (n)ﬂ)

e k()

— lim sup ( exp [T‘(n) (1— ;EZ;)D =1

— lim sup (7 (n) (1— “ZEZ%)) -

>:0, carr(n) >0VneN

- x (1)
:>nh_)rgosup 1_k()
= lim sup z (n) = hm sup k(n)

n—oo
= Z = lim sup k(n )Sk*gu*

n—oo
— T < Usy.

Conclusion 3.1.4 limsup z (n) < u*.
n—oo

Maintenant on montre que

liminf x (n) > u,. (3.5)

n—oo
D’apres (3.4), pour tout € > 0, il existe un grand entier n* tel que
z(n) <u*+4¢e, pourn>n*. (3.6)
On considére deux cas.

Cas 3.1.5 Supposons qu’il existe un entier positive myg > n* tel que
x(ng+ 1) <z (ng). D’aprés (1.1), on a :

(1) = e ) (1 21

k (o)
< z (o)

z (o)
k (o)
= x(ng) > k (ng) > ks, voir (1.2).

= 1- <0

Alors

z (g +1) >k, exp[ (7 )(1—;;(”3; ]

> kyexp |r* 1—33( 0)>

k (o)
> , voir (3.6).

+

> keexp |r* 1—
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ue = ky exp [r* <1— u;—s)} .

x(n) >us,  pourmn >mng.

Soit

On affirme que

Par absurde, supposons qu’il existe un entier p > Tig+2 tel que x (p) < ue, et

soit p* le plus petit entier compris entre ng et p tel que x (p*) = 7n<1in< x (n),
Mo <n<p
alors p* > ng+ 2 et x (p* — 1) > x (p*). D’aprés ce qui précéde, on obtient
que
z(p*) = ue

> z (p), voir Uhypothése
=z (p*) > x (p) contradiction.

donc x (n) > ue, pour n > Ty, et puisque g > n* on obtient que
x(n) >us,  pourmn >n*.

Cas 3.1.6 Supposons que x (n+ 1) > x (n) pour tout n > n*. Selon (3.06),
on sait que lim x (n) = l. En prenant la limite dans (1.1), On aura que
n—oo

lim k (n) = 1. Alors,

n—oo

I = limz(n) = limk(n) > ko > k*exp<r* 1_u +€>>, car

n—00 n—00 Ey
4 ]j—E < 0 donc exp <7"* <1 — uk+a>> < 1.

En combinant cas (3.1.5) et cas (3.1.6), on voit que

liminf x (n) > k™ exp <r* <1 . ]:—6)) :

1—

Puisque ¢ est arbitrairement choisie, on pose € = 0, et on obtient que
limoxE = Uy, donc (3.5) est vérifiée.
E—>

En combinant (3.4) et (3.5), la preuve est terminée. m

Remarque 3.1.7 D’aprés la preuve du théoréme (5.1.1), on remarque que,

méme si lim k(n) n'existe pas ou r* # 1, la relation u, < x(n) < u*est
n—oo

vérifiée.
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3.2 Existence et stabilité de la solution périodique

Maintenant on considére (1.1) avec {r (n)} et {k(n)} étant périodique,
et on est concerné par l'existence et stabilité d’une solution périodique.
D’abord, on a le résultat d’existence suivant.

Théoréme 3.2.1 [5/Supposons que {r (n)} et {k(n)} sont des suite posi-
tives w périodique, telles que,

rn+w)=rw), k(n+w)=k(w), mneN. (3.7)
Alors il existe une solution w périodique de l’équation (1.1).

Preuve. Si k (n) = k (constante), alors x (n) = k est une solution de (1.1)
ce qui implique que le théoréme (3.2.1) est vérifié.

Maintenant supposons que {k (n)} n’est pas constante, donc lim k (n)
n—oo

n’existe pas. Avec les hypothéses, on voit (1.2) est vérifiee avec r, =

min {r (n)}, r* = max{r(n)}, k. = min{k(n)}, et &* = max{k(n)}.

D’apres la preuve du théoréme (3.1.1) on remarque que I'ensemble [u,, u*]
est invariant, c’est-a-dire,

z(0) € [us,u*] =z (n) € [us,u*], Vn eN. (3.8)

Maintenant, On défini une application F' sur [us,u*] par F' (2 (0)) = z (w).
de (1.1), on remarque que = (w) dépend continument de x (0). Ainsi F est
continue de [u.,u*] dans [u,, u*].

Donc F admet un point fixe p. Soit z (0) = p, alors la solution {z (n)}
du systéme (1.1) est une solution w périodique dans [u,, u*]. =

Le prochain théoréme confirme la stabilité asymptotique globale de la
solution périodique obtenue en théoréme (3.1.1).

Théoréme 3.2.2 [7/Supposons que (1.2) est vérifiée avec

T exp (rr—1) <2, (3.9)

ou r, = mlll\ll{r(n) = max{r( )} ke = min{k:(n)}, et k* =
ne
ma&c{k: (n)}. Soit {z (n)} la solutlon périodique de (1 1) Alors pour toute
ne

)
solution positive {z (n)} de (1.1), on a

lim (z(n)—2(n)) =0. (3.10)
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Chapitre 4

Solution périodique stable
d’un systéme périodique
discret de compétition de
Lotka-volterra

Considérons le systéme des équations aux différences (1.3) donné par :

v(n)
kl n)
v+ ) =ymexp [ra(n) (1= L5 = i 2 o)) .

2 (n+ 1) = 2 (n) exp T1(n)<1— —emym)]|,

ou, pour i = 1et 2, {r;(n)}, {ki(n)} et {y; (n)} sont des suites positives
bornées telles que

0<ku<ki(n)<kl 0<ru<ri(n)<r!

7

0 < i

Ici, pour toute suites bornées {a (n)}, a* = sup a(n) et a, = inf a(n).
neN neN

Le systeéme (1.3) est un modele discret de compétition de deux espéces
de type Lotka-Volterra (voir, par exemple May [5]). = (n) est la densité de
proie en n"¢ génération. y (n) est la densité de prédateur en n®¢ généra-
tion. r1 (n) et r2 (n) est le taux de croissance de proie et celle de prédateur
respectivement en n"¢ génération. kj (n) et ka(n) est la capacité limite
de proie et celle de prédateur respectivement en n®"¢ génération. uy (n) et
2 (n) sont les mesures de l'intensité de la compétition interspécifique.

Noter que le systéme (1.3) est un résultat de 'accouplement de deux
équations scalaires de la forme (1.1) étudie dans le chapitre précédent. Il est
normal d’obtenir des résultats similaires pour (1.3) a ceux de [5] quant

1 (n) = p2 (n) = 0.

49
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4.1 Persistance

Dans cette section, on donne des résultats concernant la persistance pour
le systeme (1.3).

Proposition 4.1.1 [(/Pour toute solution (x (n),y(n)) du (1.3), on a

limsup z (n) < z* et limsup y (n) < y*, (4.1)
n—oo n—oo
k} k3
ou T* = —iexp (ri—1) ety* = —zexp(rg —1).
1 T2

Preuve. on montre seulement que

limsup z (n) < z*. (4.2)

n—o0

Pour montrer (4.2), on suppose d’abord qu’il existe un ly € N tel que
x(lo+1) >z (lp).

Alors b)
T
1— 2% — i3 (Io) y (Io) > 0
A3
z (lo
=1- >0
k1 (lo) —
) exp (rf — 1)
Par conséquent, x (lp) < ki (lo) < k] < 2" car ————= > 1. Il s’en
r
suit que !
_ z (lo)
z(lo+1) = (lo)exp |71 (lo) | 1 - — p2 (lo) y (lo)
k1 (lo)

< 2 (o) exp |1 (lo) (1 _ :(lo) )}

<z(lp)exp r] |1 — =k (I exp [r]|1—
= (o) oxp ()| =m0 e (-
< Lexp(rf —1) = %,
"1
. . . 1
ici, on a utilis¢ le faite que max & exp [r(l—2x)] = - eXp (r—1) pour
Te

r > 0. On affirme que
x(n) <z* pour tout n > .

Par absurde, supposons qu’il existe un py > Iy tel que x (pg) > x*. Alors
po > lop + 2. Soit pg > ly + 2 le plus petit entier tel que = (py) > z*, alors
x(po—1) < z(pg). D’apres ce qui précede x (pg) < x*, une contradiction.
Ceci prouve 'assertion.

Maintenant, suposons que z (n + 1) < x(n) pour tout n € N. Comme

{z (n)} est décroissante et bornée inférieurement par ki, alors limsup z (n)
n—oo
existe, on la note par .
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On affirme que # < kj. Par absurde, on suppose = > kj. La limite
de la premiére équation du systéme (1.3) donne

, z (n) _
nhi& (1 N w2 (n)y (n)) =0, pourneN

ce qui est une contradiction car

lim sup <1— zln) _ (n)y(n)> < lim sup (1— x(")> 1—% <0

n—00 kl (n) n—00 kl (n)

Ceci prouve l'assertion. On note que & < z*, ce qui implique que (4.2)
est vérifié.
On fait la méme pour montrer que limsup y (n) < y*. Alors (4.1) est

n—oo
vérifié, ainsi la preuve de la proposition. m

Proposition 4.1.2 [(/Supposons que 1 — piz* > 0 et 1 — py* > 0 o z* et
y*sont les méme comme dans la proposition (4.1.1).Alors liminf z (n) > x,
n—oo

et liminf y (n) > y., o0
n—oo

*

Ty = ks (1 — p5y”) exp [T‘T <1 — p1ay" — »

Preuve. Encore il suffit de montrer que

liminf x (n) > .. (4.3)

n—oo
D’apres la proposition (4.1.1), il existe € > 0, et n* € N tels que
z(n)<z*+cecetyn) <y +e VYn>n"
Alors
1—pj(z"+e)>0et 1 —py(y*+e)>0.

D’abord, supposons qu’il existe un Iy > n* tel que x (lp + 1) < z (Ip). On
note que, pour n > Iy,

e(n+1) =2 (n)exp | (n) (1— ,ffg;’) () y ()
>z (n)exp |1 (n) (1— ;f{% — s (y* +e)

On particulier, avec n = Iy, on a

() 2210+ 1) 2 (o) exp [ra (o) (1- 200~ s 7 +2))

:>eXp[7“1(lo)( e (lo) u’é(y*+6)> <1

o) k1 (lo)

T\t %
:(1_@(5@) 2 (v )>§0
=z (lo) > k1 (lo) (1 — 3 (y* +¢))

i )] ety = k(1 pia™) exp [ (1 e -

*

Y
k2>k

Vn € N, car T > kJ.

)]
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ce qui implique que z (lp) > k1« (1 — pb (y* 4+ ¢ )). Alors

plla+1) 2 ke (L3 0"+ e [ ) (1= £ 57 +9)) |

0"
X
> ko (1— i (y* +€))exp |15 (1 — —~ —uS(y*+€))
k1 (lo)
> ke (1 —p3(y*+¢))exp [r7 (1 — r: — 5 (y* +¢)
1

Soit
ze = ki« (1 — p3 (y" +¢)) exp [7“1 (1 —— 1y +6)>] :
On affirme que

xz(n)>x.  pour tout n > .
Par absurde, supposons qu’il existe un pg > Iy tel que z (pg) < x.. Alors
po > lo + 2. Soit pg > lp + 2 le plus petit entier tel que x (py) < z.. Alors
x(po — 1) > z(pp). D’apres ce qui précede z (pg) > x., une contradiction.
Ceci prouve ’assertion.
Maintenant, supposons que z (n + 1) > x (n) pour tout n grand. Alors
liminf x (n) existe, on la note par z.

n—oo

On affirme que z > ki, (1 — 5 (y* +¢)).
Par absurde, supposons que z < k. (1 — pd (y* +¢)). La limite de la
premiére équation du systéme (1.3) donne

: x (n) _
Jim. (1 ) (n)y (n)> =0,
ce qui est une contradiction, car

lim inf (1 ;1((7;)) -l (n)y(n)) >1-— é—,ug (y*" +¢)>0.

n—00 kl*

Ainsi, la preuve de l'assertion. On note que z* > ki > ki, implique
kis (1 —ps (y* +€)) > xc et limoznE = 4. Alors (4.3) est vérifier. D’ou la
E—
preuve de la proposition. m

Théoréme 4.1.3 [0/Supposons que (1.4), 1 —pjx* >0 et 1 —pdy* > 0 sont
vérifiées. Alors le systéme (1.3) est persistant.

Remarque 4.1.4 D’apreés la preuve du proposition (4.1.1) et la proposition
(4.1.2), et sous les condition du théoréme (4.1.3) 'ensemble [z, z*] X [yx, y*]
est invariant.
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4.2 Existence et stabilité d’une solution pério-
dique

Dans cette section, on considére le systéme (1.3) avec {r; (n)}, {ki (n)} et
{pi (n)} sont périodiques et de méme période, c’est-a-dire il existe un entier
positif w tel que, pour n € N et pour ¢ =1 et 2,

0<m(nt+w)=r;(n),
0<ki(n—|—w):ki(n),
0 < pi (n+w) = 1 (n) (4.4)

11 suit d’apres (4.4) que (1.4) est vérifiée, ou z* et y* sont les méme comme

dans la proposition (4.1.1). Le premier résultat concerne l'existence d’une
solution périodique.

Théoréme 4.2.1 [0]Supposons que (4.4) est vérifié. Si 1 — pfx* > 0 et
1 — usy* > 0, alors le systéme (1.3) a une solution w périodique, on la note
par (Z (n),y (n)).

Preuve. Soit z, et y, sont les méme comme dans la proposition (4.1.2).
et d’apres la remarque (4.1.4) Pensemble [z, z*] X [ys, y*] est invariant de
(1.3), c’est-a-dire,

(#(0),4(0) € [z, "] X[ys, ] = (z (n) ,y () € [zs, 2" X[yw, "], VneN.

Ainsi, on peut définir une application F' sur [z, z*] X [y, y*] par

F(z(0),y(0) = (z(w),y(w))  pour (z(0),y(0)) € [zx,z"] X [y, y"].

F dépend continument de (z (0),y (0)). Ainsi F' est une application continue
de [T4, 2*] X [ys, y*] dans [z, "] X [y«, y*] . Donc F' a une point fixe (z,y).
Par conséquent la solution (z (n),y(n)) passant par (z(0),y(0)) est une
solution w périodique du systéme (1.3). m

Maintenant, sous quelques conditions additionnelles, on étudie la stabi-
lité globale de la solution périodique obtenue en théoréme (4.2.1).

Théoréme 4.2.2 [0/Supposons que (4.4) est vérifié, 1 — pjz* > 0, 1 —
usy* >0 et

*

A1 = max R ,1—ﬁx* + psriy* < 1,
kl* k*
Ao = max { |1 — 2 y |1 — —y* + piraa® < 1. (4.5)
k?* k*
Alors pour toute solution (z (n),y (n))de (1.3), on a
lim (z(n)—z(n))=0et lim (y(n) —y(n)) =0, (4.6)

ot (T (n),y (n)) est la solution w périodique obtenue en théoréeme (4.2.1).
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Preuve. Soit

Alors
( z(n+1)=2x(n)exp |r( (1 y(n)
y(n+1)=y(n)exp |ra( <1 ) x (n)
( z(n+1)expu(n+1) =z (n)exp [u(n)+r1(n) <1 -7 (n)ZTI()n()u () _ p2 (n)y (n)expo (n)>
<~ ~
yn+1)expv(n+1)=y(n)exp |v(n)+r2(n)|1— Y (n)zzq()rf)v () _ w1 (n)x (n)expu (n))
expu(n+1)= = ?n(i)l) exp |u(n) +r1(n) <1 _Em) ZXI;%()U () _ w2 (n)y (n)expo (n)>
= y(n) y(n e)lcp (v(n N
expv(n+1)= Tt l) exp |v(n) + 7o (~n() (1 - T2 (0) —p1(n)x (n)expu (n)>
expu(n+1)=exp |u(n)+r(n) <1 7 n)lﬁi? no_ p2 (n)y(n)expv(n)
X =
T (n) exp [7“1 (n) (1 - ;1((”73) — p2 (”)ﬂ(@)]
= _ [ _gm)expu(n)
expv(n+1)=exp|v(n)+re(n) |1 2 () u1 (n)x (n)expu(n)
" y(n)
Fmess |ra(0) (1= L - w3 () |
expu(n+1) =exp |u(n)+ri(n) <1 7 (n)k?i;l () _ w2 (n)y (n)expuo( )>
x exp [—r1 (n) <1 - lfl (&)) — 2 (n) 7 (n)
— - L 1
expv(n+1)=exp |v(n)+ra(n)|1— y(n)expo(n) —p1(n)x (n)expu(n)
L _ ka(n) _
X exp | —r2(n) <1 — :2((7:3) — p1 (n) 5(”))
\ L -~ |
expas(-+1) = exp 1) = 0T (o ) = 1) = () () ) exp )~ )
— I -
expv(n+1) =exp |v(n) — 2 E{Z)(z)(n) (expv (n) —1) —ra (n) 1 (n) T (n) (expu (n) —1)| .
( r1(n)Z (n
it 1) =) = "I o u(0) = 1) = 72 () 007 ) s (0 (0) = 1),
= 2 ()7 ()
vintl)=v(n) - —- ) (exp (v(n)) = 1) =72 (n) p1 (n) T (n) (exp (u(n)) — 1).
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Donc,

—~——
o

v(in+1)=1(1

{ uin+1) = El = P e (0 () ) ) ) = 7 0) () ) 0 02 ) v () v )

~ ¥ W exp (02 () <n>>) v (n) =72 (n) gy () F () exp (61 (n) w (m) ().
(4.7)
ou 01 (n), 62 (n) € [0,1]. pour terminer la preuve, il suffit de montrer que

lim u(n) = %iinoov (n) =0. (4.8)

n—oo

Selon (4.5), on peut choisir un £ > 0 tel que

*
T1x

/\izmax{ 1—;—1(33*—1—5) , I—F(x*—s) }+u§r{(y*+a)<1,
1% 1

/\gzmax{ 1—]:—2(34*—1—8) , 1—%?(3;*—5) }+ﬂ’{r§(m*+s)<1.
2% 2

D’apres la proposition (4.1.1) et la proposition (4.1.2), il existe ng € N tel
que

ze—e<T(n)<z*+4e ai—ec<z(n)<z*+e,

Yy« —e<yn)<y*+e, y—e<y(n) <y +e
pour n > ng. Noté que 61 (n) € [0,1] implique que = (n)exp (01 (n)u(n))
compris entre Z (n) et = (n).

De méme 3y (n)exp (02 (n)v(n)) compris entre y(n) et y(n), d’aprés

(4.7), on a

lv(n+1)| =

u(n+1)| = ’El - (”§f<n> exp (61 (n) u <n>>) w(n) = 11 (n) 2 (n)§ () exp (6 (n) v (n)) v (n)
)

[ o< (1 B e e u w1 @ )0 03 000 ()0 0
o+ D1 < | (1= T T 0 exp 00 00 1)) )|+ 72 ) (0) 3 ) exp (6 ) ) o)
[ o< (1 e e 01 0w ) [ 001 1 0 )7 00 50  01 0) o 0)
| i< (1= 0 xp (0 () ) ) o (0)] I 1) ) 7 ) (8 () 0) a0
[ < (1 e e 01wt ) o+ v o) o0
LLUE 1 P2 ) exp (82 ()0 ) ) o 0]+ 5t o) o)
[ e i< | (- R e 0 @) [l +rivs 6 oo
| 1ot 1)< (1= 20y exp (8 ()0 ) )l 0]+ 5 € aco)
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utn+ ) < max{|1= 72 @ o) 1= o) blul 4 i 07+ ) o o)
r T2 * % *
o+ Dl < max{ |1 = 72 (4 9) |1 = 22 = 0| o 0]+ i @+ ) u o)
* 2

(4.9)
pour n > ng. soit A = max {A], A5}. Alors A < 1. Selon (4.9) on a

(4 1)] < [mx{ -8 @ te), 1- o) }+rmz <y*+e>] max {[u (n)] o (n)]}
o (n+1)| < [mx{ 1- 12 = }+r;wf <x*+s>] maxx {[u ()], Jo ()]}

(y*+€) ) 1—7(:1/*_5)
\
|

{ u(n 4+ 1)] < AT max {[u(n)],
v (n+1)] < A3 max {|u(n)|,

donc,

max {|u (n + 1)|,[v(n+ 1)|} < max {A], A3} max {|u (n)|,[v(n)|},
= Amax {|u (n)|,|v(n)|},n > no

alors

max {|u (ro + 1)[, [v (ro + 1)[} < Amax {[u (no)], [v (no)|}
max {|u (ng + 2)|, [v (no + 2)|} < Amax {|u (no + 1)|, [v (no + 1)|} < X max {|u (no)|, [v (no)|}
max {|u (ng + 3)|, |v (ng + 3)|} < Amax {|u (ng + 2)|,|v (no + 2)|} < A3 max {|u (no)],|v (no)|}

max {[u (no + (n — no))|, v (no + (n - no))|} = max {[u (n)], |v (n)[} < A" max {[u (no)], v (no)|} -
Ceci implique que
max {Ju (n)], v ()]} < A"~ max {[u (no)|, [v (no) [}, > mo.

Quand n — oo

Donc (4.8) est satisfait et la preuve est completée. m

4.3 Conclusion

4.3.1 Remarques finales et discussion

Dans ce chapitre, on a étudié un systéme discret de compétition de
Lotka-Volterra. Sous certaines conditions raisonnables, on a prouvé que le
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systéme est persistant. De plus, nous assurons un mécanisme qui modé-
lise la propriété oscillatoire de I'espéce. Autrement dit, lorsque les coeffi-
cients sont périodiques, le systéme a une solution périodique qui est glo-
balement asymptotiquement stable sous certaines conditions supplémen-
taires. Comme mentionné dans l'introduction, le systéme (1.3) est le ré-
sultat de ’accouplement de deux équations scalaires de la forme x (n 4+ 1) =

z(n
x (n)exp {7’ (n) (1 — kE ;)] Cette équation a été étudié récemment par
n
Zhou et Zou [5]. Quand il n’ya aucun accouplement, c’est-a-dire, pu1(n) =
pa(n) = 0, notre résultat de persistance le théoréeme (4.1.3), réduit au théo-
réme (3.1.1) dans [5]. D’ailleurs, noter que quand il n’y a aucun accouple-
ment,
k,* *
l—iexp(ri‘—l)zl—r—lx*gl—ri:m*<1,
k’l* kl* ]431
L B L e L LI
Bao 2 BT

Ainsi, A1 < 1 et Ay < 1 sont équivalents aux

* L*
“Lexp(r; —1)<2et —2exp(ry —1) < 2.
kl* k2*

11 est démontré en [5] que la solution périodique de (1.1) est globalement
*

stable si 7 €XP (r* —1) < 2. Comparé¢ a ce résultat, le théoreme (4.2.2)
*
est réduit ici presque au théoréme (3.2.2) dans [5] quand l'accouplement

disparait. Par conséquent, on obtient avec succés quelques critéres pour la
persistance et ’existence et la stabilité d’une solution périodique pour le
systéme (1.3) qui seront eux aussi réduits presque a ceux (1.1) quand il n’y
a aucun accouplement.
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Chapitre 5

Simulations Numériques

Exemple 5.0.1 Considérons l’équation suivante :

z(n+1) =z (n)exp [(1 +0.2sin (7n)) (1 - {17 51(28 (m)))] (5.1)

Exemple 5.0.2 Considérons l’équation suivante :

a:(n—i—l)a:(n)exp[ 1+0.9sin ( ~n (1 x(n)ﬂ )]
< (2 >) (5—1—28111(571))

(5.2)

Exemple 5.0.3 Considérons le systéeme des équations aux différences sui-
vants :

]

n)) x (n) — 0.04y (n)} ,

z(n+1)=x(n)exp {0.6 - (0.75 + sin (
n)) y(n) — 0.04x (n)} ,

y(n+1) =y (n) exp [0.6 - (0.775 + sin (

o |
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la solution(x(n))

R212R2. NL729291

la solution{x(n))

-11.1307, 0.232580

0.95
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0.85

08

0.75

0.18

0.16

0.14

0.12

0.08

CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMERIQUES
solution de ['eqution(5.1) avec x(0)=0.8
0 10 20 30 40 50
n
x(n)
solution de leqution(5.2) avec x(0)=0.15
0 10 20 30 40 50
n
x(n)




la solution(x(n},y(n))

-9.87805, 1.13656

0.9

0.8

0.7

0.6

05

04

0.3

solution du systeme(5.3) avec x(0)=1 et y(0)=0.4

61
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Résumé:

Ce mémoire discute des modeles discrets de compétition de Lotka -Volterra,
d’abord on obtient la persistance du systéme, et en supposant que les coefficients
dans le systeme sont périodiques, on obtient I'existence d’une solution périodique.
D’ailleurs, sous certaines conditions supplémentaires, cette solution périodique est

globalement stable.

Abstract:

This memory discusses a discrete Lotka-Volterra competition models, we
first get the persistence of the system, assuming that the coefficients in the system is
periodic, we obtain the existence of a periodic solution. Moreover, under certain

additional conditions, this periodic solution is globally stable.
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