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Introduction générale

Dans ce mémoire, on présente en premier lieu le principe d’invariance de LaSalle pour les
systémes dynamiques autonomes.

Ensuite une analyse de stabilité globale au sens de Lyapuno pour une classe de systémes
épidémiologiques du type SIR est présentée, cette étude est un travail donné par P.Adda et
D.Biachara dans leur article ‘Global stability for SIR and SIRS models with differential
mortality’



Chapitrel

Rappels sur les équations différentielles ordinaires
(Existence et unicité des solutions)

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base de la théorie d’existence, d’unicité
et de prolongement des solutions pour les €équations différentielles ordinaires. Cette partie est
largement inspirée du cours donné par Mr. Lakrib.[6]

1/Définitions :

Soient U un ouvert de RxR" et f:U - R"
Définition 1.1 :
Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une relation du type

x(t) = f(t,x(1)) (1)
Ou x = Z—Z , que I’on note
x = f(t,x) 2)

Définition 1.2 :

Soit x une fonction définie d’une partie de R™ dans R™.

1/La fonction x est dite solution de 1’équation (2) sur 'intervalle I [, si elle est définie et
continiment dérivable sur I, si (t,x(t)) U pourtoutt [ etsix satisfait la relation (1) sur
I

2/Soit (tg, xp) U donné. La fonction x est dite solution du probléme a valeur initiale (on dit
aussi probléme de Cauchy) associé a 1’équation (2) s’il existe un intervalle I contenant ¢ tel
que x soit solution de 1’équation (2) sur I et vérifie x(ty) = x,

Remarque 1 :
Pour (xg,ty) U donné, un probléme a valeur initial (probléme de Cauchy) associé a
I’équation (2) est généralement exprimeé sous 1’écriture suivante
e 3)
x(to) = xo
Définition 1.3 :
Pour (xg,tp) U donné, une solution du probléme (3) est dite unique si elle coincide avec
toute autre solution partout ou elles sont toutes les deux définies.
Remarque 2 :
Si le probléme (3) admet une solution unique, celle-ci est (généralement) notée
x = x(:to Xp)
Proposition 1 :
Pour tout (xg,tp) U, le probleme (3) est équivalent a

t
X(0) = %o+ f f(s5,x(s))ds @
Remarque 3 :
Pour sa maniabilité, I’équation (4) est souvent utilisée au lieu du probléme (3), par exemple

dans les preuves de résultats d’existence et d unicité des solutions.
Théoréme 1 : Existence de solution



Soient U un ouvertde Rx R™ et f: U - R™ une fonction continue. Pour tout (xo,t) U, le
probléme (3) admet au moins une solution.
Corollaire 1 :
Soient U une ouvert de RxR"™ et f: U - R™ une fonction continue .SiW V U sont tels
que W est fermé et borné (i.e. compact) et V un ouvert avec V < U, alors il existe L > 0 tel
que pour toute condition initiale(xy, tg) W, il existe une solution x de (3) définie au moins
sur ’intervalle [ty — L, ty + L]
Définition 1.4 :
Soient U un ouvert de RxR" et f : U - R™ une fonction continue. On dit que f est
localement lipchitzienne en x pour tout fermé borné (i.e. compact) K dans U, s'il existe
une constante L > 0 telle que

|F(t,x1) = f(t, %) < L |1 — x|
Pour tout (¢, x4), (t,x;) dans U.

Théoreme 2 : existence et unicité

Soit U un ouvert de RxR™ Si f: U - R™ est continue et localement lipchitzienne en x
alors pour tout(x,, ty) U, le probléme (3) admet une solution unique.

Définition 1.5 :

Soient x une solution de (2) et R un intervalle sur lequel x est définie.

1/Une fonction X est appelée prolongement de x si elle est definie sur un intervalle

T contenant strictement I, coincide avec x sur I et verifie la relation (1) sur I
2/Lasolution x est dite maximale (on dit aussi non prolongeable) si elle n’admet pas de
prolongement, c’est-a-dire que l'intervalle I est I'intervalle maximal d’existence de la
solution x.

Remarque 4:

Le systéme (1) est dit non autonome, il peut se réécrire sous la forme d’un systéme
autonome en posant X=(}).

Dans toute la suite du travail on considere le cas des systemes autonomes



Chapitre 2

Notions de stabilité des systémes dynamiques au sens de Lyapunov

On représente dans cette partie les notions de stabilité pour les systémes dynamiques
autonomes
Considérons alors le systeme (P) suivant :

dx

i dt = f(x)
tellani= a0

Avec f:R" - R"

On suppose que les conditions d’existence et d’unicité des solutions de (P) sont vérifiées de
sorte que le systeme (P) admette une unique solution x(t,Xx,) définie sur un ouvert U de R"
1/Définitions : [5]

Définition 1.1:
On dit que x est un point d’équilibre du systéme (P) s’il vérifie :
f(x)=0
On suppose que x =0 est un point d’équilibre du systéme (P), sinon, on se raméne a 0 par
translation en posant y=x-x .
Définition 1.2 :
L’origine de (P) est attractif si :
§>0, xo Bsonalimgllx(t xp) =0
Définition 1.3 :
L’origine de (P) est stable si :
'§>0, 6§ =4(xy)>0,tel que pour x, Bgon alasolutionde (P): x(t,xy) Bs
Définition 1.4 :
L’origine de (P) asymptotiquement stable si :
Il est a la fois stable et attractif
Définition 1.5 :
L’origine de (p) est globalement asymptotiquement stable si :
%0, Xx(t) > Oquand t - oo
Définition 1.6 :
L’origine de (P) est instable si :
Il n'est pas stable
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Remarque :
La stabilité n’implique pas I’attractivité, ni ’inverse, en effet, considérons le systeéme suivant

dx 0
. . . eq e dt - . . .
L’origine est un point d’équilibre stable car tout point au voisinage de 0 reste dans le

voisinage de 0, mais 0 n’est pas attractif car la solution ne converge pas vers 1’équilibre x =
0, elle reste immobile
Exemple : Equation du pendule simple
L’équation du pendule simple est donnée par

mld = —mgsin0 — k1@ (1)
Ou m:represente la masse du corps, k:represente I’angle a I’instant t, [:represente la longueur
du fil

Avec 8(0) =0
Enposant x; = @ et x,=6 ’équation (1) devient :
X1 = X2
i . _ 9 k
Xy = —Tsmxl —axz

On remarque que (0,0) est un point d’équilibre du systéme

Pour voir la stabilité de I’origine, une méthode consiste a calculer la solution du systéme et
ensuite veérifier si les propriétés de stabilité données précédemment sont assurées, dans ce cas
on remarque que 1’utilisation de la définition de la stabilité représente certains inconvénients
comme :

-Le calcul d’une maniére explicite de la solution : ceci peut présenter de grandes difficultés
dépendant de la complexité du modele considéré et de la dimension du systéme.
-L’application directe de la définition : ou la détermination du § peut s’avérer ardu

Dans ce cas la méthode de Lyapunov permet d’étudier la stabilité globale des systémes sans
avoir recours au calcul de la solution explicite des équations différentielles non linéaires.
La procédure consiste a trouver une fonction dite fonction de Lyapunov et d’examiner sa
dérivée temporelle le long d’une trajectoire quelconque du systéme considéré

On présente dans ce qui suit, les principaux résultats liés a cette méthode qui s’inspirent
essentiellement de [5]



2/Méthode de Lyapunov :

2.1/Définitions :
Soit : R™ - R une fonction continue telle que v(0) = 0

a/ On dit que v est définie positive si

2.2/ Théoréme 1 : théoreme de stabilité de Lyapunov

v(x) > 0 Pour tout x # 0
b/ On dit que v est semi-définie positive si
v(x) = 0 Pour toutx # 0

Soit x = 0 un point d’équilibre de (P) et D un ouvert de R™ contenant x,
Soit v: D - R une fonction continument différentiable telle que :

i/ v(0) = 0 Et v(x) > 0 dans D — {0}

ii/ v(x) <0 Dans D

Alors

Sideplusona:

iii/ v(x) < 0 dans D — {0}

Alors

Preuve :

Xo = 0 est asymptotiquement stable

Xo = O est stable

Courbes d’une fonction de Lyapunov [3]

Soite > 0etsoitr (0,€]tel que B:={x R"Ilxll<r} D
Soita: = min"x":rV(x)
Alors d’aprés i/ ona:

Soit B (0,q)

et

soit Qp: = {x

Alors Qp est a I'intérieur deB;.

a>0

BT‘I V(‘x) SB}




L’ensemble Qp est invariant i.e. il a la propriété que toute trajectoire commengant dans Qg a
I'instant t = O reste dans Qg, 't = 0 : Cela résulte de ii/ puisque V(x@)=<0 V(x(t)) <
V(x(0)) <Bvt=0

Et puisque Qg est un compact (fermé par définition et borné puisqu’il est inclus dans B,.) alors
le probléme (P) admet une unique solution définie pour tout t = 0 avec x(0) Qg

Comme V est continue, V(0) = O alors & > O tel que :
Ixll<s VX)) <p

Alors :
Bs Qp B- D
Et:
x(0) Bs x(0) Qp x(t) Q x(t) B, t=0
Alors :
Ix(O)l<d§ lx(Oli<r<e t=0
Donc :

xo = 0 est stable

Pour montrer la stabilité asymptotique avec I’hypothese iii) en plus, on a besoin de montrer
que x(t) - 0 quand t - o
Or:

‘a>0, T>0telquellx(t)ll<a, t>T

On sait que pour tout a > 0
on peut choisir b > O tel que Q,, B, (D’aprés ce qui précéde i/ et ii/)
ouQ,={x B,V(x)<b}etB,={x R" llx|<a}
Donc, il suffit de montrer :
V(x(t)) » 0 quand t - o
Puisque V(x(t)) est décroissante et minorée par 0 alors :
V(x(t)) > c=0quand t - o
Montrons que ¢ = O, pour cela, raisonnons par I’absurde et supposons que ¢ > 0
Par continuité de V,on a :
d>O0telqueB; Q.
V(x(t)) - c quand t - oo implique que la trajectoire x(t) sort de B, pour tout t = 0
Soit —y: = MaXg<ixli<r 1%
D’apres iii/
-y <0

Donc :

V(x(t)) =V (x(0)) + ]_0 V(x(r))dr < V(x(0)) — yt

Puisque le membre droit peut étre négatif, 1’inégalité contredit I’hypothése ¢ > 0, d’ou ¢ = 0.
Donc, I’origine est asymptotiquement stable .D’ou le résultat.



Représentation géométrique des ensembles de la démonstration du théoréme de Lyapunov

Revenons a I’exemple du pendule donné par :

X1 = Xy
. _ 9 . k
xZ—_TSLnxl_axz

Soit la fonction de Lyapunov sur D, = {x: =27 < x; < 2m}

1
V(xy, xp) = Emfzxzz + ml(1 — cosx;)

V(0,0) =0,V(xq,x3) # (0,0), (xq,x,) # (0,0)
V(x;,x,) = —kix?, <0
V(xy, x;) est semi-définie négative seulement car V(x;,0) =0, x;
Alors on peut conclure que I’origine est stable seulement

11 arrive souvent qu’on trouve des fonctions de Lyapunov telle que V soit semi définie
négative seulement, ce qui ne permet pas de conclure a la stabilité asymptotique du point
d’équilibre étudié.
Dans les années 60, J.P.LaSalle a étudié ce probléme en détail et a formulé un principe connu
sous le nom de principe d’invariance de LaSalle .Ce principe permet d’analyser la stabilité
asymptotique des équilibres dans le cas ou V est seulement semi définie négative. C’est ce
qu’on présente dans cette partie :
3/Principe d’invariance de LaSalle :[5],
Avant de présenter ce principe, rappelons d’abord quelques notions essentielles :
Notons par x(t, xg) la solution de (P) partant de x, R"
dy(S) désigne la distance d’un point S de R™ a un ensemble M de R™ définie par

du(S) = infy, IS —mll
3.1/Définitions :
a/ Pour x, R",on appelle orbite I’ensemble O (x,) défini par :

0(xp) = {x(t, xy), t = 0}
b/ On dit qu’un point z R™ est un point limite de x(¢, Xy) s’il existe une suite (6;); R"
avec 0; - oo telle que x(6;,x,) - z
L’ensemble des points limites de x(t, x,) est appelé ensemble limite de x (¢, xy) noté L
¢/ Un sous ensemble M de R™ est dit invariant par rapport au systéme (P) si



Xo M x(t, xo) M

3.2/ Lemme 1 :
Si une solution x(t) de (P) est bornée alors I’ensemble L est un ensemble non vide, compact
et invariant. De plus on a

lim d, (x(t,%0)) =0
La démonstration du lemme 1 est basée sur le théoreme de Bolzano-Weistrass que nous
rappelons dans ce qui suit :
3.3/ Théoréme de Bolzano-Weistrass :|4]
a/ De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous suite convergente
b/ Toute suite bornée de réelle admet un point d’adhérence

Revenons au lemme :

Preuve du lemme 1 :

a/ Montrons que L est borné

On a x(.) bornée par hypothése alors d’apres le théoréme de Bolzano-Weistrass elle a un
point d’accumulation quand t - oco. Par conséquent L est non vide.

D’autre part, pour chaque y L, il existe une suite (t;) avec t; - coquand i - oo telle que
x(t;) - yquand i - o

Comme x(.) est uniformément bornée sur son domaine de définition alors la limite y est
bornée aussi, c’est-a-dire L est borné

b/ Montrons que L est fermé :

Soit (y;) L une suite telle que y; - y quand i - oo

Montrons que y L

On a pour chaque i, il existe une suite (tij)avec tij - % quand j - oo telle que x(tij) ik
yiquand j - oo

Maintenant, on construit une suite particuliére (6;) qui nous permettra de prouver que L est
fermé :

1
92 > ty5 tel que ||x(92) _y2" < z

1
93 > 143 tel que ||x(93) _y3" < §

1
91' >ty tel que "Jf(gl) —ylll < ?

Avec 0; - coquand i - oo
Maintenant '€ >0, Ny, N, N tels que:

Ix@) -yl <5 1> N,
Et:
€

Iy, — yll < 5 i> N,

Ainsi :
lx(6;) —yll <e 'i> N =max (N N,)

Ce qui montre que :

x(6;) - yquand i - o
Donc :

y L

Alors :

L est fermé
L est un fermé borné en dimension fini i.e. L est un compact



¢/ Montrons que L est invariant
Soity L et soit @(t; y)la solution de (P) qui traverse y a I’instant t; = 0
Montrons que @(t;y) L, t R:
Il existe une suite (t;)avec t; -» o quand i - oo telle que x(t;) - yquand i - o
x(t) = @(ti; xo)
Or par unicité de la solution on a :
p(t+ ti;x0) = ¢(t: @ (ti %0)) = @ (& x(t1))
Et par continuité :
lim (¢ + t;;x0) = lim p(t; x(t))) = (£, y)
C'est-a-dire :
@(t;y) Li.elL estinvariant
Il reste & monter que lim, ., d; (x(t,x;)) =0
On utilise un raisonnement par 1’absurde pour montrer que x(t) - L quand t - oo
Supposons que x(t) ne tend pas vers L quand t - oo
Alors, il existe € et une suite (t;) avec t; - oo quand i - oo telle que d(x(t;)) > ¢
x(t;) est bornée, donc on peut extraire une sous suite convergente x(f;) -» ¥ quand i - o
X appartient a L et est a une distance € de L.....Contradiction. D’ou le résultat
3.4/ Théoréme: Théoreme d’invariance de LaSalle :
Soit Q un compact invariant de D R™ et soit V une fonction C*(D, R) telle que la fonction
V est semi définie négative sur Q.
Soit M R™ le plus grand sous ensemble invariant de E avec E:={x Q,V(x) = 0}.
Alors lim;_,., dy (x(t, x5)) = 0 i.e. toute solution commengant dans Q converge vers
M quand t - o

Preuve :
Soit x(.) une solution de (P) commengant dans Q
V(x)est semi-définie négative sur Q Alors V(x(t)) est une fonction décroissante
De plus V(x) est continue sur le compact Q alors V(x) est minorée sur Q
Donc :
V(x) > aquand t - oo
Notons que I’ensemble limite L est inclus dans Q (car Q est un ensemble fermé dans R™)
Pour chaque p L, il existe une suite (t,,) avec t,, - o et x(t,) - pquandn - o
Par continuité de V,on a :
V(p) = 7fllingo V(x(ty) =a

Donc :

V(x) =asurl
Or d’aprés le lemme 1, L est ensemble invariant,V(x) = 0 sur L
Ainsi :

L M E Q

Puisque x(.) est bornée, x(.) est proche de L quand t - oo d’apres le lemme 1
Donc :
x(t) -~ Mquand t - oo, ce qui achéve la démonstration



Principe d’invariance de LaSalle

3.5/ Corollaire de Slotine et Li [5]:

Le point d’équilibre x = O de (P) est asymptotiquement stable s’il existe une fonctionV(x)
C'(D,R) telle que :

a/ V(x) définie positive sur D

b/ V(x) semi-définie positive sur D

¢/ L’ensemble E = {x € Q,V(x) = 0} = {0}

Preuve du corollaire :

La preuve se déduit directement du théoréme d’invariance de LaSalle, et puisque dans ce cas
E se réduit a {0} on aura la stabilité asymptotique du systéme.

Revenons encore une fois a I’exemple du pendule simple modélisé par :

x'1=x2
. _ 9 . k
X2 — _TSLnxl _axz

Avec (0,0) le point d’équilibre étudié
Rappelons que dans ce cas la fonction de Lyapunov considérée est :

1
V(xy,x,) = zmlzxzz + ml(1 — cosx;)

Et que :
V(x1, xZ) = —klzxzz = 0, X1, X5

Les hypotheses a/ et b/ du corollaire sont vérifi€es sur D ,alors d’apres le théoréme de
Lyapunov I’origine est stable
Pour montrer la stabilité¢ asymptotique, il reste a vérifier I’hypothese ¢/ du corollaire de
Stoline et Li ce qui revient a montrer 1’attractivité de la solution x(t, xy) vers le point
d’équilibre x = 0.
C'est-a-dire nous allons montrer que :

yTQ"x(r’ x)lIl=0
D’apres le théoreme d’invariance de LaSalle on déduit que :

gtl"glj dy x(t, xO) =0
Comme :

E = {0}
On obtient que :
girg de x(t,x9) = tll—»r?o dioy x(t, x9) =0

D’ou Dattractivité de la solution x(t, x,) vers x, et par conséquent la stabilité asymptotique
du point d’équilibre xo = 0
Remarque 1:

Contrairement aux théorémes de Lyapunov, le principe d’invariance de LaSalle ne
requiert pas que la fonction V(x(t)) soit définie positive. Si le plus grand ensemble
invariant M, contenu dans I'ensemble E des point ou V est nulle, est réduit au point



d’équilibre i.e. si M = {x,}, le principe de LaSalle permet de conclure que I'équilibre
est attractif.



Chapitre 3

Application du principe d’invariance de LaSalle a I’étude de stabilité des
modéeles épidémiologiques SIR

1/Introduction :

Le modele SIR est un classique en épidémiologie mathématique. On présente dans cette partie
les résultats d’étude de stabilité de P.Adda et D. Biachara proposé dans 1’article Global
stability for SIR and SIRS models with differential mortality[1], cette analyse est basée sur le
principe d’invariance de LaSalle présenté dans le chapitre précédent.

En effet 'analyse de la stabilité des modeles SIR classiques est connue depuis 1976.
La raison en est que I'étude de la stabilité de ces modéles se réduit aux systemes
plans, et donc les méthodes de plans de phases peuvent étre utilisées ; le théoréeme
de Poincaré-Bendixon. Les orbites périodiques peuvent étre exhibées en utilisant le
critére de Dulac ou le critére de Busenberg et Van Den Driessche [9].

Dans la littérature récente, la méthode de Lyapunov a été utilisée avec succés pour
prouver la stabilité globale de I'équilibre endémique. La méthode consiste a trouver
une fonction de Lyapunov notée V, définie positive telle que sa derivée le long des
trajectoires est définie négative. Si la dérivée V est seulement semi-définie négative,
le principe d’invariance de LaSalle étend le principe de Lyapunov dans certains cas.

2/Présentation du modele :

On présente d’abord le modéle étudi€, ensuite une analyse de stabilité est
détaillée

On considére une population N répartie en classes d’individus susceptibles,
infectieux et réfractaires avec S(t), I(t)et R(t) leurs nombres au temps t, c'est-a-
dire :

N(t) = S(t) + I(t) + R(t)

On suppose qu’il N’y a pas de transmission verticale ; donc tous les nouveaux nés
sont susceptibles

On suppose aussi que la natalité A compense les mortalités donc :

A=y S+ ppl + 3R avec py, piy, i3 >0

On note par y le taux de guérison, et on suppose que la maladie confére une
immunité permanente.

Le paramétre (8 est le taux de contact effectif des infectieux par personne



Nous avons le graphe suivant :

=

La dynamique de ce modele est donnée par le systéme suivant :

(§=2-2—pus

1,’“:%—#21—}'1 (1)

Qui se réduit en remplagant A par sa définition a :

5 SI

La taille de la population est constante, i.e.

N=S+I+R

On peut donc omettre I'équation des guéris et s’'intéresser aux deux groupes des
susceptibles et des infectés donnés par :



!5=—%hmﬁ+uxw—s—0

- BsI
I = %_ (uy +¥)I

Par raison de simplicité, on considére les prévalences i.e. les proportions et donc si
s I . . . .

on note el les proportions des susceptibles et infectieux encore par S et I, pour

simplifier alors le systéme (3) se réduit a :

!5 = p3 + (up — pu3)l — pzS — BSI)

[ = BS1— (i + 1)1 )

D’autre part on a
S=0etlI=0etS+1<1.

Le domaine biologique de ce systéme est le simplexe standard noté Q
L’ensemble

Q={(51),5=01=0S+1<1}
est un compact positivement invariant [8]

Le systéme est bien posé

3/Le taux de reproduction de base [2]:

Etant donnée une maladie, une question fondamentale est de savoir si elle peut se propager
dans la population. Ceci revient a calculer le nombre moyen d'individus qu'une personne
infectieuse pourra infecter, tant qu'elle sera contagieuse. Ce nombre est appelé le taux de
reproduction de base, et est noté Ry. Il est considéré dans une population ou tous les individus
sont sains, sauf l'individu infectieux introduit. Si Ry < 1, alors un individu en infecte en
moyenne moins d'un, ce qui signifie que la maladie disparaitra de la population & terme. A
'opposé, st Ry > 1, alors la maladie peut se propager dans la population.

Déterminer R, en fonction des parametres du modele permet ainsi de calculer les conditions
dans lesquelles la maladie se propage.

3.1/Calcul de Ry :

R, est souvent trouvé a travers 1’étude et le calcul des valeurs propres de la matrice
jacobienne dy systeme considéré au point d’équilibre endémique. La méthode ‘next
generation matrix’ (matrice de la génération suivante) consiste a définir Ry comme le rayon
spectral de cette matrice.

On considére le systéme suivant :



|rdX—F'XVZ'
i~ far2)
L XY Z
dt_g(l l)
dz—h(XYZ)
kdt_ PR

Avec X R',)Y RS, Z R 7s,n=0eth(X,00)=0

X représente le nombre d’individus susceptibles, réfractaires et autres catégories de personnes
non infectées

Y représente le nombre d’individus infectés qui ne transmettent pas la maladie (individus en
periode de latence par exemple)

Z représente le nombre d’individus infectés capable de transmettre la maladie
Soit Uy = (X ,0,0) R"*5*7 Je point d’équilibre sans maladie tel que

f(X ,00)=g(X ,00)=h(X ,00)=0
Supposons que I'équation g(X ,Y, Z) = 0 determine implicitement une fonction
Z=g(X",Y)
Soit A = Z—; (X ,g(X ,0),0) et supposons que A peut s’écrire de laforme A=M — D
avec M =0 (i.e.m;; = 0) et D > 0 une matrice diagonale

3.2/ Définition :
Le rayon spectral d’'une matrice B noté m(B) est :
m(B) = sup{Re(4),A a(B)}
Ou le rayon spectral de B est
p(B):= rl!_ir_rc}olanlll-’“

Donc:

m(4) <0 - p(MD 1) <1
Ou:

m(A) >0 - p(MD™) > 1

Le taux de reproduction de base est défini comme étant le rayon spectral (la valeur
propre dominante) de la matrice MD~! i.e.

Ro = p(MD™)



Appliquons cette méthode pour le systeme qu’on étudie
Rappelons que le systéme est donné par :

BSI
IS=A_T_H1S
. BSI
|1="§ —wel=v

Danscecas X =(S,R),Z=1, UO:(ui_,O,O) etA=F—(up+y)ieM=LetD=
(2 +v)

Donc:

Ry=MD1=—"_
M (uy +y)

4/Etude du modéle SIR:

Rappelons que nous étudions un modele SIR définie par (4) :

4.1/ Calcul des points d’équilibre :
On résoud alors le systéme :

{ua + (fy —p3)l —p3S —pSI=0 (4.1)
BSI— (uz +y)I =0 (4.2)

De I'équation on a :

I(BS — (uz+y)) =0

D'ou :
I —0ou$ = (uz +v)
B
On remplace dans (4.1) par I =0 on obtient :
S =1
L’équilibre sans maladie (DFE) est donné par :
(§,0)=(1,0)

Remarquons que :



S_'_z = —

Maintenant, remplagons dans (4.1) :
(41) I=
u

L’équilibre endémique (EE) est donné par

ol +y) w1
©0 =R )

4.2/ Etude de la stabilité de I’équilibre sans maladie (DFE) :

Théoréme :
Si Ry < 1 alors (DFE) est globalement asymptotiquement stable sur Q
Preuve :
On considére la fonction de Lyapunov suivante :
VS, 1) =1surQ,={(5,1),S=S}

Calculons sa dérivée : ) )
v(s, D=1

= BSI = (uz + 1)1

=1(BS — ((uz +v))

= "(RO (up +v)S — (up + Y))

=I(RoS = 1)(uz + )
Ona:

V(s,N <0, S,I Q
De plus :
V=0si(I=0)ou(S=S5 etR,=1)
Donc le plus grand ensemble invariant contenu dans cet ensemble est
L={(S,) QoV(sI) =0}

L se réduit au point d’équilibre sans maladie (DFE)



Puisque on est dans un compact positivement invariant, par le principe de LaSalle, le
(DFE) est globalement asymptotiquement stable.

4.3/ Etude de la stabilité de I’équilibre endémique (EE) :

(2+y) w3 1
B ’#3"')/1 Ro))

(5.0 =(

Cet équilibre estdans Q i.e.

+I<1ssiRy>1

~
U)I|

S=0,/=0et

Clairement [ = 0 est équivalenta Ry > 1

Quand R, = 1 cet équilibre coincide avec le (DFE).Alors il existe un unique équilibre
dans l'intérieur du simplexe si et seulement si Ry > 1

Théoréme :

SiR, > 1, le (DFE) est instable et il existe un unique équilibre endemique (S, 1) qui
est globalement asymptotiquement stable sur le domaine Q\[0,1]x{0}.

Preuve :

Soit Q; I'ensemble défini par :

Q:={(50N5=2-5 1>05+1<1}

p B

L’ensemble Q,est un compact positivement invariant.[8],[7]

On considére sur Q, la fonction de Lyapunov définie par :

V(S.1) = (S = 8§) =5 log(—pz + s + PSY/ (—piz + 3 + BS) + (I = D)-Tlog I/T

V est définie positive, c'est-a-dire V(S,1) =0 et V(S,I) =0ssi (S,1) = (57 )
Calculons sa dérivée le long des trajectoires du systéme :

(uz3 + y)uz + (ua — pu3)I — pu3S — BSI|
_ (—p2 + p3 + BS)
—1(BS — (uz —¥))

Vs, N =5- + BST — (up — Y)I

(us +v)(uz — usS)
(—pz + p3 + BS)

VS, ) =S — + (uz + y) + BSI = (uy — ) = 1(BS — (2 — 7))



(s +y)(uz — 135)
(=p2 + uz + BS)

V(S,I) = us(1— S) — (8BS — (uz— 7))

(us +v)

VD = =) 1~ s

)l*f’__(SS—(Hz—y))

oy HA=SCESHBS)  Ms S s
Vis.h = (—pz + us + BS) ﬂz"‘y(l S)ES = B5)

: - 1-§ 1-§
VD = b D e v ) iy

1—-S§ ~ 1-S |
(—pz +pus+ BS)  (—py + puz + BS)

V(S 1) = —usB(S —9) |

V(s 1) =— | (s - $)?

H3p [ —Ha + B+ i3
3 +y L(—pz + pz + BS)

Donc

V(s <0, S Q
Ainsi on conclut que V est semi définie négative. L’équilibre endémique est donc
stable par les théorémes de Lyapunov. On prouve l'attractivité de cet équilibre en
utilisant le principe d’invariance de LaSalle.
L’ensemble sur lequel V(S,1) = 0 est donné par :
E={S.I) Q.S=5}
Sur cet ensemble, on a:
S =ps+ (U — us) — psS — BSI =0
D'ou :

[ = (Hs_ﬁ3§_) _
BS — Uz + 3

'--u||



Donc, le plus grand ensemble invariant contenu dans {(S,1) Q,,V(S,1) =0} est
réduit a I'équilibre endémique

Donc :
(S, 1) est attractif

et I'équilibre endémique est asymptotiquement stable sur Q,



Conclusion

Le principe d’invariance de LaSalle a été présenté (démonstration détaillé et figures pour
compléter la compréhension de ce principe)

Ce résultat a été ensuite appliqué a un systéme épidémiologique SIR pour montrer la stabilité
de I’équilibre sans maladie pour Ry < 1 et la stabilité asymptotique de 1’équilibre endémique
pour Ry > 1
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