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maitre de conférence à l’université Abou Bekr Belkaid de Tlemcen pour l’orientation, la
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Introduction

La théorie des châınes de Markov à valeurs dans un espace d’état quelconque est basée
sur l’étude des opérateurs non-négatifs induits par les noyaux de transition non-négatifs,
dits souvent les noyaux non- négatifs. La relation étroite entre ces deux axes est analogue
à celle entre les châınes de Markov à valeurs dans un espace d’état discret et les matrices
non négatives.
L’étude des noyaux non-négatifs nécessite des techniques avancées et fait intervenir sou-
vent des arguments de la théorie de la mesure plus élaborés. En dépit de ces difficultés,
au début des années 1970, la théorie générale sur cette classe et plus généralement sur
les châınes de Markov avait été développé à un état de maturité où tous les problèmes
fondamentaux avaient été resolus d’une manière satisfaisante. A cette époque plusieurs
monographies ont été publiés. Sans être exaustif, nous pouvons citer Foguel (1969), Orey
(1971), Rosenblatt (1971), Revuz (1975).
Nous developpons dans ce mémoire quelques résultats présentés dans [3] sur les noyaux
non-négatifs. Nous nous interessons plus particulièrement aux concepts de l’irréductibilité,
les ensembles petits , les fonctions petites , et les cycles.
Ce document est composé de trois chapitres.
Dans le premier, nous introduisons les noyaux de transition non-négatifs et les ensembles
clos , le noyau potentiel et la notion de communication induite par un noyau. Nous
établissons ensuite un théorème important qui porte sur l’existence d’un noyau sous sto-
chastique équivalent à un noyau σ − fini.
Nous traitons dans le deuxième chapitre la notion de l’irréductibilié. Nous donnons quelques
propriétés de l’ensembles des états qui communiquent avec un ensemble de mesure stric-
tement positive et nous élaborons un théorème sur l’existence et l’unicité de la mesure
d’irréductibilité maximale. Nous présentons ensuite la condition minimale et nous mon-
trons que pour un noyau irréductible, il existe toujours un ensemble petit .
Le troisième chapitre est consacré à l’étude du comportement périodique d’un noyau
possédant la condition minimale. Nous établissons,sous cette condition, l’existence et l’uni-
cité d’un cycle.

9
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Chapitre 1

Préliminaires.

1.1 Noyaux

Considérons un espace de probabilité (Ω,A,P) et un espace mesurable (E, E).
Dans toute la suite, nous désignons par M l’ensemble des fonctions mesurables réelles
définies sur (E, E), par M+ la classe des fonctions non-négatives de (E, E) , et par Eb la
partie des fonctions bornées de (E, E).
Nous notons aussi par M la classe des mesures signées sur (E, E), par M+ le sous ensemble
de M des mesures positives ou nulles et par M+ la partie des mesures positives i.e :

M+ = {λ ∈M+ : λ(E) > 0}

Définition 1.1 Un noyau non-négatif sur (E, E) est une application

K : E × E → ¯IR+

qui possède les deux conditions suivantes :
1) Pour tout A ∈ E , K(., A) est mesurable.
2) Pour tout x ∈ E, K(x, .) est une mesure sur (E, E).

La définition suivante donne une classification des noyaux non-négatifs.

Définition 1.2 Un noyau K est dit :

a) σ− fini s’il existe une fonction mesurable réelle f de E ×E telle que pour tout x ∈ E∫
E

K(x, dy)f(x, y) <∞

b) Fini si pour tout x ∈ E :
K(x,E) <∞

c) Borné si :
sup
x∈E

K(x,E) <∞

11
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d) Sous-stochastique si pour tout x ∈ E :

K(x,E) ≤ 1

e) Stochastique si pour tout x ∈ E :

K(x,E) = 1

Exemple 1.1

1) Pour x ∈ E,A ∈ E , posons

K(x,A) = I(x,A) = 1IA(x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A

K ainsi défini est un noyau appelé le noyau identité.

2) Soient ϕ une mesure σ-finie sur (E, E) et k une fonction non-négative mesurable définie
sur E × E munie de sa tribu produit E

⊗
E .

Posons
K(x, dy) := k(x, y)ϕ(dy)

K est un noyau dit noyau intégral de base ϕ et de densité k.
Clairement K est σ-fini si et seulement si pour tout x ∈ E , k(x, y) est finie ϕ.p.s pour
tout y ∈ E.

La définition suivante montre comment un noyaux K peut agir comme un opérateur sur
les espaces E+ et M+.

Définition 1.3

1) Tout noyau K peut engendrer un opérateur linéaire non-négatif sur M+ , défini par :

Kf (x) =

∫
E

K (x, dy) f (y) , f ∈M+

2) De même K agit comme un opérateur sur M+ :

λK (A) =

∫
E

λ (dx)K (x,A) , λ ∈M+

Définition 1.4

1) Si K1 et K2 sont deux noyaux , alors leur produit K1 K2 est défini par

K1 K2 : E × E → ¯IR+

K1 K2 (x,A) =

∫
E

K1 (x, dy)K2 (y, A)
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2) Les itérations Kn, n ≥ 0, du noyau K sont données par :{
K0 = I
Kn = KKn−1, n ≥ 1

Remarque 1.1 Si le noyau K est sous-stochastique, on utilise le symbole P au lieu de
K. Notons que dans ce cas , toutes les itérations (P n, n ≥ 1) sont sous-stochastiques.

Dans toute la suite, K est un noyau sur (E, E). Nous supposons en plus que toute les
itérations Kn, n ≥ 1 de K sont σ − finies.

1.2 Ensembles clos

Nous introduisons maintenant la notion des ensembles clos.

Définition 1.5 1. Un ensemble non vide F ∈ E est dit clos si pour tout x ∈ F :

K (x, F c) = 0

2. Un ensemble B est dit indécomposable s’il n’existe pas deux ensembles clos disjoints
F1, F2 ⊂ B

3. Un ensemble non vide F est dit absorbant si pour tout x ∈ F

K (x, F ) = 1 = K (x,E)

Remarques 1.1 a) Un ensemble absorbant est toujours clos. Réciproquement si F est
clos et si K (x, F ) 6= 1 , alors pour tout x ∈ F on a

K (x, F ) = K (x,E) 6= 1

et donc F n’est pas absorbant.

b) Si K est stochastique, alors tout ensemble clos est absorbant et inversement .

Si F est clos, nous pouvons définir la réstriction de K comme le montre la définition
suivante :

Définition 1.6 Soit F un ensemble clos.
La restriction du noyau K sur l’espace d’état restreint (E, E ∩ F ) et donnée par :

K|F (x,A) = K (x,A ∩ F ) , x ∈ F
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1. Il est claire que les itérations de K|F cöıncident avec celles de K sur F ie :

(K|F )n = Kn|F n ≥ 1

2. Il est à noté aussi que la réstriction de K sur un ensemble absorbant est une pro-
babilité de transition.

Proposition 1.1 Si F est clos alors pour tout n ≥ 1 et x ∈ F

Kn(x, F c) = 0

ie : pour tout n ≥ 1 F est clos pour le noyau Kn.

Preuve. Par récurrence.

- Pour n = 2.
Soit x ∈ F, on a

K2(x, F c) =

∫
K(x, dy)K(y, F c)

=

∫
F

K(x, dy)K(y, F c)

= 0

- Supposons que F c est clos pour le noyau Kn et montrons que F c est clos pour Kn+1.
on a

Kn+1(x, F c) =

∫
K(x, dy)Kn(y, F c)

=

∫
F

K(x, dy)Kn(y, F c)

= 0

1.3 Noyau potentiel

Nous définissons maintenant le noyau potentiel.

Définition 1.7 Soit K un noyau
Le noyau potentiel G de K est donné par

G =
∞∑
n=0

Kn
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La proposition suivante résume quelques propriétés du noyau potentiel.

Proposition 1.2

1. Pour tout n ≥ 1

G =
n−1∑
m=0

Km +KnG =
n−1∑
m=0

Km +GKn (1.3.1)

En particulier
G = I +KG = I +GK (1.3.2)

2. Si f ∈ E+ alors sur {Gf <∞} , nous avons

lim
n→∞

↓ KnGf = 0 (1.3.3)

où
{Gf <∞} = {x ∈ E : Gf(x) <∞}

.

Preuve.

1. Nous avons

G =
∞∑
n=0

Kn

=
n−1∑
m=0

Km +
∞∑
m=n

Km

=
n−1∑
m=0

Km +
∞∑
j=0

KnKj

=
n−1∑
m=0

Km +Kn

∞∑
j=0

Kj

=
n−1∑
m=0

Km +KnG

De la même manière on obtient la deuxième relation dans (1.3.1).
Pour les égualités dans (1.3.2), il suffit de prendre n = 1 dans les ralations (1.3.1).

2. Soit y ∈ E, nous avons

KnGf(y) =

∫
Kn (y, dx)Gf(x)

=

∫ ∫
Kn (y, dx)G (x, dz) f (z)
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Si

Gf(y) <∞

alors ∑
n≥0

Knf (y) <∞

par suite

Knf (y) −→ 0
n→∞

ce qui donne ∫
Kn (y, dx) f (x) −→ 0

n⇀∞

puisque f ∈ E+ alors

Kn (y, E) −→ 0
n⇀∞

d’où

lim
n→∞

↓ KnGf(y) = 0

Nous abordons maintenant la notion de ”communication” induite par un noyau K sur
l’espace d’état (E, E).

Définition 1.8 Soient x ∈ E et A ∈ E .
On dit que x communique avec A ou A est atteignable de x et on note x→ A
s’il existe n > 0 tel que :

Kn(x,A) > 0

Quand x9 A on dit que A n’est pas atteignable de x.
Pour tout A ∈ E , nous dénotons par A0 l’ensemble des états de Ac qui ne communiquent
pas avec A :

A0 = {x ∈ Ac/x9 A}

Proposition 1.3 1. Nous avons A0 = {G1IA = 0}
2. Pour tout A ∈ E , A0 est soit vide soit clos .

Preuve.

1. Soit

x ∈ {G1IA = 0}

on a

G1IA (x) = 0
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soit ∫
G (x, dy) 1IA (y) = 0

par conséquent ∫
A

G (x, dy) = 0

on obtient

G (x,A) = 0

d’où ∑
n≥0

Kn (x,A) = 0

ce qui donne que pour tout n ≥ 0

Kn (x,A) = 0

soit

x9 A

d’autre part et pour n = 0

K0 (x,A) = I (x,A) = 0

il découle que

x ∈ Ac

ce qui implique que

x ∈ A0

inversement, si x ∈ A0 ie x ∈ Ac et x9 A, alors

K0 (x,A) = I (x,A) = 0

et pour tout n ≥ 1

Kn (x,A) = 0

par suite

G1IA (x) = G (x,A)

=
∑
n≥0

Kn(x,A)

= 0

ainsi

x ∈ {G1IA = 0}
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2. Remarquons d’abord que KG (x,A) ≤ G (x,A) . En effet :

KG (x,A) = K
∑
n≥0

Kn (x,A)

=
∑
n≥1

Kn (x,A)

≤ K0 (x,A) +
∑
n≥1

Kn (x,A)

= G(x,A)

Supposons que A0 est non vide.
Soit x ∈ A0 et posons B = {y ∈ Ac : y 9 A}
Nous avons G(x,A) = 0 et par la remarque ci-dessus KG(x,A) = 0, c’est à dire :∫

K(x, dy)G (y, A) = 0

ceci donne ∫
A0

K(x, dy)G (y, A) +

∫
A0c

K(x, dy)G (y, A) = 0

où A0c désigne le complémentaire de A0.
D’aprés 1), pour tout y ∈ A0 , on a

G(y, A) = 0

on obtient ∫
A0c

K(x, dy)G (y, A) = 0

et puisque pour tout y ∈ A0c, G(y, A) > 0 alors

K(x,A0c) = 0

on conclut que A0 est clos.

1.4 Existence d’un noyau sous-stochastique équivalent

à K

Définition 1.9 Soient λ, µ deux mesures de M+ .
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1. On dit que λ est absolument continue par rapport à µ , (on note λ � µ ) si pour
tout A ∈ E tel que µ(A) = 0 , on a λ(A) = 0

2. On dit que λ et µ sont étrangères (on note λ ⊥ µ ) s’il existe une partition {Aλ, Aµ}
de E , (Aλ ∩ Aµ = ∅, Aλ ∪ Aµ = E) telle que ,
Pour tout B ∈ E , B ∩ Aµ et B ∩ Aλ soient deux éléments de E et vérifient :

µ(B ∩ Aλ) = 0 et λ(B ∩ Aµ) = 0

On dit que µ est concentrée sur Aµ et λ est concentrée sur Aλ

3. On dit que λ et µ sont équivalentes (on note λ ∼ µ ) si elles sont mutuellement
absolument continues (λ� µ et µ� λ).

4. Un noyau σ − fini
∼
K est dit équivalent au noyau K si

pour tout x ∈ E, K (x, .) ∼
∼
K (x, .) .

Nous énnonçons le théorème de Radon-Nikodym :

Théorème 1.1 [2] Soient λ, µ deux mesures de M+ σ-finies.
Si λ � µ , alors il existe une unique (pour la relation d’équivalence d’égalité µ- presque
partout) fonction mesurable f telle que pour tout A ∈ E , si µ(A) <∞ alors

λ(A) =

∫
A

fdµ

Le théorème suivant concerne la décomposition de Lebesgue d’une mesure positive σ-finie .

Théorème 1.2 [2] Soit (E, E , µ) un espace mesuré , la mesure µ étant positive σ-finie ,
et soit λ une mesure positive σ-finie définie sur E .
Il existe un couple unique λ1 et λ2 de mesures positives σ-finies , telles que

λ = λ1 + λ2 ; λ1 � µ ; λ2 ⊥ µ

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.1 [3] Il existe une fonction mesurable f définie sur (E×E, E ⊗E) qui satisfait
les conditions suivantes :

- Pour tout (x, y) ∈ E × E, 0 < f(x, y) ≤ 1.

- Pour tout (x, y) ∈ (E × E),

0 < f(x, y) ≤ Kf(x) =

∫
f(x, y)K(x, dy)
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Théorème 1.3 Il existe un noyau sous-stochastique K̃ ≤ K équivalent à K , avec
une version de la dérivée de Radon-Nikodym, f̃

K̃(x, dy)f̃ = K(x, dy)

E ⊗ E-mesurable telle que 0 < f̃ ≤ 1 partout

De plus , les noyaux itératifs Kn et K̃n(A) sont équivalents pour tout n ≥ 0.

Preuve. Soit f la fonction donnée par le lemme 1.1 .
Nous avons pour tout x ∈ E

Kf(x) =

∫
K(x, dy)f(x, y) > 0

posons
f̃(x, y) = 1I{K(x,E)>0}(Kf(x))−1f(x, y) + 1I{K(x,E)=0}

il est claire que le noyau désiré K̃ est donné par

K̃(x, dy) = f̃(x, y)K(x, dy)

Il existe une mesure ψ ∈ M+ telle que ψK soit absolument continue par rapport à ψ.
Preuve. Soit ϕ ∈M+ une mesure σ − finie et posons

ψ =
∞∑
n=0

2−(n+1)ϕ̃K̃n (1.4.4)

Où ϕ̃ est la mesure de probabilité équivalente à ϕ et K̃ est le noyau sous-stochastique
équivalent à K. (voir théorème 1.3).
Soit A ∈ E tel que ψ(A) = 0. Donc pour tout n ≥ 0,

ϕ̃K̃n(A) = 0

soit ∫
ϕ̃(dx)K̃n(x,A) = 0

ceci n’est valable que si pour tout n ≥ 0,

K̃n(A)(x,A) = 0 ϕ̃− p.s

or
Kn ∼ K̃n, n ≥ 0

alors
ψK(A) = 0



Chapitre 2

ϕ−irréductibilité

2.1 Définitions

Soient ϕ ∈ M+ une mesure σ − finie sur (E, E) et B ∈ E un ensemble ϕ− positif
c’est à dire ϕ (B) > 0.

Définitions 2.1 Un ensemble B est dit ϕ− communiquant (pour le noyau K ) si tout
sous ensemble A ⊆ B ϕ-positif est atteignable de B ie : pour tout x ∈ B A ⊆ B
avec ϕ(A) > 0, on a

x→ A

En d’autres termes :

Si ϕ (A) > 0 et A ⊆ B alors G (x,A) > 0 pour tout x ∈ B

Si E tout entier est ϕ−communiquant alors le noyau K est dit ϕ−irréductible .

Un noyau K est dit irréductible s’il existe une mesure ϕ ∈ M+ σ− finie telle que K
est ϕ−irréductible, dans ce cas on dit que ϕ est une mesure d’irréductibilité pour le
noyau K .

Exemple 2.1 Quand E est discret , la mesure d’irréductibilité correspondante est la
mesure de comptage sur B , définie par

CardB(A) = Card(B ∩ A), A ⊆ E.

Donc K est irréductible dans ce cas signifie que pour tout sous ensemble non-vide B ⊆ E
et pour tout x ∈ E :

x→ y pour tout x ∈ E, y ∈ B

On note par : B+ = B ∪ {x ∈ E, x→ B} = {G1IB > 0}

21
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Proposition 2.1 Soient A,B ∈ E et x ∈ B+. Si pour tout y ∈ B, y → A alors x→ A.

Preuve. Si x ∈ B+ alors G1IB(x) > 0. . Ceci donne G(x,B) > 0,
donc il existe n ∈ IN∗ tel que

Kn(x,B) > 0

d’autre part

KnG(x,A) =

∫
Kn(x, dy)G(y, A)

≥
∫
B

Kn(x, dy)G(y, A)

par hypothèse , pour tout y ∈ B, nous avons y → A, donc pour tout y ∈ B

G(y, A) > 0

il s’en suit
KnG(x,A) > 0

ainsi
x→ A

Proposition 2.2 1. Si B est ϕ−communiquant alors il est indécomposable.

2. Si B est ϕ−communiqué alors K|B+ la réstriction de K à B+ est ϕ1IB -irréductible.

Preuve.

1. Par l’absurde. Supposons qu’il existe deux sous ensembles clos de B F1 et F2.
Puisque B = (B r F1)

⋃
F1 et F1 ⊂ B r F2 alors

B = (B r F1)
⋃

(B r F2)

Comme ϕ(B) > 0 alors B r F1 ou B r F2 doit être ϕ− positif.
Supposons que B r F1 est ϕ-positif. B est ϕ− communiqué, donc pour x ∈ F1,
x→ B r F1.
Mais F1 est clos, d’où la contradiction.

Soient x ∈ B+ et A ⊆ B+ tel que ϕ (A ∩B) > 0.
B est ϕ−communiqué donc pour tout y ∈ B, on a y → A∩B. En appliquant la
proposition 2.1, on obtient x→ A ∩B.
D’où x→ A et K|B+ est ϕ1IB -irréductible

D’aprés la proposition précédente, s’il existe un sous ensemble B de l’espace d’état qui est
ϕ− communiqué et si nous ne sommes pas interessés au sous espace à partir duquel B
n’est pas atteignable alors sans perte de généralité, on peut supposer que K est irréductible.
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2.2 Mesure d’irréductibilité maximale

Il est clair que toute mesure ψ absolument continue par rapport à une mesure d’irréductibilité
ϕ est une mesure d’irréductibilité. La proposition suivante montre qu’à partir d’une me-
sure d’irréductibilité ϕ−, nous pouvons construire une mesure d’irréductibilité maximale
ψ dans le sens où toute autre mesure d’irréductibilité est absolument continue par rapport
à ψ.

Le lemme suivant sera utile dans la suite

Lemme 2.1 1. Si ψK � ψ alors ψG ∼ ψ.

2. Si ψK � ψ et E est indécomposable alors ψ (F ) > 0 pour tout ensemble F clos de
E .

Preuve.

1. Supposons que ψK � ψ et montrons que ψKn � ψ pour tout n ≥ 0.

a) Soit A ∈ E tel que ψ (A) = 0.
Montrons par récurrence que Kn (, A) = 0 ψ.p.p, pour n ≥ 1.

Nous avons par hypothèse ψK(A) = 0 soit∫
ψ (dx)K (x,A) = 0

il s’en suit

K(., A) = 0 ψ.p.p

suppospns maintenant que Kn (., A) = 0 ψ.p.p, et posons

Bn = {Kn(., A) > 0}

nous avons

Kn+1 (x,A) =

∫
K (x, dy)Kn (y, A)

=

∫
Bn

K (x, dy)Kn (y, A)

(2.2.1)

comme ψ(Bn) = 0, alors ψK(Bn) = 0. On conclut que Kn+1 (., A) = 0 ψ.p.p, soit
ψKn(A) = 0.

b) ψ ≤ ψG , donc ψ � ψG
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2. Soit F un ensemble clos . E est indécomposable, et
F 0 ⊂ F c.
On déduit par la proposition 1.3 que
F 0 est vide, c’est à dire
F 0c = E ce qui donne G(x, F ) > 0 pour tout x ∈ E
or

ψG(F ) =

∫
ψ(dx)G(x, F ) > 0

on déduit par 1) que ψ(F ) < 0

Proposition 2.3 Supposons que K est ϕ−irréductible . Alors :

i) Il existe une mesure d’irréductibilité maximale.

ii) ψ est une mesure d’irréductibilité maximale si et seulement si ψK � ψ

iii) Soit ψ une mesure d’irréductibilité maximale. Si ψ (B) = 0 alors ψ (B+) = 0.

Preuve.

ii) Supposons que ψ est une mesure d’irréductible qui vérifie ψK � ψ
Par le lemme 2.1 nous avons ψG� ψ
Soit ϕ une mesure d’irréductibilité et A ∈ E tel que ϕ(A) > 0.
Nous avons G(x,A) > 0 pour tout x ∈ E.
Comme

ψG(A) =

∫
ψ(dx)G(x,A)

alors
ψG(A) > 0

on déduit par l’hypothèse que ψ(A) > 0, ce qui donne ϕ� ψ.
Inversement, si ψ est une mesure d’irréductibilité , alors ψK est une mesure d’irrédictibilité.
En effet :
Soit A ∈ E tel que

ψK(A) > 0

∫
ψ(dx)K(x,A) > 0

donc K(., A) > 0 sur une partie A1 de Ac telle que ψ(A1) > 0.
nous avons

GK(x,A) =

∫
G(x, dy)K(y, A)

≥
∫
A1

G(x, dy)K(y, A)
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K est irréductible, ψ(A1) > 0 donc G(x,A1) > 0, d’où

GK(x,A) > 0

ainsi

G(x,A) > 0

ψK est donc une mesure d’irréductibilié. Comme ψ est maximale alors ψK � ψ.

iii) Si ψ est une mesure d’irrédictibilité maximale , on a par (ii) ψK � ψ.
Par le lemme 2.1 , on a ψG ∼ ψ donc ψ(B) = 0 ce qui implique que ψG(B) = 0
c’est à dire ∫

ψ(dx)G(x,B) = 0

par conséquent , G(x,B) = 0 ψ.p.p , mais par la proposition 2.1

B+ = {x ∈ E : G(x,B) > 0} = {G1IB > 0}

il découle

ψ(B+) = 0

i) Soit ψ la mesure finie définie par l’équation 1.4.4 , soit ψ une mesure d’irréductibilité
que vérifie ψK � ψ , donc ψ est maximale.

Définition 2.1 Soit K un noyau irréductible avec une mesure d’irréductibilité maximale
ψ. On dit que l’ensemble B ∈ E est plein si ψ(Bc) = 0 .

Proposition 2.4 Supposons que K est irréductible avec une mesure d’irréductibilité
maximale ψ. Nous avons :

1. Tout ensemble clos F est plein .

2. Si B est un ensemble plein alors il existe un ensemble clos F tel que F ⊆ B.

3. Si (Fi)i≥1 est une famille d’ensembles clos alors ∩
i≥1
Fi est clos.

Preuve.

1. Supposons que F est un ensemble clos qui n’est pas plein donc on aura ψ (F c) > 0.
Comme K est irréductible nous avons particulièrement pour tout x ∈ F

G(x, F c) > 0

contradiction avec la proproposition 1.1, ainsi F est plein.
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2. Soit B un ensemble plein. Posons F = (Bc)0.
Il est clair que F ⊂ B.
D’autre part, nous avons F c = (Bc)+.
Or ψ(Bc) = 0 , par la proposition 2.3 on obtient ψ(Bc+) = 0 i.e : ψ(F c) = 0 ce qui
donne F 6= ∅, ainsi par la proposition 1.3 on conclut que F est clos .

3. Soit x ∈ ∩
i≥1
Fi, puisque pour tout i ≥ 1, Fi est clos , alors

K(x, ( ∩
i≥1
Fi)

c = K(x,
⋃
i≥1

F c
i ) ≤

∑
i≥1

K(x, F c
i ) = 0

En plus

0 < ψ (E) = ψ

(
∩
i≥1
Fi

)
+ ψ

((
∩
i≥1
Fi

)c)
= ψ

(
∩
i≥1
Fi

)
Donc ∩

i≥1
Fi n’est pas vide .

Remarque 2.1 En général l’intersection d’une famille dénombrable (Fi)i≥1 d’ensembles
clos est encore un ensemble clos ou vide , mais sous l’hypothèse d’irréductibilité tout i ≥ 1,
Fi est plein et ainsi leurs intersection est un ensemble clos.

2.3 La condition minimale

2.3.1 Fonctions petites

Dans cette partie nous définissons la classe des fonctions petites .
Dans tous ce qui suit , nous supposons que K est un noyau irréductible , ψ est la mesure
d’irréductibilité maximale .

Nous désignons par A+ la classe des éléments de E+ qui sont ψ -positives i.e

A+ = {f ∈ E+ , ψ (f) > 0}
Où ψ (f) =

∫
f (x)ψ (dx)

Définition 2.2 On dit que le noyau K possède la condition minimale

M (m0, β, s, υ) (2.3.2)

s’il existe m0 ∈ N∗ , une constante β > 0 , une fonction s ∈ E+ et une mesure υ ∈M+

tels que la condition
Km0 (x,A) ≥ βs (x) υ (A) (2.3.3)

soit réalisée pour tous x ∈ E , A ∈ E .
On écrit s⊗ υ (x,A) = s (x) υ (A) et l’inégalité 2.3.3 devient :

Km0 ≥ βs⊗ υ (2.3.4)
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Définition 2.3

1. Une fonction s ∈ E+ est dite ”une fonction petite ” s’ils existent m0 ∈ N∗ , β > 0,
une mesure υ ∈M+ tels que K possède la condition M (m0, β, s, υ) .

2. Une mesure υ ∈ M+ est dite ”une mesure petite ” s’ils existent m0 ∈ N∗ , β > 0,
et une fonction s ∈ E+ tels que K possède la condition M (m0, β, s, υ) .

3. Un ensemble C est dit ”un ensemble petit ” si 1Ic est une petite fonction i.e s’ils
existent m0 ∈ N∗ , β > 0, une mesure υ ∈M+ tels que pour tout x ∈ C

Km0 (x, .) ≥ βυ (A)

Dorénavant on dénote :

• La classe des fonctions petites par Γ+.

• Les fonctions petites par s.

• Les mesures petites par υ.

Proposition 2.5 1) Une mesure petite est toujours une mesure d’irréductibilité , par
conséquent elle est absolument continue par rapport à ψ.

2) Kms est une fonction petite pour tout m ≥ 0.

3) υKm est une mesure petite .

pour tout m ≥ 0 et sans perte de généralité on peut supposer que ν (s) > 0.

Preuve.

2) En multipliant les deux cotés de 2.3.3 par Km , on obtient

KmKm0(x,A) =

∫
Km(x, dy)Km0(y, A)

≥
∫
Km(x, dy)βν(A)s(y)

≥ βν(A)

∫
Km(x, dy)s(y)

3) En multipliant à droite les deux cotés de 2.3.3 par Km , on obtient

Km0Km(x,A) =

∫
Km0(x, dy)Km(y, A)

≥
∫
βs(x)ν(dy)Km(y, A)

≥ βs(x)

∫
ν(dy)Km(y, A)
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Remarque 2.2 1) Une fonction petite ou une mesure petite reste petite si on multiplie
par une constante γ > 0 . Ainsi dans la plus part des cas , on peut supposer que
β = 1.

2) Pour toute constante γ > 0 , l’ensemble {s ≥ γ} est petit . En effet , pour tout
x ∈ {s ≥ γ},
on a

Km0 (x, .) ≥ γυ (A)

2.4 Existence d’une fonction petite

Nous établissons dans cette partie un théorème qui assure l’existence d’une fonction
petite pour un noyau irréductible.
Nous avons le théorème fondamental suivant :

Théorème 2.1 Supposons que K est un noyau irréductible alors Γ+ 6= ∅

Nous avons les lemmes suivants :

Lemme 2.2 Il existe des versions non-négatives et E ⊗E -mesurables , des densités k(n)

et des itérations Kn qui satisfont

k(m+n) (x, z) ≥
∫
K(m) (x, dy) k(n) (y, z)

≥
∫
k(m)(x, y)k(n) (y, z)ϕ (dy)

pour tout m,n ≥ 1 et x, y, z ∈ E.

Preuve. Soit k
(n)
0 une version non-négative et E ⊗ E -mesurable de la densité de Kn.

Définissons k(n) ∈ E ⊗ E , n ≥ 1 par :{
k(1) = k

(1)
0

k(n) (x, z) = k(n) (x, z) ∨ max
1≤m≤n−1

∫
Km (x, dy) k(n−m) (y, z) ; n ≥ 2

Donc pour tout m, n ≥ 1 et x, y, z ∈ E

k(m+n) (x, z) ≥ max
1≤j≤n+m−1

∫
Kj (x, dy) k(n+m−j) (y, z)

≥
∫
Km (x, dy) k(n) (y, z)

=

∫
k(m)(x, y)k(n) (y, z)ϕ (dy) car K(m) (x, y)
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Soient A,B ∈ E ⊗E et A1 (x) et B2 (z) les sections respectives de x et y définies par :

A1 (x) = {y ∈ E : (x, y) ∈ A}
B2 (z) = {y ∈ E : (y, z) ∈ B}

La composition de A et B, notée par A ◦B ∈ E ⊗ E ⊗ E est définie par

A ◦B = (A× E) ∩ (E ×B)

= {(x, y, z) ∈ E × E × E : (x, y) ∈ A, (y, z) ∈ B}

On note ϕn le produit de la mesure ϕ× ϕ× ϕ× ...× ϕ n fois.

Lemme 2.3 [3] Si ϕ3 (A ◦B) > 0 alors il existe deux ensembles C et D de E ϕ−positifs
tels que :

γ = inf
x∈C,z∈D

ϕ (A1 (x) ∩B2 (z)) > 0

Lemme 2.4 Soit ϕ une mesure de probabilité qui est équivalente à ψ .
Par l’irréductibilité on a pour tout x ∈ E

∞∑
m=1

k(m) (x, y) > 0 ϕ.p.s y ∈ E

Preuve. Soient ϕ une mesure de probabilité qui est équivalante à ψ et x ∈ E
Etant donner un noyau K , σ − finie alors par théorème 1.2 pour tout x ∈ E et m ≥ 1,
Km (x, .) admet la décomposition de Lebesgue :

Km (x, dy) = Ka
m (x, y)ϕ (dy) +Ks

m (x, dy)

où Ka
m (x, y) est la partie absolument continue par rapport ϕ et Ks

m (x, dy) est la partie
singulière.
Soit Nm le support de Km

s , donc pour tout m ≥ 1 , ϕ(Nm) = 0
Posons

N1 =
∞⋃
m=1

Nm

on a ϕ(N1) = 0
soit A ∈ E ∩N c tel que ϕ(N1) > 0
Par l’irréductibilité , on a

G(x,A) > 0
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ce qui donne
∞∑
m=1

Km(x,A) > 0

soit
∞∑
m=1

∫
A

k(m)(x, y)ϕ(dy) +
∞∑
m=1

∫
A

Km
s (x,A) > 0

or
∞∑
m=1

Km
s (x,A) = 0

il s’en suit ∫
A

∞∑
m=1

k(m)(x, y)ϕ(dy) > 0

par suite, il existe N2 ∈ E ∩N c
1 avec ϕ(N2) = 0 et k(n)(x, y) > 0 sur E rN2.

Posons N = N1

⋃
N2. On a ϕ(N) = 0 et pour tout x inE rN,

∞∑
m=1

kn(x, y) > 0 ϕ.p.p

Maintenant on peut démontrer le théorème 2.1 :
Preuve.
D’aprés le lemme 2.4 il existe des entiers m1,m2 ≥ 1 tels que∫ ∫ ∫

k(m1) (x, y) k(m2) (y, z)ϕ (dx)ϕ (dy)ϕ (dz) > 0

donc il existe M ⊂ E3 , ϕ-positif , tel que pour tout x, y, z inM

k(m1) (x, y) k(m2) (y, z) > 0

posons

Ai = {(x, y) ∈ E2/k(m1) (x, y) ≥ 1

i
}

Bj = {(y, z) ∈ E2/k(m2) (y, z) ≥ 1

j
}

nous avons
M ⊂

⋃
i

⋃
j

(Ai ◦Bj)

par conséquent , il existent i, j ≥ 1 tel que ϕ3(Ai ◦Bj) > 0
posons

δ = inf(
1

i
,
1

j
)

A = {km1 ≥ δ}
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B = {km2 ≥ δ}
Il est claire que Ai ⊂ A et Bj ⊂ B , et donc ϕ3(A ◦B) > 0
Soit C,D, γ définis comme dans le lemme 2.3 , nous avons pour tout x ∈ c, z ∈ D,

k(m1+m2) (x, z) =

∫
k(m1(x, y)k(m2(y, z)ϕ(dy)

≥
∫

A1(x)
⋂
B2(z)

k(m1) (x, y) k(m2) (y, z)ϕ (dy)

≥ γδ2

Finalement, si A ∈ E tel que 1ID(A) > 0 et x ∈ C

Km1+m2(x,A) ≥
∫
A

k(m1+m2) (x, z)ϕ(dz)

≥ γδ2ϕ(A ∩D)

D’où la condition minimale M(m0, β, s, ν) , avec m0 = m1 +m2 , β = γδ2 , s = 1IC ,
et ν = ϕ1ID

Les deux résultas suivants seront nécéssaires dans la suite.

Proposition 2.6 Pour tout B ∈ E+ , il existe un ensemble petit C ∈ Γ+ tel que C ⊆ B.

proposition 3.1
Preuve. Soit C

′
un ensemble petit et x ∈ B. Par l’irréductibilité , il existe m ≥ 1

tel que
Km(x,C

′
) > 0

nous avons :

Km+m0(x,A) =

∫
Km(x, dy)Km0(y, A)

≥
∫
C,

Km(x, dy)Km0(y, A)

≥
∫
C′
Km(x, dy)βν(A)

= βν(A)Km(x,C
′
)

posons
s = 1IBK

m1IC′
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On a

s(x) = 1IB(x)Km1IC(x)

= 1IB(x)

∫
Km(x, dy1IC(y)

= 1IB(x)Km(x,C
′
)

En prenant C = {s > 0} on obtient , C ⊂ D et C est un ensemble petit .

Proposition 2.7 1. Pour tout f ∈ E+, s ∈ Γ+ , il existent m ≥ 1 et une constante
γ > 0 tel que

Kmf ≥ γs (2.4.5)

En particulier pour tout f ∈ E+ , C ∈ Γ+, il existe m ≥ 1 tel que :

inf
C
K(m)f > 0

2. Pour tout f ∈ E+, s ∈ Γ+ , il existe γ > 0 tel que :

Gf ≥ γGs

3. Pour tout x ∈ E et toute mesure petite ν ∈M+ il existe γ > 0 tel que :

G (x, .) ≥ γνGs(x)

Preuve.

1. Soit m0 tel que pour tout x ∈ E :

Km0(x, .) ≥ βs(x)ν(.)

Nous avons pour tout m ≥ m0

Kmf(x) =

∫
Km(x, dy)f(y)

=

∫
(

∫
Km−m0(z, dy)Km0(x, dz))f(y)

≥
∫

(

∫
Km−m0(z, dy)βs(x)ν(dz))f(y)

= βs(x)

∫
(

∫
Km−m0(z, dy)f(y))ν(dz)

= βs(x)(νKm−m0f)(z)
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d’autre part f ∈ E+, donc il existe A ∈ E tel que ψ(Ac) = 0 et f(y) > 0 pour tout y ∈
A.
Par suite

(νKm−m0f) =

∫
(

∫
Km−m0(z, dy)f(y))ν(dz)

≥
∫

(

∫
A

Km−m0(z, dy)f(y))ν(dz)

posons

hm(z) =

∫
A

Km−m0(z, dy)f(y)

K est irréductible , donc pour tout z ∈ E, il existe m ≥ m0 tel que

Km−m0(z, A) > 0

ainsi pour tout z ∈ E , il existe m ≥ m0 tel que

hm(z) > 0

par conséquent il existe m ≥ m0 tel que∫
hm(z)ν(dz) > 0

en effet , si pour tout m ≥ m0 ∫
hm(z)ν(dz) = 0

Alors pour tout m ≥ m0, hm(z) = 0 ν.p.p

B1 = {z ∈ E : h1(z) 6= 0}

B2 = {z ∈ E : h2(z) 6= 0}

.

.

.

Bm = {z ∈ E : hm(z) 6= 0}
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et
B =

⋃
i

Bi

Nous avons ν(B) = 0 et pour tout z ∈ Bc on a :

hm(z) = 0

d’où contradiction.
Ainsi

νKm−m0f =

∫
hm(z)ν(dz) > 0

2. Soit m tel que (1) soit vérifiée . Nous avons :

KnKmf(x) ≥ Knγs(x)

il se decoule que ∑
n≥0

Knf(x) ≥
∑
n≥0

KnKmf

≥
∑
n≥0

Knγs(x)

soit
Gf ≥ γGs

3. De la preuve de (1) , on a pour tout m ≥ m0 et f ∈ E

Kmf ≥ β(νKm−m0)s (2.4.6)

on a aussi

νKm−m0f =

∫
νKm−m0(dx)f(x)

et

νKm−m0(dx) =

∫
(dy)Km−m0(y, dx)

ainsi

νKm−m0f =

∫ ∫
ν(dz)Km−m0(y, x)f(x)

prenons f = 1IA avec A ∈ E

2.4.6 nous donne

Km(x,A) ≥ βs(x)

∫
(

∫
Km−m0(y, dx)f(x))ν(dy)

= βs(x)

∫
Km−m0(y, A)ν(dy)
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il s’en suit que ∑
m≥m0

Km(x,A) ≥ βs(x)
∑
m≥m0

∫
Km−m0(y, A)ν(dy)

ce qui implique

G(x,A) ≥ βs(x)

∫ ∑
n≥0

Kn(y, A)ν(dy)

≥ βs(x)

∫
G(x,A)ν(dy)

≥ βs(x)νG(A)
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Chapitre 3

Cycles

Nous étudions , dans ce chapitre , le comportement périodique d’un noyau irréductible
possédant la propriétè minimale.

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1 Une famille (E0, E1, ..., Em−1) de m ensembles non vides et disjoints de
E est appelée un m− cycle (pour le noyau K) si pour tout 0 ≤ i ≤ m− 1 et x ∈ Ei
on a

K
(
x,Ec

j

)
= 0; j = i+ 1(mod m)

Notons que si les ensembles E0, E1, ..., Em−1 forment un m − cycle, alors leurs union
E01

⋃
...m−1 est un ensemble clos et par la proposition 2.4 cette union est aussi pleine

.
La proposition suivante donne une condition nécéssaire et suffisante pour qu’une famille
(E0, E1, ..., Em−1) soit un m-cycle.

Proposition 3.1 (3.1) Une famille d’ensembles (E0, E1, ..., Em−1) forme un m-cycle si
et seulement si pour tout 0 ≤ i ≤ m− 1, K(x,Ej) > 0 implique que x ∈ Ej−1.

Preuve. Supposons que (E0, E1, ..., Em−1) est un m−cycle.
Soit x tel que K(x,Ej) > 0.
Supposons que x ∈ Ei avec i 6= j − 1. i 6= j − 1 nous donne i+ 1 6= j et Ec

i+1 ⊃ Ej, il
en resulte

K(x,Ec
i+1) ≥ K(x,Ej) > 0

Ce qui mène à une contradiction , donc i = j − 1.
Inversement , pour x ∈ Ej on tire par hypothèse

K(x,Ei) = 0 ,

37
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Preuve. Si j = i+ n(mod m) alors il existe k ∈ N tel que n = km+ j − i, il en decoule :

Kn(x,Ec
j ) =

∫
Ei+1

...

∫
Ei

∫
Ei+1

...

∫
Ei

∫
Ei+1

...

∫
Ej−1

K(x, dy1)...K(ym, dzm+1)...K(ykm, dykm+1)...K(ykm+j−i−1, E
c
j )

Comme pour ykm+j−i−1 ∈ Ej−1 K(ykm+j−i−1, E
c
j ) = 0 on conclut que Kn(x,Ec

j ) = 0.

d’où la contradiction, donc x ∈ Ej−1.

Proposition 3.2 Soit (E0, E1, ..., Em−1) un m-cycle.
Si Kd(x,Ej) > 0 , alors x ∈ Ej−d

Preuve. Par l’absurde. Supposons que x ∈ Ej′ avec j′ 6= j − d.
Par le proposition 3.1 on a

Kd(x,Ec
j′+d) = 0

d’autre part j′ + d 6= j donc Ec
j′+d ⊃ Ej

et alors
Kd(x,Ec

j′+d) ≥ Kd(x,Ej) > 0

d’où la contradiction .

Corollaire 3.1 Soient (E0, E1, ..., Em−1) un m-cycle, x ∈ Ei et m ∈ IN∗.
Si Kn(x,Ej) > 0 , alors n = j − i(mod m).

Proposition 3.3 Une petite fonction s ne peut pas être strictement positive sur deux
ensembles différents Ei, Ej du cycle (E0, E1, ..., Em−1) avec ν(Ei) > 0 et ν(Ej) > 0.

Preuve. Par l’absurde. Soit x ∈ Ei , on a

Km0(x,Ei) ≥ βs(x)ν(Ei) > 0

Par le corollaire 3.1, m0 est multiple de m, ainsi il existe h ∈ IN tel que

m0 = hm (3.1.1)

D’autre part
Km0(x,Ej) ≥ βs(x)ν(Ej) > 0

par le corollaire 3.1, m0 = j − i(mod m), donc il existe d ∈ IN qui vérifie

m0 = i− j + dm (3.1.2)

Par les équations (3.1.1) et (3.1.2), on tire

i− j = m(h− d)

ce qui donne que j − i divise m. Comme 0 ≤ i, j ≤ m− 1, alors i− j = 0 soit i = j.
D’où la contradiction.
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Proposition 3.4 Soient (E0, E1, ..., Em−1) un m− cycle et
N le ψ− nul ensemble N = (E0 + E1 + ....Em−1)

c.
Il existe un indice i, 0 ≤ i ≤ m− 1 tel que

s > 0 ⊆ Ei +N

et
ν(Ej

c) = 0; j = i+m0(mod m)

Preuve. Supposons que j est tel que υ (Ej) > 0 alors pour tout x ∈ E , s (x) > 0
implique que

Km0 (x,Ej) ≥ βs (x) υ (Ej) > 0

par la proposition 3.2 ceci n’est possible que si x ∈ Ej−m0 ou x ∈ IN.
Par conséquent i doit être égal à j −m0(mod m), soit j = i+m0(mod m).
Par la proposition 3.2, il n’existe pas un autre indice j′ 6= j tel que ν(Ej′) > 0

3.2 Existence et l’unicité du cycle

En utilisant la proposition 2.5, on peut supposer que υ (s) > 0.
Soit m = le plus grand diviseur commun (p.g.c.d) de l’ensemble :

I = {d ≥ 1/∃βd tel que M (d, βd, s, υ)} (3.2.3)

Il est claire que I est fermé pour l’addition et alors il contient des multiples suffisament
grands de d.

Nous avons le théorème fondamental suivant :

Théorème 3.1 Supposons que K est un noyau irréductible, et soient m ≥ 1 s ∈ Γ+ et
υ ∈M+ tel que υ (s) > 0
alors

1. Il existe un m − cycle (E0, E1, ..., Em−1) et l’entier m ne dépend pas du choix de
la petite fonction s et de la petite mesure υ.

2. Si
(
E
′
0, E

′
1, ..., E

′

m
′−1

)
est un cycle alors m

′
divise m, et tout E

′
i

estuneunion(ψ.p.p) de m
m′

ensembles de la famille {E0, E1, ..., Em−1} .

En particulier :
Si

(
E
′
0, E

′
1, ..., E

′
m−1
)

est un autre m− cycle alors il existe 0 ≤ r < m tel que

E
′
i = Ej (ψ.p.s) où j = i+ r(mod m)
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Preuve. 2.1 Posons pour i = 0, ...,m− 1

∼
Ei =

{
x ∈ E/

∞∑
n=1

Knm−is (x) > 0

}
et

B = {s > 0}

Les lemmes suivants seront utiles pour la démonstration de ce théorème.

Lemme 3.1 Nous avons
∼
E0 ∪ ... ∪

∼
Em−1 = E

Preuve. Soit x ∈ E
Puisque ν(B) > 0 alors ψ(B) > 0.
Par l’irréductibilité , il existe d ∈ IN∗ tel que Kd(x,B) > 0
Nous obtenons

Kds(x) =

∫
Kd(x, dy)s(y)

≥
∫
B

Kd(x, dy)s(y)

> 0

par conséquent

x ∈ {Kds > 0}

d ∈ IN∗ , donc il existe n ∈ IN∗, 0 ≤ i ≤ d− 1 tels que

d = nm− i

ainsi

x ∈ {
∞∑
n=1

Knm−i > 0}

Lemme 3.2 Si i 6= j, alors pour tout n, n′ ∈ IN

ψ({Knm−is > 0} ∩ {Kn′m−js > 0}) = 0

et les ensembles
∼
Ei,

∼
Ej sont disjoints (ψp.p).
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Preuve. Par l’absurde.
Posons

A = {Knm−is > 0} ∩ {Kn′m−js > 0}
et supposons ψ(A) > 0

Par l’irréductibilité, il existe q ∈ IN∗ tel que Kq(x,A) > 0, ceci nous donne

νKq+nm−is =

∫ ∫
Kq+nm−i(x, dy)s(y)ν(dx)

=

∫ ∫ ∫
Kq(x, dz)Knm−i(z, dy)s(y)ν(dx)

≥
∫
B

[

∫
A

(

∫
B

Knm−i(z, dy)s(y))Kq(x, dz)]ν(dx)

> 0

de la même façon , nous obtenons

νKq+n′m−js > 0

d’autre part

Kq+nm−i+2m0(x,A) =

∫
Kq+nm−i(x, dy)K2m0(y, A)

or

K2m0(y, A) =

∫
Km0(y, dz)Km0(z, A)

≥ βν(A)

∫
Km0(y, dz)s(z)

≥ βν(A)

∫
βs(y)s(z)ν(dz)

= β2s(y)ν(A)

∫
s(z)ν(dz)

= β2γs(y)ν(A)

Où γ =
∫
s(z)ν(dz)

par conséquent ,

Kq+nd−i+2m0(x,A) ≥
∫
Kq+nm−i(x, dy)β2γs(y)ν(A)

≥ β2γν(A)

∫
Kq+nm−i(x, dy)s(y)

= β2γν(A)(Kq+nm−is)
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de même ,on obtient :

Kq+n′m−j+2m0(x,A) ≥ β2γν(A)(Kq+n′d−js)

ainsi
q + n′d− i+ 2m0 et q + n′m− j + 2m0 doivent être dans I.
Donc q + n′m− i+ 2m0 et q + n′m− j + 2m0 sont des multiples de m ,
cependant

(q + nm− i+ 2m0)− (q + n′m− j + 2m0) = j − i

qui n’est pas multiple de m car j 6= i d’où ψ(A) = 0.
D’autre part

∼
Ei
⋂ ∼

Ej =
⋃
n≥0

⋃
n′≥0

{Knm−is > 0} ∩ {Kn′m−js > 0}

soit
∼
Ei et

∼
Ej sont disjoints d’aprés la proposition 2.4, il existe un ensemble F clos F ⊂ E.

Posons pour tout 0 ≤ j ≤ m− 1

Ei = Ẽi ∩ F
sont disjoints . on a pour i 6= j, Ei et Ej sont disjoints

Lemme 3.3 Si
K(x,Ej) > 0

alors x ∈ Ej−1

Preuve. Supposons que K(x,Ej) > 0 , nous avons ;∑
n

Knm−j+1s(x) =
∑
n

∫
Knm−j+1(x, dy)s(y)

Or

Knm−j+1(x, dy) =

∫
Knm−j(x, dz)K(z, dy)

par conséquent∑
n

Knm−j+1s(x) =
∑
n

∫
(

∫
Knm−j(z, dy)s(y))K(x, dz)

=

∫
(

∫ ∑
n

Knm−j(z, dy)s(y))K(x, dz)

≥
∫
Ej

(

∫ ∑
n

Knm−j(z, dy)s(y))K(x, dz)

> 0
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donc x ∈ Ej−1

Lemme 3.4 posons

Bi,r = Ei ∩ E
′

r

pour tout 0 ≤ j, l ≤ d
′ − 1 avec j 6= l ; nous avons

ψ(Bi,j) = ψ(Bi,l) = 0

Preuve.Par l’absurde. Supposons qu’ils existent 0 ≤ j, l ≤ m−1 avec j 6= l (j > l)
tels que

ψ(Bi,j) > 0

et

ψ(Bi,l) > 0

soit x ∈ Bi,l .
Par l’irréductibilité , il existe d ≥ 1 tel que

Kd(x,Bi,j) > 0

x ∈ Bi,l ⊂ E
′

l et Bi,j ⊂ E
′
j, par le 3.1 il existe h ∈ IN tel que

d = hm
′
+ j − l (3.2.4)

comme Bi,j ⊂ Ei, alors

Km(x,Bi,j) > 0

x ∈ Bi,l ⊂ Ei, par le corollaire 3.1 il existe n ∈ IN∗ tel que

d = nm (3.2.5)

or m est un multiple de m
′

, donc il existe k ∈ IN tel que m = km
′

. Ainsi 3.2.5
donne

d = nkm
′

soit m
′

divise d .
ceci n’est valable que si :

j − l = 0

donc

j = l

d’où la contradiction.
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Preuve du théorème Par les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3 et la prop. 3.1, on conclut que
(E0, E1, ..., Em−1) est un m-cycle .
D’aprés la proposition 3.4 il existent 0 ≤ m− 1 0 ≤ m′ − 1 j tels que

B = {s > 0} ⊂ Ei

et B = {s > 0} ⊂ E
′

l

Soit x ∈ Ei , nous avons

Km(x,E
′

l) ≥ Km(x,B)

≥ βs(x)ν(B)

> 0

le corollaire 3.1 nous donne m = nm
′
.

� Supposons que l’un des E
′
i , 0 ≤ i ≤ d

′−1 contient un nombre différent de d
d′

d’ensembles

(E
′
j).

Donc ils existent 0 ≤ k, l ≤ d
′ − 1 tels que

E
′

j = Ei1 ∪ Ei2 ∪ ... ∪ Eik
et

E
′

j+1 = Ej1 ∪ Ej2 ∪ ... ∪ Eil
comme k > l, alors il existe 1 ≤ h ≤ k tel que pour tout 1 ≤ t ≤ l et x ∈ Eik ,
nous avons

K(x,Ejt) = 0

par conséquent

K(x,E
′

j+1) =
l∑

t=1

K(x,Ejt)

= 0

d’où la contradiction.
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