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Introduction

La théorie des chaines de Markov a valeurs dans un espace d’état quelconque est basée
sur I’étude des opérateurs non-négatifs induits par les noyaux de transition non-négatifs,
dits souvent les noyaux non- négatifs. La relation étroite entre ces deux axes est analogue
a celle entre les chaines de Markov a valeurs dans un espace d’état discret et les matrices
non négatives.

L’étude des noyaux non-négatifs nécessite des techniques avancées et fait intervenir sou-
vent des arguments de la théorie de la mesure plus élaborés. En dépit de ces difficultés,
au début des années 1970, la théorie générale sur cette classe et plus généralement sur
les chaines de Markov avait été développé a un état de maturité ou tous les problemes
fondamentaux avaient été resolus d’une maniere satisfaisante. A cette époque plusieurs
monographies ont été publiés. Sans étre exaustif, nous pouvons citer Foguel (1969), Orey
(1971), Rosenblatt (1971), Revuz (1975).

Nous developpons dans ce mémoire quelques résultats présentés dans [3] sur les noyaux
non-négatifs. Nous nous interessons plus particulierement aux concepts de l'irréductibilité,
les ensembles petits , les fonctions petites , et les cycles.

Ce document est composé de trois chapitres.

Dans le premier, nous introduisons les noyaux de transition non-négatifs et les ensembles
clos , le noyau potentiel et la notion de communication induite par un noyau. Nous
établissons ensuite un théoreme important qui porte sur I'existence d’'un noyau sous sto-
chastique équivalent & un noyau o — finq.

Nous traitons dans le deuxieme chapitre la notion de I'irréductibilié. Nous donnons quelques
propriétés de ’ensembles des états qui communiquent avec un ensemble de mesure stric-
tement positive et nous élaborons un théoreme sur 'existence et I'unicité de la mesure
d’irréductibilité maximale. Nous présentons ensuite la condition minimale et nous mon-
trons que pour un noyau irréductible, il existe toujours un ensemble petit .

Le troisieme chapitre est consacré a l’étude du comportement périodique d’un noyau
possédant la condition minimale. Nous établissons,sous cette condition, I’existence et 1'uni-
cité d’'un cycle.



10

Préliminaires



Chapitre 1

Préliminaires.

1.1 Noyaux

Considérons un espace de probabilité (£2,.4,P) et un espace mesurable (E,E).
Dans toute la suite, nous désignons par M l’ensemble des fonctions mesurables réelles
définies sur (E, ), par M, la classe des fonctions non-négatives de (F,E) , et par &, la
partie des fonctions bornées de (£, E).
Nous notons aussi par M la classe des mesures signées sur (E, £), par M, le sous ensemble
de M des mesures positives ou nulles et par M la partie des mesures positives i.e :

Mt ={\e M, : \(F)>0}
Définition 1.1 Un noyau non-négatif sur (E,E) est une application

K:Ex&— IR,

qui possede les deux conditions suivantes :
1) Pour tout A € £, K(.,A) est mesurable.
2) Pour tout x € E, K(z,.) est une mesure sur (E, ).

La définition suivante donne une classification des noyaux non-négatifs.

Définition 1.2 Un noyau K est dit :

a) o — fini s’il existe une fonction mesurable réelle f de E x E telle que pour tout x € E

/K(:B,dy)f(w,y) <00

b) Fini si pour tout x € E :
K(z,F) < oo
c) Borné si :

sup K(z, F) < oo
ek

11
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d) Sous-stochastique si pour tout x € E :

K(z,F) <1
e) Stochastique si pour tout x € E :

K(xz,E)=1

Exemple 1.1
1) Pour x € E,A €&, posons

1 si xe€A

K(z,A) =1(z,A) = l4(x) = {O sizd A

K ainsi défini est un noyau appelé le noyau identité.

2) Soient ¢ une mesure o-finie sur (E,E) et k une fonction non-négative mesurable définie
sur E x E munie de sa tribu produit £ Q) E.
Posons

K(z,dy) := k(z,y)p(dy)

K est un noyau dit noyau intégral de base ¢ et de densité k.
Clairement K est o-fini si et seulement si pour tout x € E |, k(x,y) est finie ¢.p.s pour
touty € E.

La définition suivante montre comment un noyaux K peut agir comme un opérateur sur
les espaces £, et M, .

Définition 1.3

1) Tout noyau K peut engendrer un opérateur linéaire non-négatif sur M. , défini par :

Kf<x>—/f<<x,dy>f<y> JeM

2) De méme K agit comme un opérateur sur M, :

)\K(A):/)\(dx)K(x,A) e M,

E

Définition 1.4
1) Si Ky et Ky sont deuz noyaux , alors leur produit K; Ky est défini par

KiKy:Ex& — .lé.i_
Ky Ky (5. 4) — / K, (x.dy) K> (y, A)
E
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2) Les itérations K™, n >0, du noyau K sont données par :

KO=1
K"=KK"!, n>1

Remarque 1.1 Si le noyau K est sous-stochastique, on utilise le symbole P au lieu de
K. Notons que dans ce cas , toutes les itérations (P",n > 1) sont sous-stochastiques.

Dans toute la suite, K est un noyau sur (£, ). Nous supposons en plus que toute les
itérations K™ ,n > 1 de K sont o — finies.
1.2 Ensembles clos
Nous introduisons maintenant la notion des ensembles clos.
Définition 1.5 1. Un ensemble non vide F' € £ est dit clos si pour tout x € F' :
K (z,F°) =0

2. Un ensemble B est dit indécomposable s’il n’existe pas deur ensembles clos disjoints
F,F,CB

3. Un ensemble non vide F' est dit absorbant si pour tout x € F
K(z,F)=1=K (x,F)

Remarques 1.1  a) Un ensemble absorbant est toujours clos. Réciproquement si F' est
clos et si K (z,F) # 1, alors pour tout x € F on a

K(x,F)=K(z,E) #1

et donc F' n’est pas absorbant.

b) Si K est stochastique, alors tout ensemble clos est absorbant et inversement .

Si F' est clos, nous pouvons définir la réstriction de K comme le montre la définition
suivante :

Définition 1.6 Soit F' un ensemble clos.
La restriction du noyau K sur lespace d’état restreint (E,E N F') et donnée par :

Klp(x,A) =K (z,ANF), z€F
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1. 11 est claire que les itérations de K| coincident avec celles de K sur F ie :

2. 1l est a noté aussi que la réstriction de K sur un ensemble absorbant est une pro-
babilité de transition.

Proposition 1.1 Si F' est clos alors pour tout n > 1 et x € F
K"(z,F°) =0
e : pour toutn > 1 F est clos pour le noyau K.

Preuve. Par récurrence.

- Pour n = 2.
Soit x € F, on a

K*(z,F°) = /K(x,dy)K(y,FC)

- / K (. dy) K (y, F°)
= 0

- Supposons que F* est clos pour le noyau K™ et montrons que F¢ est clos pour K"+,
on a

K"z, F¢) = /K(m,dy)K"(y,Fc)
- [ Kleank.r)

= 0

1.3 Noyau potentiel
Nous définissons maintenant le noyau potentiel.

Définition 1.7 Soit K un noyau
Le noyau potentiel G de K est donné par

S
n=0



Préliminaires
La proposition suivante résume quelques propriétés du noyau potentiel.

Proposition 1.2
1. Pour tout n > 1

n—1 n—1
G=) K"+K'G=)» K"+GK"
m=0 m=0

En particulier
G=1+KG=1+GK

2. 8 f €& alors sur {Gf < oo}, nous avons

lim | K"Gf =0

n—oo

{Gf <o} ={zr € F :Gf(x) < 0}

Preuve.

1. Nous avons
o S

n=0
n—1 00

= ) K"+> K"
m=0 m=n
n—1 00

= Y K"+) K"K
m=0 =0
n—1 00

= Y K"+ K"y K
m=0 §=0
n—1

- S KRG
m=0

De la méme maniere on obtient la deuxieme relation dans (1.3.1).

15

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

Pour les égualités dans (1.3.2), il suffit de prendre n = 1 dans les ralations (1.3.1).

2. Soit y € E, nous avons
K'Gf(y) = [ K" (.do)Gf(o)
= //K” (y,dx) G (x,dz) f (2)
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Si
Gfly) < oo
alors
Y K"'f(y) < oo
n>0
par suite
K"f(y) —0

ce qui donne

puisque f € &, alors

dott
lim | K"Gf(y) =0

n—00
]

Nous abordons maintenant la notion de ”communication” induite par un noyau K sur
I'espace d’état (E,E).

Définition 1.8 Soient x € E et A € £.
On dit que x communique avec A ou A est atteignable de x et on note v — A
sl existe n > 0 tel que :

K"z,A) >0

Quand xz - A on dit que A n’est pas atteignable de x.
Pour tout A € £ , nous dénotons par A° I'ensemble des états de A° qui ne communiquent
pas avec A :

A’ ={z € A°/x » A}

Proposition 1.3 1. Nous avons A° = {G14 = 0}
2. Pour tout A € £ , A° est soit vide soit clos .

Preuve.
1. Soit
x € {G]IA = 0}

on a

G]IA (IB) =0
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soit
[ e 1a) =0
par conséquent

A/G(x,dy)zo

on obtient

G(x,A)=0
d’ou

> K" (x,A)=0

n>0

ce qui donne que pour tout n >0
K" (z,A)=0

soit
Tz A

d’autre part et pour n =0
K°(z,A) =1I(z,A) =0

il découle que
x e A°

ce qui implique que
ze A°

inversement, si v € A ie x € A° et x = A, alors
K°(z,A) =1 (z,A) =0

et pour tout n > 1

K" (z,A) =0
par suite
Glis(z) = G(x,A)
= ZK”(m,A)
n>0
= 0
ainsi

x € {G]IAZO}
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2. Remarquons d’abord que KG (z,A) < G (z,A). En effet :

KG(z,A) = KY K"(x,A)

n>0

= ) K"(z,4)

n>1

< K2, A)+ 3 K" (2, 4)
n>1

= G(x,A)

Supposons que A° est non vide.
Soit z € AY et posons B = {y € A°:y » A}
Nous avons G(x, A) = 0 et par la remarque ci-dessus KG(x, A) = 0, c’est a dire :

[ K6 g 4) =0
ceci donne

/K(a:,dy)G(y,A) + /K(m,dy)G(y,A) ~0

ot A% désigne le complémentaire de A°.
D’aprés 1), pour tout y € A% | on a

Gy, A) =0
on obtient
[ Kn)G . 4) =0
A0€
et puisque pour tout y € A%, G(y, A) > 0 alors
K(z,A%) =0

on conclut que A° est clos.

1.4 Existence d’un noyau sous-stochastique équivalent

a kK

Définition 1.9 Soient A\, u deux mesures de M, .
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1. On dit que X est absolument continue par rapport a p , (on note A < p ) si pour
tout A € € tel que u(A) =0, on a A(A) =0

2. On dit que X\ et p sont étrangeres (on note X L p ) s’il existe une partition {Ax, A, }
de E, (A\NA,=0,A\UA, =E) telle que ,
Pour tout Be€ £ , BNA, et BN A, soient deux éléments de £ et vérifient :

pw(BNAN) =0 et A(BNA, =

On dit que v est concentrée sur A, et A est concentrée sur Ay

3. On dit que X et p sont équivalentes (on note X ~ ) si elles sont mutuellement
absolument continues (A < 1 et pu << \).

4. Un noyau o — fine K est dit équivalent au noyau K si
pour tout x € B, K (z,.)~ K (z,.).

Nous énnoncons le théoreme de Radon-Nikodym :

Théoréme 1.1 [2] Soient A\, deuz mesures de M, o-finies.
Si A< p, alors il existe une unique (pour la relation d’équivalence d’égalité - presque
partout) fonction mesurable f telle que pour tout A € € | si u(A) < oo alors

Z/Afdu

Le théoréme suivant concerne la décomposition de Lebesgue d’une mesure positive o-finie .

Théoréme 1.2 [2] Soit (E,E, u) un espace mesuré , la mesure p étant positive o-finie
et soit A une mesure positive o-finie définie sur & .
1l existe un couple unique A\ et Ny de mesures positives o-finies , telles que

)\:)\1+)\2, )\1<<,u, )\Q_L[,L

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.1 [9] Il existe une fonction mesurable f définie sur (Ex E,ERE) qui satisfait
les conditions suivantes :

- Pour tout (z,y) € ExX E, 0< f(z,y) <1.
- Pour tout (x,y) € (E x E),

0< f(z,y) < Kf(zx /fxy (z,dy)
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Théoréme 1.3 Il existe un noyau sous-stochastique K < K équivalent ¢ K, avec
une version de la dérivée de Radon-Nikodym, f

K(z,dy)f = K(z, dy)
E ® E-mesurable telle que 0 < f <1 partout

De plus , les noyauz itératifs K™ et f("(A) sont équivalents pour tout n > 0.

Preuve. Soit f la fonction donnée par le lemme 1.1 .
Nous avons pour tout x € F

Kf(z) = / K (. dy)f(2.) > 0
posons 3
(@, y) = Lixp=0 (K f(@) " f(2,9) + Lix(r)=o

il est claire que le noyau désiré K est donné par

K(z,dy) = f(z,y)K(z,dy)

Il existe une mesure v € M™T telle que VK soit absolument continue par rapport a 1.
Preuve. Soit o € Mt une mesure o — finie et posons

=Y 27 UGKn (1.4.4)

n=0

Ou ¢ est la mesure de probabilité équivalente a ¢ et K est le noyau sous-stochastique
équivalent a K. (voir théoréme 1.3).
Soit A € & tel que Y(A) = 0. Donc pour tout n > 0,

PR"(A) =0
501l
/Qx&mR@@;A)zo
ceci n’est valable que si pour tout n > 0,
K" (A)(z,A) =0 ¢—p.s

or B
K"~ K", n>0

alors

DK(A) =0



Chapitre 2
p—irréductibilité

2.1 Définitions

Soient p € M une mesure o — finie sur (E,€) et B € £ un ensemble p— positif
c’est a dire ¢ (B) > 0.

Définitions 2.1 Un ensemble B est dit p— communiquant (pour le noyau K ) si tout
sous ensemble A C B p-positif est atteignable de B ie : pour tout € B ACB
avec p(A) >0, ona

xr— A

En d’autres termes :

Si p(A) >0 et AC B alors G(x,A) >0 pourtout v € B

St E tout entier est p—communiquant alors le noyau K est dit p—irréductible .

Un noyau K est dit irréductible s’il existe une mesure o € Mt o— finie telle que K
est p—irréductible, dans ce cas on dit que @ est une mesure d’irréductibilité pour le
noyau K .

Exemple 2.1 Quand E est discret , la mesure d’irréductibilité correspondante est la
mesure de comptage sur B , définie par

Cardg(A) = Card(BN A), ACE.

Donc K est irréductible dans ce cas signifie que pour tout sous ensemble non-vide B C E
et pour tout x € E :
xr—y pourtout v € K ,ye B

On note par : Bt = BU{x € E,z — B} = {G1lp > 0}

21
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Proposition 2.1 Soient A,B € € etx € B*. Si pour touty € B, y — A alorsx — A.
Preuve. Si z € Bt alors Glg(x) >0.. Ceci donne G(z,B) > 0,

donc il existe n € IN* tel que
K"(x,B) > 0

d’autre part
K'Ga ) = [ K'(a.dy)Gly. 2
> / K"(x,dy)C(y, A)
B

par hypothése , pour tout y € B, nous avons y — A, donc pour tout y € B

G(y,A) >0
il s’en suit
K"G(z,A) >0
ainsit
z— A

Proposition 2.2 1. Si B est p—communiquant alors il est indécomposable.

2. Si B est o—communiqué alors K|+ la réstriction de K a Bt est pllg -irréductible.

Preuve.

1. Par lUabsurde. Supposons qu’il existe deur sous ensembles clos de B F et Fy.
Puisque B = (B~ F))|JFy et I} C B~ Fy alors

B=(B~F)|J(B\F)

Comme o(B) > 0 alors B\ Fy ou B\ Fy doit étre p— positif.

Supposons que B . Fy est p-positif. B est o— communiqué, donc pour x € Fy,
r — B~ Fy.

Mazs Fy est clos, d’ou la contradiction.

Soient x € BT et A C BT tel que o (AN B) > 0.
B est p—communiqué donc pour touty € B, on ay — AN B. En appliquant la
proposition 2.1, on obtient t — AN B.
Dot x — A et K|+ est pllg -irréductible

D’aprés la proposition précédente, s’il existe un sous ensemble B de ’espace d’état qui est
p— communiqué et si nous ne sommes pas interessés au sous espace a partir duquel B
n’est pas atteignable alors sans perte de généralité, on peut supposer que K est irréductible.
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2.2 Mesure d’irréductibilité maximale

1l est clair que toute mesure 1 absolument continue par rapport a une mesure d’irréductibilité
@ est une mesure d’irréductibilité. La proposition suivante montre qu’a partir d’une me-
sure dirréductibilité p—, nous pouvons construire une mesure d’irréductibilité maximale
1 dans le sens ou toute autre mesure d’irréductibilité est absolument continue par rapport

i .

Le lemme suivant sera utile dans la suite

Lemme 2.1 1. Si YK < alors G ~ .

2. SivK < et E est indécomposable alors 1 (F) > 0 pour tout ensemble F clos de
E.

Preuve.

1. Supposons que YK < 1 et montrons que K" < ¢  pour tout n > 0.
a) Soit A € £ tel que ¢ (A) = 0.
Montrons par récurrence que K™ (;A) =0 v¥.p.p, pourn > 1.

Nous avons par hypothése YK (A) =0 soit
/Q/J(dl’)K(m,A) =0
il s’en suit
K(,A) =0 v.pp
suppospns maintenant que K™ (., A) =0 .p.p, et posons
B, ={K"(.,,A) >0}

nous avons

K" (z,4) = /K(m,dy)K"(y,A)

=/ K (z,dy) K" (y, A)
n (2.2.1)

comme (B,) = 0, alors K (B,) = 0. On conclut que K" (., A) =0 .p.p, soit
YK"(A) = 0.
b) v <YG , donc Y < PG
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2. Soit F' un ensemble clos . E est indécomposable, et
F° C Fe.
On déduit par la proposition 1.5 que
FO est vide, c’est a dire
FY = E ce qui donne G(x, F) > 0 pour tout v € E
or

YG(F) = / W(dz)G(z, F) > 0

on déduit par 1) que (F) < 0

Proposition 2.3 Supposons que K est p—irréductible . Alors :

i) Il existe une mesure d’irréductibilité maximale.
it) ¥ est une mesure d’irréductibilité maximale si et seulement si YK < 1)
iii) Soit ¥ une mesure d’irréductibilité mazimale. Si ¢ (B) =0 alors ¢ (B1) = 0.

Preuve.

il) Supposons que 1 est une mesure d’irréductible qui vérifie VK < 1
Par le lemme 2.1 nous avons G <K 9
Soit ¢ une mesure d’irréductibilité et A € & tel que p(A) > 0.
Nous avons G(x, A) > 0 pour tout x € E.
Comme

vG(A) = [ V)G, A)

alors

PG(A) >0

on déduit par Uhypothése que ¥(A) > 0, ce qui donne p <K 1.

Inversement, si 1) est une mesure d’irréductibilité , alors K est une mesure d’irrédictibilité.
En effet :

Soit A € € tel que

YK(A) > O/@Z)(d:ﬂ)K(LE,A) >0

donc K(.,A) > 0 sur une partie Ay de A° telle que (A;) > 0.
nous avons

GK(z,A) = /G(x,dy)K(y,A)

v

/,41 Gz, dy)K(y, A)
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K est irréductible, 1(Ay) > 0 donc G(z, A1) >0, d’ou
GK(xz,A) >0
aimst
G(z,A) >0

WK est donc une mesure d’irréductibilié. Comme v est mazimale alors K < 1.

iii) Si 4 est une mesure d’irrédictibilité mazimale , on a par (ii) YK < 1.
Par le lemme 2.1, on a G ~ 1 donc ¥(B) = 0 ce qui implique que YG(B) =0
c’est a dire

/ W(dz)G(x, B) = 0
par conséquent , G(x, B) =0 .p.p , mais par la proposition 2.1
Bt ={z € F:G(z,B) >0} ={Glp > 0}

il découle
Y(BY) =0

i) Soit ¢ la mesure finie définie par l’équation 1.4.4 , soit ¥ une mesure d’irréductibilité
que vérifie YK < ¢, donc ¢ est maximale.

Définition 2.1 Soit K un noyau irréductible avec une mesure d’irréductibilité maximale
. On dit que l'ensemble B € £ est plein si (B¢) =0 .

Proposition 2.4 Supposons que K est irréductible avec une mesure d’irréductibilité
mazximale 1. Nous avons :

1. Tout ensemble clos F' est plein .
2. Si B est un ensemble plein alors il existe un ensemble clos F' tel que F' C B.

8. Si (F});>, est une famille d’ensembles clos alors 'Q1Fi est clos.

Preuve.

1. Supposons que F' est un ensemble clos qui n’est pas plein donc on aura 1 (F°) > 0.
Comme K est irréductible nous avons particuliérement pour tout x € F

G(z,F°) >0

contradiction avec la proproposition 1.1, ainsi F' est plein.
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2. Soit B un ensemble plein. Posons F' = (BC)O.
1l est clair que F' C B.
D’autre part, nous avons F¢ = (B¢)".
Or (B¢) =0, par la proposition 2.3 on obtient (Bt) =0 d.e : p(F¢) =0 ce qui
donne F # 0, ainsi par la proposition 1.3 on conclut que F est clos .
3. Soit x € iglFi, puisque pour tout 1 > 1, F; est clos , alors

K(z, (0 F)* =K, JF) <> K(x,Ff) =0

i>1
i>1 i>1

o<vrs(gr) e (5)) - )

Donc N F; n’est pas vide .
i>1

En plus

Remarque 2.1 FEn général l'intersection d’une famille dénombrable (Fi)i21 d’ensembles
clos est encore un ensemble clos ou vide , mais sous [’hypothese d’irréductibilité tout i > 1,
F; est plein et ainsi leurs intersection est un ensemble clos.

2.3 La condition minimale

2.3.1 Fonctions petites

Dans cette partie nous définissons la classe des fonctions petites .
Dans tous ce qui suit , nous supposons que K est un noyau irréductible , 1 est la mesure
d’irréductibilité maximale .

Nous désignons par A" la classe des éléments de £, qui sont v -positives i.e
AT ={f€e& ¢ (f) >0}
Ou ¢ (f) = [ f(z)¢(d)
Définition 2.2 On dit que le noyau K posséde la condition minimale
M (mo, B, s, v) (2.3.2)

sil existe mg € N* | une constante 8 > 0 , une fonction s € ET et une mesure v € M
tels que la condition

K™ (z,A) > Bs(z)v (A) (2.3.3)
soit réalisée pour tousx € £, A€ &.
On écrit s®@uv(x,A) =s(x)v(A) et linégalité 2.5.3 devient :

K™ > fBs®wv (2.3.4)
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Définition 2.3

1. Une fonction s € £ est dite "une fonction petite

7 sils existent mg € N*

une mesure v € M™ tels que K posséde la condition M (mq, 3, s,v).

2. Une mesure v € M est dite "une mesure petite ” s’ils existent mgy € N* |

et une fonction s € ET tels que K posséde la condition M (mq, 3, s,v) .

3. Un ensemble C' est dit "un ensemble petit ”

existent mo € N* | B > 0, une mesure v € M™ tels que pour tout x € C

K™ (x

Dorénavant on dénote :

) 2 Bu(4)

e La classe des fonctions petites par I'T.

e Les fonctions petites par s.

e Les mesures petites par v.

27

>0,

B >0,

si M. est une petite fonction i.e s’ils

Proposition 2.5 1) Une mesure petite est toujours une mesure d’irréductibilité , par
conséquent elle est absolument continue par rapport a .

2) K™s est une fonction petite pour tout m > 0.

3) vK™ est une mesure petite .

pour tout m > 0 et sans perte de généralité on peut supposer que v (s) > 0.

Preuve.

2) En multipliant les deuz cotés de 2.3.3 par K™ | on obtient

K™EK™ (z, A)

>

>

/ K™(z, dy) K™ (y, A)

/ K™ (x, dy)Bu(A)s(y)

4) / K™z, dy)s(y)

3) En multipliant a droite les deux cotés de 2.5.3 par K™ | on obtient

K™ K™(z, A)

>

Vv

/ K™ (2, dy) K™ (y, A)
/ Bs(a)v(dy) K™ (y, A)
() / (dy) K™ (y, A)
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Remarque 2.2 1) Une fonction petite ou une mesure petite reste petite si on multiplie
par une constante v > 0 . Ainsi dans la plus part des cas , on peut supposer que

8=1.
2) Pour toute constante v > 0 , l'ensemble {s >~} est petit . En effet , pour tout
z € {s =2},

on a
K™ (z,.) > yv (4)
2.4 Existence d’une fonction petite

Nous établissons dans cette partie un théoréeme qui assure [’existence d’une fonction
petite pour un noyau irréductible.
Nous avons le théoréeme fondamental suivant :

Théoréme 2.1 Supposons que K est un noyau irréductible alors It # &

Nous avons les lemmes suivants :

Lemme 2.2 Il existe des versions non-négatives et €RE -mesurables , des densités k™
et des itérations K™ qui satisfont

B (@2) 2 [ KO (o dy) B (,2)
> [ Kk (1.2 ¢ (d)
pour tout m,n > 1 et x,y,z € F.

Preuve. Soit k(()n) une version non-négative et £ ® E -mesurable de la densité de K™.

Définissons k™ € ERE , n>1 par :

A
KO (2, 2) =k (2,2) v max [ K™ (x,dy) k™ (y,2)

Donc pour tout m, n>1et z,y,z€ FE

) (2 2) > max /Kj (z, dy) K= (3, 2)

1<j<n+m—1

> /Km (z,dy) k™ (y, 2)

- / E) (e, k™ (5, 2) 0 (dy)  car K (z,y)
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Soient A, B € ERE et Ay (x) et By (z) les sections respectives de x et y définies par :

A (x) = {ye E:(z,y) € A}
By(z) = {yeF:(y,z2) € B}

La composition de A et B, notée par Ao B € E®E R E est définie par

AoB = (AxE)N(E x B)
= {(z,y,2) EEXEXFE:(x,y) €A, (y,2)€ B}

On note ™ le produit de la mesure p X ¢ X © X ... X © n fois.

Lemme 2.3 [3] Sip? (Ao B) > 0 alors il existe deux ensembles C' et D de £ p— positifs
tels que :

v = inf (A (x)NBy(2)) >0

zeC,zeD

Lemme 2.4 Soit ¢ une mesure de probabilité qui est équivalente a 1 .
Par Uirréductibilité on a pour tout x € K

Z k™ (2,y) > 0 peps yekE

m=1

Preuve. Soient ¢ une mesure de probabilité qui est équivalante a i et x € E
Etant donner un noyau K |0 — finie alors par théoreme 1.2 pour tout x € E et m > 1,
K™ (x,.) admet la décomposition de Lebesgue :

K™ (z,dy) = K, (z,y) ¢ (dy) + K" (2, dy)

ot K," (z,y) est la partie absolument continue par rapport ¢ et K™ (x,dy) est la partie
singuliére.

Soit Ny, le support de K", donc pour tout m > 1, ¢(N,,) =0

Posons

N, = D Np,
m=1

on a p(Ny) =0
soit A € ENNC tel que p(Ny) >0
Par Uirréductibilité , on a
G(x,A) >0
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ce qui donne

i K™ (xz,A) >0
m=1

soit - -
> [ et + Y [ K2 a)>0
m=1 A m=1 A
or .
> KMx,A) =0
m=1
il s’en suit

QAE:kamw¢Mw>0

par suite, il exviste Ny € EN NE avec p(No) = 0 et k™ (z,y) > 0 sur E ~ Na.
Posons N = Ni|JNs. On a o(N) =0 et pour tout x inE ~ N,

> Ezy) >0 ppp
m=1

Maintenant on peut démontrer le théoreme 2.1 :
Preuve.
D’aprés le lemme 2./ il existe des entiers mi,mo > 1 tels que

l///%w”@WWW”%@¢M@¢Mw¢M@>o

donc il emiste M C E® | p-positif , tel que pour tout x,y, z inM

k0 (z,9) k) (y,2) > 0

posons
Ar={(e,) € B/K™ (2,9) 2 )

By = {(y,2) € E2/K™ (y,2) > 1)

nous avons ’

M c | JUJAio By)

par conséquent , il existent i,j > 1 tel que ¢*(A; 0 Bj) >0
posons

) 11
5:mf(?3)
A= {k™ > 5}
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B = {k™ > g}

Il est claire que A; C A et B; C B, et donc ¢*(Ao B) >0
Soit C, D,~ définis comme dans le lemme 2.3 , nous avons pour tout x € ¢, z € D,

Kimtma) (g z) = / KO (2, y) k2 (y, 2)p(dy)

/ K (2,1) K (3, 2) o (dy)
A1(z) (N Ba(z)
6

v

v

Finalement, si A € € tel que Ip(A) >0 etz € C

K™t (2, A)

v

/ k) (2, 2) p(dz)
A
> ~v5%p(AND)

D’o la condition minimale M (my, 3,s,v) , avec mg =mi+mo , B=76* , s=1¢ |,
et v=lp [

Les deux résultas suivants seront nécéssaires dans la suite.

Proposition 2.6 Pourtout B € ET | il existe un ensemble petit C € I'" tel que C C B.

proposition 3.1
Preuve. Soit C' un ensemble petit et © € B. Par Uirréductibilité , il existe m > 1
tel que

K™z,C") >0
nous avons .
Km+m°(x,A) = /Km(:p,dy)Kmo(y,A)
> /Km(x,dy)KmO(y,A)
C>
> / K™ (2, dy) Bu(A)
C/
= Br(A)K™(x,C")
posons

s = TpK™ 1
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On a
5(1’) = ]IB<I>Km]Ic(I)
~ ) / K™ (, dyllo(y)
= lp(x)K™(z,C")

En prenant C' = {s > 0} on obtient , C C D et C est un ensemble petit .

Proposition 2.7 1. Pour tout f € £T,s € 't | il existent m > 1 et une constante
v>0 tel que
K™f>n~s (2.4.5)

En particulier pour tout f € €Y, C €T'", il existe m > 1 tel que :
igKWV>o
2. Pour tout f € ET,s € " | il existe ~v > 0 tel que :
Gf =>Gs
3. Pour tout x € E et toute mesure petite v € M™ il existe ~v > 0 tel que :
G (z,.) > vwGs(z)

Preuve.

1. Soit mg tel que pour tout z € E :
K™0(z,.) > Bs(a)w()
Nous avons pour tout m > mg
K"f(@) = [ K"@dn)f)
= [ kg k@) w)
> / ( / Km0z, dy) Bs()v(d2) £ (1)

_ / / K™= (=, dy) f(y))v(d=)

= Bs(@)(WK" " f) (2
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d’autre part f € ET, donc il existe A € & tel quep(A°) =0 et f(y) >0 pour touty €
A.

Par suite
i) = [ ([ K dy f)iz)
J U] Kt vt

v

posons
o (2) = / K™ (2, dy) £ ()

K est irréductible , donc pour tout z € E, il existe m > my tel que
Km0 (z,A) >0
ainsi pour tout z € £, il existe m > my tel que

him(2) >0

par conséquent il existe m > mygy tel que

/ o (2)(d2) > 0
en effet ,  si pour tout m > my

/hm(z)u(dz) =0

Alors pour tout m > mg, hy,(z) =0 v.p.p

Blz{ZEEhl(Z)?éO}
BQZ{ZEEIhQ(Z>7£O}

B ={z€ E : hy,(z) #0}
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et

B=|JB

i

Nous avons v(B) =0 et pour tout z € B¢ on a :

hm(2) =0
d’ou contradiction.
Ainsi
vK™mTmof = /hm(z)l/(dz) >0
Soit m tel que (1) soit vérifiée . Nous avons :

K"K™f(x) = K"ys(x)

il se decoule que

D K'f(w) = Y K'K"f

n>0 n>0
> ) K"ys(x)
n>0
so1t
Gf >Gs
. De la preuve de (1) , on a pour tout m > mq et f € €
K"f>B(vK™™)s (2.4.6)
on a ausst
ww1mf:/LKmWWMﬁ@)
et
VI (de) = [ () Ky, do
ainst

VR f / / V(dz) K™ (y, ) f(2)

prenons f = T4 avec A € &
2.4.6 nous donne
K7 A) 2 Bsto) [ ([ K me(y,do) fa))otan)
= Bs(a) [ K™y Ap(dy)



il s’en suit que

> K™(x,A) > Bs(x) Y / K™y, A)w(dy)

m>mg m>mgo

ce qui implique

G(z, A)

v

s(a) [ - Ky Aw(dy)

n>0

s(e) [ Gla, Alay)
Bs(x)vG(A)

AV,
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Chapitre 3

Cycles

Nous étudions , dans ce chapitre , le comportement périodique d’un noyau irréductible
possédant la propriéte minimale.

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1 Une famille (Ey, B, ..., E—1) de m ensembles non vides et disjoints de
E est appelée un m — cycle (pour le noyau K ) si pour tout 0 <i<m—1 et z € E;
on a

K (z,E) =0;  j =i+ 1(mod m)

Notons que si les ensembles Ey, Fr, ..., E,,_1 forment un m — cycle, alors leurs union
EorJ...m—1  est un ensemble clos et par la proposition 2./ cette union est aussi pleine

La proposition suivante donne une condition nécéssaire et suffisante pour qu’une famille
(Eo, B, ..., Ep1) soit un m-cycle.

Proposition 3.1 (5.1) Une famille d’ensembles (Ey, Er, ..., En—1) forme un m-cycle si
et seulement si pour tout 0 <i <m —1, K(x, E;) > 0 implique que x € E;_;.

Preuve. Supposons que (Ey, E, ..., B, 1) est un m—-cycle.
Soit x tel que K(x, Ej) > 0.
Supposons que x € E; aveci # j—1. i# j—1 nous donnei+1+#j et Ef | D Ej, il
en resulte
K(z,Ef ) > K(z,E;) >0

Ce qui méne a une contradiction , donc i = j — 1.
Inversement , pour x € E; on tire par hypothese

K(x7E2):0 )

37
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Preuve. Si j =i+ n(mod m) alors il existe k € N tel que n = km + j — i, il en decoule :

e = b

K(z,dy1)... K (Ym, dzmy1)-- K(ykmydykm—l-l) K (Yrmsj—i-1, E5)

Comme pour Ypm+j—i—1 € Ei1 K(Ykm+j—i-1, E$) =0 on conclut que K"(x, E$) = 0.

d’ou la contradiction, donc x € Ej_;.

Proposition 3.2 Soit (Ey, E, ..., E,—1) un m-cycle.
Si KUz, E;) >0 , alorsz € E;_4

Preuve. Par l'absurde. Supposons que x € Ej avec j' # j—d
Par le proposition 3.1 on a
d c

d’autre part j' +d # j donc E dDE
et alors
Kz, ES,4) > K2, E;) > 0

d’ou la contradiction .

Corollaire 3.1 Soient (Ey, F1, ..., Ey_1) un m-cycle, x € E; et m € IN".
St K™(x,E;) >0 , alors n=j—i(mod m).

Proposition 3.3 Une petite fonction s ne peut pas étre strictement positive sur deux
ensembles différents E;, E; du cycle (Ey, En, ..., Ep—1) avec v(E;) >0 et v(E;) > 0.

Preuve. Par l’absurde. Soit x € E; , on a
K™ (x, E;) > pBs(x)v(E;) >0
Par le corollaire 3.1, mq est multiple de m, ainsi il existe h € IN tel que
mo = hm (3.1.1)

D’autre part
K™ (z, E;) > Bs(x)v(E;) >0

par le corollaire 3.1, mg = j — i(mod m), donc il existe d € IN qui vérifie
mo=1—7j+dm (3.1.2)
Par les équations (3.1.1) et (3.1.2), on tire
i—j=m(h—d)

ce qui donne que j — 1 divise m. Comme 0 < 4,7 <m — 1, alorsi—j =0 soit 1 = j.
D’ou la contradiction.
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Proposition 3.4 Soient (Ey, By, ..., Ep_1) un m— cycle et
N le v»— nul ensemble N = (Eo+ E1 + ....E,_1)°.
1l existe un indice i, 0<1<m—1 tel que

S>OgEz—|—N

et
v(E;©) =0; j=1+mg(mod m)

Preuve. Supposons que j est tel que v (E;) >0 alors pour tout v € E, s(z) >0
implique que
K™ (z,E;) > Bs(z)v(E;) >0

par la proposition 3.2 cect n’est possible que si v € Ej_,,, ou x € IN.
Par conséquent i doit étre égal a j — mo(mod m), soit j =i+ mo(mod m).
Par la proposition 5.2, il n’existe pas un autre indice j' # j tel que v(Ej) >0

n
3.2 Existence et 'unicité du cycle
En utilisant la proposition 2.5, on peut supposer que v (s) > 0.
Soit m = le plus grand diviseur commun (p.g.c.d) de l’ensemble :
I ={d>1/3p, tel que M (d, B4, s,v)} (3.2.3)

1l est claire que I est fermé pour l’addition et alors il contient des multiples suffisament
grands de d.

Nous avons le théoréeme fondamental suivant :

Théoréme 3.1 Supposons que K est un noyau irréductible, et soient m>1 seT'" et
vE MY tel que v(s) >0
alors

1. 1l existe un m — cycle (Eo, E, ..., Epn_q1) et Uentier m ne dépend pas du choix de
la petite fonction s et de la petite mesure v.

2. Si (E(I),Ei, ...,E;n,il) est un cycle alors m'  divise m, et tout EZ,
estuneunion(y.p.p) de ™ ensembles de la famille {Ey, B, ..., Ey—1} .

En particulier :
Si (E(/), E;, e E;n_l) est un autre m — cycle alors il existe 0 < r < m tel que
E, =E; (¢.p.s) otj=i+r(modm)
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Preuve. 2.1 Posons pour 1 =20,...m —1

EZ- = {I € E/iK"mis (x) > 0}

et
B={s>0}

Les lemmes suivants seront utiles pour la démonstration de ce théoreme.

Lemme 3.1 Nous avons

EO U... UEm,1 == E
Preuve. Soit z € £
Puisque v(B) >0 alors (B) > 0.

Par Uirréductibilité , il existe d € IN* tel que K¢z, B) >0
Nous obtenons

Kis(z) = /Kd(x,dy)s(y)

> / Kz, dy)s(y)
0

par conséquent
z € {K% >0}

d € IN* , donc il existen € IN", 0<i<d—1 tels que
d=nm—1i
ainsit

x € {i K" >0}
n=1

Lemme 3.2 Sii +# j, alors pour tout n,n’ € IN
YK s > 0y N{K"™ s> 0}) =0

et les ensembles E;, E; sont disjoints (yp.p).
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Preuve. Par 'absurde.
Posons

A={K"™ s> 0 N{K"™ s >0}

et supposons P(A) >0
Par Uirréductibilité, il existe ¢ € IN* tel que K9(x, A) > 0, ceci nous donne

pRTm—is / / K=o dy)s(y)v(de)
- / / / Kz, d2) K" (2, dy)s(y)v(dx)
LU e dnsto) (e, d2)o(aa)

|

v

> 0

de la méme fagcon , nous obtenons
o
vKTTmis > ()

d’autre part
K(I“’”m_H'ZmO (.I, A) - / Kq_‘—nm_i(x? dy)K2m0 (yv A)

K2mo(y, A) — / K™ (y, dz)K™ (2, A)
> o) [ K™ d2)s(z)
> pul4) [ Bstwsan(az)
= Psla) [ semdz)

= [ys(y)v(A)

Oty = [ s(z)v(dz)

par consequent ,

Ratnd=it2mo (0 4y > /Kq+"m‘i(x,dy)5278(y)V(A)

v

Fyw(A) / KoHm=i(z, dy)s(y)
= B (A) (KT

41
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de méme ,on obtient :

RO mimo (g A) > BPym(A) (KT s)
ainsi
g+n'd—i+2mg et g+n'm—7j+2mg doivent étre dans I.
Donc g+n'm—i+2mg et g+n'm—j+2mg sont des multiples de m
cependant

(g+nm—i+2mg) — (qg+n'm—j+2mg) =j—1

qui n’est pas multiple de m car j # i d’ot P(A) = 0.
D’autre part

ENE = J K™ s> 01 n{K"™s > 0}

n>0n’>0
soit B et E; sont disjoints d’aprés la proposition 2.4, il existe un ensemble F' clos ' C .
Posons pour tout 0 < 53 <m —1
sont disjoints . on a pour i # j, E; et E; sont disjoints

Lemme 3.3 St
K(I,Ej) >0

alors v € Ej_y
Preuve. Supposons que K(x,E;) > 0, nous avons ;

> Kmmts(z) = Z/Knm_jﬂ(l” dy)s(y)

Or
Knm_j+1(x’ dy) = /K"m_](x, dZ)K(Za dy)

par conséquent

SR s@) = Y [ ([ K dy)sto)K e de)
- [ S )y K )
/ ( / S )oK )

> 0

v
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donc x € Fj_4

Lemme 3.4 posons
Bi,=ENE,
pour tout 0 < j,1 <d —1 avec j #1; nous avons
Y(Bij) =¢(Biy) =0

Preuve. Par l’absurde. Supposons qu’ils existent 0 < j,l <m—1 avecj #1 (j>1)
tels que

et

soit x € By, .
Par Uirréductibilité |, il existe d > 1 tel que

Kd(.I'7Bi’j) >0
r€B;yCE, et Bi;C E}, par le 3.1 il existe h € IN tel que
d=hm +j—1 (3.2.4)

comme B; ; C E;, alors
Km(l’, BL]') >0

x € B;y C E;, par le corollaire 3.1 il existe n € IN* tel que

d=nm (3.2.5)
or m est un multiple de m' , donc il existe k € IN tel que m = km' . Ainsi 3.2.5
donne

d = nkm’
soit m' divise d .
ceci n’est valable que si :

j—1=0
donc

J=1

d’ou la contradiction. m
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Preuve du théoreéme Par les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3 et la prop. 3.1, on conclut que
(Eo, B, ..., Ep1) est un m-cycle .
D’aprés la proposition 3.4 il existent 0 <m —1 0<m' —1 j tels que

B={s>0}CE
et B={s>0} CE

Soit x € E; , nous avons

/

K™(z,E)) K™(x, B)

ps(x)v(B)

VoIV IV

. !
le corollaire 3.1 nous donne m = nm .

o Supposons que l'un des EZ/ .0 <i<d —1 contient un nombre différent de % d’ensembles

(E;).

J
Done ils existent 0 < k,1<d —1 tels que

E,=FE,UE,U.. UE;
et
E.

=B, UE, U UE,

comme k > 1, alors il existe 1 < h <k tel que pour tout 1 <t <1 et x € L,
nous avons

K(QT,Ejt) == 0

par conséquent

K(I, Ej+1) = ZK(ZL’, Ejt)

d’ou la contradiction.
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Résumé :

Ce mémoire développe quelques résultats sur les noyaux de transition,
non- négatifs, il s’intéresse plus particuliérement aux concepts de
l'irréductibilité, les ensembles petits , les fonctions petites , et le cycle
d’un noyau non-négatif.

Summary:

This thesis develops some results on the non-negative transition kernels
, he is particularly interested in the concepts of irreducibility, small

ensembles, small functions, and the cycle of a non-negative kernel.
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